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SUR LA RÉDUCTION DES FORCES D'INERTIE ;

PAR M. EMILE COTTON.

Soient S un système matériel, Si un système invariable de com-
paraison; en faisant usage cTun système intermédiaire S on décom-
pose le mouvement absolu (de S par rapport à 2^) dans les deux
mouvements suivants : mouvement relatif (de S par rapport à S),
mouvement d'entraînement (de S par rapport à S<) .

Soit M un point matériel ou, comme nous dirons plus briève-
ment, une molécule de S. Un théorème bien connu apprend que
l'accélération absolue de M est la résultante de l'accélération rela-
tive, de l'accélération d'entraînement et de l'accélération de Coriolis
ou accélération complémentaire. A chacune de ces accélérations
on peut faire correspondre une force d'inertie égale au produit de
celte accélération par — m, m étant la masse de M. La force
d'inertie absolue est donc la résultante des forces suivantes : force
d'inertie d'entraînement (ou force centrifuge), force d'inertie rela-
tive, force d'inertie complémentaire (ou force de Coriolis).

Nous effectuons ici la réduction géométrique {{) des diverses

( l) Par réduction géométrique d'un Systems de vecteurs, nous entendons la
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forces d'inertie correspondant à toutes les molécules de S ; nous
indiquons ensuite l 'intérêt de celte réduction en Mécanique
appliquée.

1. Appelons Da le système des forces d'inertie absolues de S.
Les calculs mêmes qu'on fait au début de la Dynamique des sjs-
lèmes (voir, par exemple, APPELL, Mécanique rationnelle^ t. Il,
n08 328 et 333) conduisent au résultat suivant :

La résultante de translation de Da est équipollente à la
force d^inertie absolue de la masse entière de S concentrée au
centre de gravité.

Le moment résultant de Da par rapport à un point 0< fixe
(par rapport à Si) s'obtient de la façon suivante : On imagine le
moment résultant O^h^a d^s quantités de mouvement absolues,
moment pris par rapport à 0<, et la vitesse absolue h\a^'\a d"
point h^a' On construit 0{'r\\a équipollent à A^A^, ce vecteur
représente le moment résultant cherché.

Au lieu d'effectuer la réduction par rapport à un point fixe, on
peut l'effectuer par rapport au centre de gravité G de S, qui, en
général est mobile par rapport à Si. On voit alors, à l'aide de cal-
culs simples, que le moment résultant de Da par rapport au
centre de gravité G de S s'obtient ainsi : par G on mène des axes
de directions fixes (par rapport à Si) ; soit 2^ le sjstème invariable
défini par ces axes. On prend le moment résultant GAa, par rap-
port à G, des quantités de mouvement correspondant au mouve-
ment de S par rapport à S^ (mouvement autour du centre de

détermination de la résultante de translation et du moment résultant par rapport
à un point. Deux systèmes de vecteurs sont dits géométriquement équivalents^
si les résultats de leur réduction géométrique sont identiques. On sait que, lorsque
les vecteurs correspondent à des forces appliquées à un solide absolument
rigide, tel qu^on les imagine en Mécanique rationnelle, deux systèmes de forces
(dynamos) géométriquement équivalents sont aussi mécaniquement équivalents,
c'est-à-dire peuvent être remplacés Fun par l'autre sans qu'il y ait de modifica-
tions dans l'équilibre ou le mouvement du corps.

Dans le cas d'un système S quelconque, il n'en est généralement plus ainsi, mais
l'intérêt que présente encore cette réduction géométrique tient à ce qu'elle donne
les éléments essentiels pour l'application des théorèmes généraux du début de la
Dynamique des systèmes, concernant les quantités de mouvement (projections et
moments) et où les forces intérieures s'éliminent.
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gravité). On construit hah^ vitesse de ha dans son mouvement
par rapport à S^ et enfin Von mène G'r\a équipollent à hah'^

2. Poiir ce qui concerne la réduction du système Dr des forces
d^ inertie relatives^ il suffit évidemment de remplacer, dans les
constructions précédentes, 5^ par 5.

Donc, la résultante de translation de Dr égale la force d'inertie
relative de la masse entière de S concentrée en son centre de gra-
vité, et le moment résultant Gf\r est équipollent à hr h'^ vitesse du
point A,., extrémité du moment résultant Ghr de quantités de
mouvement de S, ces quantités de mouvement et cette vitesse se
rapportant aux mouvements de S et de hr par rapport à un sys-
tème S7 d'axes dont la direction est invariable par rapport à S.

3. Considérons maintenant le système De des forces centri-
fuges ou forces d'inertie d'entraînement.

Ces forces ne dépendent que du mouvement d'entraînement et
de la position à l 'instant t considéré de S par rapport à S. On peut
donc, pour effectuer la réduction, subst i tuer à S un solide fictif
obtenu en imaginant que les diverses molécules de S conservent
par rapport à S les positions qu'elles ont effectivement à l 'instant t
et appliquer les résultats du n° 1.

En particulier, la résultante de translation des forces centrifuges
est égale à la force centrifuge de la massé entière de S concentrée
en son centre de gravité.

4. Il nous reste à étudier le système De des forces centrifuges
composées ou forces d'inertie complémentaires.

Pour cela, considérons des axes Ox, Oy, Oz fixes par rapport
à 2. Soit M une molécule de S, de masse m, de coordonnées x ^ y , z ;
les projections de la force de Coriolis de cette molécule sont :

/ dy dz\ { dz dx\ f dx dy\
(I) 'lm{r^~qdt)ï ^ (P -d t - ' d î ) 7 2m(q•^^p7u)'

p y q, r désignant les composantes de la rotation instantanée dans le
mouvement d'entraînement.

En ajoutant les expressions analogues correspondant aux di-
verses molécules de S, on voit d'abord que la résultante de trans-
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lalion de Ï)c est égale à la force centrifuge composée de la masse
entière de S concentrée au centre de gravité, ce qu'on aurait
pu voir aussi en rapprochant les uns des antres les résultats pré-
cédents.

Par le centre de gravité G menons les axes G^7, Gy', G^', pa-
rallèles à O.r, Oy, Oz. Soient a,j3,Y les projections de la vitesse
de G par rapport à S et *y', y\ z1 les coordonnées de M dans le
nouveau système. Les expressions (i) de la force centrifuge com-
posée de ce point peuvent s'écrire

(^Ï^^)4-2771^"-^^^W-^t

Le moment de cette force par rapport à Qx' est donné par une
formule bien connue ; en ajoutant les expressions analogues, les
termes contenant a, (3, y disparaissent et il reste pour le moment
résultant par rapport à Qx*

, . . V / , dy' i dz'\ YI ,dx1 ^ , dx1

(.) X =- ̂ m{y -^ -^ ̂  +^my -^-^ 2r^ -^,

la sommation étant étendue à toutes les molécules de S.
On peut écrire

(3)

, dx1 d . , ,. , dx , dy'îy-3t-•sl^^+y^t-!v-5î'
, dx' d , , ,. , dx' , ds'^z-^=^z^+z-^-x^

Désignant par A, B^ G les moments d'inertie de S par rapport
à G^, Gy', Gz'y par D, E, F les produits d'inertie relatifs aux
plans coordonnées se croisant suivant ces axes, on a

dA d v^ / r, r, ̂-dt-T^y^^
^ ( , d y ' ,dz'\ dQ dC

(4) ^.l^lîF^-dF)' -rf———' ^ = - • •

dû d YI , , •V d , , ,. dE dF
-^--si^y^^^y^- -5ï=--- -cu=--

Posons
,,, _ rfA . dB , dC , dD dE dF(5) ^^-^p^+^+^^-i-^qr-^rp-^-^pq
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et désignons par /, g^ h les projections sur les axes du moment
résultant par rapport à G des quantités de mouvement par rapport
à G x ' y ' z '

(6)

f V / ' d z l ,dx'\ ^ / ,dx1 ,dz'\f=Zm^^-z w)- ^.L^-dt^^^
A=V^^y^ \ .

^à \ dt J dt j

On a ainsi, pour le moment résultant cherché du dynamo De, les
projections suivantes sur Çsx^ Gy', G^

f \ \ ^ j à!s . , àfo(7) x=-^-^ / l-^7^ y-^-J^j-rf^ph, v==-^--^^+y/.

5. Daus le cas où S est un solide^ on peut transformer les
expressions trouvées pour X, [A, v, en introduisant les projections P,
Q,R sur O.r, Oy, 0,s de la rotation instantanée dans le mouvement
de S par rapport à 5. On a, en effet,

d4^-^, ^=^-p.', ^py-Q.,

et, en portant ces valeurs dans les expressions telles que (2), il
vient, tous calculs faits,

\ ==+2jo(QE--RF)
+ y [aQD ~ R(A 4-C — B}] + r[Q(A-4-B — C) - 2 RD],

^= / ? [ R ( B - + - C — A ) — 9 . P E ) ]
(8) + 2^(RF — PD) + ^|> RE — P ( B - + - A — C)],

v = jt?[2PF- Q(G-4-B~-A)]
- ^ y [ P ( C - i - A — B ) - - 2 Q F ) J - 4 - 2 / ' ( P D — Q E ) .

Nous poserons

(9) 2 l = A + B - + - C ,

1 représente le moment d^iner t ie de S relatif à G, c^est donc un
invariant vis-à-vis de toute transformation d^axes rectangulaires,
on le démontre d^illeurs en géométrie analytique. Les formules (8)
donnent alors

\ == 2 Q ( I r 4 - E / ? - h D ^ — C / ' ) — 2 R ( I ^ - + - F / ? — B y - + - D r ) , ....
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En écrivant

26 == l(pt-^ ^2+ r2) — (A^2+ Byî-t- O2— aD^r -- aE/y? — 2?^),

on voit que l=a(<ï-»^•
—(^-^).(̂ 0 ()/' y

. àe ^àe'
~àq

/- àQ ^àe\v = 2 ( p — — Q — )•
\ àq - à p /

^ .,, , ^ . . ()e de ()e
Considérons le vecteur Gy ayant pour projections j-* j~^ -pî

^,[JL,V 50/^ les projections du double de la vitesse de V extré-
mité y rf<? c^ vecteur tournant autour d^ un axe passant par G;
la vitesse de rotation ayant pour projections P, Q,R, c'est préci-
sément la vitesse de rotation de S par rapport aux axes G x 1 y ' z 1

(vitesse de rotation dans le mouvement relatif).
Le vecteur Gy se construit avec la vitesse de rotation /?, y, r

correspondant au mouvement d'entraînement et la quadrique

(n) I(^24-y 24-^ 2 )~(A^ 2+By^H-C^ 2—2D^--2Es.y—2F;7y)==I,

comme le moment résultant des quantités de mouvement se
construit dans fa théorie de Poinsot à l'aide de Vellipsoïde
dinertie ordinaire et de la vitesse instantanée de rotation.

Cette quadrique (i i) n^est autre qu^un ellipsoïde lieu des
points M obtenus en portant sur chaque axe passant par G une
longueur GM égale à Pinverse de la racine carrée du moment
d^inertie de S par rapport au plan perpendiculaire à cet axe mené
par G.

6. L'intérêt des réductions précédentes apparaît quand on
étudie le mouvement d'une machine par rapport au sol, que nous
prendrons comme système Si.

Nous distinguerons dans la machine la pièce solide la plus
importante (par exemple la coque pour un navire, le fuselage pour
un aéroplane, etc.) ; nous admettrons qu'on peut la regarder avec
une approximation suffisante comme absolument rigide; S sera
invariablement lié à cette pièce. Le reste de la machine (moteur,
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transmissions, roues ou hélices motrices, organes de direction)
constitue (avec les passagers) le système S.

Appelons S'la pièce rigide principale envisagée comme système
matériel ; diaprés le principe de d'Alembert appliqué à l'ensemble
formé par S et S', on peut affirmer que l'ensemble des forces abso-
lues d'inertie et des forces extérieures ordinaires appliquées à cet
ensemble est géométriquement équivalent à zéro (c'est-à-dire que
sa résultante de translation et son moment résultant, par rapport à
un point quelconque, son.t nuls).

Nous classerons les forces ordinaires extérieures à S et S' en
forces de contact, telles que réactions de solides, poussées exer-
cées par l'eau ou par l'air, et forces de profondeur. Nous admettons,
ce qui est en général une approximation suffisante, que les forces
de profondeur se réduisent aux poids des pièces mobiles. Elles
sont alors géométriquement équivalentes au.poids total du système,
force fictive appliquée au centre de gravité, dont l'intensité et la
direction (par rapport à S,) ne varient pas.

Si nous regardons comme connus les mouvements de S par rap-
port à S' et de S' (ou S) par rapport au sol Si, nous pouvons
d'après ce qui précède effectuer la réduction géométrique des
forces de contact. Elles sont en effet géométriquement équiva-
lentes à l'ensemble formé par une force 0 opposée au poids total
et par les dynames ( f) suivants : dynames Dç, D^ formés de forces
respectivement opposées aux forces d'inertie d'entraînement ou
forces centrifuges de S et de S' ; dyname Dr constitué par les
forces respectivement opposées aux forces d'inertie relatives de S ;
dyname De constitué par les forces opposées aux forces centri-
fuges composées de S.

7. Dr ne dépend à un instant donné que du mouvement de S
par rapport à S', ou plus exactement de la distribution des accélé-
rations dans ce mouvement à l'instant considéré; il ne changerait
pas si S' était fixé au sol à cet instant. De, D^., De seraient alors
équivalents à zéro.

(^Nous avons cru pouvoir conserver ici le nom de dyname pour un .système
de forces, alors même que ces forces ne sont pas appliquées à un solide ; il n'y
a aucun inconvénient à cela, puisque nous ne nous occupons que de réductions ou
d'équivalences géométriques.

XL. 10
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Pour que Dr soit nul aussi, il faut que G soit en repos ou en

mouvement uniforme par rapport à S, et que le moment résul-
tant Ghr des quantités de mouvement considéré au n° 2 soit
nul. S\l en est ainsi, nous dirons que la machine est bien équi-
librée pour C inertie relative ( < ) , U ensemble des forces exté-
rieures de contact est alors, pour la machine fixe, équivalent à
la force 0 opposée au poids total du système.

Supposons maintenant S' en mouvement par rapport au sol ; D(.
et D^ ne sont pas en général équivalents à zéro (2).

8. Peut-il arriver que De soit géométriquement équivalent à
zéro, et cela pour tous les instants et pour tous les mouvements
d'entraînement possibles? Il faut que le centre de gravité G de S
ait une vitesse relative nulle et que, quels que soient/?, y, r, on
ait (n° 4)

. o?A fd¥ ,\ /dE \
x==-~^ /?+(^- / l^+(37+^r=oî

/d¥ ,\ dB /dD ,\
ÎA=(^-+/ l^~•^^+(^-^ r==o-

/dE \ /dD \ dC
v = =(^-^^-+-(^--4-^^--3^ r = = o-

ce qui donne

rfA _ dB __ dC _ dD _ dE _ d¥
dt ~" ~dt ~" ~dt ~~~dt ~ lit ~~ 'dt '" oî

y=^==/i=o.

U ellipsoïde central d'inertie de S doit donc être invariable
de forme et de position (par rapport à S') et le moment résultant
(par rapport à G) des quantités de mouvement relatives (n° 2)
doit être nul aussi.

( 1 ) Dans une Note intéressante {Comptes rendus^ 4 décembre 1911), M. Lecornu
a montré la possibilité de réaliser cet équilibrage par l'emploi de masses addi-
tionnelles convenablement disposées.

( 2 ) Ils le sont toutefois lorsque le mouvement de S'par rapport au sol est un
mouvement de translation rectiligne et uniforme, D^ est alors équivalent à zéro.

S'il y a translation non uniforme, D^ est encore nul, D^ et D^ sont géométri-
quement équivalents à une force unique opposée à la force d'inertie de la masse
totale concentrée au centre de gravité et qu'on peut composer avec la forme <t» ;
leur résultante est géométriquement équivalente aux forces extérieures de con-
tact. (On suppose toujours la machine bien équilibrée pour l'inertie relative.)
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Quand ces conditions seront réalisées, nous dirons que la ma-
chine est bien équilibrée pour les effets gyroscopiqucs ( * ) ; elle
l'est îilors aussi pour l'inertie relative.

Dans ces conditions ;

1 ° Les, forces extérieures de contact sont géométriquement équi-
valentes à l'ensemble formé par <Ï>, De, D^.

2° La réduction géométrique des forces D<. et D^ se fait exac-
tement comme dans le cas d'un solide, car le centre de gravite de
l'ensemble S S' et l'ellipsoïde central d'inertie de cet ensemble
restent invariables par rapport à S.

9. Dans la pratique, on a cherché à réaliser d'une façon plus ou
moins exacte cet équilibrage des machines mobiles (2). Bien qu'il
soit pour ainsi dire impossible d'analyser avec précision les actions
extérieures de contact et l'influence que peuvent avoir sur elles les
mouvements de la pièce rigide principale et du reste de la machine,
il apparaît, comme intuitif et comme fait d'expérience, qu'une
distribution défectueuse des massés mobiles entraînerait dans la
marche de la machine des trépida tiens qu'on ne saurait guère cor-
riger par une manœuvre continue des appareils de direction.

En pratique, dans les machines mobiles, le système S' (abstrac-
tion faite des passagers et des appareils de direction ) comparé à S
constitue à peu près un système à liaisons complètes, dont la posi-
tion dépend d'un seul paramètre 9, angle dont a tourné l'arbre
principal ; celte position redevenant la même lorsque 9 augmente
d'une multiple convenable de air.

(') On peut dire que le dyname D^ est le dynaine des effets gyroscopiques.
Voici pourquoi : Imaginons un gyroscope S bien centré tournant uniformément
par rapport à sa monture (S') autour de son axe de figure. Pour faire tourner la
monture uniformément autour d'un axe perpendiculaire à Faxe du gyroscope,
axe passant par le centre de gravité supposé commun au gyroscope et à sa mon-
ture, on peut appliquer des efforts à la monture, ces efforts étant équivalents au
dyname des effets gyroscopiques (il se réduit ici à un couple).

(2 ) Voir, par exemple, pour ce qui concerne les locomotives, BOUASSI';, Méca-
nique. p. 386; pour les navires, FÔI'PL, Vorlesuitgen uber technische Mcchunik^
Band IV, p. i53.

Ces auteurs ne tiennent comple toutefois que des forces d'inertie relatives et
des conditions du n° 7.

Voir aussi la note de M. Lecornu citée plus haut.
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Posant alors ,—=== (o, TT^^ (0^ ^ es*' bien facile de voir que les
vitesses relatives sont, tontes choses égales d'ailleurs, proportion-
nelles à (o, et les accélérations relatives fonctions linéaires et
homogènes de œ2 et de oj'.

Si donc les conditions des n08 7 et 8 ne sont pas réalisées, les
coordonnées pluckériennes de De (dyname des effets gyrosco-
piques) sont proportionnelles (toutes choses égales d'ailleurs) à co,
et le dyname Dr peut être décomposé en deux, l'un dont les coor-
données sont proportionnelles à tu' sera surtout sensible lors de la
mise en marche ou de l'arrêt de la machine, l'autre de coordon-
nées proportionnelles à co2 interviendrait lors de la marche normale.

Terminons ces indications rapides en donnant un exemple où
l'équilibrage parfait pour les effets gyroscopiques est possible :
Toutes les pièces de S sont des roues dont les axes sont fixes par
rapport à S'; de plus, ces roues sont bien centrées, au point de vue
mécanique, c'est-à-dire que leur axe de rotation passe par leur
centre de gravité et est un axe de révolution de l'ellipsoïde d'inertie
relatif à ce p o i n t ; enfin les roues engrènent les unes avec les
autres de façon que les vitesses angulaires de rotation sont propor-
tionnelles à des nombres fixes.

Il est alors manifeste que la fixité (par rapport à S7) de l'ellip-
soïdes d'inertie de S est réalisée. Quant à la condition des
moments, il est facile de la traduire analytiquement. Appelons C
le moment d'inertie d'une roue, (o sa vitesse angulaire de rotation
dans son mouvement par rapport à S', a, j3,Yles cosinus directeurs
de son axe (par rapport à un trièdre de coordonnées lié à S7); il
faudra

^Gt)oa==o, ^C<x)p==o, yCfary = o,

conditions qu'on pourrait toujours réaliser en ajoutant au besoin
une roue nouvelle engrenant avec les précédentes.


