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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR CERTAINES EQUATIONS DIFFERENTIELLES D'UN TYPE GENERAL
UTILISABLES EN MECANIQUE;

Par M. P. Bour (').

INTRODUCTION.

Les méthodes de détermination des solutions périodiques ont
été notablement perfectionnées, ces derniers temps, grice surtout
aux travaux bien connus de M. Poincaré. On ne peut pas en dire
autant, 2 ce qu’il semble, des solutions trigonométriques plns
générales.

Abstraction faite des cas oul, par une intégration immédiate, le
probléme se raméne a l'inversion des intégrales et de ceux ou
il revient & la considération de fonctions périodiques, je ne puis
indiquer qu'un seul exemple se rapportant & notre question :
c’est ’équation

drx
d—t; _ax=l"'f(x1 t, l"')r

ou f est développable en série suivant les puissances entiéres et
positives des quantités @ et z et contient ¢ sous forme trigonomé-
trique. M. Poincaré a étudié cette équation () et a trouvé une solu-
tion trigonométrique pour le cas o> o, si |p| est suffisamment
petit. Le cas @ < o n’est considéré que lorsque f est une fonction
périodique de ¢; on a alors une solution périodique, de sorte que
ce cas ne se rapporte pas a ce qui nous intéresse ici.

En commencant le présent travail, j'ai voulu seulement prouver
I'existence des solutions trigonométriques pour des équations plus
générales, me servant pour cela des théorémes établis dans mon

(') Dorpat, 1goe; traduit du russe par M Tarnarider.
(*) Les méthodes nouvelles de la Mécanigue céeleste, t. 11, p. 311.



—_6 —

travail sur les séries trigonométriques ('), en les complétant sui-
vant les circonstances. En faisant des recherches auxiliaires, j’ai
trouvé différents théorémes ayant un lien étroit avec I'objet qui
nous intéresse, quoiqu’ils ne soient pas indispensables pour notre
but immédiat. Enfin, il s’est trouvé que, grice aux théorémes
découverts, la démonstration de l'existence des solations trigono-
métriques pouvait se faire sans avoir recours aux résultats de mon
travail mentionné ci-dessus. Les hypothéses prennent alors une
autre forme ; mais cette modification n’a probablement pas grande
1mportance.

Mon travail contient donc 'étude d’un systéme trés général
d’équations différentielles et surtout I'étude du cas ou ce systéme
admet des solutions trigonométriques.

J’ai laissé de coté les compléments dont j’ai parlé plus haut aux
théorémes de mon Ouvrage sur les séries trigonométriques, car ces
recherches ne se trouvent pas maintenant en rapport étroit avec
I'objet principal du présent travail. Le Chapitre IV contient
quelques applications. '

Pour mettre le lecteur au courant, dans une certaine mesure, de
I'objet du présent travail j'indiquerai quelques résultats auxquels
j’al été conduit (2).

Soit donné le systeme d’équations différentielles

dr; .
(1) Ef_—_ai1x1+a,-1x,+...+a,-,,x,,+X,- (i=1,2...,n)

ol les quantités a sont des constantes au sujet desquelles nous
supposerons seulement que I’équation caractéristique

ajyg—w Qs cee Ain
Qgy Agg— W ... Qap
(2) =0
QApy Apy eee Qup— W |

n’a pas de racines dont la partie réelle soit nulle.

(1) Ueber die Darstellung von Functionen einer Variabeln durch trigono-
metrische Reihen mit mehreren einer Variabeln proportionalen Argumenten;
Dorpat, 1893.

(?) Nous supposerons toujours, sauf en quelques cas qui n’exigent pas d’indi-
cations spéciales, que les quantités considérées sont finies et réelles et que les
fonctions sont uniformes.
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Les X, sont des fonctions de ¢, zy, ..., z, que nous supposerons
données pour les valeurs de z satisfaisant a4 des conditions (A) du
type : a; < z; << b; (oubien a; << z;, ou bien x;<< b; ou bien z; arbi-
traire) et pour les valeurs de ¢ satisfaisant aux conditions ¢ >t (Cas o)
ou bien ¢t << t(Cas 3) ou bien ¢ arbitraire (Casy). Nous supposerons
que les X; ont des dérivées premiéres par rapport a x,, ..., Zn,
lesquelles, ainsi que les fonctions X;, sont des fonctions continues
det, z,, ..., zn.

Enfin, nous ferons 'importante hypothése suivante : on peut
choisir un nombre ¥ > o, tel que les « dont les valeurs absolues
ne sont pas supérieures a vy satisfassent aux conditions (A) et tel
que, pour

—y< @<+
les inégalités
10X;
dxk

|<An 1 Xilo < Agy

soient vérifiées. Dans ces inégalités, | X;|, désigne la valeur de | X;|
pour x,=...=x,==0: A, A, sont certains nombres positifs
qu’on peutdéterminer quand le tableau de coefficients a est donné.
Leur mode de calcul résulte de ce qui va suivre.

Avant d’exposer les conséquences qui découlent de ces hypo-
théses, remarquons que ces derniéres sont vérifiées, par exemple,
pour le systéme

dy; .
(3) T‘};=Yi+r,; (i=1,2 ..., n),

si les conditions suivantes sont remplies.
Pour les valeurs des y satisfaisant aux conditions (B)

< yi<Bi (<o, Bi>o0),

les Y;sontdes fonctions des y quis’annulentpoury, =...=y,=o.
aY; . .
Les 5;5 existent pour des valeurs des y répondant aux condi-
L.
tions (B) et sont continues pour ces valeurs des y. L’équation (2)
n’a pas de racines dont la partie réelle soit nulle, si les a;; désignent

les valeurs des g}Y—' pour yy=...=),=o0. Les m; sont des fonc-
k

tions données de ¢, y, ..., ya pour les y répondant aux condi-
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tions (B) et pour toutes les valeurs de ¢. Ces fonctions ont des

on;

dérivées W finies et continues, ainsi que les n;, pour les valeurs

considérées des y et de ¢. De plus, on a le droit d'assigner aux
. 0 . .

quantités || et l£’| un certain degré de petitesse, ce degré pou-

vant étre déterminé suivant la nature des fonctions Y;.

Revenons maintenant aux équations (1). Dans mon travail,
jintroduis a l'aide d'une substitution linéaire, fort connue
d’ailleurs, a coefficients constants et dont le déterminant n’est pas
nul, n formes y linéaires par rapport aux z. Les quantités y se
divisent en deux groupes p, ..., pk €t qi, ..., qu, les éléments du
groupe p correspondant aux racines de l'équation (2) dont la
partie réelle est positive, et ceux du groupe ¢ aux racines a la
partie réelle négative. Il peut d’ailleurs arriver qu’on n’ait qu'un
seul groupe ().

Nous restreindrons ensuite les systémes p et les systémes ¢ &
'aide des conditions

k {
) L ¥ duppzdr 1L P fgis—or,

=1 v=1

ou les quantités d>o, f<o, ainsi que 3> o, sont certaines
constantes qui ne dépendent que du tableau des coefficients a.
A chaque systéme p, ¢ répondant aux conditions (4) correspond
un systéme x répondant aux conditions

—y<z<ly (i=1,2, ..., n).

Désignons par P, Q les systémes de quantités p et ¢ caracté-
risées par les conditions (4, I) et (4, II).
Nous avons alors les théorémes suivants :

I. Cas a. — Soient ty l'une quelconque des valeurs considé-
rées de t et[q] U'un quelconque des systémes Q. Au systéme|q]
correspond un systéme P parfaitement déterminé, que nous
désignerons par [p], tel que la solution des équations (1) cor-

(') Les modifications que les théorémes cités ici subissent dans ce cas résulte-
ront de ce qui va suivre,
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respondant auzx valeurs initiales [p], [q] powr t =1, satis-
Sfasse aux conditions (4) pour toutes les valeurs de t > t,. Deux
solutions de cette nature, arbitrairement choisies, tendent
asymptotiquement l'une vers l’autre pour t = + co.

II. Cas 8. — Soient t, ’une quelconque des valeurs consi-
dérées de t et [p] 'un quelconque des systémes P. Au sys-
téeme [p] correspond un systéme Q parfaitement déterminé,
que nous désignerons par [q], tel que la solution des équa-
tions (1) correspondant aux valeurs initiales [p] et [q] pour
t = t,, satisfasse aux conditions (4) pour toutes les valeurs de
t > ty. Deux solutions de cette nature, arbitrairement choisies,
tendent asymptotiquement l’une vers I’autre pour t = — .

II. Casy. — Les théorémes ci-dessus sont exacts simultané-
ment. En outre : 1! existe une solution déterminée des équa-
tions (1) satisfaisant aux conditions (4) pour toutes les valeurs
de t. Une solution satisfaisant aux conditions (4) pour des
valeurs asses grandes de t tend asymptotiquement vers cette
solution pour t=ow. Une solution, satisfaisant auzx condi-
tions (4) pour des valeurs assezs petites de t, tend asymptoli-
quement vers cette solution pour t = — .

Considérons le cas ou toutes les valeurs de ¢ sont admissibles
et supposons de plus que ¢ entre dans les X; sous forme trigono-
métrique. Voici ce que nous entendons par la : les X; (du moins
pour les valeurs des z satisfaisant & la condition — y <z, <y et
pour toutes les valeurs de 1) se déduisent de certaines fonctions
pi (Z(y «oey Zpy w0y, ..., uy) par la substitution

L
ay %m
les p étant, pour des valeurs des z répondant aux conditions
—y < z; <y et pour toutes les valeurs des «, des fonctions con-
tinues des z et des u el périodiques par rapport aux «, de périodes
égales a l'unité. Les o sont des quantités non nulles et telles
qu’entre leurs inverses il n’existe point d’équations linéaires ho-
mogénes a coefficients entiers non tous nuls,
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Des hypothéses faites il résulte alors que les éléments de la
solution sus-indiquée, qui salisfait aux conditions (4) pour toutes
les valeurs de ¢, sont développables en séries trigonométriques
uniformément convergentes pour toutes les valeurs de ¢,

(5) Ui+ Us—+ Uz + 0oy

ol chaque terme u, est une expression entiére et rationnelle en

2ml

COSE—E'{) sin
Qp_ du
a coefficients constants.

Si les fonctions p admettent des dérivées continues par rapport
aux z et « jusqu’a l'ordre S inclusivement et si S est Tam, les
éléments de la solution sus-indiquée sont développables en séries
trigonométriques absolument et uniformément convergentes pour
toutes les valeurs de ¢, le type de ces séries correspondant aux
séries ordinaires de Fourier. Cela veut dire que chaque terme des
séries qui représentent la solution contient, en outre du coeffi-
cient constant, le produitde quantités qui ont la forme de cosinus
et de sinus des multiples entiers de a7 ay.

Pour le reste du travail, je me borne a renvoyer au résumé
qui suit cette introduction.

Les exemples que j’ai cités ont un caractére mécanique. En
dehors de ces exemples, le lecteur ne trouvera dans cette étude
que des recherches rigoureusement analytiques. Les démonstra-
tions de caractére géométrique ou méme mécanique n’y sont pas
admises, ce qui n’exclut cependant pas’emploi de la terminologie
empruntée a la Géométrie (). En choisissant les exemples, je ne
cherchais d’ailleurs pas &4 examiner les cas les plus généraux pos-
sibles. J’ai voulu seulement indiquer certaines directions dans
lesquelles on pourra trouver autant qu’on voudra de probleémes de
Mécanique correspondant & nos recherches.

(') Dans le présent travail les expressions : point (lien), domaine, voisinage
ou région d’un point (d’un lieu) point d’accumulation ont le méme sens que
les expressions : Stelle, Gebiet, Umgebung einer Stelle, Haufungsstelle, em-
ployées par les auteurs allemands.
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CHAPITRE 1.

PROPOSITIONS PRELIMINAIRES (!).

1. Lemme. — Le théoréme suivant permet souvent d’assigner
des limites aux différences des éléments de solution d’équations
différentielles.

Soient 2n fonctions z;, y; (1t =1,2, ..., n) satisfaisant aux
équations

dz‘,-___ . i
m‘ —fl(t)"'sz(t)v
dy; )
S =Fue) +pi(0),
(i=1,2, ..., n),

pour les valeurs de la variable ¢ comprises dans un certain inter-
valle, les fonctions f, F, £, o ayant des valeurs bien déterminées
pour chaque valeur de ¢ de l'intervalle considéré. Soient A et B
les limites de cet intervalle, ces limites pouvant elles-mémes
appartenir a I'intervalle.

Supposons que les fonctions f, F, §, o satisfassent aux condi-

(') On a supprimé, avec I’assentiment de I'auteur, le texte de ce premier Cha-
pitre, dont on fait simplement connattre les conclusions principales. En effet, le
théoréme du n° 1, bien qu'important en lui-méme, fait surtout office de lemme.
Les n>* 2, 3, 4, onl cessé d’étre indispensables, parce que les propositions fonda-
mentales qu’ils contiennent ont regu, a I'heure actuelle, plusieurs démonstra-
tions bien connues, auxquelles il est facile de se reporter. Pour la plus impor-
tante d’entre elles, celle du n° 4, on onsultera en particulier une Note insérée
par M. E.Picard, dans les Lecons sur la théorie des surfaces, de M. Darboux (t.IV)
et deux Notes publiées dans le Bulletin de la Société mathématique de France,
par M. I. Bendixson (t. XXIV, p. 222) et par M. Hadamard (t. XXVIII, p. 64).

Les n** 5, 6, 7 conduisent, au contraire, & des vues entiérement nouvelles,
d’une grande importance pour la théorie des équations différentielles. Mais I'au-
teur ne les a pas employées dans le Mémoire actuel, faute de leur avoir donné,
au moment ol il le rédigeait, leur forme définitive et entiérement générale. Le
lecteur les trouvera sous cette forme dans un travail ultérieur de M. Bohl, Ueber
die Bewegung eines mechanischen Systems in der Nihe einer Gleichgewichts-
lage (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik,t. CXXVII, 1go4,
p- 179), et il pourra se' convaincre qu’elles fournissent une seconde démonstra-
tion pour plusieurs des résultats développés dans ce qui va suivre.
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tions suivantes
p=n
1/:() = Fu0)| 2 Y, Aplop—yul,
p=1
[6:(2) — ps(t)| < d,

ou A, et d sont des constantes positives. Posons
Zi—yi= i

p=n

-\
Apbnp(9) =h; X Ap=k,
=1

< étant une valeur quelconque de ¢ dans l'intervalle considéré.
Nous aurons alors, pour toutes les valeurs de ¢2 © de notre in-
tervalle,

ewlt-1 g

.’L‘i(t)——)’,'(t) = z',-('l:) —_}"1(‘!)+€i(d+ ’L) —

ou w est égal & == k suivant que ¢ est 27 et || < 1.

On trouvera une application de cette proposition au n° 11,
Néanmoins, les raisonnements qui vont suivre peuvent étre établis
sans son intervention.

2. Du prolongement des solutions des équations différen-
tielles. — Soit un systeme d’équations différentielles

dz; .
—t—i? =fi(.’l‘1,-.-,"tn;t)y (l=lr 29-"’"')7

dont les seconds membres f; vérifient les conditions classiques
(condition de Lipschitz) pour les valeurs de ¢ comprises dans un
certain intervalle @ << ¢ << b et pour les valeurs des x comprises
dans le domaine (G) défini par les inégalités '

<71 < by; @y < 13 < by; e a, < zp < by,

ou du moins, pour les valeurs des z comprises dans un domaine
quelconque strictement intérieur a (G). Considérons une solution
déterminée, définie & partic d’une valeur initiale de ¢ intérieure
a l'intervalle (a, b). Si cette solution ne peut étre prolongée ni
jusqu’a ¢ = + oo ni jusqu’a ¢ = — oo, il doit exister une valeur
maxima T et une valeur minima § telles que z,(¢), ..., z,(¢) repré-
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sentent Ja solution pour les valeurs de ¢ comprises dans 'intervalle
8 <t < T, tandis que, pour ¢t << 6 ou ¢ > T, les conditions d’exis-
tence de la solution ne sont plus remplies.

Si T n'est pas égal a b, x,(t), ..., z,(t) prennent, entre
autres, des valeurs aussi voisines qu’on voudra des limites de
notre domaine pour des valeurs de t différant de T aussi peu
qu'on voudra. (Cela signifie qu’'une au moins des quantités
by— x|, |ay— 2|, ..., |ba— x4|,| @ — x,] devient aussi petite
qu’on veut.)

3. Equations différentielles contenant des paramétres. —
Si les’seconds membres f; des équations différentielles considérées
contiennent des parameétres a,, a,, ... et satisfont a des conditions
de continuité convenables par rapport a ces paramétres, les solu-
tions, supposées définies par des conditions initiales déterminées,
sont également continues en a,, a,, ....

4. Des dérivées des solutions des équations différentielles
par rapport aux paramétres et auxr valeurs initiales. — Les
solutions admettent également des dérivées par rapport aux para-
métres, et aussi par rapport aux valeurs initiales, pourvu que les
fonctions f;, qui constituent les seconds membres des équations
données, satisfassent a certaines conditions.

5. Lemme. — Détermination, par voie de continuité, d’une
branche uniforme d’une fonction & plusieurs valeurs.

6. Canséquences du lemme précédent ; théoréme fondamental
de I’ Algébre. — Application aux variations d’argument et, par
suite, a 'existence d’un systéme de deux fonctions implicites défi-
nies par deux équations. Le théoréme fondamental de I’Algébre
peut étre regardé comme une conséquence de ces considérations.
Mais celles-ci conduisent, en outre, au théoréme suivant :

Il ne peut exister deux fonctions §, v de z et de y, continues
dans le domaine z* + y* < r?, satisfaisant identiquement a la
relation§* + n* = r? et prenant surla circonférence z* + y* =r?
les valeurs § =z, 1 =y.
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1. Applications a la théorie des équations différentielles.
— La conclusion obtenue concerne le cas ou, relativement a deux
des fonctions inconnues, désignées ici par = et y, le systeme
vérifie, pour ¢ 2 ¢,, les conditions suivantes :

1° Pour 2%+ y2=1r2, on a, en vertu des équations différen-
. d

2 (x2 2 .

tielles, 7 (B2 +y?) >0

2° La solution est certainement prolongeable pour ¢ croissant

tant qu’on n’a pas eu £+ y2> 72,

S’il en est ainsi, il existe une solution prolongeable det=t,
jusqu’a t= + w et vérifiant dans tout cet intervalle, !'inéga-
lité 224 y2 4+ < r2 (V).

CHAPITRE 1I.
ETUDE D’'UN SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES D'UN TYPE GENERAL.

8. Le systéme d’équations différentielles consideéré; hypo-
theses faites. Transformation linéaire. Introduction des gran-

deurs p et q. — Considérons le systéme suivant d’équations
différentielles

d.I:,'
(l) E‘ :a“.z',+at~2.7'2+..‘—+-a,-,,.z‘,L—|—E,',

ou les &; sont fonctions de ¢ et 2 données pour les valeurs des x du
domaine a; << x; << §; renfermant le pointo. . .0, et pour les valeurs
de ¢ satisfaisant a la condition ¢ > (ou ¢ <<t ou ¢ arbitraire),
© étant une constante. Supposons que, pour ces valeurs de ¢ et

(e, 0f . . .
des z, les dérivées ?)% existent et solent, ainsi que les §;, des fonc-

tions continues de ¢ et des x. Supposons en outre qu’on puisse
déterminer un domaine —y << ;<< Y (y > o) (x;= =y apparte-

(') Pour appliquer celle proposition & Lous les cas envisagés dans le présent
Mémoire, il faudrait la généraliser et, pour ccla, élendre a plus de deux variables
celle qui est indiquée & la in du numéro précédent. C’est cc qui est fait dans le
Mémoire du Journal fiir die Mathematik auquel renvoie la note placée en téte
du Chapitre.
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nant au domaine précédent) tel que les quantités I—’l er & aient,
or

les premiéres pour les valeurs des z prises dans leur nouveau
domaine et pour toutes les valeurs admises de ¢, les secondes pour
ces mémes valeurs de ¢ et pourz, = z,=...= x,= 0, un certain
degré de petitesse, que nous pourrons choisir arbitrairement mais
de facon qu’il ne dépende que des quantités a ('), ces derniéres
étant des constantes satisfaisant a la seule restriction que I'équa-
tion

ay —u aiyg ce An
[22%} Aag— U .. Qapn =0
Any Qns oo @up— U

n’ait pas de racines dont la partie réelle soit nulle.
Nous allons maintenant nous servir du théoréme suivant de la
théorie des substitutions linéaires (2) : Soit le systéme

p=n
z{-:Zamz‘p (i=1, ..., n),
p=t1

ou les z, sont complétement arbitraires. En faisant la substi-
tution

w=n p=n
yi= 2 Bipzy, yi= 2 Bipzy,
p=1 ®w=1

ot le déterminant |B;,| estZo, on obtient des équations du
type y; = fonction linéaire des y;. On peut choisir les quantités 3

(1) Nous rencontrerons plus loin une suite de quantités au sujet desquelles nous
dirons qu’elles ne dépendent que des quantités a. Cela signifie qu’a tout tableau
des quantités a on peut associer un systéme correspondant des premiéres quan-
tités. D’aprés nos hypothéses, nous avons le droit d’introduire plus loin un nombre

s a1 3 ok g
fini d’inégalités du type P <A, El <AB; ... et 7 (pour z,=...=x,=0)
inférieurs 3 D, D,; ..., ot A, A,, ..., D, D,, ... sont des nombres positifs

dépendant des quantités a seulement.

(?) Ce théoréme intervient dans la théorie des équations différentielles linéaires.
Voir JorpAN, Sur la résolution des équations, etc. (Comptes rendus, t. LXXII,
1871). — WEIERSTRAsS, Bemerkungen zur Integration, etc. ( Werke, Bd. 11). —
Li1APoUNOFF, Sur la stabilité du mouvement, p. 61. Kharkoff, 18ga.



réelles de telle facon que ces ¢quations se partagent en systémes

du type

I1.
§ = guy— hoy, vy = gvi+ hu,,
u'y = U+ Uy — hv,, vy = 91+ gy + hu,,
Uy = U+ gUus— hos, vy = v+ gv3+ hus,

Up = Up—y~+ EUp— hog, v; = Pp-1+ gvp+ hug,

ou ) désigne une racine réelle et g == A/ un couple de racines ima-
ginaires conjuguées de I'équation

ap —u [42T) ces Ayp
D= as QApp— U ... QAap o.
(23] Qna v.r QApp—Uu

Le nombre d’équations correspondant a A el se partageant par
conséquent en systémes du type I est égal au degré de multiplicité
de la racine A. Le nombre d’équations correspondant a g == A/ et
se partageant par conséquent en systémes du type II est égal au
double du degré de multiplicité de la racine g + Ai (ou g — Ai, ce
qui revient au méme). Dans ces équations, z', «/, ¢' désignent des
quantités y' et 5, u, ¢ des quantités y.
Appliquons ce théoréme a notre cas. Posons a cet effet

(.L:h
Yi= 2 Bip.z'u-
=1

On peut alors choisir les quantités réelles 8, de telle facon que le
déterminant |B;,| soit 2o et que les équations (1) transformées se
XXXVIIL. 2
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partagent en les deux systémes suivants :

I.
dz
_d_t! = Az +§,
dz
7; = 21+ A3+ §y,
et iee e s
dz
7; = Zy—-1 + )\Zv+ C’V'
1.
du dy
Ut—l :gul—hvl—}—‘qh .(—/[1 2g01+hu1+31,
du dy .
71’72 = Uy + gus— hoy + 79, ;lt—?="1+g"2+h“2+32-
I B T T T P S . ey
dug ‘ dvg
E—- =up_,1+gup—hvp+ Nps _d—l— :Vp>|+g()p+ hup—r' 3‘;,

ot ), g, h ont la méme signification et le nombre d’équations cor-
respondant estle méme que dans le théoréme précité et {, n, I sont
des expressions linéaires et homogenes en £ dont les coefficients
ne dépendent que des quantités a. Formons maintenant pour
chaque systeme I la quantité

=V
V)
Y = 200—1 z2
G = 2)\“ 3.
a=1

Nous aurons

=V a=v
d
at 2 A2a-1z3 =223} + 2 2N 24(Bg—1 + A 3g) + Z,
a=1 =2

ou 7 désigne une forme bilinéaire des quantités 5 et { dont les
coefficients ne dépendent que des quantités a. Par conséquent

a=V =V
(2) %2)\2“~1z§=)\2z‘f—f—)\wz3+E()\aza+)\“—1za_1)’+2.
a=1 o=2

Pour chaque systéme 1l nous poserons de méme

B=p
H= z g‘-’?—'(ué + vé),
B:l



d’ou
iﬁngza—-‘(u§+ o8)
dtﬂ:: p
=a2g[us(guy— hoy) + 01 (gey+ hu,)]
+ping=[5—i [ug(ug_,+ gug— hog) + vg(vg_ + gvg-+ hug)] + H,
B=2

ou H est une forme bilinéaire des quantités «, ¢ d’une part et des
quantités v, J d’autre part, les coefficients de cette forme ne dépen-
dant que des quantités a. Par conséquent

/ d5=9
o &1 (uf + o)
ﬁ:l
(3) 1 =g (u}+v})+ g (up + )
B=ep
+32 [(gPuB +4- gp— ug_, )+ (g?'vﬁ—}— gh—1 vB_l)‘-‘] + H.
=1

\

Partageons maintenant les quantités y en deux groupes.
Soient py,ps, ..., px celles des quantités y qui correspondent aux ra-
cines a partie réelle positive de I'équation D =o et ¢, g3, ..., ¢z
celles qui correspondent aux racines a partie réelle négative de la
méme équation. (1l peut arriver, bien entendu, que les quantités
d’un de ces groupes n’existent pas.) En ajoutant pour chacun de
ces groupes les quantités G et H formées plus haut, nous aurons
les deux sommes suivantes

=k v=1I
zdp.Pﬁ Equzr
=1 v=t

ou les quantités positives d et les quantités négatives f ne dépen-
dent que des quantités a. Il résulte alors de ce qui précede

dp.:k p=k k n
G X i sP P — Py it/ Dk
=1 p=1 p=1

i=1

v=I

v=I { n
’ 23 resa Y-/ Yay/ e

\ v=1 v=1 v=1 i=1
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ot P et Q sont des nombres ne dépendant que des quantités a,
Py et Q, étant positifs. On déduit les relations (4) des rela-
tions (2) et (3) en remarquant que les seconds membres des
¢quations (2) ou (3) sont, abstraction faite de Z et H, des formes
quadratiques définies positives relativementaux quantités z,,. .., 3y
O Uyyevyllpy $iyennyVpe

9. Introduction d’un certain domaine pour les grandeurs p
et q. Propositions préliminaires. — Entre les deunx systémes
d’équations différentielles en x et y 1l existe évidemment une
dépendance bien simple. Si le domaine de variabilité des quan-
lités z est déterminé a Paide d'inégalités du type ;<< z:i<< B,
celui des quantités y est déterminé par les mémes inégalités quand
on substitue aux z les fonctions linéaires correspondantes des y.
D’une solution du systéme en x résulte une solution du sys-
téme en y pour le méme intervalle de valeurs de ¢ et inversement.
Les valeurs initiales sont liées par les mémes relations que celles
qui lient les z et les y.

En appliquant au systeme d’équations en x la suite de théo-
rémes du précédent Chapitre, on peut établir les théorémes corres-
pondants relatifs au systeme en y. On pourrait aussi les établir
directement. Si, par exemple, Ja solution du systéme en y s’étend
a l'intervalle de ¢ = ¢, 4 ¢t =T (T exclu) et pas plus loin, T appar-
tenant aux valeurs adiises pour ¢, la solution doit prendre entre
autres, des positions aussi voisines qu’on veut des limites du
domaine pour des valeurs de ¢ aussi voisines qu’'on veut de T.

Si les fonctions £ admettent des dérivées par rapport aux x
jusqu’a 'ordre M et si ces derniéres sont des fonctions continues
de ¢ et des & pour toutes les valeurs admises, les z admettent des
dérivées par rapport aux valeurs initiales jusqu’a I'ordre M. Elles
sont contlinues par rapport aux valeurs initiales (dans un certain
domaine renfermant un systéme particulier de valeurs initiales) et
par rapport a ¢ et satisfont & des équations différentielles qu’on
obtient en formant les dérivées par rapport aux valeurs initiales
des deux membres des équations différentielles données. 1l s’en-
suit qu’on peut en outre diflérentier par rapport a ¢ ces dérivées
des x et 'on obtient des fonctions continues des valeurs 1nitiales
et de ¢. Par conséquent, les y ont ¢videmment aussi des dérivées
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par rapport aux valeurs initiales jﬁsqu’z‘l I'ordre M. Elles sont
continues par rapport aux valeurs initiales (dans un domaine ren-
fermant un systéme déterminé de valeurs initiales) et par rapport
a t. On peut les différentier eacore une fois par rapport a ¢ et I'on
obtient des fonctions continues. 1l en résulte que les dérivées par
rapport aux valeurs initiales des y satisfont aussi a certaines équa-
tions différentielles qu’on obtient & I'aide des équations différen-
tielles données, car on peut modifier 'ordre de différentiation des
quantités y par rapport aux valeurs initiales et par rapport a ¢,
grice a la continuité des fonctions correspondantes.

Introduisons maintenant le domaine suivant pour les quan-
tités 3 (')

v=I{

w=k
(1 Ndwppztrr,  Jfgiz—dr (>0
p=1

v=1

Choisissons le nombre 8 (dépendant des quantités a seules) suffi-
samment petit pour que les quantités p, ¢ appartenant au do-
maine (1) soient a l'intérieur du domaine qui est indirectement
assigné aux quantités y par les inégalités — y < ;<.

Soient maintenant A;>> o0, A;>>o0, deux nombres positifs ne

)

dépendant que des quantilés @ et satisfaisant aux conditions (*)

' |Pa]l n(As+ Agn) < ;6:[’,,
(2) -
[1Qs1n (s 4im) < TSI Q.
[

La signification de P, Py, Q,, Q. résulte des équations (4) du
n°® 8; d, et | fo| sont les plus grandes parmi les quantités d,, et | £,|-
Conformément a nos hypothéses, nous supposons que dans le
0
< Bl<a
ot §, est la valeur de § pour 2z, =...=z,=o0. On a alors, pour

domaine — y << ;<< y vat lieu les inégalités

(1) Nous supposons d’abord que les deux groupes p et g existent. Le cas plus
simple ou I'on n'a qu’un seul groupe est traité plus loin.

(?) Les notations dont il est fait usage ici sont indépendantes de celles em-
ployées dans Pintroduction ainsi que de celles qu’on rencontrera plus loin.
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les valeurs des  prises dans le domaine — y < z; <,

E'=Ei°+£%£§i€x“ (i=n12,...,n),

Y3} (s 0&; . s
ou %—ii désigne la valeur de il pour un certain systéme de va-
oz, oz,

leurs des z pris dans le domaine — y < z; << y. Il s’ensuit que

Eﬁ?ZEIEiK n Ay -+ nAy

i=1 i=1

et, en vertu de (2),

(3) |Py] 2£;<\/diom, leI\/ZE,’-< _I—fso—IQm
i=1

i=1

Envisageons maintenant, en premier lieu, le cas ou les coor-

données p, ¢ de la solution satisfont, pour une certaine valeur
de ¢, aux conditions

£
(4) zduPa': oy2, vaq3§~81’.
=1

v=1

La premiére des relations (4) du n°® 8 nous donne alors, en vertu
de (3) et de I'inégalité

p=1
résultant de (4),
n
k k |P2l 251’ k iPlY\

d 2= 2 — i=1 2 dl)
gggidul’u >‘§lpu P >§ll{’u Py— ——————E

] 4

=1 )

Nous avons, par conséquent, dans le cas (4),

k
d
(5) mzdmb o.
p=1
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En second lieu, considérons le cas oli, pour une certaine valeur
de ¢, on a simultanément

1

k
(6) Z dupiz 8yt 2qu3 =— 3
p=1

v=1

Nous avons alors, en vertu de la seconde inégalité (4) du n° 8,
de la relation (3) et de I'inégalité

résultant de (6),

iy / & . \/l 2 Quy

v?v>29v Ql‘—‘—"__l_:_-"—i—_ >293 Q— —==

[
=1 =1 ——
V Yo ) \/m.. '

v=1

Donc, dans le cas (6), on a

{
d
(7) mEfv93>°~

v=1

10. De Uexistence de certaines solutions d’un type particu-
lier. — Supposons que I'intervalle donné de ¢ contienne toutes
les valeurs réelles de ¢, ou bien soit défini par I'inégalité ¢ >t et
considérons le domaine

v=I{

(1) 2 PRI, pgiz—in,

v=1

défini précédemment Des propositions du précédent paragraphe
s'exprimant a 'aide des relations (4), (5), (6), (7), il résulte que
si les coordonnées p, ¢ de la solution se trouvent, pour une cer-
taine valeur de ¢, par exemple ¢=r,, dans le domaine (1), on
peut trouver un intervalle de valeurs de ¢ commencant par la
valeur 7, et s’étendant au dela de ¢ =, pour lequel p, ¢ restent
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dans le domaine (1), sauf dans le cas ou, pour ¢t =7,

X
N dypi= oy,
p=1

Dans ce cas, il n’existe point d’intervalle commencant par =, et
s'étendant au dela de ¢=r+,, pour lequel p, ¢ restent dans le
domaine (1).

Choisissons mainlenant un systéme quelconque de valeurs des ¢
satisfaisant & la seconde des conditions (1), pour systeme de
valeurs initiales des coordonnées ¢ de la solution correspondant a
une valeur initiale arbitrairement choisie T, de ¢. Deux cas peu-
vent alors se présenter : ou bien, on peut associer a ce systéme
de valeurs initiales des ¢ un systeme de valeurs initiales des p
satisfaisant & (1) et tel que la solution correspondante reste pour
toutes les valeurs de t$T, dans le domaine (1), ou bien cela n’est
pas possible.

Admettons que, pour un certain choix particulier, le second cas
puisse se présenter. Alors, quelle que soit la fagon de compléter le
systéme de valeurs initiales des ¢ par un systeme de valeurs des p,
appartenant & notre dowmaine, la solution correspondante ne res-
tera pas pour toutes les valeurs de ¢$T, dans notre domaine.

Si le systéme complémentaire de quantités p satisfait a I'équa-

tion
k
S
Zdup& = 87’7
=1

on ne peut, d’aprés ce qui précéde, trouver un intervalle (com-
mencant par Ty, et s’étendant au dela de T,), pour lequel notre
solution reste a l'intéricur du domaine (1). Par contre, dans tout
autre cas, un pareil intervalle existe. Mais puisque, par hypothése,
la solution ne reste pas toujours dans notre domaine, 1l existe évi-
demment un nombre positif déterminé T tel que, pour les valeurs
de ¢ appartenant a l'intervalle TyZ# << T, + T, la solution reste
dans notre domaine, tandis que cela n’a plus lieu pour I'intervalle
TyZt <Ty+ T + ¢ (e > o, mais d’ailleurs arbitraire). Nous avons
alors évidemment, pour ¢t =Ty + T,

k
Ddupi= 12

=1
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A chaque systéme de valeurs des p prises dans le domaine
X
N dupi< iy
=1
correspond ainsi une quantité déterminée T. Soit T = o la valeur
correspondant aux quantités p satisfaisant a la condition

k
—

de'pf" = SYI.

p=1

Alors, comme nous allonsle prouver, T est une fonction continue
des quantités p dans le domaine

Choisissons d’abord un systéme de quantités p satisfaisant a

Pinégalité
3

Dduph < Sy
w=1
Désignons-le par [po] et déterminons pour l'intervalle T,,

Ty + T la solution correspondante susceptible d’étre prolongée au
dela de cet intervalle. On a évidemment, pour T,Z¢ <T,+ T,

k
Edum’x < 82
=1
De plus, en vertu des propositions du précédent paragraphe,
ona, pour t > T+ T,
P
Edu P>yt
p=t

si t — Ty — T est suffisamment petit.

Choisissons maintenant un nombre positif A aussi petit qu’on
voudra et considérons I'intervalle des valeurs de ¢ défini par les
inégalités £,St — TSt (o <ty < T < ty), les différences T — ¢,,
¢, — T étant supposées inférieures a A et la différence ¢, — T assez
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petite pour qu’on ait

k
2 dy.pi > 8y
=1

dans I'intervalle T << ¢ — T, < ¢,. Nous aurons, par conséquent,

k
Edupi“1< dy?
=1
pour t — Ty= ¢, et
k

zduP5> dy?
w=1
pour t — To=1¢,.

D’aprés le précédent Chapitre, nous pouvons maintenant déter-
miner, dans le domaine

‘.
Edw’ﬁ <8y,
p=1

une région autour du systéme [ p,] telle que toutes les solutions
correspondantes soient déterminées dans l'intervalle 0 Z¢ — T Z¢,
et different dans cet intervalle d’aussi peu qu’on voudra de la solu-
tion correspondant au systéme [ p,]. Puisque pour cette derniére
solution, la différence

k
dyr— N duph
p=1

reste, dans l'intervalle oZ¢— T Z¢,, supérieure & un certain
nombre positif, on peut choisir la région en question suffisamment
petite pour que cette différence reste positive, dans le méme inter-
valle, pour toutes les solutions correspondant aux points p de
cette région et qu’'en méme temps on ait, pour t —Ty=1,,
k

zdupﬁ >3y

p=t
il s’ensuit que, pour les systémes p de la région ainsi déterminée,
T reste compris entre ¢, et ¢, et différe de moins de A de la valeur T

correspondant au systéme [ po]. Donc T est continue au point [ p,].
Considérons, en second lieu, un systeme [p,] satisfaisant a
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I'égalité

k
Nduph =y
=1

T est alors nul pour [ p, ]. Etant donné le nombre positif A, choi-
sissons ¢, positif et inférieur a A de telle fagon que la solution soit
déterminée dans l'intervalle o << ¢—T,<¢, et qu'on ait toujours

k

Edumi > 8y
=1
On aura donc
&

zdi’-l’?‘- > oyY,
w=1

pour ¢ — Ty = ¢;. On peut alors définir un voisinage du point[ p,]
tel que les solutions correspondant aux points de celte région
soient déterminées dans l'intervalle o Z¢— T,Z¢, et y difféerent
d’aussi peu qu’on voudra de la solution précédente et, par consé-

quent, tel que I'on ait
K

Dduph> 3y
®w=1

pour ¢ — To=1¢,. Pour ¢ — Ty = o nous avons

k
Edu’fm? oyt
p=1

Les valeurs de T correspondantaux points de la région considérée,
satisfont donc aux inégalités 0 ZT << ¢,. Donc T < A.
La continuité de T dans le domaine

k
2 dypi 3 372

w=1

est ainsi prouvée. Par conséquent, T prend en un point au moins
de ce domaine sa plus grande valeur.

Soit [ p,] ce point, et désignons par § cette plus grande valeur
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de T. En ce point, on a évidemment
k
9 ~
zdul’u <oy
p=1
On peut déterminer autour de ce point une région intérieure
au domaine

k
Ndupp <y
p=1

et telle que toutes les solutions correspondant aux points de cette
région solent déterminées dans un intervalle allant plus loin
que Ty—+ 8. On peut prendre cette région suffisamment petite
pour que toutes ces solutions soient, dans l'intervalle allant
jusqu’z‘l t =T, + 0, aussi voisines qu’on veut de la solution cor-
respondant a | p, | et aussi telle que les valeurs de T soient pour
cette région aussi voisines qu’'on veut de §. Par un choix conve-
nable de la région, on peut donc obtenir que les solutions en
question soient, dans I'intervalle Ty + T, T, + 8, aussi voisines
qu’on veut de la position a I'instant ¢ =T, + 0§ de la solution cor-
respondant au systéme | po]. On peut obtenir que les quantités T
soient aussi voisines qu'on veutde §; elles sont Z 6.
Pour ¢ =Ty + 6 on a, pour la solution qui nous intéresse,

X
dﬁt Zdupﬁ >'o,
w=1
comme nous le savons. Soient p}, p%, ..., pr, q%, ..., ¢, les
valeurs des p et ¢ pour t =T, + 0. On peut alors choisir deux
nombres d>o0 et ¢> o0, tels qu'on ail pour une solution
quelconque

k
d
w=1

si p, g different de p?, ..., p?, ¢, ..., ¢q; de moins de , ¢ diffé-
rant en méme temps de T+ 0 de moins de e. Cela résulte de

ce que l'expression
3
d 9
i Zd&xl’u
p=1



99 —

est une fonction continue des quantités p, ¢, ¢ a Uintérieur d’un
certain domaine, comme cela ressort des équations diflérentielles.

On peut donc, d’aprés ce qui précede, choisir une région autour
du point [ p, | suffisamment petite pour qu’on ait, pour toutes les
solutions correspondant a cetle région,

k
d N
7 2i4rh> o
®w=t1
dans l'intervalle To+ T, Ty+ 6. Il s’ensuit que, dans cet inter-
valle,

k
Edu PS8y
w=1

Donc pour t =T+ 0, on a

&
Wl N o
2 'dp-l’;i =075

®w=1

pour la solution correspondant a [p,] et
K
O 2 _ o
dp.]’p.§ oY%,
=1
pour les solutions correspondant aux autres points de la région.
Par conséquent, cette somme formée pour £ =T, + § dans un
certain voisinage du point [ p, ] prend sa plus petite valeur en [ ]
Soient ay, ..., o les coordonnées du point [ p,] et désignons
b b)
par o, ..., a; celles des points situés dans le voisinage de [ p, ] et
considérées comme valeurs initiales pour ¢ =T,. Les fonctions p
correspondant aux valeurs initiales &' ont, comme nous le savons,
es dérivées partielles premicres par rapport aux o finies dans un
des d e tielles | e t "finies d
certain voisinage du point [ p,]. La méme chose a donc lieu pour

k
Zdul’?*'
n=1

Mais pour ¢ =T, + 0 les dérivées de celte derniére quantité sont
nulles au point [ po], puisqu’elle y prend une valeur minima pour
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une certaine région autour de [p,]. Ceci donne & équations
linéaires et homogeénes par rapport aux quantités dy, p, ou il faut

prendre les valeurs des fonctions py au point [ p,] et pour ¢ =T, + 6.
Comme on aen méme temps

k
zdppf‘i = 872,
=1

tous les dy, p,, ne sont pas nuls simultanément. Par conséquent, en

7

désignant par 3:;:] la valeur de j—ap—‘f pour

a"l=“h "'va}r’:‘a/ﬁl:TO—i—e)

<) 12) - 2]
2] (5] - [%)

Désignons par [ ¢,] le point initial des quantités g pour ¢ =T,
qui jusqu’ici avait une position fixe. On peut déterminer autour
de {po]; [ go] une région telle qu’a chacun de ses points, pris
comme point initial pour ¢ ="T,, corresponde une solution p, ¢q
définie dans Pintervalle T,Z¢=T)+8. On peut de plus choisir
cette région de fagon que les quantités p, g considérées, dans cet
intervalle de valeurs de ¢, comme fonctions de valeurs initiales et
de ¢ aient des dérivées premiéres finies et continues par rapport
aux valeurs initiales. Cela résulte de ce que nous avons dit au n°9
en nous basant sur les théorémes auxiliaires du Chapitre précé-
dent. Ces dérivées satisfont aux équations différentielles, qu’on
déduit des équations en p et ¢, c’est-a-dire des équations (I) et (II) du
n° 8, en formant les dérivées par rapport aux valeurs initiales des
deux membres de chaque équation. Pour plus de clarté écrivons
comme il suit les équations (I) et (II) du n° 8 en les séparant en deux
groupes, selon que le premier membre se rapporte aux quantités p
ou aux quantités g :

on a

Il
14

d,
(3 ‘%=Lp‘(}7)+np‘ (p.:l,?,,...,k),
)
d
73—; =IL,(g)+ Ky (v=1,2, ...,10),
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ou L et I sont des expressions linéaires et homogénes par rapport
aux quantités p ou ¢;IM et K, des sommes de termes du type

ct(c = const.),

ces sommes pouvant étre exprimées avec des coefficients ¢ connus
lorsque le tableau des quantités a est donné. Si nous formons

I’expression
P
AN 2
i i
w=t

a l'aide des équations différentielles (3), les L,(p) donnent une
forme quadratique positive définie par rapport aux quantités p,
comme nous I'avons montré au n° 8; de méme dans l'expression

l
d
-d—tzque’
v=1

les I,(g) donnent une forme quadratique positive définie par rap-
port aux quantités ¢.

Si maintenant 3 désigne une quelconque des valeurs initiales
des quantités p ou ¢, on a

l
d [0pp\ < p> O Ol dpp O My dgs
(o) =1 (5% Zopp £ %aqa 98

@ 2L (20) <1,(2) + o 0Ky 9Pp N 0Ky dg
0

dt \ 0B 0B ' i 0gy 0B
p:l c=1
(p=1,2, ..., k;v=1,2, ..., 7).
Les coefficients de e ‘—’2 sous les signes 2 aux seconds membres
0B’ 08

peuvent étre considérés comme fonctions des valeurs initiales et
de t. Pour notre but, il suffit de former ces équations pour les
dérivées par rapport aux valeurs initiales des quantités p. De plus,
nous examinerons seulement le cas particulier ou les valeurs ini-
tiales sont les coordonnées du point [ p,], [go]. Alors, d’apres ce

qui précéde, g—g, g% satisfont & un syst¢éme d’équations différen-

tielles linéaires indépendant de la valeur particuliére de 8.
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Remarque importante. — Les coefficients de == et =% sous les
9B " o
. N . S
signes 2‘ aux seconds membres ont, d’aprés ce qui précede, la

d e \ .., 0
forme E e % » ces formes linéaires et homogeénes des quantités —=
ox ox
pouvant étre obtenues formellement avec des coefficients e déter-

., . . , 0% .
minés si le tableau des quantités a est donné. a—; s’obtient comme

fonction de ¢ en exprimant p, ¢ en fonction de ¢ et en considérant
ensuite les x comme fonctions des p, ¢. Mais puisque les p, g,
correspondant au point initial [ p, ], [ go ] pour ¢ = T\, restent dans
le domaine

k
Edpl’aia”ﬁ: vaq3§“3Y2
w=1

pour les valeurs de ¢ de Pintervalle ToZ¢ZT,+ 6, les valeurs
correspondantes des x restent, d’aprés le n® 9, dans le domaine
— y < x <y.Or, nous nous sommes réservé le droit d’introduire,

%

p < A>o0 ou A ne

dépend que du tableau des quantités a; nous pouvons donc intro-

pour ce domaine, des inégalités du type

. s . 0, 0
duire cette hypothése que les coefficients de 5’%, d—g sous les
signes 2 aux seconds membres sont inférieurs & un certain

nombre D > o ne dépendant que du tableau des quantités a. Nous
utiliserons plus tard cette possibilité.
Pour le moment, remarquons que les expressions

9p1 9p4 op1

ry= 1dpl+clrz —+. +C/.vm1

....... ettt ety

_ . 9Pk P opi

5 rj==~0C dpl+CqT)E+ -+C/L-d—pll_,
) N PR TR
1 ldp1 2()?2 kdpk’

............. Cieeiear sty

— e % 991 99:
S[-—Clb'—‘—i—Cqb—E—F -+C/‘-m

ou ¢y, ..., ¢k sont des constantes arbitraires, satisfont aux équa-
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tions

d omy,
dt "+ L“(r)-"z dq

d K, oK,
@t =) +237p"’+ e
p:i o=1

(6)

Les coefficients de r, s sous les signes Z dans les seconds

membres sont les fonctions de ¢ que nous avons déja caractérisées
et qu'on peut, comme nous I'avons déja dit, assujettir a la condi-
tion d’avoir un certain degré de petitesse dépendant du tableau
des quantilés a. Formons maintenant, a 'aide des équations (6),

Pexpression
[2 dp."p.—’— EfySv]

v=1

L et I donnent, d’aprés ce qui précéde, une forme quadratique
positive définie des quantités r, s. Les autres termes des seconds
membres des équations (6) donnent une forme quadratique des
quantités r, s, ayant des coefficients auxquels on peut assigner,
d’aprés ce qui précéde, tout degré de petitesse dépendant du
tableau des quantités a (*). Nous avons donc la relation

[Zd,_lrp-k—z,fvsv] <2m+2sv> <ﬁra+ \l*sc>

v=1 v=1

ou P est > o et ne dépend que du tableau des quantités «, tandis
qu’on peut attribuer a4 Q 2o tout degré de petitesse dépendant du
tableau des quantités a.

Choisissons maintenant ce degré de petitesse dont nous pou-
vons disposer de fagon qu’on ait Q <<P. Nous aurons alors

(7) dt(Zd"'rP‘+2ﬂfvsv>

v =1

(') Voir Chap. II, § 8, note 1 de la page 16.
XXXVIII, 3



I’égalité ayant lieu pour

M=...=Tf=8§=...=8§=0
seulement.

On peut maintenant, en vertu de la relation (2), choisir les
quantités ¢ non toutes nulles de telle fagon que les quantités r dé-
finies par les relations (5) s’annulent pour ¢ =T, + 8. Remar-
quons de plus que, pour £ =T,,

tandis que toutes les autres denvées o’ op 7 sont nulles. Par consé-

quent, si 'on choisit les quantités ¢, comme il vient d’étre dit,
on a, pour ¢t =T,,

ry= ¢, eeey Tg= Cfk, S =..e=8§=0
et, pour ¢ =Ty+ 0,
r=...=ry=0.

Cela étant, la somme

k ]
(8) 2 dp,r!,’,,-i—z_fvse
e=t v=1

est > o pour ¢ =T, tandis qu’elle ne I'est pas pour ¢ =T, + 6.
Cela est évident en tenant compte des signes des quaantités d et f.
Il existe, par conséquent, une valeur de ¢ comprise entre T, et
To+ 8 pour laquelle

k ?
%<2d“rﬂ+zfv:3>< o,
r=t v=1

ce qui est contraire  la relation (7).

Nous aboutissons donc 4 une contradiction et nous devons aban-
donner I'hypothese faite au début de ce paragraphe. Nous avons
donc démontré le théoréme suivant :

Sile degré de petitesse dont il a été question est convenable-
ment choisi, on peut associer, & tout systéme de quantités q



appartenant au domaine
4
Zf vgys — oy
v=1

et & chacune des valeurs admises de t, un systéme au moins de
quantités p appartenant au domaine

k

D pp<iy
p=t1

et tel que ces quantités p, q, t, prises pour valeurs initiales,
déterminent une solution qui reste pour toutes les valeurs su-
périeures de t dans le domaine

] k
DAG> = Dduph<dr
v=1 p=t

Nous montrerons plus loin que, si le degré de petitesse en ques-
tion est convenablement choisi, 4 tout systéme de quantités ¢ et a
toute valeur de ¢ ne peut étre associé qu'un seul systéme corres-
pondant de quantités p.

Théoréme analogue lorsque l'intervalle de valeurs de ¢ est
donné par ¢t <<t ou t arbitraire; les réles de p et ¢ sont alors
intervertis.

Jusqu’ici nous avons supposé qu’aucun des groupes ne dispa-
raissait. Dans le cas contraire, on peut utiliser des considérations
analogues & celles qui précédent. Introduisant, dans le cas ou le
groupe ¢ n'existe pas, le domaine

(9) 3 duppzor
k=1

et dans le cas ou le groupe p fait défaut le domaine

(10) Equﬁ—&*(’

v=1

nous avons les deux théorémes préliminaires suivants :
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1° Le groupe q n’existe pas. Si

n
D dupp =0y,
p=1

on a

n

d

7 2, derk>o-
p=1

Si l'intervalle admis de valeurs de ¢ est défini pour les condi-
tions £ >t ou ¢ arbitraire, il existe pour chaque valeur admise
de ¢, t = ¢,, une solution qui reste dans le domaine (g) pour ¢3 ¢,.
Si l'intervalle admis de valeurs de ¢ est défini par les condi-
tions ¢ <t ou ¢ arbitraire, toute solution qui, pour une valeur
de ¢, se trouve dans le domaine (g), reste dans ce domaine pour
toutes les valeurs inférieures de ¢.

2° Le groupe p n’existe pas. Si

n
Dray=—sn,
v=1
on a

n
% vaq% >o.
v=1

Si l'intervalle admis de valeurs de ¢ est défini par les condi-
tions ¢ >t ou ¢ arbitraire, toute solution se trouvant pour une
valeur quelconque de ¢ dans le domaine (10) y reste pour toutes
les valeurs supérieures de ¢. Si l'intervalle admis de valeurs de ¢
est défini par les conditions ¢ << ou ¢ arbitraire, il existe pour
chaque valeur admise ¢, de ¢ une solution qui reste dans le
domaine (10) pour les valeurs inférieures de ¢.

8 > o désigne ici un nombre qui ne dépend que des quantités a
et est choisi de fagcon que les quantités p (ou ¢) du domaine (g)
[ou (10)] conduisent & des valeurs des z satisfaisant aux inéga-
liés |z| < y. De plus il est supposé que le degré de petitesse
que nous avons, par hypothése, le droit de choisir, est déter-
miné convenablement.

Nous pourrions d’ailleurs simplifier les recherches dans les cas
précédents, mais nous ne nous en préoccuperons pas ici.
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11. Lemme. — Démontrons d’abord un théoréme auxiliaire dont
il sera souvent fait usage dans la suite.

Soient données n fonctions z,, z,, ..., z, satisfaisant pour
toutes les valeurs de t > (ou t <<=, ou t arbitraire) () au
systéme suivant d’équations

(1) %=L,~(x)+£,~p+éz (=12, .., n),

ou les L désignent les mémes expressions linéaires des x qui

JSigurent dans les équations (1) au début du présent Chapitre;
les §o, & sont des fontions de t satisfaisant auzx inégalités

PBol<d;  |E]Zx

la quantité d > o étant une constante quelconque, et x> o une
constante que nous nous réservons le droit de choisir arbitrai-
rement avec cette seule restriction que x ne dépende que du
tableau des quantités a. Soient de plus y, p, q les mémes
expressions linéaires des x et d,, f, les mémes constantes que
celles considérées précédemment.

Nous introduirons en outre une nouvelle hypothése que nous
énoncerons cependant plus loin. Pour le moment, disons seulement
qu’elle est remplie en particulier dans le cas ou tous les z restent
entre des limites finies pour l'intervalle considéré de ¢.

Posons

n k ¢
¢ = 2}/}, § = zdp,p?;,—i— Equa(’)
p=1

i=1 v=1

(1) Pour distinguer entre elles ces trois hypothéses, nous désignerons par I le
cas ou les valeurs admises de ¢ sont définies par I'inégalité ¢ > t, par II celui ou ¢
doit rester < t et enfin par III celui ou ¢ est arbitraire.

(?) Si 'un des groupes p ou ¢ n’existe pas, nous posons

>

s = Z £,93 ou s= d, p§.

v=1 w=1
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et formons % a l'aide des équations (1). Les termes L donnent
alors, comme nous I'avons déja fait remarquer, une forme quadra-
tique positive définie des y qui est par conséquent Sx,02, la
quantité x, > o ne dépendant que du tableau des quantités a. Les
termes ;o donnent une expression dont la valeur absolue est Srydo
ou x32 0 peut étre considérée comme une quantité ne dépendant
que du tableau des quantités a. Enfin les §; donnent un terme qui
est numéiiquement Sxy%02, ou la'quantité %350 ne dépend que
des quantités a.
Nous avons donc

s
2 %1062 — x%y02— x3do.

dt
Choisissons maintenant d’une fagon quelconque le nombre x > o
ne dépendant que du tableau des quantités a et tel qu’on ait
r =% — %Xy > 0.

Nous aurons alors
ds
(2) »m'érﬂ.’— x3da,

ou les quantités r > o et xS0 ne dépendent que des quantités a.
De plus, on a, comme il est facile de le voir,

Zroot+ rydo,

3) =

ou les quantités r,>> o et ry > o peuvent étre considérées comme
se déterminant 4 I'aide du tableau des quantités a.
Introduisons maintenant la quantité

%Ry 4 €
,,o=_’r_°d,

ol ¢, est une quantité > o ne dépendant que des quantités a mais
d’ailleurs arbitrairement choisie.

Si maintenant, pour une certaine valeur de ¢, o<, il en résul-
tera

(4) %§c(rc—x,d)§c.e.d.
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Ajoutons maintenant ’hypothése supplémentaire dont nous
avons fait mention au début de ce paragraphe. Cette hypothése a
pour but d’exclure le cas ol l'on aurait ¢3S0, pour toutes les
valeurs de ¢ de 'intervalle ¢ > ¢ dans les cas I, III (ou t<< ¢
dans les cas II, IIT), ou ¢ est une quelconque des valeurs admises
de ¢. 1l suffirait évidemment de supposer que les x restent entre
des limites finies. Car si (4) a lieu pour toutes les valeurs de ¢ de
I'intervalle £ > ¢’ (ou ¢ < ¢’), s ne reste pas entre des limites finies.
C'est 'hypothése que nous avons indiquée au début de ce para-
graphe. Plus générale serait ’hypothése suivante : (A). Il existe
une fonction ¢ dans les cas 1, 1lI (ou une fonction § dans les
cas Il, III) qui est donnée pour des valeurs suffisamment
grandes (ou petites) de t et admet pour celles-ci des dérivées
finies ¢’ (ou {'). De plus elle satisfait aux conditions suivantes :

r
?’Z—:(ouisc),
c V=e¢

lim(¢s) =o0[ou lim (ys) = o],
= l=—ow

?>°(°“q’<0)v

¢ désignant la plus grande des quantités d,, |f,| de sorte qu'on
ait, par conséquent, toujours

5) |s]Zcor.

Supposons cette hypothése réalisée, les conditions entre paren-
théses se rapportant aux cas II, 1II, les autres aux cas I, III. Cette
hypothése est d’ordre plus général que celle en vertu de laquelle
les z seraient compris entre des limites finies : car dans ce dernier
cas on aurait

r

lim [cﬂitz] =0 [ou lim (e;t:c)=o] ’
t=—w

=

—t -

[

r r
de sorte que e (ou —e ), seraient les fonctions ¢ (ou ¢) ca-
ractérisées ci-dessus.

Nous devons montrer maintenant que I’hypothése (A) est bien
suffisante pour notre but. Supposons qn’il n'en soit pas ainsi,
c’est-a-dire supposons qu’on ait ¢S, pour toutes les valeurs
de t>¢ (out<<?), ce qui aurait pour conséquence la rela-
tion (4). Alors, pour des valeurs de ¢ suffisamment grandes (ou
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petites), s serait >0 (ou <o) et comme ro— x3d est >o
puisque ¢3¢, nous aurions

) 75 (5- 7%

Soit maintenant ¢ une quantité auxiliaire satisfaisant a la condi-

. r .

tion 0 <Te <<~ Puisque, pour des valeurs suffisamment grandes

(ou petites) de ¢, |s| prend des valeurs aussi grandes qu’on veut,
. ds .

on a, pour ces valeurs de ¢, — > [s[e. Par conséquent, pour des

valeurs suffisamment grandes (ou petites) de ¢, ona
a [log(se—st)] > o0 -ou il-[log(—se“)] <o
ail°8 dt '

I1 existe donc un nombre K (ou K,) tel que, pour des valeurs suf-
fisamment grandes (ou petites) de ¢, on a

s> eKet(ou — s > efoe—et),

d’ou il résulte que

1 _K _¢g, 1 _K g,
(7) — <e e 2 { ou <Le et |,
G (A )

Or de (6) nous déduisons

d r
T (logs) — rins

ou

d r ead
dt [log(_ s)]+ c ;/——-sc <0,

ou, en tenant compte de la relation () et de I’hypothése (A) pour
des valeurs suffisamment grandes (ou petites) de ¢,

d axgd -5 %] _
—Ji[log(cps)— e;ze 2e 2];o,

ou

d axsd -8 & -
a[log(qas)— E‘/_(;e 2e¢? |Zo.



Il existe donc un nombre K, (ou K;) tel que, pour des valeurs
suffisamment grandes (ou petites) de ¢, 'on a

K ¢
log(¢s) — 2:33 e—iem'—-’l> K.,

(8) ou

QXJd —& E‘
lo §)— ——= ¢ 2%e? K;.
g(Yys) Ve > K;

Par conséquent, on ne peutavoir lim (¢s)=o[ou lim (¢s)=o],
t=w t=—ow

car dans ce cas les premiers membres de (8) devraient prendre des
valeurs infiniment petiles pour ¢ =0 (ou ¢ = — ). Nous abou-
tissons ainsi & une contradiction avec I’hypothése (A) et devons
abandonner I'’hypothése admise a titre d’essai. Par conséquent,
I'’hypothése (A) est bien suffisante pour le but que nous avons
en vue.

Donc, dans tout intervalle défini par t >t (out < t') il doit

exister des valeurs ¢ < oy. Mais quand ¢ est S v, on a, d’aprés (4),
ds

2= °

Pour ¢Z o, on a, d’aprés (5), |s|Scej. 1l s’ensuit que si in-
tervalle considéré est défini par t >, on a toujours s<cej;
car si, pour une certaine valeur de ¢, ¢ était > g, il existerait,
d’aprés ce qui précéde, une valeur plus grande de ¢ pour laquelle
¢ = oy. Or dans cet intervalle, s croit avec ¢, donc on a bien sZcoy.
De méme, si {’intervalle considéré de valeurs de t est défini
par Uinégalité t <<, on a s2— ca} et si Uintervalle considéré
contient toutes les valeurs de t, on a toujours |s|Z col.

Soit maintenant 23 oy, la valeur de ¢ pour une certaine valeur
de ¢. Si pour une valeur 3 de ¢ plus grande que la précédente
dans les cas I, III (ou plus petite que la valeur précédente de ¢
dans les cas II, III) ¢ est > X, on peut enfermer cette valeur 3 de ¢
entre deux autres telles que, pour ces dernitres, on ait & =13,
tandis qu’entre elles o reste > 2. Cela résulte de ce que nous
avons vu précédemment. A l'intérieur de lintervalle limité par

. d c
ces deux valeurs de ¢, on a évidemment 7‘: > 0 et par conséquent
|s]Sczs.
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D’apres le théoréme de Cauchy on a maintenant

de?

¢?— X2 _ s'gt-
s—8 ) ds
| %

ou 8 désigne la valeur de s pour la limite inférieure de l'intervalle
en question, s et ¢ les valeurs correspondant a ¢t =3, et les acco-
lades du second membre indiquent qu’il faut prendre la valeur du
quotient pour une valeur § de ¢ intérieure 4 l'intervalle. Par con-
séquent, d’apres (2) et (3), ona

g2 — 32
s—8

2 2 le=o(8))

ou bien, puisque ;> g,

ro—+ ——
ot — 32 07 %+ €

=y

En outre |s — 8| < 2¢322 et, par conséquent,

rnr
a\? Tt e
(E) < ——32T20 _ge+1.

*3
r{iJi-—
%3+ €9

On peut, par conséquent, trouver un nombre g > 1 ne dépendant
peut, p quent, g penc:
que des quantités a et tel qu'on ait ¢ << gX. Supposons g choisi de

cette fagcon. Nous avons alors le théoréme suivant :

Cas 1. — Si, pour une valeur quelconque de t, ¢ est =23 oy,
on a, pour toutes les valeurs supérieures de t, o < g2,

Cas 11. — Si, pour une valeur quelconque de t, s est = 5 oy,
on a, pour toutes les valeurs inférieures de t, ¢ < g3;

Cas Ill. — 8¢ jamais ¢ est=23230,, on a, pour toutes les
valeursde t, o < gZ.
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Dans cet énoncé le nombre g > 1 ne dépend que du tableau
des quantités a.

De ce qui précéde il résulte aussi que dans le cas 1II, c’est-
a-dire lorsque Uintervalle considéré de t contient toutes les
valeurs de t, on a toujours ¢ < ga,, car sil’on n’a pas toujours
¢ < o, (dans le cas contraire I'inégalité ¢ < go, serait toujours
vérifiée) o doit prendre, entre autres, la valeur oy, d’ou il résulte,
d’apres ce qui précéde, que o reste < ga, pour toutes les valeurs
de ¢.

Dans le cas ot Uintervalle de valeurs de t est défini par
Uinégalité t > = (ou t < ) Uinégalité ¢ < go, est vérifiée pour
des valeurs suffisamment grandes (ou petites) de t; cela a
certainement liew & partir de la valeur de t pour laquelle
on acZa,.

Remarquons encore que o, est le produit de d par une quantité
qui ne dépend que du tableau des quantités a.

Examinons enfin le cas particulier ou tous les £;, sont nuls, toutes
les hypothéses faites au sujet des fonctions L;, §; subsistant ainsi
que celles au sujet de z,, ..., x,.

1l résulte tout d’abord de ce qui précéde que

ds _

(8) G
do?| _

(9) dt 2"00”.

Cela découle des relations (2) et (3) indépendamment de la fagon
dont ces derniéres ont été établies, car on peut maintenant prendre
arbitrairement la quantité d > o el r, ry, %3, , ne dépendent que
des quantités a. Nous voyons ensuite que, dans le cas 111, o est
toujours = o, car ¢ doit rester << g, et la quantité d peut étre
choisie arbitrairement. Donc, dans le cas Il1, tous les x sont nuls.
Reste donc a examiner les cas I et II. Dans le cas 1, on a toujours
sScoy; d’oi, dans le cas actuel, s<o. De plus, pour des valeurs
suffisamment grandes de ¢, ¢ << ga,; donc lime?=o0. Ainsi, tous

les z, et par conséquent aussi les s, tendent vers o quand ¢ crott
indéfiniment. De méme, dans le cas1l, on a s2 o et tous les z,

ainsi que les a et les s, tendent vers o quand t décrott indéfi-
niment.
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Si jamais, pour ¢ = ¢, par exemple, ¢ = o, c’est-a-dire
Py=...=xp=0,

ces relations subsistent toujours. Cela résulte du théoréme auxi-
liaire du n° 1 du précédent Chapitre. Ce théoréme contient, en
effet, comme cas particulier la proposition suivante :

Soient données n fonctions z,, ..., ., dans un intervalle
limité par les valeurs t =, t =T (les limites appartenant a
Uintervalle). Supposons qu’elles aient, dans cet intervalle, des
dérivées finies satisfaisant aux équations

dx .
.Z.t-i= () (=1, ..., n).

Supposons qu’on ait de plus

FIOIED W HENE
p=1

ou les A sont des constantes positives. Enfin, supposons que
les z prennent la valeur o pour t ==, Alors ils sont nuls pour
toutes les valeurs de t de ’intervalle considéré.

Pour prouver que cette proposition est bien un cas particulier
du théoréme mentionné, posons, en employant les notations du
n°1,

G(t)=o0, yi=o, Fi(t)=pi(t)=0,

et soit d > o une quantité arbitraire. Alors, en vertu du théoréme
en question, on a, pour une valeur quelconque de ¢ de I'intervalle
donné,

|zi|2d —

ewlt—1) ) l

Mais puisque la quantité d > o peut étre prise arbitrairement,
tous les # sont bien nuls.

Au lieu de nous servir du théoréme du n° 1, nous aurions pu
aussi appliquer la relation (9).

Si¢ la quantité s s’annule pour une valeur de t, tous les
sont nuls pour toutes les valeurs de t. En eflet, si s s’annule,
o s’annule aussi, car si jamais on avait simultanément s=o,
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¢ > 0, on aurait, d’aprés (8), % > 0; par conséquent, s prendrait

des valeurs positives et négatives, ce qui est contraire a ce qui
précéde. Par conséquent, de s = o résulte ¢ = o pour une certaine
valeur de ¢ et par conséquent pour toutes les valeurs de ¢.

N . \ ds
Il reste & examiner le cas ou s ne s’annule pas. Alors, 7 est

toujours > o. Nous avons donc, d’aprés le théoréme de Cauchy,

s(tp—adr | @&
s(t)—s(3) | 4 ’
:i—ts t=0

ol 0 est une valeur de ¢ comprise entre ¢ et 3. Il en résulte ensuite,
en tenant compte de (8) et de (9g),

o2(t) — a2 (%)
s(t)—s(9)

=l
-
< 7

(10)

ol J et ¢ sont deux valeurs quelconques de ¢ appartenant a I'in-
tervalle considéré. Convenons cependant de prendre t << Jout >3
selon qu’on se place, dans le cas I ou le cas II. Imaginons mainte-
nant que J croisse indéfiniment dans le cas I, ou décroisse indéfini-
ment dans le cas II, ¢ gardant une valeur fixe. Alors ¢2(3) et s(3)
tendent vers zéro. Nous aurons donc

s*(¢)

=T
s()|<T

’
< r

(10)

pour toutes les valeurs admises de ¢.
. . ds _r ,
La relation (8) donne maintenant — 3 - |s|. Par conséquent,
dans le cas I (ou s est <<o0),ona

% log (— segl) Zo.

Ainsi, pour toutes les valeurs de ¢ de chaque intervalle particulier

défini par la relation ¢3¢0 (¢ > ), alieu I'inégalité du type

Iog(— se;’) <A (f = const.)
ou

”
[s] < efe "
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De méme, on trouve dans le cas II, pour I'intervalle £Z ¢, (£, <),

”
- .

|s| < e*e (B, = const.). En tenant maintenant compte de (11),

on obtient des inégalités analogues pour ¢2. D’ou le théoréme

suivant :

ir

. ot . .
Dans le cas 1, les produits ze*c restent compris entre des li-
mites finies pourtouteslesvaleurs detdel’intervalle t2 ¢y (to > 7).

ir

. —32t ..
Dans le cas 11, les produits xze *° restent entre des limites
finies pour toutes les valeurs de t de Uintervalle t3t, (¢, <r).

11 est d’ailleurs facile de voir que o2 reste entre des limites finies
danslintervallet << ¢t << ¢ dansle casI, ou dans'intervalle ¢, <<t <<t
dans le cas II. On peut déduire cela facilement du théoréme
auxiliaire du n° 1 ou bien s’en rendre compte de la fagon suivante :

D’apres la relation (g), on a

2"@.

d
’ 7 loga?

S’il existait des valeurs aussi grandes qu'on veut de ¢? dans les
intervalles ci-dessus, il devrait y avoir aussi des valeurs aussi

-d »
grandes qu’on veut de ,Zﬁlogc-

» ce qui est contraire a ce qui
précede. D'ou le théoréme suivant :

ir

Dans le eas 1, les produits ze*© ‘et dans le cas 11, les pro-

ir
. i .. .
duits xze * restent entre des limites finies pour toutes les
valeurs admises de t.

12. Application au systéme considéré. Introduction d’une
solution d’un type particulier. Enoncé d’un théoréme fonda-
mental. — Supposons maintenant données deux solutions des
équations (1) (voir le commencement du présent Chapitre), ces
deux solutions restant dans le domaine —y<<z;<<-7Y pour
t>t, (ou t << ty, ou pour toutes les valeurs de ¢). En désignant
ces solutions par z et # + z nous aurons des équations du type

dz

7= L(z)+§(z+3,t)— (2, ¢),
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ou les expressions L (z) sont les mémes formes linéaires et homo-
génes en 5 que celles en = dans les seconds membres des équa-
tions (1).
. Y .
En assignant aux quantités I-(-,;I un degré convenable de petitesse

dépendant des quantités a, les hypothéses du paragraphe précédent
seront remplies relativement 2 3 et, comme dans ce cas £;p = o, on
peut utiliser les derniers résultats du précédent paragraphe.

Pour abréger, désignons par I le cas ou l'intervalle de ¢ est
défini par ¢ > ¢y, par II celui ou £ << ¢q et par III celui ou ¢ est
arbitraire.

D’apres les résultats obtenus dans le précédent paragraphe, on
voit que toutes les quantités s sont nulles dans le cas III tandis
que limz = o dans le cas I et limz = o dans le cas II. Par con-

t=w =—

séquent dans le cas 1 les deux solutions tendent asymptotique-
ment l'une vers U'autre quand t crolt indéfiniment; dans le
cas Il la méme circonstance se présente quand t décrolt indéfi-
niment et dans le cas 111 les deuxz solutions coincident.

Soient maintenant =, ..., T, py, ..., pzles quantités formées a
'aide des z de la méme fagon que les quantités py, ..., Pk, 1y- .-, q2
sont formés a I'aide des 2. Posons, de plus,

]
§ = 2 dl,_‘l:,’,.+ Efva»

p=1 v=t

& !
ou s = 2 dywg, s= 2f,,p3 si I'un des groupes p ou w n’existe
=1 v=1
pas. Nous aurons alors, d’aprés le paragraphe précédent, s Z o dans
le cas I etsS o dans le cas II.
Par conséquent, si jamais, dans le cas I, py=...=p;=o0 ousi
le groupe p n'existe pas, ona, si le groupe = existe,

d’ott

s s’annule donc au moins une fois, par conséquent tous les 3 sont
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nuls pour toutes les valeurs admises de ¢ et les deux solutions
coincident. Ainsi, les deux solutions conicident si pour une
valeur quelconque de t elles fournissent les mémes valeurs
des q ou si le groupe q n’existe pas, car les quantités p ne sont
autres choses que les différences des quantités ¢ correspondant aux
deux solutions.

De méme si jamais, dans le cas II, my=...=mx=o0 ou si le
groupe ™ n’existe pas, on a, si le groupe p existe,

d’ou

PL=1p1...=p/=0,
et puisque s s’annule ainsi au moins une fois, tous les z dispa-
raissent pour toutes les valeurs admises de ¢ et les deux solutions
coincident.

Donc, les deux solutions coincident si pour une valeur quel-
conque de t les valeurs des p coincident ou si le groupe p
n’existe pas.

Avant d’énoncer les résultats les plus importants obtenus
jusqu’ici pour les équations (1) du n® 8, complétons-les par un
théoréme relatif au cas ou les hypothéses faites au n° 8 subsistent
ponr toutes les valeurs réelles de z.

Nous avons, dans ce qui précéde, introduit le domaine

k {
(1) (ta) Y dupizo  (10) D fogds—dy

=1 v=1

(dans le cas ot I'un des groupes p ou ¢ n’existe pas il ne faut
garder qu’une des inégalités).

Aprés un choix convenable du degré de petitesse dont nous
avons parlé en formulant les hypothéses, nous avons trouvé
qu’étanl donnée une valeur arbitraire T, de ¢ il existe, en tout
cas, une solution au moins restant dans le domaine (1) pour ¢35 T,.

Soit maintenant = une valeur déterminée arbitrairement choisie
de ¢. Choisissons ensuite pour T, des valeurs TV, T®, T®, ...,
successivement, ces derniéres (supposées < t) formant une suite
de quantités décroissant indéfiniment, et & chaque valeur T} fai-
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sons correspondre une solution qui reste dans le domaine (1) pour
t3TY. Désignons par [y ], le systétme de valeurs que prennent
les éléments y de la pé™° solution pour ¢ <<rt. Puisque les [y],
restent tous dans le domaine (1) ils ont évidemment au moins un
point d’accumulation dans ce domaine. Soit [ Y] un tel point.

Envisageons maintenant la solution dont les éléments prennent
les valeurs [ Y] pour ¢ == <. Cette solution reste toujours'dans le
domaine (1).

Pour le prouver, supposons qu’il n’en soit pas ainsi pour toutes
les valeurs de ¢ > <. On peut alors trouver une valeur i de ¢ (6 > =)
telle que la solution existe dans l'intervalle <, 6 et pour ¢ =10 ne
soit pas dans le domaine (1). Or, parmi les solutions correspon-
dant a T{" etc. il en est qui, pour ¢ ==, sont aussi voisines qu’on
veutde [Y].

Par conséquent, parmi ces solutions on pourrait en lrouver qui
pour ¢ = 0 soient aussi en dehors du domaine (1) ce qui est con-
traire aux hypothéses.

Supposons ensuite que la solution qui nous intéresse ne reste
pas dans le domaine (1) pour toutes les valeurs de ¢ <<<7. On
pourrait alors déterminer un intervalle §,, < (6, <) tel que notre
solution soit déterminée dans cet intervalle et soit pour =20, en
dehors du domaine (1). Mais alors, parmi les solutions corres-
pondant & T(", etc. il y en aurait qui, pour ¢=r, seraient aussi
voisines qu'on voudrait de[Y ] et en méme temps correspondraient
a des valeurs T{™ différant d’autant qu’on voudra de =, par exemple
différant de 7 plas que §,. Parmi ces solutions il y en aurait donc
qui, pour ¢=10,, seraient en dehors du domaine (1), ce qui est
contraire aux hypothéses.

Nous avons donc prouvé lexistence d’au moins une solution
restant toujours dans le domaine (1). Le fait qu’il ne peut
exister qu'une solution de cette nature (si l'on choisit convena-
blement le degré de petitesse dont nous avons parlé en introduisant
les hypothéses) a été établi au début du présent paragraphe.

Nous avons donc démontré le théoréme suivant :

Soient données n équations différentielles

dz; ,
-—7=a“.z-.+...+a,',,z',,+5,~ (E=1,2, ..., n)

XXXVII. 4
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ot les a sont des constantes telles que U’équation

ajyy —u 3T cee Qn
a Qyg— U ... a
D= 21 22 2n =0
Qny Qne see QApp—U

n’ait pas de racines dont la partie réelle soié nulle; les §; sont
données comme fonctions des x et de t pour toutes les valeurs
des x appartenant au domaine a;<< z;<< b; et pour toutes les
valeurs de t ou pour celles qui satisfont a U'une des inéga-
lités t >~ ou t<<=x. De plus les fonctions £ sont supposées
%
ox
continues des x et de t dans le domaine quivient d’étre indiqué.
Enfin, on suppose qu’il existe un domaine —y <z <+7y(y>o)
(dont les limites se trouvent a U'intérieur du précédent) oa les
£ %
T or
inférieures a certains nombres (') A;>> o ou A, > o qui peuvent
étre déterminés quand le tableau des quantités a est donné.

admettre des dérivées <> qui sont, ainsi que les &, des fonctions

quantités > pour r,=...=x,=o0 et les quantités sont

Introduisons maintenant certaines fonctions linéaires et homo-
génes des quantités  que nous désignons par y, dont les coeffi-
cients ne dépendent que du tableau des quantités @ et ont un
déterminant non nul. Séparons ces quantités y en deux groupes p
et ¢, le premier correspondant aux racines de I'équation D = o
a partie réelle positive et le second a celles des racines dont la
partie réelle eslL négative, le nombre de quantités y appartenant
a chaque groupe étant égal au nombre de racines correspondantes
(une racine multiple d’ordre 72 comptant pour m racines). 1l peut
se faire que I'un des groupes n’existe pas.

Introduisons ensuite le domaine défini par les inégalités sui-
vantes :

k 4
(G) (Ga) X\ dupizdr,  (Go) 3 frghs—or,

W= v=l1

(') Nous ne nous sommes pas préoccupés de la détermination la plus avanta-
geuse de ces nombres.
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ou les quantités 8 > o, dy> o, f,<< o sont des constantes qu’on
peut déterminer quand le tableau des quantités a est donné. Si
P'un des groupes p ou ¢ n’existe pas, il ne faut garder qu’une des
inégalités précédentes (Gs) ou (Gg). Cela posé on a les théorémes
suivants :

1° Supposons que les valeurs admises de ¢ soient définies par
P'inégalité ¢ > <.

A chaque systéme de valeurs| q) des quantités g appartenant
au domaine (G;) et a chacune des valeurs admises T, de ¢,
correspond un systéme et un seul de valeurs [p] des quan-
tités p appartenant au domaine (G,) tel que la solution déter-
minée par le systéme initial [p), [q] pour t =T, reste pour
toutes les valeurs t > T, dans le domaine (G).

Si Uéquation D = o n’admet pas de racines a partie réelle
positive, c’est-a-dire si les quantités p n’existent pas, toute
solution quipour une valeur de t est dans le domaine (G) reste
dans ce domaine pour toutes les valeurs supérieures de t.

Si U'équation D = o n’admet pas de racines a partie réelle
négative, c’est-a-dire si les quantités g n’existent pcs, il y a une
. solution et une seule restant dans le domaine (G).

Enﬁn,/ deux solutions quelconques restant dans le do-
maine (G) tendent asymptotiquement l'une vers l’autre quand
t —=o0.

2° Dans le cas ol les valeurs admises de ¢ sont définies par
I'inégalité £ << 7 on a des théorémes analogues qu’on énoncera en
intervertissant, dans les énoncés précédents, les roles de p et ¢ et
en remplacant £ =o par t=—ow, t>T, par t <T,, valeurs
supérieures de ¢ par valeurs inférieures de ¢.

3° ¢ est arbitraire. Dans ce cas, les théorémes 1° et 2° subsistent
simultanément. De plus, on a le théoréme suivant :

1l existe une solution et une seule restant dans le do-
maine (G) pour toutes les valeurs de t. Toute autre solution
restant finalement dans le domaine G pour t === o s’approche
asymptotiquement de la solution précédente.

13. Introduction des fonctions [p] et [q]; leurs propriéiés.
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— Dans le présent paragraphe nous supposerons que les groupes
p et g existent tous les deux. Nous désignerons par I le cas ou les
hypothéses du n° 8 se rapportent ou bien i des valeurs arbitraires
de ¢ ou bien & celles répondant & la restriction ¢>>t; le cas ou
ces hypothéses se rapportent aux valeurs de ¢ <<t ou arbitraires
sera désigné pour II. Enfin supposons que le degré de petitesse
dont il a été question dans l'introduction des hypothéses soit
choisi de fagon que le théoréme énoncé 4 la fin du précédent para-
graphe soit vrai; en particulier, supposons réalisées les hypo-
théses faites, au début du précédent paragraphe, au sujet de ce
degré de petitesse.

Nous savons que, dans le cas I, a toute valeur admise ¢, de ¢ et
a tout systéme de valeurs Q des quantités g appartenant au do-
maine Gy (voirle précédent numéro) correspond un systéme déter-
miné de valeurs P des quantités p appartenant au domaine (G,)
et tel que P et Q étant prises comme valeurs initiales pour ¢ = ¢,
la solution correspondante reste dans le domaine G pour toutes les
valeurs de ¢5¢,. Le systéme P doit cependant appartenir au do-

maine
k

D dupp<or,
p=1

k
2 dupi
®=1

était égal a 82 il s’ensuivrait

car si, pour £ = ¢,,

k

d

7 2 b >0,
w=1

ce qui est impossible pour la solution restant dans le domaine G
pour £3 ¢,. Nous avons, d’ailleurs, déja signalé cette circonstance.
Soient [p,],...,[px]les coordonnées du point [ P]. Au point de vue
ou nous nous plagons, ces quantités sont des fonctions uniformes
des quantités ¢, ..., ¢; et du paramétre ¢ (ce dernier désignant la
valeur de ¢ pour laquelle nous associons le systéme de valeurs p
au systéme de valeurs ¢g).

De méme, dans le cas I, & unsystéme de valeurs P, des quan-
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" tités p appartenant au domaine G, et & une valeur admise ¢, de ¢
correspond un syst¢tme déterminé de valeurs Q, des quantités ¢
appartenant au domaine

!
zqu$>— oy,

v=1

et tel que les systtmes Py, Q, pris comme valeurs initiales pour
t = ¢, fournissent une solution qui reste dans le domaine G pour
toutes les valeurs de ¢<¢,. Les coordonnées |gq,], ..., [g:] du
point Q, peuvent étre considérées comme fonctions de py, ..., px
et du paramétre ¢.

Je dis que pour une valeur de t arbitrairement choisie, les
[p] sont fonctions continues des quantités q dans le domaine Gy
etles [ q) sont fonctions continues des quantités p dans le do-
maine G,. '

Avant de démontrer cette proposition précisons les expressions
suivantes dont nous ferons usage pour la suite : solution corres-
pondanta q,, ..., q:et t, ou solution correspondant a p,, ..., Pk
et Ty. La premiére s’emploie dans le cas I et désigne la solution
dont les éléments prennent pour ¢=¢, les valeurs ¢,, ..., q;
[p1]y ---) [px] ot les [p] sont les valeurs des p correspondant a
toy 91y --+y qu La seconde expression s’emploie dans le cas II et
désigne la solution dont les éléments prennent pour ¢ =T, les
valeurs py, ..., pxy [q1], ---, [g:] ot les ['g] sont des valeurs
des ¢ correspondant a Ty, p,, ..., px.

Soient maintenant zqf., ’q 22 deux systémes arbitraires de valeurs
des g appartenant au domaine G, {p}i, {pls deux systemes
quelconques de valeurs des p appartenant au domaine Gg, &
ou Ty une des valeurs admises de ¢ dans les cas I ou II respective-
ment. Envisageons les solutions correspondant a 2q§. t, et ,qt,to
ou ; P }, T, et [ P 82 T,. Les deux premiéres restent dans le domaine G
pour ¢3¢, et par conséquent aussi dans le domaine —y <z <<y
pour les valeurs de ¢ d’un certain intervalle ¢>¢,(¢,<<¢,). Les
deux autres solutions restent dans le domaine G pour les valeurs
de ¢2T, et par conséquent dans le domaine —y <<z <y pour
les valeurs de ¢ d'un certain intervalle ¢t < T, (T, > T,). Nous
pouvons donc appliquer & ces solutions les résultats obtenus au
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début du précédent paragraphe et ceux de la fin du n® 11. Dési-
gnons par =, p les différences des quantités p, ¢ pour les mémes
valeurs de ¢. Nous employons aussi la notation

k {
s = Z dyw] + zf‘,pt.
p=t v=1

De plus, posons
k !

Z‘nﬁ_—e—Zp@:c’,

=1 v=1

et soient w, ..., w}, p}, ..., p% les valeurs des wet p pour t=2¢,
(out=T,).
Si les solutions de chaque couple considéré sont différentes, on

dt 2| _ r . .
a, dans le cas I, pourz>¢,,s <o, >0 5|2 7° [voirles équa-

tions (11) du n° 11] et, dans le cas 1I, pour ¢t < T,

o2
s

= To
< r

S O-‘ig
>’dz>°’

En désignant maintenant par s,.la valeur de s pour t=¢,
(out="T,), onadanslecasI:

13
(1) 5ol 21 F | (691,
et dans le cas 11, =
K
(2) ls0] 2D Y (w2,
p=1 '

comme cela résulte immédiatement des inégalités s, << o (dans le
cas I) ou 5o > o (dans le cas II). |F| et D désignent dans ces rela-
tions les plus grandes valeurs parmi les |f] et les d respective-
ment. Comme pour ¢t5¢, (outZT,), ona

s1Zlsols
on a aussi, pour ces mémes valeurs de ¢,

o?

[so]

et, par conséquent, d’aprées (1) et (2), on a dans le cas I,

Al
|3
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pour £ ¢,
{

(3) o1z 2P Y (p),
v=1

et dans le cas II, pour 2 T,,
K

(4) 2z 20D Y (=),
w=1

ces relations étant encore vraies dans le cas ou les solutions d’un
couple coincident. Les relations (3) et (4), écrites pour ¢=¢,
t="T,, prouvent la continuité des fonctions [p] ou [¢], pour
t=1tyout="T,.

Nous aurions pu démontrer plus simplement la continuité, mais
les relations (3) et (4) expriment un résultat plus général qui nous

sera utile par la suite. Remarquons encore que les quantités — DoF)

et 20 D sont des nombres positifs ne dépendant que du tableau

des quantités a.

Précisons maintenant, avant de continuer, quelques notations
dont nous nous servirons, pour abréger, dans la suite.

Soit donné un systéme d’équations différentielles

(5) — = Ui(ugy ..., ust) (T=1,2y ..., n),

et choisissons une solution de ces équations. Nous dirons alors que
les équations différentielles

(6) _—232; (i=1, ..., n),

\ dU ’
ou, dans Su’ on remplace u,, ..., u, par les éléments de la solu-

tion en question, sont les équations aux variations relatives a
cette solution. Ensuite nous dirons que les équations

d
(7) %:Ui(u1+w,, cess Unt+wu, ) — Us(uyy ooy Up,y t)

ot on remplace toujours dans les seconds membres u, ..., 4,
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par les éléments de la solution des équations (5), sont les équations
aux différences correspondant a cetle solution.
Bien entendu, ces transformations formelles doivent avoir un
sens déterminé dans chaque cas particulier. Reprenons mainte-
nant les équations différentielles en p, ¢ (voir n°10), a savoir

(8) Py _ Ly(py+ 1 = K
77 = L)+ (p=1,2, ..., k)
d
(9) _l%' =L(¢g)+ K, (v=1,2, ..., 0).

Des remarques faites dans le n° 10, au sujet de la formation des
expression II, K, il résulte que, par hypothése, nous avons le
. ., fom| |om| [oK| [JK ,
droit d’assigner aux quantités 1&- a7’ 19| log |’ » degré de
petitesse arbitrairement choisi, mais ne dépendant que du tableau

’

c 4 .., |on
des quantités a. 1l est sous-entendu que les quantités l—— » ete.
P

sont.formées pour une valeur admise de ¢ et pour un systéme de
valeurs p, ¢ appartenant au domaine imposé indirectement aux
quantités p, g par les relations —vy <<z <y. Désignons ce
domaine par Y pour abréger.

Choisissons maintenant, dans le cas 1, une valeur arbitraire ¢,
parmi les valeurs admises de ¢ et un systéme arbitraire | ¢! des
quantités ¢ appartenant au domaine

']
(10) Y gt <—op

v=1

De méme soit, dans le cas II, T, une quelconque des valeurs
admises de ¢ et |p| un systeme quelconque appartenant au

domaine
k

(1) Nduph <y
p=1

Considérons maintenant les solutions correspondant a £, | ¢ |
(ouTy, {p|). Elles s’étendent a Dintervalle ¢5¢, ou ¢Z Ty, mais
on peut aussi les prolonger dans l'intervalle ¢, << ¢ << ¢, ou
Ty>T>T, de telle fagon qu’elles restent dans le domaine Y
pourvu que ¢, et T, soient choisies convenablement.
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by

Formons les équations aux variations relatives a ces solutions.
Nous aurons les équations différentielles linéaires suivantes :

k 1
dpy ofy, oty
(12) ar —Lp(P)"‘ZBP—)\Pxﬁ- d_q_ch’
A=1 c=1
d c oK d oK
P _ oKy oKy
(13) EI—_IV(q)+de)\ P)‘+Edqc o
A=1 o=1
(p=1,2, ..., k; V=1,2, «ee, {),

ol les coefficients de p, q sous les signes 2 dans les seconds

membres sont des fonctions continues de ¢ données pour ¢ > ¢,
ou t <T,. D’apres ce qui précede, nous avons le droit d’assigner
aux valeurs absolues de ces coefficients un degré de petitesse
arbitrairement choisi ne dépendant que du tableau des quantités a.
Les p, q sont les nouvelles variables dépendantes.

Etant donnés une valeur de ¢ arbitrairement choisie dans I'in-
tervalle £ > ¢, ou t << T, et un systeme arbitraire de valeurs des p, q,
il existe une solution des équations (12), (13) d’un caractére déter-
miné, dont les éléments prennent ces valeurs p, q pour la valeur
choisie de ¢ et qui s’étend a lintervalle ¢>¢, ou ¢t <<T,. (Si
cette remarque n’est peut-étre pas connue dans la théorie géné-
rale des équations différentielles, on s’assurera facilement de son
exactitude a l'aide des considérations du premier Chapitre.)

Des équations (12), (13) il résulte qu'on a

k ]
(14) %[EduPﬁ.+2qu3]=Ql+Qz,
p=1

v=1

ou Q, et Q, sont des formes quadratiques par rapport aux quan-
tités p, q dont la premiére s'obtient a I'aide de Ly(p), I(q) et la
seconde & 'aide des autres termes. La forme Q, a des coefficients
ne dépendant que du tableau des quantités a et est une forme
définie positive (voir les discussions correspondantes, n° 10).
Quant aux coefficients de la forme Q,, nous pouvons assigner 3
leurs valeurs absolues un certain degré de petitesse ne dépendant
que du tableau des quantités a mais d’ailleurs arbitraire. £'n nous
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servant convenablement de cette possibilité, nous aurons
k 1 k !
(13) %<2dwa+2ms>§ R(Epa+2qa>,
p=1 v=1 w=t v=1

ou 'on peut considérer la quantité R > o comme ne dépendant
que du tableau des quantités «. En posant maintenant

k 1
S= B drier B
p=1 v=1
et en tenant compte de la relation
k l
(16) |512c<2pa+243>,
w=t v=1

ol ¢ > o est la plus grande parmi les quantités d et |f|, nous
déduirons de (15),

(17)

Sh
nw
o=

IS|.

(Nous avons déja rencontré des considérations analogues dans ce
qui précéde.)

De la relation (17) il résulte que deuzx solutions des équa-
tions (12), (13) restant entre des limites finies pour tSt, dans
le cas I, ou pour t<T, dans le cas II, et ayant pour t=t,
(ou t ="T,) mémes valeurs des 4 (ou des p) coincident.

En effet, si nous formons les différences des coordonnées de ces
deux solutions, nous obtenons encore une solution des équa-
tiong (12), (13). Cette nouvelle solution reste, pour ¢ 5 ¢, (ou ¢ £ T,),
entre des limites finies et I'on a dans le cas I pour ¢=¢,,
q=...=q:=o et dans le cas Il pour t =Ty, py=...=ps=o.
Si donc nos deux solutions ne coincidaient pas, la quantité S rela-
tive & la nouvelle solution serait positive pour ¢ = ¢, dans le cas 1
ou négative pour ¢ = T, dans le cas II, et, par conséquent, d’apreés
la relation (175), S croitrait indéfiniment avec ¢ dans le cas I et
dans le cas II, S décroitrait indéfiniment avec ¢, ce qui est en con-
tradiction avec ce fait que les coordonnées de la nouvelle solution
restent entre des limites finies pour ¢S¢, (ou ¢ZT,). Notre
remarque est ainsi démontrée.
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Considérons maintenant en plus du point | g} ou {p { un second
point du domaine (10) ou du domaine (11) que nous désignerons
par (g) ou (p). Supposons, en outre, que les coordonnées des
points qu et (¢) [ou celles de |{p] et (p)] coincident & 'excep-
tion de l'une d’entre elles, celle par exemple correspondant a
I'indice g (ou k).

Soient ensuite m, ..., Tk, p1, ..., pz les différences qu'on
obtient en retranchant des coordonnées de la solution correspon-
dant a %q }, ty ou ’p g, Ty les coordonnées de la solution corres-
pondant a (g), £, ou (p), Ty pour la méme valeur de ¢. Par hypo-
thése, tous les p a 'exception de pg sont nuls pour ¢ = ¢, dans le
cas I, tous les = & 'exception de mj sont nuls de méme, pourt =T,
dans le cas II. Soient p, et w, les valeurs respectives de p, pour
t=1¢, et de m; pour ¢t ="T,, p, et w, étant, par hypothese, diff¢-
rents de zéro.

Des relations (3), (4) il résulte que, dans le cas I, les quan-

o, T -
tités P—P', ? restent, pour toutes les valeurs de £3¢,, entre des
0 0

limites finies ne dépendant que du tableau des. quantités a; de

., T

méme, dans le cas II, les quantités —=, & restent, pour toutes les
To  To

valeurs de ¢ZT,, entre des limites finies ne dépendant que du

tableau des quantités a. De plus, pour ¢3¢, ou ¢ZT, les quan-

tités m, p satisfont aux équations

dn,
(18) —Zi—;—,. = Lll-(ﬂ)_’_np-(])_’-"’ q+ p! t)_ﬂp-(P, 9 t) (P’= hL,2,.. -»k)1

d
(19) B =L@+ K(p+m g+0, 0—Ky(p, g, ) (G =1,2 .50,

c’est-a-dire aux équations aux différences correspondant  la solu-
tion que nous considérons.

Ce que nous avons dit plus haut se rapporte a des valeurs arbi-
traires de po2 0 et ™2 0, pourvu que |p,| et |m,| soient suffisam-
ment petits. Donnons a g, et ©, une suite de valeurs suffisamment

petites numériquement et tendant vers zéro. Soient i, o2, ...

et my, ), ... ces deux suites que nous désignerons par A et B

. k14
respectivement. Formons, dans le cas I, les valeurs de -Pl", ? pour
0 (]
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les valeurs 5, de la suite A et pour ¢t =¢t,. Les quotients PV sont

tous nuls & Pexception de £ o £ qui est =1 et les quotients P_ restent

entre des limites finies ne dépendant que du tableau des quan-

tités @, comme nous l'avons montré plus haut. Par conséquent,

les systémes Tt TR B B formés pour ¢ = ¢, et les diffé-
Po Po Po Po

rentes valeurs de p, ont au moins un point d’accumulation.

Soient Py, ..., Py, Ry, ..., R; les coordonnées d'un tel point.
Tous les R sont nuls & 'exception de Rg=1. De méme, dans le

. T .
cas II, en formant les quotients ?”, % pour les valeurs w, de la
0 0

. . T k1 4]
suite B et £=T,, on verra que les systemes —*, . ., %, &4, ... £
To To To To
ont au moins un point d’accumulation. Soient P, ..., P, R}, ..., R;

les coordonnées d’un tel point. Tous les P’ sont nuls a l’exception
de Pp=1.

Considérons maintenant la solution () des équations aux varia-
tions (12), (13) pour laquelle on a pour ¢ = ¢,,

(casI) py=Py, vy pi= Py, q1= Ry, cee =Ry
ou pour ¢ =T,
!

(cas II) P1=P/i’ ecy Pk=P’k’ ‘]l=R'11 LR ql=Rl-

Nous allons prouver que les coordonnées py, ..., px, qi, +.., q de
la solution (1) ne se trouvent jamais pour ¢ S ¢, (ou ¢ =T, ) en dehors

des limites qui existent, d’aprés ce qui précéde, pour Z;—‘—L: g—‘-’
(] [}
T
ou '—p'J fl .
To To
Pour cela remarquons d’abord que les quantités —n—”, d-—“-*f ﬂ(-‘f;
dp = og  op

oK
dq" sont, dans le domaine Y et dans chaque intervalle particu-

lier S¢S ¢ (ou ¢/ et " sont des valeurs admises de ¢), des fonctions
uniformément continues de ¢, p, ¢, comme cela résulte immédiate-
ment des hypothéses. De plus, remarquons aussi que nous pouvons
rendre les quantités &, py numériquement aussi petites que nous
voudrons pour toutes les valeurs 15 ¢, ou ¢ZT, pourvu que |, et ||
soient suffisamment petits.
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Divisons maintenant les deux membres des équations (18), par g,
dans le cas I, et par w, dans le cas II.

Dans le cas I, nous aurons alors, aux seconds membres des
termes du type

é [Tu(p +m, g +p, t)—Tu(p, g, ],

1
Po

|Ky(p+m, ¢ +p,t)—Ky(p, q, )],

et dans le cas II, des termes différant des précédents par le fac-
teur — a la place de .
o Po

Ces termes peuvent s’écrire, dans le cas 1, de la fagon suivante

k
! — \ ) ™ dHP-)Pa‘
a["p.(P+1r,q+p,t)—Hg(p,q, )] = Z?—S—“"Z%—g—a

A=1 e=1
les quantités entre accolades devant étre prises pour
Pr+0pmy, oo, prOpme, giOBup1, ..., g1+ 80,

(o <8 < 1); ces derniéres valeurs appartiennent évidemment au
domaine Y. On peut rendre les quantités |8, |, ..., |07,
|9upi]y -y |Bupe] aussi petitgs qu’on voudra pour toutes les valeurs
de ¢3¢, en se bornant a des valeurs suffisamment petites de |p,|-
Etant donné par conséquent un intervalle ¢, Z¢Z ¢, (£, > ¢, mais
d’ailleurs arbitraire) on peut obtenir que, dans cet intervalle, les
.. (om My ) e . o, ol

quantités ;—Eg et § différent respectivement de 2 et ¥

ap {996 op\  9gg
d’aussi peu qu’on voudra, pourvu que [o,] soit suffisamment petit.

Et comme, de plus, les quantités 793 %‘- restent, pour toutes les
0

’
0
valeurs de t3¢,, entre des limites finies ne dépendant que du
tableau des quantités @, on voit que par un choix convenable du
degré de petitesse de |p,| la différence entre

o—'o [Dp(p+m, g +p, ) —Myu(p, q. ¢

et
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peutétrerendue aussi petite qu’on voudra dans'intervalle 2,2 ¢ Z ¢;.
Conclusion analogue, bien entendu, pour les quantités ana-
logues a

E:—o [Ou(p +m, g+ p, £) —Mu(p, ¢, 1)]
dont nous avons parlé plus haut.

D’out le résultat suivant : En vertu des équations (8), (9) nous
avons, dans le cas I,

k {
d Ty <1r> Jlly m, olly o4 .
— —=Ly(—=)+ P =——+ > — =+ Ay,
(20) dt oo~ *\po 9px Po 9qs o "
A=t =1
d - JK . oK
pv / p) y T v fo
21 - ==L (= )+ — + 2 +B,,
(20) i "\ dd Op) po T A Ogq po Y

k I3
d Ty Lu<ﬂ>+ My m N My pg

O gim =) T Loy w T g m T
A=t =1
d : oK . oK
23 2o 1 (L 0%y ™ v fo
(23) dt ™ Iv("o) 1_10]7)‘ o +o__1090- o + Dy

(p=1,2, ..., k;v=1,2, ..., 1),

ot |Ay, |By|, |Cyl, |Dy| peuvent étre rendus aussi petits qu'on
voudra dans tout intervalle arbitrairement choisi #,Z¢Z ¢, (cas I)
ou T Z¢Z T, (cas II) & condition d’assigner a |po| et |mo| un degré
suffisant de petitesse.

Comparons maintenant les équations (20), (21) ou (22), (23)
aux équations aux variations (12), (13) en supposant qu’on rem-
place dans ces derniéres les quantités p, 4 par les éléments de la
solution (7).

Dans la suite A ou B, on peut, d’aprés ce qui précede, trouver
des valeurs po ou m, telles que pour ¢ =1¢, ou ¢ =T, les quan-

., T K 0 . . ..
tités =, g—' ou -, £ soient aussi voisines qu’on veutde Py, ..., Py,
Q0 0 o

Ri,...,RioudeP;, ..., P, R}, ..., R;. Onpeutde plus fixer ce choix
de telle facon que, dans un intervalle arbitrairement choisi ¢,5¢< ¢
ou Ti<t<T,, les quantités |A,|, |By| ou |Gy|, |D,| soient aussi
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petites qu’on voudra. Il s’ensuit qu’en vertu du théoréme auxi-
liaire du n°® 1 du précédent Chapitre, on peut choisir la valeur
e po ou celle de w, de telle facon que, dans l'intervalle £,< ¢S ¢
de p lle d de telle f; que, dans l'intervalle £, S¢S ¢
ouT,2¢2T, les éléments de la solution (n) différent d’aussi peu
.z ki T LY
qu’on voudra des quantités —=, & ou =X, 2. Or, ces derniéres
Po  Po To o
quantités restent entre des limites finies qui ne dépendent que du
tableau des quantités a. Par conséquent, si pour une valeur de ¢ de
intervalle ¢,S¢S¢; ou Ty 2¢2T,, un élément quelconque de la
Pintervalle ¢,S¢St, ou To2¢2T,, lément quelconque de |
solution () était en dehors des limites existant pour celle des

. b LM
quantités AL .
Po  Po To

€t m, de fagon que cette quantité prenne elle aussi des valeurs en
dehors des limites qui lui sont assignées, car on peut obtenir que,

Pv ey . . ..
» e qu lui correspond, on pourrait choisir p,

M ’ , T ks .
dans Pintervalle £,S¢S¢, ou Ty2¢2T, -, B ou 2, B soient
Qo Po To To

aussi voisins qu’on veut des éléments correspondants de la solu-
tion (7 ), d’ott contradiction. Il s’ensuit donc que les éléments de
la solution () restent, pour toutes les valeursdet3 t, ou t<T,,
entre des limites finies, qui ne dépendent que du tableau des
quantités a.

Parmi les coordonnées Py, ..., Px, Ry, ..., Ry ou P}, ..., P},

"y +++y, R; du point d’accumulation, R,, ..., R; ou P, ..., P;
sont connues dés le début, tous les R étant en effet nuls, a
Iexception de Rg =1 ou tous les P’ nuls a 'exception de P, =1.

De plus, comme nous l'avons montré, Py, ..., Py ou R, ..., R,
jouissent de cette propriété que les éléments de la solution (n) des
équations (12), (13) qui prennent les valeurs initiales Py, ..., Py,
R, ..., Repourt=¢, ou P, ..., P, R, ..., R, pour t=T,,

restent entre des limites finies pour toutes les valeurs de ¢ 3¢, ou
tZT,.Or, nous avons montré qu’étant donné un systéme de valeurs
initiales Py, ..., Py ou R} ..., R; on ne peut lui associer qu'un
systtme et un seul Ry, .., Ry ou P, ..., P, jouissant de cette
propriété. Il en résulte que les valeurs données de Ry, ..., K; ou
P;, ..., P, déterminent complétement les autres coordonnées du
point d’accumulation. 1l existe donc un point d’accumulation et
un seul qui est d’ailleurs le méme quelle que soit la facon de

.. . , . T Cy
choisir les suites A ou B. Par conséquent, les quotients P—", o—' ou
0 o
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1: & formés pour t=1¢, ou t=T, tendent vers P,, ..., Py,
Ry, ..., Ryou Pi, ..., P, R}, ..., R} si pp ou =, tend vers zéro.
Nous avons ainsi démontré le théoréme suivant :

Dans le domaine défini par U’inégalité (10) ou (11), les fonc-
tions [py], ..., [p«] o [qi], -+, [q:] ont des dérivées pre-
miéres par rapport & q ou p. Ces dérivées sont comprises entre
certaines limites finies qui ne dépendent que du tableau des

[p] L]
oph

quantités a. Pour calculer les quantités —-= pourt=-t,

out="Toetq}, ..., q)oupl, ..., p}, onforme des équations
aux variations (12), (13) pour la solution correspondant
aq’s ..., q tooup®, ..., p Ty. Il existe alors une solution
de ces équations aux variations et une seule dont les éléments
prennent pour t =t, ou t =T, les valeurs qg=1,qy=10(v2g)
ou ppr=1, pp=0(w2h) et restent entre des limites finies (*)
pour tStyon tZTy. Les valeurs pour t =t, ou t =T, des élé-
ments py, «. , pk OU q1, -+, qz de cette solution sont précisé-
op ., olpel ), 0lg:]
oge "95' 9P

ment celles des dérivées cherchées
[q/]

g eeey
0 0 0
pourQn <o 490, to oU Py «voy Py T0'

Démontrons maintenant encore la continuité de ces dérivées.

Choisissons a cet effet un point | ¢,| appartenant au domaine (10)
et une valeur admise ¢, de ¢ dans le cas I, ou un point }p,| appar-
tenant au domaine (11) et une valeur admise T, de ¢ dans le
cas II. Formons les équations aux variations (12), (13) pour les
solutions () correspondant a ces systémes et i ces valeurs de ¢.
De méme, considérons les points {go—+ po| ou | py+ m,!, apparte-
nant au domaine (10) ou (11), et dont les coordonnées différent
de o9, ..., p! ouw}, ..., =} de celles des points g, ou {p,!.
Soient (1.) les solutions correspondant & ces points et a t=¢,
ou ¢t =T, solutions pour lesquelles nous formons aussi les équa-
tions aux variations. Désignons enfin par =,, o, les différences des
éléments des solutions (1,) et (n,) pour la méme valeur de ¢.

(') On peut considérer ces limites comme ne dépendant que du tableau des
quanlités a.
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On peut, comme nous le savons, rendre || et |p,| aussi petits
qu’on voudra dans l'intervalle ¢ S ¢, ou ¢ Z Ty, 4 condition de choisir
8%y «+oy pf ou m), ..., mp suffisamment petits numériquement
[voir les équations (3), (4)]. Il résulte ensuite de ce qui vient
d’étre dit et de ce que nous savons au sujet de la continuité
d %, ?‘:]7”', %{;1, ok qu'on peut obtenir que, dans un intervalle
arbitrairement ch0151 te2tSty ou TyZtZ Ty, les coefficients des
équations aux variations correspondant i la solution (%,) soient
aussi voisins qu’'on voudra des coefficients correspondant des
équations aux variations relatives a la solution (4,) pourva qu’on
assigne aux quantités |p{], ..., 7| ou |w}|, ..., |=f| un degré
suffisant de petitesse.

Revenons maintenant aux dérivées dd[ Pl ou 0050 q/] Pour les cal-
L

culer au point { o+ 20|00 | Po—+ o : et pour t =¢, ou t =T, 1l
faut chercher la solution des équations aux variations relatives a (n.)
pour laquelle on ait, pour t =¢, ou t =Ty, 9o=1, yy=0(v2 g)
ou pp=1, pp=0 (p2h) et qui reste entre des limites finies
pour 3¢, ou tZT,. Pour plus de clarté, nous emploierons les
lettres p’, q' au lieu de p, q, quand il s’agira d’une telle solution.
Les quantités p}, ..., p; pour ¢ =t,, ou 4,
donnent les dérivées cherchées.

D’aprés ce qui précéde, nous savons que la solution ', 4 reste,
pour £3 ¢, ou t Z Ty, entre des limites finies qui ne dépendent que
du tableau des quantités a. Considérons maintenant la suite des
systémes (pf, ..., p;) ou (%}, ..., ;) dont les termes tendent
vers zéro; les valeurs correspondantes de p), ..., p;, formées
pour ¢ = t,, ou celles de q}, . .., q;, formées pour ¢ =T,, doivent
avoir au moins un point d’accumulation P,, ..., Py ou Q, ..., Q;.
Déterminons alors la solution (¢) des équations aux variations rela-
tives a (n,) dont les éléments soient, pour t=1¢, ou t="T,,
égaux a P,, veuy Piy Quy ov 0y Q; ou P:; veus Phy Qs ooy th
avec Q=1,Q,=o (v2g)ou Py=1, P u__o (pzh)

Etant donné un mtervalle quelconque ¢,2¢2¢ ou T <t<To
parmi les solutions p’, 4' que nous venons de consndérer, ilyena
dont les éléments different d’aussi peu qu’on voudra de Py, ...,
Py, Qn cooy Qrou P, L P Q) L., Qypoure=¢y0ut=T,
et qui satisfont a des équations aux variations dont les coefficients

XXXV, 5

ey q',pour t=T,
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différent, dans lintervalle £,5¢5¢, ou T,<t<T,, d’aussi peu
qu’on voudra de ceux des équations aux variations relatives a (0, ).
En remarquant de plus que les quantités p’, 4 restent pour £2¢,
ou t<T, entre des limites finies qui ne dépendent que du tableau
des quantités a, nous conclurons, en vertu du théoréme du n° 1,
Chap. I, que parmi les ‘solutions p’, 4’ on peut en trouver qui
soient, dans Dlintervalle ¢;2¢2¢, ou T ,S¢=T,, aussi voisines
qu’on veut de la solution (¢). Il s’ensuit que, dans cet intervalle,
la solution (¢) ne peut étre en dehors des limites dont il a été
question tout a I’heure. Or les valeurs de ¢; > ¢, et T; <<T, peuvent
étre choisies arbitrairement, la méme conclusion est donc valable
pour toutes les valeurs ¢ ¢, ou ¢<T,.

Ainsi (v¢) est précisément la solution des équations aux varia-

0_[2_] ou 2191 5
99 dPh

point fqo, et pour ¢ =1,, ou au point ‘po’ et pour ¢ =T,. Par

conséquent, P,, ..., Px ou Q}, ..., Q, sont déterminés par
Qi ..., Qsou P:, ..., P}, c’est-a-dire par les indices g ou h si
Pon considére |g,{, ¢ ou |p, !, T, comme quantités données.

Il s’ensuit que Py, ..., Pxou Q), ..., Q) est 'unique point
d’accumulation des systémes p}, ..., p; formés pour t=1¢, et
pour la suite de systémes (p{, ..., p7) [ou des systémes 4,, ..., q,
formés pour ¢ =T, et la suite de systemes (=9, ..., n?)]. Le point
d’accumulation est d’ailleurs le méme quel que soit le choix de la
suite en question. Par conséquent, les quantités p), ..., p; for-
mées pour £ = ¢, ou q, . .., q; formées pour ¢ =T, tendent vers
Py, ..., ProuQj, ..., Q;siles coordonnées des points | go+ po |

ou |po—+m,| tendent vers celles des points [go| ou {pe|. En

d’autres termes : les valeurs des dérivées ﬂ_E‘_] dgp k] au

9s
point {go -+ po | et pour ¢=1¢, ou celles des dénvées [Z'] cee dgz”.]

au point | po+ T | et pour ¢ =T, tendent vers les valeurs de ces
mémes dérivées au point {go| pour £=1¢, ou vers celles au
point { p, | pour ¢ =T, si les coordonnées du point | go—+ po | ou
celles du point | p,+ =, | tendent vers les coordonnées du point
{go} ou {po}. Cela prouve la continuité de ces dérivées dans le
domaine (10) ou (11) pour une valeur arbitrairement choisie de ¢.

ld[P]

tions relatives a (n,) qui donne les dérivées

Démontrons enfin qae les quantités ou Id—'[jz—ll peuvent
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prendre tout degré de petitesse dépendant du tableau des quan-
tités a, s1 'on attribue a |%| dans le domaine —y > 2 <y un

degré correspondant de petitesse dépendant du tableau des quan-
tités a.

En effet, les valeurs pour ¢ = ¢, ou ¢ =T, (ou ¢, et T, sont des

valeurs quelconques admises de ¢) des quantités IP) o, 0La] 5o,
dg op

données par certaines solutions [d’équations aux variations du
type (12), (13)] restant pour £5 ¢y ou ¢ Z T, entre des limites finies
qui ne dépendent que du tableau des quantités a. Rappelons de
plus que, dans les équations aux variations (12), (13), on peut,
pour toutes les valeurs £ 5 ¢, ou ¢ Z T, assigner aux valeurs absolues

de ceux des coefficients des p', 4’ qui figurent sous les signes 2 dans

les seconds membres un degré arbitraire de petitesse ne dépendant
que du tableau des quantités @, a condition de donner aux quan-

tités I%l dans le domaine — y <<z <y un degré convenable de

petitesse ne dépendant que du tableau des quantités a.
Formons maintenant a I'aide des équations (12), (13) 'expression

k
a .
7 2% ri
p=1

]
d
d—tzfv-ﬁ-

V=t

ou

Les fonctions L, ou I, donneront alors des formes quadratiques
positives définies en p ou 4 que nous désignerons par P ou Q et
dont les coefficients ne dépendent que du tableau des quantités a.
Nous aurons, par conséquent,

k
Ps ek
=1

t
Q?sz.
v=1

ou les quantités G > o et H > o ne dépendent que du tableau des

ou
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quantités «. Les autres termes donneront des formes quadra-
tiques P’ ou Q' en p, 4 avec des coefficients aux valeurs absolues
desquels nous pouvons assigner un degré arbitraire de petitesse
ne dépendant que du tableau des quantités a, et ceci pour toutes
les valeurs de ¢3¢y ou tZT,, a condition de choisir convenable-
ment le degré de petilesse (mentionné plusieurs fois déja) des

quantités l%l dans le domaine —y <z <7y.

Si maintenant p, q représentent les solutions servant a déter-

miner les valeurs de certaines dérivées -d—[(;‘g-l ou 9%}3—] pour ¢ =¢,
ou ¢t =T,, ces quantités p, q restent pour ¢3¢, ou ¢t Z T, entre des
limites dont il a été question plus haut et qui ne dépendent que
du tableau des quantités a. Par conséquent, dans ce cas, on peut
attribuer a |[P’| ou |Q'| un degré arbitraire de petitesse ne dépen-

dant que du tableau des quantités @ & condition toujours de choisir
, . -, |a
convenablement le degré de petitesse des quantités lél dans le

domaine — y <<z < y. Ceci fait, on a, par conséquent,

k k
d 7
;,—,Edurﬁ> GZP;’L— p
=1 r=1
ou

1 ¢
% vaq3 > 3243— Q,

v=1 v=1

ol nous pouvons considérer les quantités P'> o0, Q'> o comme
dépendant d’une fagon arbitrairement choisie du tableau des quan-
tités @. En posant

p=t
ou
3
T =Y fads
v=
nous aurons
ds _ G ,
Z DS P
ou
dT _ H
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ou D et |F| sont respectivement les plus grandes parmi les quan-
tités dy et | £,]. Il en résulte

G
g—t[e—it(S—%P'>]>o
H
Zi‘!t- [emt<T -+ % Q)] > o.

Par conséquent, si jamais on avait S3 g P’ ou |T|§%—I Q', il en

ou

résulterait que, dans le cas I, S croitrait indéfiniment avec ¢ et, dans
le cas II, T décroitrait indéfiniment avec ¢. Or cela est en contra-
diction avec la nature des solutions p ou 4. Donc pour 3¢, ou

— . D F .
tZTo, on a toujours S < =P ou [T|< !ﬁ-l Q'. Il s’ensuit que
pour toutes ces valeurs de ¢ et, par conséquent, aussi pour ¢t =¢,

D |F| .
—_ 2 / 2 !
out="To, onapy< =P ouyi< l-fTH-Q oud et | f| sont res-

pectivement les plus petites parmi les quantités dy, ou | f,|.
.. D . |F| .
Les quantités —= et T7TH ™€ dépendant que du tableau des
quantités a et étant indépendantes de P’ ou Q/, il s’ensuit que les
11 D / IF' / M /
quantilés —= P’ ou YL Q' peuvent, par un choix convenable de P

ou Q', prendre telle valeur positive dépendant du tableau des
quantités @ qu’on voudra. Or les quantités p ou q donnent précisé-
ment pour £ = ¢, ou £ =T, les valeurs des dérivées en question;
notre théoréme est donc démontré.

14. Quelques compléments. — Supposons 'intervalle de valeurs
de ¢ défini par les inégalités ¢t > 7 ou ¢ <t ou ¢ arbitraire. Dans
le domaine (G) défini par les inégalités

k 1
EdpPﬁst’r szQw’?"' 8y,
p=1 V=t

nous avons (voir n° 8)

k k

d _ d _

pr Edul’l’;ZDt 21’&— Ay, o va%f; Fy 2q3 — Ay3,
p=1

p=t V= v=t
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ou D, et F, sont positifs et ne dépendent que du tableau des
quantités a, et la quantité A > o peut prendre toule valeur posi-
tive dépendant des quantités a, si le degré de petitesse dontil a été
question, quand nous avons introduit les hypothéses, est déter-
miné convenablement. Nous avons évidemment aussi

k k I f
d _ 4 .
a}EdﬂP!"-;DoZdup;.—A‘{’, Ezqus;—' FOEqu"_AYz’
v=t

=1 p=1 v=1

ou les quantités positives D, et Fy ne dépendent que des quan-
tités a.

Soient maintenant deux domaines de variabilité des quantités p
et g définies par les inégalités suivantes

k
I Ndupp<er,
p=1
]
(In Dfai> -,
v=1

ou les quantités € > o et n > o sont choisies arbitrairement et ne
dépendent que du tableau des quantités a. Si le degré de petitesse
dont nous venons de parler est déterminé convenablement, on
A A .. .
peut poser - <€, &= < n. Nous aurons alors les propositions sui-
0 0
vantes :

1° S¢ lc. solution reste pour toutes les valeurs de t>T, (')
dans le domaine (G) les quantités p doivent rester dans le
domaine 1.

En effet, supposons qu'a un moment quelconque on ait

k

D dupizer’
=1

(1) T, est une des valeurs admises de ¢. Il s’agit bien entendu du cas ou I'in-
tervalle de ¢ est défini par V'inégalité ¢ > = ou ¢ arbitraire,
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et par conséquent
2
(1) d—tzdppg;yz(me —a).
=1

La quantité entre parenthéses étant positive il en résulterait que,
pour la valeur considérée de ¢, ]a quantité

"
> 4up},
ey

croitrait avec ¢. Par conséquent, la relation (IIT) serait vérifiée pour
toutes les valeurs plus grandes de ¢ et la quantité

k
Edul’fx
p=1

croitrait indéfiniment, ce qui est impossible.

Remarquons encore que si, en méme temps, les quantités g se
trouvent 3 un moment quelconque dans le domaine" II, elles y
restent pour les valeurs plus grandes de ¢. En effet, dans le cas

contraire on aurait, pour une certaine valeur de ¢,

1
<2qu3= — 7y,

v=1

alors que pour des valeurs inférieures et suffisamment voisines de
que p

I}
va93

v==t

celle-ci

serait > — ny2. Mais alors nous aurions pour la valeur de ¢ en
question

]
d -
7 Equﬁ SFomy*— A2 >0,

v=1
ce qui est en contradiction avec ce qui précéde.

2° St la solution reste pour toutes les valeurs de t <'T, dans
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le domaine (G), les quantités q doivent rester dans le domaine]ll.
Si, en méme temps, les quantités p se trouvent pour une valeur
de t dans le domaine l, elles y restent pour toutes les valeurs
inférieures de t. Démonstration analogue a la précédente.

Dans ce qui précéde, nous avons supposé que les groupesp et ¢
existent tous les deux. Dans le cas contraire, il faut omettre, dans
ces raisonnements, tout ce qui se rapporte au groupe qui n’existe

pas.

15. De la représentation des solutions considérées. — Nous
ferons, dans ce paragraphe, quelques remarques au sujet de
Pexpression des solutions considérées précédemment. On peut se
borner au cas ou l'intervalle de valeurs de ¢ est défini par t >t
ou t arbitraire, car 'examen du cas ou ¢ est défini par I'inéga-
lité ¢ << v ne donnerait au fond aucun résultat nouveau. De plus,
pour abréger, nous n’examinerons pas les cas ou 'un des groupes
p ou ¢ n’existe pas.

Afin de ne pas interrompre plus tard la suite des raisonnements
nous indiquerons d’abord quelques propositions simples, dont
nous ferons usage plus loin.

Soit donné un systéme d’équations différentielles linéaires

(1) %:Li(x)+€i E=1,2 ..., n)

ou les L; sont des expressions linéaires et homogénes, par rapport
aux z du méme type que celles qui figurent dans les équations (1)
du n° 8, et les £; sont des fonctions continues de ¢, pour toutes les
valeurs de ¢ > £, ou pour ¢ arbitraire et restent entre des limites
finies pour toutes ces valeurs de ¢.

On peut considérer les équations (1) comme cas particulier
des équations (1) du n° 8; il suffit seulement de choisir 7 assez
grand. Par conséquent étant données une quelconque des valeurs
admises de ¢, soit ¢,, et un systéme arbitraire ¢%, ¢3, ..., ¢f, 1l
existe évidemment une solution des équations (1) qui reste, pour
toutes les valeursde ¢ 5 ¢,, entre des limites finies et qui pour £=1¢,
satisfait aux conditions ¢ =¢!, ..., g;= ¢} (nous désignons par
la lettre ¢ les mémes fonctions linéaires en z que précédemment).
Cette solution est d’ailleurs 'unique solution de cette nature.
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Dans le cas ou ¢ est arbitraire, il existe une et une seule solution
qui reste entre des limites finies pour toutes les valeurs de ¢.

Pour représenter ces solutions formons les équations en p et g.
Elles se partagent en systémes du type

dz
'T; = Azl"‘ §n
dz
'd—; =21+ Aas+ Uy,
dz
dev = Zy—1+ Aay+ Ly,
ou
du d\
-;it—' = guy— hoy+ Yy, % = gv1+ hu,+ D4,
du dy
d_; = U+ gy — hoy+ Y, Tt-f =01+ &+ hits+ ¢,
du dy
7179 = Up—1+ gup— hvp+ Yo, 279 = vp—1 + &¥p + hup+ ¢p,

les quantités p correspondant aux valeurs positives de A et g, et
les quantités ¢ aux valeurs négatives de X et g; §, § et © sont des
fonctions continues de ¢ restant entre des limites finies pour ¢ > ¢,
ou ¢ arbitraire.

S'il s’agit de représenter la solution des équations (1) qui reste
entre des limites finies pour toutes les valeurs de ¢3¢, et qui pour
t = ¢, satisfait aux conditions ¢ = ¢9, ..., g;= ¢, les fonctions ¢
se trouvent complétement déterminées grace aux valeurs initiales
q%, ..., q; données. Pour ce qui est des fonctions p, le probléeme
se raméne a I'intégration des équations du type

dsz
(I) —d—t=lz+:,
ou
du dy
(1) ?ﬁ_gu—hv+¢, E:gv+hu+<p,

ol A et g sont positifs, { ou ¢, ¢ sont des fonctions de ¢ qui
restent, pour toutes les valeurs de ¢S ¢,, entre des limites finies,
la solution cherchée devant rester entre des limites finies pour
toutes les valeurs de ¢3¢,.
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Nous aurons alors, pour le cas (I),

z=——e7~‘f e-M{ dt,
1

U=— f me—-&'(!—"[q/(_y) cosh(y —t)+o(y)sinh(y —t)]dy,

et, pour (1I),

v = +f“e—e(J‘—U[q.u(_y)sinh(_y—t)—q:(‘y)cosh(y— t)ldy.
¢

S’il s’agit de la solution des équations (1) restant entre des
limites finies pour toutes les valeurs de ¢ le probléme se rameéne
aussi 4 'intégration des équations (I) et (II) ot A et g peuvent, cette
fois, étre aussi négatifs. Les fonctions §, ¢ et ¢ restent entre des
limites finies pour toutes les valeurs de ¢ et 'on impose la méme
condition a la solution. Les éléments de la solution correspondant
a A ou g positifs seront encore donnés par les intégrales ci-dessus
et pour ceux qui correspondent aux valeurs négatives de A ou g

il fautremplacerfmpar [-m

t t
Nous allons maintenant compléter les résultats obtenus dans la

premiére moitié du n° 11. Nous reprenons les hypothéses et nota-
tions que nous y avons employées (') et nous allons examiner le
cas o, pour une certaine valeur T, de ¢, ona

q‘=q2=.-.=q1=0.

Nous aurons alors, pour ¢t =T,

k
s = E dpp&
p=1

(voir au n° 11 la signification de ¢).D’ol, pour ¢ =T,, ¢2 Z

2
co}

AN

[+
dy
ou d, est la plus petite parmi les quantités d,. Des théorémes du
n° 11 ainsi que de la signification de la quantité ¢ et du fait que

9
Soy

(') Nos considérations se rapportenl au cas ou £>t ou ¢ arbitraire. Nous
supposons que les deux groupes p et g existent (voir la remarque au début du
présent paragraphe).
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la quantité positive dio ne dépend que du tableau des quantités a,
nous concluons que pour ¢S T,, ¢ est << hyd ou la quantité posi-
tive 2y ne dépend que du tableau des quantités a. (Voir au n° 11
la signification de la quantité d.) Il en résulte ensuite que, pour
t3 T, |xi|<ed (i=1,2, ..., n), ou la quantité positive e ne
dépend elle aussi que du tableau des quantités a.

Nous désignerons par (X) le domaine

—y<z:<ly (i=1,2y 0.y, n)

que nous rencontrerons souvent dans ce qui suit.

Considérons maintenant la solution des équations différen-
tielles (1) du n°® 8 qui, pour £>1, (7o désigne une des valeurs
admises de ¢), reste dans le domaine (X ), De plus, soit donnée
une solution approchée de ces mémes équations dont les éléments
restent pour ¢ > 7, dans le domaine (X), admettent des dérivées
finies et continues pour ces valeurs de ¢ et satisfont aux équations (1)
du n° 8 avec une erreur numériquement inférieure 4 un certain
nombre positif d. Supposons de plus que les éléments ¢ de cette
solution approchée aient pour une certaine valeur T, de ¢ les
mémes valeurs que les éléments correspondants de la solution
exacte indiquée plus haut.

Sinous désignons maintenant les éléments de la solution appro-
chée par z, et ceux de la solution exacte par z,+ 3z, les équa-
tions (1) du n° 8 nous donnent

(2) (-i—? = Li(3) + §i(@o+2) —Ei(@o) +r:  (i=1,2, ..., 1),

ou les L; sont les mémes fonctions linéaires que celles qui figurent
dans les équations (1) du n® 8 et |r;| < d.

Sil’on attribue aux quantités I‘%I un degré suftisant de petitesse

conformément aux hypothéses (voir n® 8), le théoréme auxiliaire

du n° 11 est applicable aux fonctions z. Par conséquent, en dési-

gnant par p, 4, les quantités dépendant des z de la méme fagon

que les quantités p et ¢ dépendent des 2z et en tenant compte du
]

fait que, pour ¢t = T,, 2 gy = o, on trouve, pour t3T,, |3| < ed
v=1



— 76 —

ou la quantité positive e ne dépend que du tableau des quan-
tités a.
Cette proposition permet de juger de approximation atteinte.
Etant donné le domaine

k 4
(3) 1. Zd“pﬁ<81'f’ Iv. 2qu%>—8272

p=1 v=xi

o 3, et 8, sont deux quantités ne dépendant que du tableau des
quantités a et d’ailleurs arbitrairement choisies, on peat (voir n° 14)
choisir le degré de petitesse dont nous avons parlé en introduisant
les hypothéses de telle fagon que la proposition suivante soit
vérifiée : A tout systéme de quantités q pris dans le domaine IV
et a toute valeur T, prise dans Uintervalle admis de t corres-
pond un systéme de quantités p et un seul appartenant au
domaine 11l et tel que la solution dont les éléments prennent
pour t="T, ces valeurs p, q, reste pour t3T,, dans le do-
maine (3).

Choisissons 3, et 3, conformément aux conditions qui viennent
d’étre indiquées et de plus de telle fagon que toutes les quantités |z |
correspondant au systéme p, ¢, du domaine (3) soient infé-

rieures a ;1 Partant de ces valeurs 8, et 8,, choisissons le degré de

petitesse dont il a été souvent question de fagon que la proposition
précédente soit vérifiée. Ce choix ne se rapporte cependant qu’au
présent paragraphe.

Soient donnés maintenant un systéme de valeurs (g), des
quantités ¢ appartenant au domaine IV et une des valeurs admises
de t, T,. Considérons la solution qui reste dans le domaine (3)
pour t5 T, et dont les coordonnées ¢ deviennent (g ), pour ¢ =T,.
On peut prolonger cette solution pour < T, de telle fagon qu’elle
reste dans le domaine (X)) a condition de nous borner a des valeurs
de ¢ suffisamment voisines de T,. De plus soit donnée pour ¢ > 7,
une solution approchée (dans le méme sens que précédemment),
7, étant suffisamment voisin de T, pour que la solution exacte avec
son prolongement dont il vient d’étre parlé ait un sens déterminé
pour ¢ > 1,. Supposons de plus d suffisamment petit pour qu’on

ait ed<}ou d< ?‘Y—e- Pour ¢t5T, nous avons, d’aprés ce qui



précede,
|wo+z|<£; |z|<ed<gn
d’ou

3
l#ol < 77

Formons maintenant les équations

(4) %:L;(z)+r,~ (i=1,2, ..., 1),
et déterminons-en la solution qui pour ¢ = T, satisfait aux condi-
tions ¢, =...=4q; =0 (les quantités 4’ étant formées a I'aide
des z comme les quantités ¢ al’aide des z) et qui reste pourt3 T,
entre des limites finies. Puisque pour ¢ > 7, |r;| reste < d, on a,
en vertu du théoréme auxiliaire démontré au début du présent
paragraphe, |z| < ed pour ¢S T, et par conséquent aussi |2]| < :-2-,
d’ou |2y + 2| <y. Cette derniére inégalité ainsi que l'inéga-
lité |zl<ed sont évidemment encore vérifiées dans un certain
intervalle 1o <7, <t <]T,.

Prenons maintenant z, -+ 2z comme solution approchée: pour
t > =,. Cela peut se faire, puisque les quantités x, + 2 restent a
I'intérieur du domaine (X) pour ¢ > 1, et que les quantités for-
mées a l'aide des z,+ z comme les quantités ¢ le sont a l'aide
des = prennent les valeurs (¢), pour ¢ =T,. Nous aurons alors
les équations du type

d(xg;+ Zi)
\ ==
(5) ( = L{(@o+ 2)+ Ei(@o+2) — [ £:(@0 + 2)— £i(20) ]

= Li(@9)— ri+ ti(xo)+ Li(2)+ 7y

(i=1,2, ..., n),

Ol Zgy, ..., Zon sont les éléments de la solution approchée que
nous avons jusqu’ici désignée par la lettre z,.

Supposons maintenant qu’on ait, dans le domaine (X) et pour

. 0| — \ e e
toutes les valeurs admises de ¢, % ZA, ou la quantité positive A
ox

ne dépend que du tableau des quantités a. En posant alors

ri=Ei(2o + z)—“ Ei(20),

on a, pour ¢ > Ty,
|ri| < neAd.
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En choisissant maintenant la quantité positive A, dont nous pouvons
disposer, de fagon qu’on ait

I
w=ned < -
2

nous aurons la proposition suivante :

Etant donnée une solution approchée z, répondant auz con-
ditions indiquées plus haut, U’approximation pour t5 T, sera
caractérisée par |x;— x,i| < ed, ote est un nombre ne dépen-
dant que du tableau des quantités a. A U'aide de la solution
des équations différentielles linéaires (4), on peut alors former
une seconde solution approchée répondant aux mémes condi-
tions et qui satisfait avx équations différentielles avec une
erreur numériquement inférieure a w d ot le nombre positif ©
est inférieur a 1 et ne dépend que du tableau des quantités a.
L’approximation pour t<T, est donc caractérisée maintenant.
par ewd. En procédant de la méme facon, nous pouvons
trouver ensuite une solution approchée toujours de la méme
nature que les solutions précédentes, mais dont l’écart pour
t3T, soit caractérisé par ew?d et ainsi de suite. Comme on
ao<<w<1, on peut atteindre, dans ’intervalle t3T,, telle
approximation qu’on voudra.

Passons maintenant a la recherche de la premiére solution appro-
chée. A cet effet formons les équations

ax;

(6) ar

=Li(x)+§i0 (i=11 2y -auy R),

ou §;o est la valeur de &; [voir les équations (11) du n° 8] pour
LN=Tr=...= =0,

et déterminons-en la solution qui reste entre des limites finies
pour 5T, ettelle que les quantités formées avec les X comme les
quantités ¢le sont avec les  prennent les valeurs (¢), pour t="T,.

Il est évident d’ailleurs que les quantités ', 4’ formées avec les x,
comme p, q le sont avec les z, restent dans le domaine (3)
pour ¢t5T, (el par conséquent aussi pour un certain intervalle
t>T>T,), car les équations (6) représentent un cas particu-
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lier des équations (1) du n°® 8 et répondent aux hypothéses faites
jusqu’ici au sujet du degré de petitesse introduit dans le n° 8. Le
nombre y a ici la méme valeur que dans les équations primitives.

Il résulte de ce qui vient d’étre dit qu'on a, pour ¢>T,,
x| < I- Si nous substituons maintenant les valeurs des x dans

les équations données, ces derniéres seront satisfaites en laissant
de coté les termes E.-(x) — &i0. Or, nous avons

[t(x) — ] <nal=w L <L

La solution approchée x satisfait donc bien a toutes les conditions.
En supposant maintenant que nos recherches se rapportent au
cas ou l'intervalle de valeurs de ¢ contient toutes les valeurs de ¢
(t arbitraire), étudions I’expression de la solution qui reste toujours
dans le domaine —y < z; <Y.
Par un choix convenable du degré de petitesse dont il est si
souvent question, on peut obtenir, d’aprés le n° 14, qu’on ait

toujours, pour la solution considérée, |z| < g-

Imaginons maintenant une solution approchée z, ('), restant
dans le domaine (X) et satisfaisant aux équations différentielles,
abstraction faite de termes r; numériquement inféricurs a d > o.
Les différences entre les éléments = de la solution exacte consi-
dérée et z, seront alors numériquement inférieures a ¢,d ou la
quantité positive e, ne dépend que du tableau des quantités a,
comme cela résulte du théoréme auxiliaire du n° 11, pourvu que
le degré de petitesse souvent mentionné soit convenablement
choisi.

Supposons 4 < Z'i—.; on a alors toujours |z, | < % ¥. Formons

ensuite les équations différentielles (4) et déterminons-en la solu-
tion qui reste toujours entre des limites finies. Les éléments de
cette solution restent, d’aprés ce qui précéde, numériquement

inférieurs 4 e, d; on a donc 2| < % et, par conséquent, les 2o+ 2

restent dans le domaine (X) pour toutes les valeurs de ¢. En

(') Nous supposons que les z, sont donnés pour toutes les valeurs de ¢ et qu'ils
admettent, pour ces valeurs de ¢, des dérivées finies et continues.
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prenant x,+ z pour solution approchée, les équations diffé-
renticlles seront satisfaites avec une erreur numériquement infé-
rieure & ne,dA,, si nous imposons aux quantités %' d’étre < A,
a 'intérieur de (X) et pour toutes les valeurs de ¢, A, désignant
un nombre > o ne dépendant que du tableau des quantités a.
Choisissons le nombre A, > o de telle fagon qu’on ait

1
wo=ne;d < -
2

Alors la nouvelle solution approchée satisfait aux équations diffé-
rentielles avec une erreur numériquement inférieure & wod ot w,
est <1, et I'écart entre la nouvelle solution approchée et la solu-
tion exacte est caractérisé par e, wyd.

En continuant de la sorte, nous obtiendrons une solution dont
I’écart sera caractérisé par e, w}d, et ainsi de suite.

Reste, par conséquent, a trouver la premiére solution approchée
pour laquelle on ait d << —

A cet effet, formons les equatlons (6), Eio désignant toujours la
valeur de §&; pour x,=...= x,= 0, et déterminons-en la solution
qui reste entre des limites finies pour toutes les valeurs de ¢. On
prouvera, de méme que précédemment, que pour cette solution
on a toujours |X| << E et qu’elle salisfait aux équations différen-
tielles (1) du n° 8, abstraction faite des termes £;(x) — £;,. Mais
puisque

l6i(x) — kol <nay L =w, Lo< T
2 ze, 461
cette solution des équations (6) satisfait & toutes les conditions
imposées a la premiére solution approchée dont il a é1é question
plus haut.

16. Lemme. — Le théoréme que nous allons démontrer dans le
présent paragraphe sert de base aux recherches du paragraphe
suivant. De ce théoréme découle, comme il est facile de le voir, le
théoréme fondamental relatif a I'existence des fonctions impli-
cites (*).

(1) Ce théoréme a été démontré par Dini, Peano, Kneser (avec d’autres hypo-
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Solent données m fonctions fu(yiy .-, ¥Ymy Tuy «-y 2a) des
m —+ novariablesy, ..., Ymy &y, ..., a, dans le domaine défini
par les inégalités

(h N ayyiyize.
(In — Tt e,
N .. O
ou p, %y, ..., @&, sont des nombres positifs et Za,-jy,yj une

Jorme quadratique définie positive. Supposons que les [ soient,
pour chaque systéme particulier de valeurs des x appartenant
au domaine (I1), des fonctions continues desy et gu’elles admet-

tent dans le domaine Eaijyi_yj < p des dérivées partielles du

premier ordre par rapport aux y qui soient, elles aussi, des
JSonctions continues des y. Supposons ensuite que le détermi-
nant fonctionnelD des fonctions f par rapport aux variablesy

A

soit différent de zéro et qu’on ait |D < 8 oit A est un mineur

quelconque du premier ordre du déterminant D tandis que &
est un nombre positif, le méme pour tous les y et x de notre

of

domaine; de plus supposons que chacune des dérivées 3y prenne

;. ! ! n n
en deux POINLS J'\y ...y Yoy Ly evey Tn €LYy ooy ¥y Liy ovvy Tn

des valeurs différant de moins dee = 3_7:7—’8 » et enfin qu'on ait
m
_ me?
Z[fp,(o, ey Oy By, eey Ta) |23 QP,
w=1

ot Q est un nombre positif satisfaisant a la condition

m
2 aijyiyisQ E}’ﬁ-
r=t1

(Un tel nombre peut s'obtenir, comme on le sait, & ’aide, par
exemple, d’une certaine équation du degré m.)
Dans ces conditions, il existe, pour tout systéme de valeurs

théses), Schwartz. S'il ne s'agissait que de ce théoréme, on pourrait simplifier
nos considérations.

XXXVIII. 6
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des x du domaine (I1), un systéme de valeurs des y appartenant

au domaine Ea[jy,- y;< p et satisfaisant aux équations

fp.(}’h"'1.}’”!;-”11'--)1'11)——"0 (r=1,2, ..., m),

ce systéme étant de plus le seul dans le domaine (1) qui satis-

JSasse a ces équations.
Pour démontrer ce théoréme, nous allons nous servir des rela-

tions suivantes résultant de la formule de Taylor ('),
fl(}’lu ---:y'm; Tyy oeey xn)"ﬂ(}"{, ey }";n; L1y ooey xn)

m m
d ] " ’
DR AR WNE AR It
p=1 p=1
ou le systeme »}, ..., y,, appartient au domaine Za,'j)'iyj<p
. 0 . Aiv s
et ol | p;y| < ¢. Multipliant chacune de ces relations par —[‘)". ou Ay

est le mineur relatif a la ¢*™ ligne et a la v'*™® colonne du déter-
minant

o of i

oy dy3 m

0}"{ d}"; d}";n

et en les ajoutant nous aurons

m

A.
N BT oo s @1y oo @a) =Sl Py < oos Vo @1y ey T0)]
i=1

’ n A ’ "
=yv—yv+223"mu(yg-yp),
"

(') Le fait que le théoréme de Taylor est applicable dans notre cas résulte de
la remarque suivante : Si [y,], [¥] sont deuz points différents du do-

maine Zaii Y. yiZp, le point [ yy+ t(yp—yp)] appartient au domaine
Za,.,. Y:¥;<p, la somme Za‘.i Y:¥; €tant, par hypothése, une forme qua-

dratique positive déefinie.



d’od, puisque |%l< g,

i=1

SNy o) —fil)s DS I A=Yl — Sem D vh—ruly
=t

I'égalité n’ayant lieu que si toutes les différences y, — yy sont
nulles. Désignant maintenant

m
PATAA
w=1
par S et faisant la sommation par rapport a v, nous aurons

s m3 BV filys @)= fil s 2SS (1 — Bem),

M ! |
' m3 Y Lfily's @) — [y @5 5 .

Nous en concluons que si tous les f,, s’annulent pour z, ..., z, et
un systéme de valeurs des y appartenant au domaine Zaij Yivi<p,
ce systeme est dans le domaine (I) 'unique satisfaisant 2 cette con-
dition. En effet, dans le cas contraire, il existerait deux systémes
différents de quantités y satisfaisant a la condition (1) alors qu’on
aurait simultanément f;(y’', ) = fi(y”", £) = o, ce qui entraine-
rait pour S la relation o;% S, d’oi S =0 et par conséquent les
deux systemes de valeurs des y ne pourraient étre différents.

Il suffit donc de prouver 'existence d’un systéme de valeurs
des y (dans le domaineZa,-jy,-y,-< p) qui correspond a z, ..., z,
de telle fagon qu’on ait

Ju(yyz)=0 (p=1,2, ..., m)

A cet effet, nous allons montrer d'abord que pour tout systéme
de valeurs des y pris dans le domaine En,-j yiyj=p, ona

(2) 2[‘,}()"’ e Ymi Tay ey Za) 2> m:\:p

et cela quelles que soient les valeurs des z.
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En effet, supposons qu’il n’en soit pas toujours ainsi, c’est-a-dire
que, pour un certain systéme ¥y, ..., ¥m; Ly, - .., Tn, O ait la
relation

me2p

E[ﬁ()n )Pz =5h

les y satisfaisant a la relation Zaijyiyj::p. Appliquons alors la

formule (1) en posant
Yi=yu o Ym=Ym Yi=)i=...=Ya=o.

Nous aurons

m3 B (1Sl y, @)+ 1 filo, )] > 5 D170l

i=1 =1

ou bien

mé /Eg\/z [fi(y, x)]?+\/2[ﬁ(o, a:)]!:»> % \/E‘yﬁ

i=1
Or nous avons, par hypothése,

me2p

glf.-m 2Pz =g

et

T om
P =Zaurm§ QZJ’&;
p=1

par conséquent,
amdym M > 2 Q,
R TIVG
d’ou, en tenant compte de la valeur de ¢,

2Vp 2 VP,
3vQ” 3 /Q

nous aboutissons donc a une contradiction. L’inégalité (2) est
ainsi établie. Il s’ensuit qu’on a, pour les valeurs des y satisfaisant
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a la relation Ea,-j ViVi=P,

3 Dy, @)> J Ao, )1,

i=1 i=1

me2p me2p
Q Q

Pour un systéme déterminé de valeurs des x arbitrairement
choisi dans le domaine (II), la fonction

car le premier memhre est > et le second est =

w=N[fily, )

i=1

prend, en vertu de sa continuité, sa plus petite valeur en un point au
moins du domaine (I). En ce point, on ne peut avoirZa,-jy,yjzp

en vertu de la relation (3); par conséquent on a, en ce point,

. -1l § 3 il od . ow
zaij)v,-yj<p, il s’ensuil que toutes les dérivées partielles W

s’annulent en ce point, d’ou les m relations suivantes

m
i _ -
;ﬂm.—o (p=1,2, ..., m).

Or, le déterminant fonctionnel des fonctions f par rapport aux y
n'est pas nul, on a donc en ce point f, = fo=...= fm= 0, ce qu’il
fallait démontrer.

17. Modification des hypothéses. Application du lemme
précédent. — Nous présenterons dans le présent paragraphe une
application du théoréme précédent, aprés avoir donné une forme
particuliére a nos hypothéses. Ces hypothéses restreintes, dont
nous ne ferons usage que dans ce paragraphe, sont les suivantes :

Soit donné le méme systéme d’équations différentielles que pré-
cédemment (voir n° 8), assujetti aux mémes conditions, et sup-
posons l'intervalle de valeurs de ¢ défini par ¢ > t (ou ¢arbitraire).
De plus, soient données / fonctions

?i(uh"'a Uk, ‘vl'--’ ) (t=1, 2, cenn d)

[{ et k désignant, comme jusqu'’ici, le nombre des quantités ¢
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et p (')] que nous supposerons continues dans un certain voisi-
nage du point (o, ..., 0,0, ..., 0) et admettant des dérivées par-
tielles continues du premier ordre. Supposons que toutes ces
fonctions ¢ s’annulent pour

mais que le déterminant fonctionnel de ces fonctions par rapport
a ¢ ne soit pas nul pour ce systéme de valeurs. Enfin, réservons-
nous le droit d'imposer d’autres conditions encore au degré de
petitesse introduit dans le n° 8 et ceci en le faisant dépendre, non
seulement du tableau des quantités @, mais aussi de la nature des
fonctions ¢. Déterminons aussi, pour la quantité y, un degré de
petitesse de la méme nature.

Nous allons prouver que, si le degré de petitesse des quantités
dont il vient d’étre question est déterminé convenablement, on a
le théoréme suivant :

A tout point (v, ..., w;)d’un certain domaine —sySwySay
(oit 5 est > o et ne dépend que du tableau des coefficients a et
de la nature des fonctions ¢) et a toute valeur t, de U’intervalle
admis correspond un systéme de quantités p, q et un seul
appartenant au domaine

k
(D Ddwrizir, X figis—op

=1 v=1
et satisfaisant aux équations
V(P1s ey Pls Gty v s QU) =Wy (VY=1,2, ..., )

et tel, de plus, que la solution dont les éléments prennent,
pour t=2=t,, ces valeurs p, q, reste, pour t>>t,, dans le do-
maine (1). dy, fy, 8 ont la méme signification que dans les para-
graphes précédents.

Pour démontrer ce théoréme, nous allons d’abord déterminer,
a 'intérieur du domaine renfermant le point (o,-. .., 0,0, ..., 0)
et ou les hypothéses, faites au sujet des fonctions o, se trouvent

(') Nous supposons que les deux groupes g et p existent,
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vérifiées, une région autour du point (o, ...,0, 0, ..., 0) définie
par les inégalités
(1) Aus upé By., CySoysDy

et un nombre E > o, tels qu’on ait

k
094 dcp, 69| d.p,
m Z dup T ey 2 dup p
P
(2) D= coverninninnns e 2o
k
99, 99, 4 99, o, 4
%, +Eo—upep 37,*2% e
p=t p=

pour les valeurs des u, v appartenant au domaine (1) et pour celles
des s;? satisfaisant aux conditions — Egef’é E. Cela est possible
en vertu de nos hypothéses. On peut ensuite trouver un nombre
2> o tel que, pour ces mémes valeurs des u, ¢, €, on ait ' |< A
ou A désigne un mineur quelconque du premier ordre du déter-

. 1
minant D. Posons enfin ¢ = AL

Déterminons maintenant par les inégalités
(3) apSupSBy,  ENSS, —sSepss

(o <s<E)undomaine situé, en tant qu’il s’agit des quantités u, o,
a J'intérieur du domaine (1) et autour du point (o, ..., 0, 0, ... 0)
et tel de plus que la différence des valeurs d’un élément de D en
deux points du domaine (3) soit inférieure a ¢.

Les opérations précédentes n’exigent que la connaissance des
fonctions .

Attribuons maintenant a y un degré de petitesse suffisant pour
que tous les #, v du domaine

k {
(4) Dduupzdyy,  J AT
w=1

v=1

appartiennent au domaine (3).
Nous savons (voir n° 12) qu'a tout systéme de valeurs ¢,
g2y ..., q: des quantités ¢, pris dans le domaine

{
(5) Nislgizey

v=1
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et a toute valeur de ¢, prise dans l'intervalle admis pour ¢, corres-

pond un systéme de valeurs [ p,], ..., [ px] des quantités p et un
seul appartenant au domaine

k
(6) X dupi <y

p=1
et tel qu'en prenant [p,], ..., [ px], ¢1, ---, g pour systéme de

valeurs initiales pour la valeur de ¢ en question, on obtient une
solution restant dans le domaine (5, 6) pour toutes les valeurs
plus grandes de ¢. Nous savons aussi (voir n® 13) que ces quan-
tités [ p], considérées comme fonctions des quantités g et du para-
métre ¢, sont continues dans le domaine (5) et admettent, dans le

domaine
!

(7) Zlfvlq3 <32

v=1

des dérivées premiéres par rapport aux quantités ¢ également
continues.

Supposons maintenant que le degré de petitesse dont nous avons
parlé en introduisant les hypothéses soit déterminé de fagon qu’on
ait toujours IQ-%P—]I < s indépendamment de la valeur de ¢. La pos-
sibilité d'une pareille détermination résulte du n° 13. En effet,
quoique nous n’ayons prouvé, dans ce paragraphe, que la possi-
bilité, a 'aide d’un énoncé convenable d’hypothéses, d’attribuer

aux quantités |‘2;[)£—]I un degré de petitesse dépendant du tableau

des quantités a, 1l est facile de voir que cette méme circonstance
prouve I'exactitude de notre précédente affirmation puisque s ne
dépend que de la nature des fonctions ¢ et que le degré de peti-
tesse dont nous avons parlé en posant les hypothéses peut dé-
pendre, non seulement du tableau des quantités @, mais aussi des
fonctions ¢.

Par un choix convenable de ce degré de petitesse, on peut
aussi obtenir que, pour toutes les valeurs des quantités ¢ apparte-
nant au domaine (5) et quelle que soit la valeur de ¢, on ait

&
(®) Ddulpulrz oy,
p=1
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inégalité dans laquelle

SN

(9) %= FEETRQ

ou C est un nombre positif supérieur a

a%, (i=1,2, ...,
=1, 2, ..., k), pour les valeurs des u; v du domaine (3),
N désigne la plus petite parmi les quantités d,, et Q la plus grande
parmi les quantités |fV| La possibilité d’un pareil choix résulte du
n° 14, en remarquant que 8, ne dépend que du tableau des quan-
tités a et de la nature des fonctions ¢.

Formons maintenant les fonctions
(lO) Xi=?l'([Pl]1 0")[[”:]) g1y« ‘II) (i=l’21 "'il)'

Les y sont, d’aprés ce qui précéde, des fonctions des quantités ¢
renfermant en outre le paramétre ¢. Elles sont définies pour
toutes les valeurs des quantités ¢ dans le domaine (5) et continues
par rapport aux ¢ dans ce méme domaine. En outre, pour toutes
les valeurs des quantités ¢ appartenant au domaine (7), ces fonc-
tions admettent des dérivées du premier ordre continues par rap-
port aux quantités ¢ ayant pour expression

3gs = o, duy 0g, (wy=[p1], .-, ue=[pr]; v1=q1, ..., vi=qu).

k
9 _ 9% +2&0fpul
p=1
Les valeurs des u, ¢ qu'il faut substituer dans les seconds
membres appartiennent au domaine (4) et par tonséquent aussi au

domaine (3). Toutes les quantités lg%| sont < s, comme nous
I’avons dit plus haut.

De la comparaison des quantités %ﬁ avec les éléments du déter-
v

minant (2) , et de ce que nous avons dit au sujet du domaine (3),
il résulte que le déterminant fonctipnnel R des fonctions %> par

R |ou Pest

un mineur du premier ordre du déterminant R est inférieur A, et

. . P
rapport aux variables ¢, ne s’annule pas, que le quotient I =

. o . .
que les valeurs des quantités 'd%' en deux points du domaine (7)

différent I'une de I'autre de moins de ¢ = -ﬂ',—)‘
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Calculons maintenant les valeurs des fonctions < pour
g1 =...= q(= 0,

Nous aurons

k
09; ) .
(11) Xi(0)=2%dz \[p“]o (i=1,2,...,1),
p=1

.| 09 . 0¥ . \
ou —i‘-z désigne la valeur de —- pour un certain sytéme de
duy, ouy,
valeurs des u, v appartenant au domaine (3) et [ p, ], est la valeur

de [py] pour ¢y=...=¢g;=0.Or

; 2, est < G par définition
Uy,

de C[voir formule (g)]. Les équations (11) nous donnent donc en
tenant compte de (8)

1
ZIXJ(O)lE\lC¢7E E[pp.]u/lC\/A \/00 e

d’ou

] _

\ - \/35

E Li z1 s = - ="
(12) Z|1(0)|< oy ¢ iva

=1

Introduisons maintenant les quantités w,, ..., w,; appartenant au
domaine

(13) —oyfwpSoy  (p=1,2,..., 1)

On a alors toujours

4
N lwplz o,
p=1
par conséquent
1 l ! 2
Ewo)—wz[Z|x~,(o>|+2|mn] Z oty
v=t1 v=1 v=1

ou bien, ce qui revient au méme,

(14) 2[xv(o>—«ov12— el

v=1




— 9] —

d’ou la conclusion suivante : les / fonctions 7,(q) — w, sont
données dans le domaine défini par les inégalités (5) et (13), elles
P g )
y sont continues' et admettent, dans le domaine (7), des dérivées
du premier ordre par rapport aux ¢ également continues. En dési-
p par rapp £ g €8
gnant par R le déterminant fonctionnel de ces / fonctions par rap-
port aux ¢ et par P un mineur quelconque du premier ordre du

déterminant R, on a

-gl < ), cette inégalité ayant toujours un

sens déterminé, puisque R ne s’annule pas. Les valeurs que prend

la dérivée
O(Yv—wy) _ m_
og T 9q

. . s . |
en deux points du domaine (7), différent de moins de ¢ = 357;-

Enfin ces / fonctions satisfont aux relations (14).
Nous avons, par conséquent, en vertu de théoréme du paragraphe
précédent, la proposition suivante :

A tout systéme de valeurs w, pris dans le domaine (13), et a
toute valeur de t de U’intervalle admis correspond un systéme
de quantités g appartenant au domaine (7) et satisfaisant aux
relations

(15) w(@)=w  (v=1,2,...,1),

ce systéme étant d’ailleurs ’unique dans le domaine (5) qui
satisfasse aux équations (15).

Le théoréme énoncé au début du présent paragraphe se trouve
ainsi démontré. En effet, ¢ ne dépend que du tableau des quan-
tités a et des fonctions ¢; par conséquent, le domaine (13) a bien
le caractére imposé au domaine des quantités w dans I'énoncé du
théoréme en question. Si ensuite on choisit un systéme de va-
leurs w du domaine (13) et une valeur de ¢, il existe, d’aprés ce
qui précéde, dans le domaine (7), un systeme de quantités ¢ satis-
faisant aux équations (15). Si I'on compléte alors ce systéme de
quantités g par le systtme p,=[p,], ..., px=[ps], et si 'on
prend le systéme ¢, [ p] pour systéme initial correspondant a la
valeur choisie de ¢, la solution correspondante restera dans le
domaine (5, 6) pour toutes les valeurs plus grandes de ¢. Enfin,
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en vertu de (15), nous aurons
XV=(PV([P1L ey [Pk]7 g1y ooy ql) ("=" 2, ey l)

Le systéme de valeurs initiales ainsi choisi satisfait donc bien a
toutes les conditions de notre théoréme. Il est aussi facile de voir
que ce systéme est 'unique systéme satisfaisan} & ces conditions.
En effet, en admettant ’existence d’un second systéme p’, ..., p;,
g4, - s 4y, jouissant des mémes propriétés, on aurait d’abord

pi=Lpl, s Pe=1pi)

ou [p,], ..., [ px] désignent les valeurs des fonctions [p,], ...,
[px] pour ¢, ..., ¢, et la valeur choisie de ¢. Nous aurions ensuite

Wy=9y( Py ooy Pl @lr - s @) =[]y oo, [PR) s - @) =20
(v=ru,...,1)

ol 7y, désigne la valeur de //, pour ¢, ..., g; et la valeur choisie
de ¢, d’ou ¢, =g¢q,, ..., ;= g, et, par conséquent, aussi

(e =[P, oo Lesl'=[pPi]

Les deux systemes (p, ¢) coincident donc.

18. Sur quelques équations différentielles contenant des

paramétres. — Soit donné le systéme suivant d’équations diffé-
rentielles

dx; .
(1) , 77‘=L,~(a:)+E; (i=1,2, ..., n)

ou les L; sont des expressions linéaires et homogénesen z, ..., z,,
ayant méme forme que celles qui figurent dans les seconds membres
des équations (1) du n* 8 et répondant aux mémes conditions;
les &; sont des fonctions uniformément continues de ¢, z,, ..., z,
et de certains parameétres «, 3, ... dans le domaine défini de la
facon suivante :

(2) I. tarbitraire, Il. mi<z;<n; [l a<a<A, b<P<B,....

On suppose aussi que les §; restent dans le domaine (2), entre des

.. . . . 0 .
limites finies; que dans ce domaine les dérivées é existent, sont

finies et continues par rapport a ¢, z, @, f, ... et satisfont aux
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.. oe|_ . . .
conditions I—EIZ 00 x> o est le nombre introduit dans len°® 11
9z|~ \/n

et qui ne dépend que du tableau des quantités a.

Supposons maintenant que, pour tout systtme de paramétres
pris dans le domaine (2, III)), il existe une solution des équations (1)
restant dans le domaine (2, II) pour toutes les valeurs de ¢. Une
pareille solution est alors aussi 'unique solution de cette nature
pour le systéme considéré de parameétres, comme cela résulte du
théoréme auxiliaire du n° 11. En effet, soient

u; et ui+v; (I=1,2, ..., n)
deux pareilles solutions; les équations (1) donnent alors

dv,-

TJT = L,'(O)-l- wi,

ou, en vertu des hypothéses faites,

n
[wi] 2% 205;
p=1

d’ou, en vertu du théoréme mentionné,

Pp=ey=...= v, =o0.

Nous désignerons, dans ce qui suit, par x, Z,, ..., Z,, les élé-
ments de la solution que nous venons de définir.
En posant

zi(t, o+ Az, B+AB, .. )—zi(t,a, B, ...)=2

nous aurons

dz,-_ . . ) .
(3) \ o =Li(z)+t(2+3,a+Aa, P+AB, ...)—Ei(2,a, B, ...)
2 (i=1,2, ..., n),
ou bien
dz,- .
(4) E=L1(Z)+ti+si ("=|121"'7n)’

ou
L=bi(z+2,a+32, B+ A8, ...)—bi(2, a+4q, B+ A L),
Ji=ti(z, a + Aa, B+ AB, ... )—Ei(z,a,B, ...).
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En vertu des hypothéses faites, on a

2

Si maintenant nous admettons que || a une limite supérieure d
pour toutes les valeurs de ¢, d étant un nombre positif, nous aurons,
en vertu du théoréme auxiliairedun 14, |3;| <ed (i =1,2, ..., n),
e étant > o et ne dépendant que du tableau des quantités «.

En tenant compte des hypothéses faites, il résulte de ce qui
vient d’étre dit que les fonctions z;(¢t, «, B, ...) sont des fonc-
tions uniformément continues de t, o, B3, ....

|8l 2=

o
S
)

S 1nt les dérivé % (= ‘
upposons maintenant encore que les emvees;(z_l,z,...,n)

existent, qu’elles soient des fonctions continues de ¢, z, a, §, ...,
et qu'elles soient comprises entre des limites finies. Soit, par

exemple, B—i—'\ < G. En supposant A3 =...=o0 et AaZo0, on a
alors

|¢i(z, e+ A0, B, ...)—Ei(z, 2, B, ...,)|<G|Aal

Donc, dans ce cas

|2:] < eG|A al,
d’out
ﬁ <eG
Posons
3,
vt

Nous aurons alors

(5) d"z L(v)—i—EdE‘ ”p+dgl+2[<§%_%—:>‘,p+g§£—%§f]’

p=1

0|
dE et % désignent respectivement les valeurs de ﬁ et —Ef pour
z'p do

—_—

zy+ b0y A, a4-0;0a  (p=1,2, ..., n;0<0:;<1).

Considérons maintenant une suite de quantités Aa non nulles
et lendant vers zéro et la suite de systémes correspondants de
valeurs des ¢. Ces systémes, formés pour une valeur déterminée
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ty de ¢, doivent avoir un point d’accumulation puisqu’on a
toujours |¢0| < eG.
Cela posé, considérons le systéme suivant d’équations

6)  Suo l(u)+2"5‘ B (imt,a . m),

El E;

ou les == et 5 sont considérées comme fonctions de ¢, a, B, ...,
9zp

qu’on obtient en remplacant z,, ..., z, par les éléments
zi(t, By ...) (t=1,2, ..., 0)

de la solation dont il a été question plus haut, ce qui donne

pour d—EL E’ des fonctions continues de ¢, a, 3, ....
Tp
Une solutlon Uyy Usy ...y U, de ces equanons restant entre des

limites finies pour toutes les valeurs de ¢ sera I'unique solution de
cette nature pour chaque systéme particulier de paramétres. Cela

résulte de la relation l El — comme nous l’avons vu au début du

présent paragraphe.

Considérons maintenant la solution U des équations (6) dont
les éléments ont pour valeurs initiales pour ¢ = ¢, les coordonnées
du point d’accumulation déterminé plus haut ('). ID’aprés ce qui
précéde, on peut trouver des systémes ¢ aussi voisins qu’on veut du
systéme de valeurs initiales, pour ¢ = ¢,, de U et correspondant a
des valeurs aussi petites qu’on voudra de |Ax|.

Or en tenant compte de la relation |¢| < eG et de la continuité
des dérivées des fonctions &, nous voyons qu’en choisissant |Az|
suffisamment petit on peut rendre la valeur absolue des deux der-
niers termes de s aussi petite qu’on voudra, du moins pour un
intervalle fini mais d’ailleurs aussi grand qu’on voudra de ¢. Il
s’ensuit () qu’en choisissant un intervalle fini quelconque de ¢, on

(1) Cette solution s’étend a toutes les valeurs de 2. Si I'on ne peut considérer
celte remarque comme conséquence immédiate des théorémes connus de la théorie
des équations différentielles linéaires, on la déduira facilement des considérations
du Chapitre I. Nous n’insisterons pas davantage, ayant rencontré des cas ana-
logues dans ce qui précéde.

(?) Voir Lemme, Chap. I, § 1.
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peut trouver un systéme ¢ restant, dans cet intervalle, aussi voisin
qu’on veut de la solution U. Il en résulte que les éléments de U
satisfont pour loutes les valeurs réelles de ¢ 4 la condition |u|Z eG.
En effet, si jamais on avait |up|>eG, ou p est un des indices
1,2, ..., 1, on pourrait trouver un systéme ¢ suffisamment voisin
de U pour qu’on ait aussi |v,| > eG, ce qui est impossible.

La solution U reste, d’aprés ce qui préceéde, entre des limites
finies pour toutes les valeurs de ¢. Or cette propriété définit com-
plétement la solution des équations (6) pour un systéme de valeurs
données des paramétres o, 3, . ... Par conséquent il existe un seul
point d’accuamulation, autrement dit quand Aa tend vers zéro les
valeurs des ¢ formées pour ¢ = ¢, tendent vers des limites parfai-
tement déterminées el indépendantes de lafagcon dont Aax tend vers
zéro. Ces valeurs sont celles des éléments, pour ¢ = ¢,, de la solu-
tion U que nous venons de définir.

En répétant les mémes raisonnements pour 8, etc., nous aurons
le théoréme suivant : Les & considérées comme fonctions de t,
or oz
a’ '0-6 ’
s’obtiennent a l’aide de celles des solutions des équations (6)
(et d’équations analogues) qui restent entre des limites
finies (').

o o

. ., 0 , . .
Si de plus les dérivées 2» %, ...» % sont des fonctions unifor-
da” 0B ox

mément continues de x, ¢, @, 8, ..., on pourra répéter sur les
équations (6) et les équations analogues les raisonnements du

a, B, ..., admettent des dérivées ... Ces derniéres

. . ox
début du présent paragraphe, et en conclure que les u ou =’
ox . . , .

38’ sont des fonctions uniformément continuesde ¢, a, §, . . ..

De méme si les £ admettent des dérivées du second ordre par
rapport a z, a, B, ..., et sices dérivées sont des fonctions unifor-
mément continues de x, ¢, «, §, ..., et restent comprises entre
des limites finies, il résulte, de I'application du théoréme démontré
plus haut aux équations (6) et analogues, que les  admettent aussi

(1) Pour tout systéme admis des paramétres, les équations (6) ont une solu-
tion déterminée restant entre des limites finies. Cela résulte immédiatement des
considérations précédentes. Ces derniéres montrent aussi que les éléments d’une
pareille solution satisfont aux relations u]Z eG.
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des dérivées du second ordre par rapport a a, 3, .. .; que ces déri-
vées sont des fonctions uniformément continues de ¢, o, 3, ...
et sont comprises entre des limites finies. D’une maniére générale
si les hypothéses correspondantes sont vérifiées pour toutes les
dérivées des § jusqu’a l’ordre v inclusivement, les z admettent
des dérivées par rapport a a, 8, ..., jusqu’a Uordre v inclusi-
vement et ces dérivées sont toutes des fonctions uniformément
continues de t, a, B, ..., et restent entre des limites finies.

CHAPITRE 11I.

SOLUTIONS REPRESENTABLES A L’AIDE DE SERIES TRIGONOMETRIQUES.

19. Premiére méthode. — Soit donné le systéeme d’'équations
dxz; .
(1) Sl=L@)+t (=12 ...,7)

ou les L; sont les mémes expressions linéaires et homogénes en x
que celles qui figurent dans les équations (1) du n° 8, les £; sont
des fonctions de z,, z3, ..., Zn, t données pour toutes les valeurs
réelles de ¢ et pour les valeurs des z appartenant & un certain
domaine I défini par des conditions du type : a;<<z;<<b; ou
;> a; ou ;< b; ou z; arbitraire. Supposons aussi que les déri-

%

. . . o — X .
vées — existent et satisfont a la condition |—>Z — o0 x est le
o - ldz Vn

nombre défini au n°® 11. De plus, supposons que les §; sont les

, L t ¢ .
résultats de la substitution u,= o Um= dans certaines
1 m

fonctions p;(x, u, ..., ux) données pour toutes les valeurs des
du domaine I et pour toutes les valeurs réelles des u comme fonc-
tions uniformément continues des x et des u, périodiques par rap-
port aux u, de périodes égales a l'unité. a,, ..., a, sont des

I. . .
nombres non nuls et tels qu’entre les ; il n’existe aucune relation

linéaire et homogéne dont les coefficients soient des nombres
entiers.

Supposons enfin qu'’il existe une solution des équations (1) res-
tant pour toutes les valeurs de ¢ dans le domaine défini par les iné-
galités v;Z z,;Z B3; etintérieur au domaine I. Des considérations du

XXXVIII Vi
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n° 11 il résulte alors qu’il n’existe aucune autre solution (différente
de la précédente) qui reste, pour toutes les valeurs de ¢, dans le
domaine I et entre des limites finies. Nous désignerons, dans ce
qui suit, par Zy, T, ..., Z, les éléments de la solution que nous
venons de définir.

Cela posé, les fonctions

yi=zi(t+7) (t=1,2, ..., n;t = const.)
satisfont aux équations

dy;
(2) = Luy) + bt + 5, 9)

\ Py It T .
ou §; se déduit de p,~<y, u, + o Um+ ﬂ) par la substitution

t t
U= —y ++ Up = —-
ay %

« T T
Remarquons quon peut remplacer —;, «-., — par des nombres
1 m

91y ..., ¥m différant respectivement des précédents de nombres
entiers, ce que nous exprimerons par les symboles suivants

T T
a—lsv,, ...,-;”—IEO,,,.

Rappelons maintenant le théoréme suivant (') : Etant donnés
m nombres a,, ..., an tels qu’entre leurs inverses il n’existe
point de relation linéaire homogéne a coefficients entiers et
m nombres arbitraires R,, R,, ..., &, on peut trouver un

L e T T T
nombre v tel que les différences — — K, P R, ..., P — R,
1 2 m
différent d’aussi peu qu’on voudra de nombres entiers.
Remarquons en passant que cette proposition dérive du théo-

réme suivant plus général : Etant données m (m + 1) quantités

al, a}, aj, vy Ay
a}, a}, aj, vy G

) " bl sy RS ]
ay, aft, af, y @y

(1) Voir mon Mémoire Ueber die Darstellung von Functionen einer Varia-
beln durch trigonometrische Reihen, ..., p. 8.
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telles qu’il W'existe point de relation linéaire homogéne c coef-
ficients entiers entre les m déterminants du tableau

a} al ... a},
a} a} ... a},
ay apt . an

et, d’autre part, m nombres 8,, 8., ..., &, arbitrairement
choists, on peut trouver m + 1 nombres entiers ng, ny, Ray ..., Ny
tels qu’on ait

noaly + njal +nga} +...+ nual, = R + e,
noal + nia} +nsa} +...+npai = By + ¢,

bl

noal + niaf + neaP +...+~npal= K+ em,

oir les € sont ausst petits qu’on voudra. Pour démontrer ce théo-
réeme on peut le ramener a des propositions établies dans mon
travail mentionné plus haut. Il est inutile de donner ici cette
démonstration.

Il résulte de ce qui vient d’étre dit que les systémes de quan-
tités oy, ..., v, définies par les relations

T 0 T _
==
forment ('), quand =t varie, une multiplicité ayant pour point
d’accumulation tout point défini par m coordonnées arbitraires

B, &, ..., B, ().

Remarquons ensuite qu’on a, pour tous les ¢,

lei(x + 2, 0) — pi(x, ¢)|Z% Ez;i
p=t

si les z + z et les z appartiennent au domaine I. En effet, si les
quantités ¢ forment un systéme de premiére catégorie (*), cette

(') Nous appellerons ces systémes v systémes de premiére catégorie.

(?) 1l n’est pas nécessaire que ce point fasse partie de la multiplicité en ques-
tion.

(3) Voir la note (') précédente.
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relation découle directement des hypothéses faites au début du
présent paragraphe. Dans le cas ou les quantités ¢ forment un
systéeme différent, la relation

e

p=1

lpi(z + 2, v) — pi(@, v)| > %

ne peut avoir lieu non plus, car si cette relation était vérifiée pour
un certain systéme de quantités ¢, on pourrait trouver des sys-
témes ¢ de premiére catégorie aussi voisins qu’on voudrait du pré-
cédent et pour lesquels on aurait, d’aprés ce qui précéde,

n
loi(e -+ 3, 0)—pilz, »)| 22| / N3
=1
d’ou contradiction par suite de la continuité uniforme des fonc-
tions p. On a donc aussi, pour toutes les valeurs des u, la relation

lpi (2 + 3, u) — pi(, u)Ii%EIﬁzl-
p=1

Formons maintenant les équations suivantes

duw; .
(3) = Li(w)+ni(w, ) (i=13, ..., 0),

ot les fonctions n; sont données pour toutes les valeurs de ¢ et
pour les valeurs des w appartenant au domaine I, obtenu en rem-
placant x par w dans la définition du domaine I, ces fonctions
étant les résultats de la substitution

u i u :
(B ey vy =
X m 7
dans les fonctions pi(w, Uy 49y, ..., Up—+ 9¥m) OU 0y, ..., Vp

sont des nombres quelconques.

Quelles que soient les valeurs de ¢,, ..., vm dans les équa-
tions (3) il existe toujours des systémes ¢ aussi voisins qu’on veut
du précédent et pour lesquels les équations (3) admettent une
solution s’étendant a toutes les valeurs de ¢ et restant dans le
domaine y;Zw;2R:({=1, ..., n) puisqu’'une pareille solution
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existe pour tout systéme ¢ de premiére catégorie, comme cela
résulte des remarques relatives aux équations (2).

Il s’ensuit que, quelles que soient les valeurs de ¢y, ..., o, les
équations (3) admettent une solution s’étendant a toutes les
valeurs de ¢ et restant dans le domaine v,;Z w;Z ;.

Pour démontrer cette proposition choisissons une suite de sys-
témes ¢ de premiére catégorie S,, S,, S,, .. ., tendant vers le sys-
téme V donné. A chacun de ces systémes S, faisons correspondre
la solution I, jouissant des propriétés qui viennent d’étre rap-
pelées. Les systémes de valeurs que prennent, pour une valeur
arbitrairement choisie ¢, de ¢, les éléments w de ces solutions ont
au moins un point d’accumulation ©f, 3, ..., w) dans le
domaine y;Z w;Z B;. Conservant dans les équations (3) pour les
quantités ¢ les valeurs du systéme V, déterminons-en la solution A
dont les éléments aient pour valeurs initiales v}, ..., w), pour ¢=1¢,.

En tenant compte de la relation
n

lpi(2 + 2, ) — put, w22 3 lsl,
=1

nous voyons qu’une telle solution existe, du moins pour un certain
intervalle de valeurs de ¢ renfermant ¢,.

Ces mémes relations nous permettent d’affirmer, d’aprés le Cha-
pitre I, que si la solution A ne s’étend pas a toutes les valeurs de ¢
en restant en méme temps dans le domaine y,;Z w;Z §3;, on peut
trouver une valeur ¢, de ¢ telle que cette solution s’étende, entre
autres, a l'intervalle ¢,, ¢, inclusivement et soit pour t=¢, en
dehors du domaine y;Z w;Z ;. Or cela ne peut avoir lieu. En effet,
on peut, d’aprés ce qui précéde, trouver des solutions I, aussi
voisines qu’on veut de A pour ¢ =1¢, et correspondant & des sys-
témes S, aussi voisins qu’on veut du systéme V. On peut donc
(voir Chap. I, n° 1) trouver une solution I, qui reste aussi voisine
qu’on veut de A dans tout l'intervalle ¢,, ¢, et, par conséquent,
parmi les solutions I,, il y en aurait qui seraient pour ¢ =¢, en
dehors du domaine y;S w;S B, ce qui est en contradiction avec les
propriétés des solutions I, : donc, en définitive, la solution X existe
pour toutes les valeurs de ¢ et reste dans le domaine v;Z ;2 8.

Deux solutions de cette nature pour les équations (3) corres-
pondant & deux sysiemes différents de quantités ¢ différent aussi
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peu qu’on voudra 'une de I'autre pourvu que les deux systémes ¢
different assez peu entre eux. Cette proposition est une consé-
quence immédiate du théoréme auxiliaire dun° 11, étant donnée la
continuité uniforme des fonctions p et les relations

w=1

Il existe par conséquent; pour tout systtme v arbitrairement
choisi, une solution des équations (3) et une seule définie pour
loutes les valeurs de ¢ et restant dans le domaine y;Z w; 2 8;. Nous
désignerons les éléments de cette solution par

Wi (& Y1y ceuy¥m) (t=1,...,n).
Posons maintenant
c,-=w,-(t+1, [ZTERT "m)

ou 7 désigne un nombre quelconque. Nous aurons

ds; t+r t+t .
(4) ‘(T;=Lt(c)+9i(°') % + 01y e ey @ +"m) (=1,2,...,n)

La comparaison des équations (3) et (4) conduit aux relations

. T T
(5) w,'(t-i-‘t,v‘,...,0,,,):&)1(!,014-.—,...,v,n+__
%y Am
d’ou
t t
(6) 0 (40, ..., 0) =i 0, —s ce0y — ).
ay Am

Or les w;(¢, 0, ..., 0) ne sont évidemment autre chose que les
éléments z; de la solution des équations (1); donc

() zi(t)= w0, 5o s ).
D’autre part, les fonctions w;(o, ¢y, ..., vx,) sont, d’aprés ce
que nous avons vu, des fonctions continues de ¢y, ..., ¢ pour
toutes les valeurs des v et, par définition, des fonctions périodiques
par rapport aux v, de périodes égales a I'unité.
On peut donc développer chacune des fonctions w;(0, vy, ..., vm)
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en série (') uniformément convergente pour toutes les valeurs des ¢
(8) Wi + Wi + Wiz +.. .,

chacun des termes w;, étant une fonction entiére et rationnelle
des expressions

cosamoy, sinamey (r=1,2, ..., m).

Il s’ensuit que les éléments z;(t) de la solution définie plus
haut peuvent étre développés en séries

zi(t) =Xy + XTip + Tz +. ..

uniformément convergentes pour toutes les valeurs de t et dont
chaque terme est une fonction entiére et rationnelle des
expressions

t . t
cos(a-n:— y sin(2m — (p=1,2,...,m).
ay ay

20. Seconde méthode. — On peut simplifier considérablement
la démonstration du précédent paragraphe et modifier les hypo-
théses en se fondant sur les propositions établies dans mon travail
cité plus haut.

Conservons les hypothéses faites dans le précédent paragraphe
avant U'introduction des fonctions p et remplagons les hypo-
théses qui suivent par les suivantes : A tout nombre d > o on
peut faire correspondre un nombre ¢ > o tel que

[§(z, t +7)—Ei(=, 0)| -

. . P N . T T T 1, 3
reste toujours inférieur a d si T différent de nom-
1 2 m

bres entiers de moins de ¢. Supposons ensuite qu’il existe une
solution restant pour toutes les valeurs de ¢ dans le domaine I et
entre des limites finies; désignons par z,, z,, ..., Z, les éléments
de cette solution.

Posons maintenant

zi(t+1)—2i(t) = 3;

(') Voir mon travail mentionné plus haut, p. 13,



— 104 —
ou 7 désigne d’abord une constante arbitraire. Nous aurons alors

d
= L)+ f(@ + 5, t 1) — b2, t+7) + Eil@, £+ 7) — (2, )

(i=1,2,...,n).
En posant

u;=¢ti(z, t+n1)—Ei(x, t); vi=§(x+2z, t+1)—Ei(x, t+":),

nous aurons

Joi] 2%

.. p=t
Si maintenant on a

luil<8>0 (i=1,2,...,0)

pour une certaine valeur de t et pour toutes les valeurs de ¢, il
s’ensuivra, d’aprés le n° 11, que

lsi|<ed (i=1,2,...,n)
ol la quantité positive e ne dépend que du tableau des quantités a.

1l s’ensuit qu’a tout nombre D > o, on peut faire correspondre
un nombre E > o tel qu’on ait

|#i(t+7) —2i(£)] <D (=12, ..., n),

.t T T 1emns . .
SL—s s veey — different de nombres entiers de moins de E.
1 2 m

Par conséquent ('), les fonctions z;(¢) sont développables en
séries trigonométriques

X+ Zpt+xi3+...,

chaque terme étant fonction entiére et rationnelle de

cos(z-x:i:) et sin<21t i) (p=1, ..., m)
et la série uniformément convergente pour toutes les valeurs de ¢.

Enfin, indiquons encore une modification des hypothéses. Nous
avons supposé, dans ce qui précéde, que, pour toutes les valeurs
de ¢ et pour les valeurs admises des z, on pouvait rendre la quan-

(') Voir mon travail cité plus haut, p. 3,
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tté [E(z, ¢ + <) —E(=, t)| aussi petite qu'on voudrait, & condi-

. o . T T . . .
tion de choisir oot a suffisamment voisins de nombres entiers.
1

%n

Cette hypothése est vérifiée par la fonction &, si 'on peut les déve-
lopper en série g+ g2+ g3—+... qui serait uniformément con-
vergente pour toutes les valeurs de ¢ et pour les valeurs admises
des z et dont chaque terme serait une expression entiére et
rationnelle en cos <2TE a-t-) et sin(zﬂ ai), a coefficients fonctions

w p
des z seulement. On suppose que la fonction & reste entre des

limites finies (cela résulte d’ailleurs de nos hypothéses si I est un
domaine fini).

Pour le prouver, choisissons un nombre d > o quelconque et
déterminons un nombre N tel qu’on ait

d
|gNr1+ xve+. .. | < 'Z'

ce qui est possible, d'aprés ce qui précéde. Ecrivons ensuite la
somme g+ gg—+-...+ gy sous la forme

G=2Acosat+2B sinfB¢

\ ' 27 .
ol les « et {3 sont des sommes des termes du type v — (v entier)
n

et les A et B sont fonctions des z. De plus, ona aSo, B>o0 et
tous les a sont différents entre eux, ainsi que les 3. £ restant
entre des limites finies, il en est de méme de

G =g+ g2+...+ &N

Désignons maintenant par a une des quantités « et formons

I’expression
t
I
;f G cosat dt.
o

Cette expression tend évidemment vers une limite déterminée si
¢t tend vers + oo, les  étant considérées comme constantes. Cette
limite, dans le cas @ = o, est égale au coefficient du terme de G
qui contient cosat et, dans le cas @ > o, est la moitié du coeffi-
cient correspondant.

De méme, en désignant par b une des quantités 3 et formant



I'expression

on remarquera que, lorsque ¢ tend vers - oo, eette expression

tend vers une limite égale 4 la moitié du coefficient de sinf¢

dans G. La somme G restant entre des limites finies, il en est de

méme des limites que nous venons de définir et, par conséquent,

aussi des fonctions A, B pour toutes les valeurs admises des x.
Nous avons maintenant

18(z, t+1)— (=, 1)< lZA[cosa(l—o—t) — cosat]

+I2B[sinf3(t+':)-—sinﬁt]l+ i‘:-

Or, on peut rendre les quantités

|cosa(z+t)—cosat|] et |[sinB(t+1t)—sinB¢|

. . e T Y
aussi petites qu’on voudra pourvu que les quantités _ différent

suffisamment peu de nombres entiers, ce qui résulte immédiate-
ment de la forme des « et 3, et comme de plus les quantités A et
B sont comprises entre des limites finies, il s’ensuit que le pre-

. R . . . d
mier terme du second membre peut étre rendu inférieur a 5 pour

toutes les valeurs de ¢ et pour les-valeurs admises des z.
L’exactitude de notre remarque est donc évidente.

21. Type de séries employées. — Reprenons les hypothéses
du n° 19 et supposons de plus que les fonctions 5 (x, «) admettent
des dérivées par rapport aux « et aux z jusqu’a un certain ordre v
inclusivement, et que ces dérivées soient des fonctions continues
pour toutes les valeurs des « et pour les valeurs admises des .

On a évidemment toujours

Jp
oz

_ %

<ﬁ'
Pour les points u de premiére catégorie, cette relation résulte
inmédiatement des hypothéses. Je dis de plus qu’en tout autre
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point u, l'inégalité |IE|> :/x: ne peut étre vérifiée non plus. En
n
effet, si cette inégalité était vérifiée en un certain point (z, u) elle
le serait aussi aux points suffisamment voisins de celui-ci, par

suite de la continuité de ﬁ, et ceci est incompatible avec le fait

que, dans le voisinage aussi rapproché qu'on voudra de tout
point (z, u), on peut trouver des points pour lesquels les u
forment un systéme de premiére catégorie.

Portons maintenant de nouveau notre attention sur les équa-
tions (3) du n° 19 et définissons des domaines pour les quantités ©
et v. Soit Q un domaine de variabilité des quantités w, défini par
les inégalités

F[<L\),‘<Bi (i=l, . n),

ses limites étant choisies de fagon qu’il contienne le domaine
YiZwiZ B

et qu’il soit (limites comprises) 4 'intérieur du domaine I,. Appe-
lons V le domaine des quantités ¢, défini par les inégalités

Mp<op< Ny (p=1,2, ..., m)

avec la condition |M,— Ny|> 1. Les équations (3) du n° 19 rem-
plissent alors, relativement au domaine Q, V, ¢ arbitraire, des
conditions analogues a celles que les équations (1) du n° 18 rem-
plissent relativement au domaine (2) du méme paragraphe. Les
quantités ¢, ..., v, jouent le rdle de paramétres.

Nous avons donc, relativement aux fonctions désignées dans
le n° 19 par w;(¢, ¢4, ..., ¥m), Ja proposition suivante : Les fonc-
tions w; sont uniformement continues pour toutes les valeurs
de t et des v; elles admettent des dérivées par rapport aux ¢
Jusqu'a Uordre v inclusivement, lesquelles sont aussi des fonc-
tions uniformément continues de t et des ¢ et restent entre des
limites finies pour toutes les valeurs de t et des v.

Remarquons que cette proposition s’établit pour les valeurs
des v appartenant au domaine V et s’étend ensuite i toutes les
valeurs des ¢ grice a la périodicité des fonctions w;

En particulier, les fonctions w;(0, ¢y, ..., v») ont des dérivées
par rapport aux ¢ jusqu’a ordre v inclusivement. Elles sont uni-



formément continues pour toutes les valeurs des ¢ et périodiques
de périodes égales a I'unité. Si vSa2m ('), on peut développer
les fonctions w;(0, ¢y, ..., ¥x) en séries trigonométriques abso-
lument et uniformément convergentes pour toutes les valeurs

des ¢. Ces séries ont la forme de séries de Fourier a plusieurs
variables, chaque terme étant de la forme

Acos2m(vyv1+ 1) COS2T(Ve¥e+ M) ... COS2T (Vi ¥m—+ Tm ),

. . .. I
ou lesv sont des nombres entiers positifs ou nuls et les 3 =oou -
4

. t t
Les relations z;(t) = w,-(o, PRI -—) montrent alors qu’on
1

%

peut développer les z;(¢) en séries trigonométriques du type

t t '
EA cosavt(v, —_ m) ...cosz-n:(v,,, — 4+ 'q,,.),
\ % Am

absolument et uniformément convergentes pour toutes les valeurs
de t. Ces séries se déduisent des précédentes par la substitution

V= d =
=g em=

Les nouvelles hypothéses introduites au début du présent para-
graphe peuvent elles aussi étre modifiées en partant d’une propo-
sition généralisant les considérations de la page 19 de mon travail
mentionné plus haut. Cependant, comme la démonstration de
cette proposition est relativement longue et m’entrainerait a des
recherches d'un caractére tout différent de celles qui précédent,
je préfére ne pas exposer ici la modification en question.

22. Du théoréme relatif aux équations différentielles du
Chapitre IIl. — Nous ferons dans ce paragraphe une remarque
relative aux équations (1) du n° 19. Soient donc données les équa-
tions

(1) d—%:l,,-(x)—e-ii(x, t) (i=1,2,...,0)

Nous supposerons remplies les conditions posées dans le n° 19

(') Bornons-nous ici a cette condition qu’il serait probablement possible de
généraliser sous certains rapports. Voir mon travail mentionné plus haut, page 17.
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avant l'introduction des fonctions p. Supposons ensuite qu’il existe
une solution [«] donnée pour toutes les valeurs de ¢ et restant
toujours entre des limites finies.

Soient maintenant ,(z, ¢) ({ =1, ..., n) n fonctions des z
et de ¢ données pour toutes les valeurs des z du domaine I et pour
Pintervalle de ¢ défini par I'inégalité ¢ >, ol = est un nombre
déterminé. Supposons que, quelle que soit la quantité arbitraire o,
on ait, pour des valeurs suffisamment grandes de ¢, |n| < d et cela
quelles que soient les valeurs des z.

Formons maintenant les équations

(2) %:],,-(y)—i—i,-(_y, H+n(y,t) (i=1,2,...,n0)
S'il existe, du moins pour des valeurs suffisamment grandes de ¢,
une solution [ y] de ces équations restant entre des limites finies,
cette solution tend asymptotiquement vers la solution [z] quand
¢ croit indéfiniment.

Pour le prouver, désignons par z les éléments de la solution [z]
et par ¥ ceux de la solution [y] et posons z;=y;+ z;. Nous
aurons alors, pour des valeurs suffisamment grandes de ¢,

(3) % =Li(3) +8(y+2 )=y, ) —n(y, t) (=1 ..., n)

Or nous avons, par hypothése,

/&
5 0 = bl 0lze| /) Bats
=1

de plus, étant donné un nombre positif d arbitrairement choisi,
on a, pour des valeurs suffisamment grandes de ¢, |1;(¢)| < d; par
conséquent, pour des valeurs suffisamment grandes de ¢, on a,
puisque les z restent entre des limites finies, [5;| << ed ol e > one
dépend que du tableau des quantités @, comme cela résulte du
théoréme auxiliaire du n®11. Notre proposition est ainsi démontrée.

23. Des résultats établis dans le présent Chapitre et de ceux du
Chapitre précédent résulte le théoréme suivant :

Soient données les équations

(1) %=LI(-@')+E (t=1,2, ..., n),
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ayant la méme forme que les équations (1) du n° 8; supposons
remplies pour toutes les valeurs de t les conditions posées dans
le Chapitre II. Supposons, de plus, que les & résultent de la

. . t [4 . .
substitution Uy = a—, ey Uy = a.— dans desjonctzons
1 m

Fi(~7"a Uty <., um)

continues pour toutes les valeurs des u et pour celles des z
appartenant au domaine — y < z; <Y, périodiques par rapport
aux u de périodeségales al'unité. Enfin supposonsque a,, ...,on
soient des nombres non nuls et tels qu’entre leurs inverses il
n’existe point de relation linéaire et homogéne a coefficients
entiers.

Si le degré de petitesse, mentionné dans le n° 8, est choisi con-
venablement, il existe une solution des équations (1) et une seule
définie pour toutes les valeurs de ¢ et restant toujours dans le do-
maine — y << ;< y; les éléments de cette solution sont dévelop-
pables en séries trigonométriques

(2) zi(t) =2y + Tia+ Tiz+. .. (i=1, ..., n)

uniformément convergentes pour toutes les valeurs de ¢, dont
chaque terme est une expression entiére et rationnelle en

t . t
(3) €COS2T —, sin2® — (p=1, ..., m).
ay ay

Si de plus les fonctions ¢ ont des dérivées continues par rapport
aux z et aux « jusqu’a Iordre v inclusivement, v étant S 2m, on
peut mettre chaque élément x,(t) de la solution sous la forme

%

[2 [4
(4) x,-(t):E A cosz-n(v, =+ m) coszn(v,,, — +’q,,,)
1

\ = . 1 , .
ou les vS o sont des nombres entiers, lesn nuls ou = §’ cesséries

sont absolument et uniformément convergentes pour toutes les
valeurs de ¢.
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CHAPITRE 1V.

APPLICATIONS.

24. De quelques problémes de Mécanique. Sons résultants.
— Jexaminerai, dans ce Chapitre, quelques applications (') de la
théorie exposée plus haut.

Un grand nombre d’exemples sont fournis par les questions de
Mécanique ou se rencontre la dispersion de l’énergie. Soit, par
exemple, donné un systtme mécanique & un degré de liberté. On
rencontre alors souvent ’équation suivante

a'e dy - dp
(l) 7t-;+2£?l—t+pq>—¢(q>,:1—t, t)

od & > 0 et p > o sont des constantes et § réunit les termes cor-
rectifs et ceux relatifs aux perturbations. Supposons que la fonc-
tion ¢(¢, %, t) soit donnée dans le domaine (A), a <o <B,
4y <7y < 8 renfermant le point (0,0) et pour toutes les valeurs de ¢
et qu’elle admette des dérivées g—i, g)_q;
tion ¢, continues par rapport a ¢, vy, ¢. Supposons ensuite que les
valeurs absolues de ces dérivées soient inférieures a A, pour ]9] <7,
|7] <y et qu’on ait [{ (0,0, )| < A;y ouy est un nombre positif,
le domaine |o| << ¥, || <y étant, limites comprises, intérieur a (A)
et ou A, A, sont des nombres positifs ne dépendant que des quan-
tités B et p et que nous nous réservons le droit de choisir conve-
nablement.
En remplacant 'équation (1) par le systéeme

qui soient, ainsi que la fonc-

d
7)& =—28) —po+ (e X ),

dy
a=x

(2)

et en choisissant convenablement A,, A, nous serons ramenés au
cas défini an début du Chapitre II. Le tableau des quantités a

(') Voir dans I'Introduction les remarques relatives & ces applications.
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est ici
- Zﬁ, —P

l’ o)
de sorte que les racines de I'équation caractéristique
— Rty —p+ A

sont toutes & partie réelle négative.

En vertu des théorémes généraux établis précédemment, nous
avons donc la proposition suivante : I/ existe une solution ® de
Uéquation (1) et une seule donnée pour toutes les valeurs de ¢t et

. d Vo
pour laquelle on ait —y <o <7y, —y< 73 <y. Si, pour une
A\
valeur quelconque de t on choisit les valeurs initiales ¢, et <%—t)
0
suffisamment petites en valeurs absolues la solution correspon-
S e . dy
dante reste a l'intérieur du domaine —y <o <y, —y < - <Y

pour toutes les valeurs plus grandes de t et tend asymptotique-
ment vers la solution ® quand t = + .

Sil’on suppose de plus gue ¢ entre sous forme trigonométrique (*)
dans ¢ (9, 7, t) il en résultera que la solution ® peut étre repré-
sentée par une série trigonométrique uniformément conver-
gente pour toutes les valeurs de t.

Passons maintenant a un cas plus particulier encore en appli-
quant notre théorie & une question d’acoustique.

Helmholtz, dans sa théorie des sons résultants (2), part de I’équa-
tion suivante :

(3) —m(f;—;=a.2‘+b.z"+fsin(pt)+gsin(qt+c)

ou a est > o. 1l pose
S=¢fi, g=ce&
et dit que 1’équation (3) admet I'intégrale

X =¢cexy+ 22Xy +e323+. ..,

(1) Voir dans IIntroduction le sens de cette expression.
(?) Wissenschaftliche Abhandlungen, Bd. I, p. 26o.
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Zy, X, ... sedéduisant successivement des relations
mx| + axy= — fy sinpt— g, sin(qt + c),
mxy+ ar,= — bz},
mzy+ ary= — 2bxz,, zs,

I R R R R

Ce dernier systéme s’intégre de facon que l'intégrale (4) se pré-
sente sous forme de série trigonométrique ayant pour arguments
les multiples entiers de p¢ et g¢. Les arguments (p+¢q)¢, (p—q)¢
donnent alors les termes correspondant aux sons résultants de
I'ordre le plus inférieur.

On peut objecter que I'existence de I'intégrale du type indiqué
par Helmholtz n’a pas été établie jusqu’ici. L’équation de Helmholtz
peut étre comparée avec celle (citée dans I'Introduction) qui se
rencontre dans la Mécanique céleste et a été étudiée par M. Poin-
caré. Mais M. Poincaré démontre 'existence d’une intégrale trigo-
nométrique seulement pour o >>o (si le nombre d’arguments
est plus grand que 1), et ce cas ne correspond cependant pas a
Péquation (3) avec @ > o. En tout cas, je n’ai pas connaissance
qu’une démonstration analogue pour 'équation (3) ait été donnée.

Ensuite il y a lieu de se demander pourquoi, si 'on admet
Pexistence de lintégrale ci-dessus, il faut choisir cette intégrale
précisément. Je ne pense pas qu’on puisse y répondre en s’appuyant
sur notre équation seulement. Evidemment, on suppose implicite-
ment des forces d’amortissement et ’on conclut par analogie avec
les cas ou le son propre au systéme disparail petit a petit par
suite de 'amortissement et ou'il ne faut tenir comple que d’argu-
ments correspondant aux forces extérieures.

Mais précisément alors, en tenant compte des résistances (par
tradition, il est vrai), on peut trouver une hase solide pour la
théorie, car si I'on ajoute, au second membre de 'équation (3), le

terme 2 — glf (g > o) ('), 'équation ainsi obtenue appartient a la

catégorie mdlquee plus haut, si les termes correspondant aux
forces extérieures sont sufﬁsamment petits en valeur absolue. Une

(') Il résulte d’ailleurs de ce qui précéde, qu’on pourrait introduire encore
d’autres lermes correctifs d’une nature trés générale.

XXXVIII. 8
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intégrale peut alors étre représentée sous forme de série trigono-
métrique. Si I'on se borne & des élongations et 4 des vitesses ini-
tiales suffisamment petites, toute autre solution tend vers la pré-
cédente quand ¢ croit indéfiniment.

25. Du mouvement d’un systéme mécanique soumis & des
Sforces dont certaines dérivent d’un potentiel, au voisinage
d’une position ow le potentiel est minimum. Deuz types
d’hypothéses. — Comme autre exemple étudions le mouvement,
sous I'influence de forces perturbatrices, d’'un systéme mécanique
autour de la position ou le potentiel est minimum.

Nous introduirons sous deux formes différentes les hypothéses
que nous ferons ici, en distinguant ces deux cas par les chiffres I
et 11.

Supposons que la position du systéme soit définie par n para-
meétres uy, ua, ..., U. Supposons que la fonction de forces V
ainsi que ses dérivées du premier et du second ordre soient don-
nées comme fonctions uniformes et continues de u«,, ..., u, dans
le voisinage de la position o, o, ..., o défini par les inégalités

(1) a;<u;< by (I=1,2,...,n)

Supposons que V soit minimum pour u, = uy=...= Uy =0,
de sorte qu’en représentant V par la formule de Taylor les termes
du premier ordre s’évanouissent et ceux du second ordre donnent
une forme quadratique définie positive.

Supposons la force vive T donnée par I’expression

i=1,2, ...,
2 nT=ZA- u;u) Y A=A
(2) ik UiUp k=1,2,...,n ik ki |y
ik
ol les Ak et leurs dérivées du premier et du second ordre soient des
fonctions uniformes et continues de u;, ..., &, dans le domaine (1).
Nous désignerons par 1 le cas ol I'expression (2) est donnée pour
g P

les valeurs des u appartenant au domaine (1) et pour celles de u/,
Uy, - .., U, appartenant au domaine

(3) ai<u;<b; (i=1,2,...,n)

contenant le point 0, 0, . .., o et par II celui ot 'expression (2)
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est donnée pour les u; du domaine (1) et pour toutes les valeurs
des u;. Supposons que, dans les deux cas, T s’annule pour

P— r — —
Uy =Uyg=...=Up=0.

-

Formons maintenant les équations de Lagrange

doT _HT+V) . .
4) ;i—td—u,‘—-——du—i'—-i-Uz (=112, ..., n)

ou les U; correspondent aux forces perturbatrices. Supposons que
dans le cas I les U; soient fonctions de ¢, wy, ..., u,, u;, ..., u,
pour les « du domaine (1), pour les #' du domaine (3) et pour
toutes les valeurs de ¢ et que, dans le cas II, les U; soient fonctions
des mémes variables pour les u du domaine (1) et pour toutes les
valeurs des &' et de ¢ et qu’elles restent, pour toutes ces valeurs:
des u, ¥/, t entre des limites finies. Supposons ensuite que, dans
les deux cas, les fonctions U; admettent des dérivées du premier
ordre par rapport & uy, ..., Un, U}, ..., &, qui soient, ainsi que
les U;, des fonctions continues des u, u/, ¢. Enfin, réservons-
nous le droit d’assigner aux |U}| (I'indice o indique la valeur
pour ¥, =Uy=...= Up=Uu\)=...= u,=o0) et aux I?ﬁl, : ‘i,i

1773 ouy
[ pour les valeurs des « du domaine (1), celles des ' du domaine (3)
et pour toutes les valeurs de ¢ dans le cas I ou bien pour toutes les
valeurs de ¢ et celles des u, v’ de tout domaine

(5) —g<u<+g, —g<lui<+g (i=1,...,n)

qui est situé, en tant qu'’il s’agit des «, a I'intérieur du domaine (1)]
un degré de petitesse dépendant dans le cas [ de la nature de T
et de V et dans le cas 1I de la nature de ces mémes fonctions et
aussi des limites finies entre lesquelles restent les U;.

Remplacons le systéeme d’équations (4) par celui qu’on obtient
en considérant u,, ..., u, comme nouvelles variables et en le
complétant par les relations

ﬂﬁ=u'., Ceses &=u’.
dt dt "
Nous aurons

di du!, oV

uf du,
(6) Aw'de"f'Ap.:T;' +--.+Aun7=m+W“+Ug (e=1,2,...),
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ol les W, sont des formes homogénes du second degré par rap-
port aux «' dont les coefficients sont des fonctions linéaires homo-
génes a coefficients constants des dérivées du premier ordre des
quantités A ;.

du;,
dt’
puisque le déterminant A des coefficients des membres de gauche
ne s’annule pas. Nous obtenons ainsi

On peut résoudre les équations (6) par rapport & -‘%, D)

duj N0 aui [ OV .
(7) - = {_(W—‘L_FWF—'_ Up) (i=1,2, ..., n),
p=t

ou a,; désigne le mineur correspondant au terme A; dans le déter-
Ay
A
et admettent des dérivées du premier et du second ordre égale-

ment continues.
Ecrivons maintenant nos équations sous la forme suivante

minant A. Les —— sont des fonctions continues de u«,, u,, ..., u,

( du; ,
\ @ =
(8) oo
du,-
( i Ciuy+ Cjstg~+...4+ Cjpup+ R;+ S;,
en posant
m 6
aw 02\’0
Civ= 2,72 dur0
wyouy
=1
" \Y
O i [0
(9) Ri= H—=+wW — Ciuy— Cipus—...— Gipuy,
A \du o
w
p=1
n
Y Xl
Si= 3 =+ Uy,
\ p=t
ou l'indice o indique la valeur pour ¢, = u3—...=u,=o.LesR;

sont des fonctions continues des u et u' et ont des dérivées conti-
nues du premier ordre par rapport aux « et «'. Ces dérivées, ainsi
que les R;, s’annulent pour

UW=Us=...=Up=U}=...= Up=0.

Les fonctions R; ne dépendent que de la nature des fonctions T
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et V. Les S; sont fonctions continues des u, /, ¢ et il en est de
méme des dérivées du premier ordre par rapport aux u et i/

Formons maintenant ’équation qui, dans la suite, va jouer le
role de I’équation caractéristique, & savoir

— W o 1 o [J]
.
o — W o 1
( ) o o cee — W o I
10 = 0.

C“ C|g “ee C]n - W
C“ C,, cee C,,, o —_—w
C;u Cng e Cnn o (] eee — W

Multiplions la premiére ligne par — w et retranchons-la de
la (n + 1)¥¥™eligne, faisons la méme combinaison avec la deuxiéme
et la (n + 2)¥™¢ ligne, etc. Nous aurcns

C“—m’ C(g cee C“,

(ll) Cgl ng'—(ﬂ’ e an —=o.

Cha an ver Chp— w2

Multiplions les deux membres de cette relation par la quantité

All Ag! . A‘t)n
A0 — Agl Ag, Azn
Anl A%z A

non nulle, d’aprés ce qui précéde, I'indice o indiquant toujours la
valeur pour ©; = uy=...= u, = o. Dans I’équation ainsi obtenue,
on peut mettre le premier membre sous la forme d’un déterminant
a n? éléments, le s ¢lément de la ri¢™e ligne étant

p.v 02V
ECVI' vs— WAL = 2 A° dup,d:t, ]Ass— w2Af

v=1
_ d’Vo
T du,dug

— wAl.
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Nous aurons donc I’équation suivante

92V, . ) tao v, no
du‘ du, —e A' 1 du, du, - A12 dul oun @ A“’
92 Vo 9 02 VO 02 v°
0 wrAo O w2Al. ... — w2A0
(12) | Ouz0u,y W Az Ou,0u, w?Ag, ousou, WAy =o.
d’Vo 2A0 02 Vo 2 A0 .0t Vo 2A0
oupou,; - AI“ ou,0u, - A,,, ou,ou, - Ann

Cette équation appartient & un type connu et, dans notre cas, ol
les sommes

02V i=1, 2 n
AV —2 iz YT e
2‘_ kTiThs Ju;ouy ¢ & k=1,2,..,n
i ik

sont des formes quadratiques définies positives par rapport aux z,
elle a n racines réelles et positives pour w? (). Par conséquent,
toutes les racines de l’équation (10) sont réelles, non nulles et
deux & deux de signes contraires.

26. Théorémes se rapportant aupremier type d’hypothéses. —
Plagons-nous d’abord dans les hypothéses du type I et utilisons les
résultats des précédents Chapitres, et en particulier le théoréme
cité dans I'Introduction. Pour notre but, le cas important est celui
ou ¢ est arbitraire. Le tableau

! o, o, veey O I, Oy ..oy O,
o, o, Leey O, 0, I, ..., O,
caey  eeey ey seay ey ey eesy
(‘3) o, o, ceey -0y 0o, 0, ...y I,
Cih Cﬂr ey Clne 0, 0, ..., O,
C:h CH) ey C:n, o 0 ..., O

a cette propriété que I'équation (10) (2) n’admet que des racines a

(') Voir TauoMsoN vnd Tair, Theoretische Physik, deutsche Ausgabe, I, 1,
p. 314. WEIERsTRASS, Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen
(Werke, Bd. II, p. 43).

(?) Les renvois portant des numéros qui ne figurent pas dans le présent para-

graphe se rapportent au paragraphe précédent. Ii en sera de méme dans le para-
graphe suivant.
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partie réelle non nulle. Désignons maintenant par D,, D, des
nombres positifs correspondant au tableau (13) de la méme fagon
que les nombres A,, A, (voir I'Introduction) correspondent au
tableau des quantités @ des équations (1) de I'Introduction.
Déterminons maintenant un nombre positif ¢ tel que le domaine

(14) — <Ly, —y<u;<y (i=1,2,...,n)

soit, limites comprises, intérieur au domaine défini par les rela-
tions (1) et (3) et tel de plus que dans le domaine (4) les valeurs
absolues des dérivées du premier ordre des fonctions R;, par rap-

e . D ) ) )
port aux u et ¢/, soient inférieures & =, ce qui est possible puisque
2

ces dérivées sont des fonctions continues par rapport aux u et u/
et qu’elles s’annulent pour

On peut considérer y comme quantité définie par la nature de T et
de V.

On peut ensuite, d’aprés ce qui précéde, choisir le degré de
petitesse mentionné dans les hypothéses du précédent paragraphe,
de telle facon qu’on ait, dans le domaine (14) et pour toutes les

dS[ 05, . Dl 0 9 3 .
valeurs de ¢, ol 72zl < % et |S?| <Dy, l'indice o désignant
la valeur pour

U =Usy=...=Up,=U|=...= Up = O.

L’exactitude de cetle remarque résulte de la forme de S; précisée
dans le précédent paragraphe; toutes les conditions nécessaires
pour l'application du théoréme cité dans I'Introduction, sont donc
remplies. On peut donc introduire les 2 n fonctions

P1, P2 cee Pny
q“ Qz, sy qn

linéaires ethomogénes en u et &’ de déterminant non nul et énoncer
relativement & ces fonctions les propositions résultant des théo-
rémes correspondants cités dans I'Introduction.

27. Théorémes se rapportant au second type d’ hypothéses. —
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Plagons-nous maintenant dans les hypothéses du cas 1I et faisons
d’abord quelques remarques préliminaires.

A. Pour tout domaine a} < u;<Cb} intérieur (limites com-
prises) au-domaine (1), les racines de ’équation

A“——-O' Al! cee A|n
Au An—-d’ oo Agn _
=0
Anl Anz Ann——o‘

sont comprises entre deux nombres positifs. Par conséquent, pour
tout domaine tel, on a

n n
KEquTgGZu}’,

i=1 i=1

ou K >o0,G>o.

B. Sile mouvement s’étenda I'intervalle ¢, Z ¢ << ¢5, la fonction T
ne peut prendre des valeurs aussi grandes qu'on voudra si le
systéme ne prend pas de positions aussi voisines qu’'on voudra des
limites du domaine (1). En effet, dans ce cas, on peut trouver un
domaine e;< u;<< h;intérieur (limites comprises) au domaine (1)
et tel que le systéme reste & I'intérieur du nouveau domaine. Or,

on déduit de (4)

d -
= (T—V)_ZuiU,,
i=1
d’ou
dT _
= =2M VT,
ol |M| reste toujours inférieur & un nombre déterminé C > o. 11
s’ensuit que

VTo—VTi< Gt — 1),

ou T, est la valeur de T correspondant a la valeur ¢, de ¢ de l'in-
tervalle ¢, t. SiT,< T, la proposition est démontrée. Si T, > T,
on peut trouver une valeur de ¢ inférieure a ¢y, soit ¢,, telle que
pour tg la force vive soit égale a T, et telle de plus qu'on ait T > T
dans lintervalle ¢, <<t <C¢,. Puisque, dans cet intervalle, T est
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par conséquent > o on a dans cet intervalle

d

et, par conséquent,

VT — VT < Gt —1y).

C. Soit donné un mouvement s’effectuant conformément a nos
équations. Etudions-le a partir d’un certain moment t (ce moment
inclus) pour des valeurs croissantes de ¢. Si 'on ne peut étendre
le mouvement & toutes les valeurs de ¢ > < on peut, comme il est
facile de le voir, I'étendre & un intervalle == ¢ << J et pas au dela.
Alors pour des valeurs de ¢ aussi voisines qu’on voudra de 7, le
systtme prendra des positions aussi voisines qu’on voudra des
limites du domaine (1). En effet, s'il n'en était pas ainsi, il en
résulterait, d’aprés le premier Chapitre, qué, parmi les quantités
|#;], il y en aurait qui prendraient des valeurs aussi grandes qu’on
voudrait pour des valeurs de ¢ aussi voisines qu’on voudrait de 3,
et par conséquent la quantité T devrait aussi prendre des valeurs
aussi grandes qu’on voudrait dans I'intervalle t = ¢ << J; mais comme
le systéme ne prend pas dans cet intervalle des positions aussi voi-
sines qu’'on voudrait des limites du domaine (1) nous aboutissons
a une contradiction avec les résultats précédents.

D. Soit maintenant un domaine défini par les inégalités

(15) — Yo < u; < Yo (i=1,2,...,n)

ot le nombre y > o ne dépend que du caractéerede T et V et de
plus est tel que le domaine (15) soit, limites comprises, intérieur
au domaine (1).

Supposons qu’une certaine solution reste pour ¢35 ¢, a 'intérieur
du domaine

—D<u; <D
(16) ou
o<Dsy, (i=1,...n),

et examinons quelques conséquences qui résultent de cette hypo-
thése.

Supposons que pour ¢ = ¢, tous les u' ne soient pas nuls. Dési-
gnons par ¢ celui des paramétres « dont la dérivée pour t=1¢, a
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la plus grande valeur absolue parmi les valeurs des |«/| pour ¢ = ¢,.
Désignons par oy, ¢, &, ,, .. ., u,, les valeurs des quantités

! ’ U
N N

pour ¢t =t¢,. Nous avons |¢}| > o, et pour t = ¢, (£,>t,),
l U
90—91—0'1(!0'— tl) = ; "P‘(to—’tl)z

ol ¢, est la valeur de ¢ pour £ = ¢, et o, est celle de ¢" pour une
valeur de ¢ de I'intervalle ¢,, ¢,. En posant

_ 4D
R A
on a
A
v 1

ou la quantité v, doit étre prise pour une valeur de ¢ différant de ¢,

de moins de 4—D-; par conséquent de moins de

A
4vVnD

—_—
\/u,’,+...+u,,’,

Des équations (7) il résulte maintenant que, pour les valeurs
du’

sont inférieures a
=7 | 5° érieure

des u du domaine (15), les quantités

P(ud+...+u2)+Q

ou P> o est une constante déterminée par la nature des fonc-
tions T et Vet Q > o une constante ne dépendant que de la nature
de ces mémes fonctions et des limites des fonctions Uj;.

Nous avons par conséquent, pour une certaine valeur de ¢ > ¢,
et différant de ¢, de moins de

4/nD
_—Vr -,
Vuld +...+ u2,

Uy AU
7) P(u ...+ ujp)+ Q> LTIl
4nD
Montrons maintenant qu’on ne peut avoir

DL i

w[r ]

20
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si=Vud ...+ uld,

car si cette inégalité était vérifiée, nous aurions

I P
Z—m_m"—_‘_FP (p >o).

Or, d’aprés la relation (17), nous avons

s2
P(uh+.. .+ ud)+Q> 4n'1)’
ou les u;, désignent les valeurs des u; pour une valeur ¢, de ¢ plus
‘ 4V/nD
$1

grande que ¢, et différant de ¢, de moins de . On a donc, en

J— K] 5
posant s, =/}, +.. .4 u,

s2 1
517 §aDP~ Pst’

et par conséquent

32
2> 14p
s? ’
1

d’olt s;> o0 et s2> s?. Partant maintenant de ¢, et s, nous obtien-
drons, pour une certaine valeur ¢; > ¢, et différant de ¢, de moins

de ———AﬁD;
S2
H 1 Q .
;§>4nDP_—Fs—§>I+P’

, s2 o ele
par conséquent -2 >1 + p, etc. En définitive
2
i’ﬂ >(l + )m—l
s} P

! * /
Sm=VUlp+...4 wky
’

les u;,, étant les valeurs des u; pour ¢ = ¢, > ¢, et différant de ¢,
de moins de

4Y/nD  4Y/nD__4YaD . 4yYnD
$1 siVi+p s,(V|+p)' si(y1+p)™?
par conséquent aussi de moins de

. 4V/aD Vixp
$1 ¢1+p——l’
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donc s?= u’+...+ w;} prendrait dans U'intervalle £,2¢ << ¢, +r
des valeurs aussi grandes qu’on voudrait, ce qui ne peut étre.

Avant de poursuivre I'exposé de nos remarques préliminaires,
introduisons les quantités p, ¢, formées a 'aide des u,, ..., u,,
uy, ..., u, comme les quantités p, ¢ du Chapitre II sont formées
alaide de z,, ..., z,. Le tableau des quantités a est ici

o, o, cey O I, o, ey O,

o, 0, ey O o, I, «..y O,

.y .y ceey ey vy ey seey ey

(|8) o, o, ceey O 0o, 0, ..., I,
Clh C“, ee ey Cllly 0, 0, ceey o,

C!l» Clﬂy ey C!ny 0, 0, ..., 0,

ey ey seey  esay )y ey seey Oy

\ Cﬂh an, seey Cnny o, o0, eesy O

Il existe évidemment n quantités p et n quantités ¢. Les quan-
tités u,, ..., u, sont des fonctions des p, ¢ linéaires homogénes a
coefficients constants ne dépendant que de la nature des fonc-
tions T et V. Nous désignerons ces fonctions des p, g par

?I(py q): sy ?Il(P} 9)-
E. Nous allons démontrer que les déterminants

9 e I

dqy 0qs oqn
92 dpr . 9%2
19) 091 0qs 9qn
%n Ofn Ofn
o1 Oqx  Oqn
et
9P 91 . 9
opy Op; opp
99z 092 99y
(20) opy Op: Opn
9%n 9fn 99n
opy  Ops opn

ne s’annulent pas (*).

(') Nous savons que les Cont des valeurs telles que ’équation (10) n’a que des
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A cet effet, formons le systéme suivant d’équations auxiliaires :

ﬂl '—x’ éz_‘ﬁ—w’

dt 1y ey df ny

dz}

—L =Cpx+ Cpezg+-...+ Cipx
(21) P7, 11 %1+ Uia Zg+ + LinZn,

......... U PPN

dx!,

ar Cr1xy+ Cpe@s+.. .+ Cppap.
\

Désignons ensuite par Py, ..., Py, Qy, ..., Q,, les quantités
formées avec zy, ..., xn, x,, ..., z, & Paide du tableau (18)
comme les p, ¢ (Chap. 1I) sont formées avec z,, z3, ..., Z,. Des

équations (21) on déduira des équations en P se partageant en
systémes du type

d

-tll; = h'ph

dp,

ar hps + p1,
.............. ,
dpy.

ou h > o.
Si le déterminant fonctionnel (19) était nul on pourrait trouver

une quantité :
Y=rizi+rexs+...+r,o,

qui soit fonction linéaire et homogéne des P seuls, ry, ..., r,
n’étant pas tous nuls.

On pourrait alors, les z,, ..., z, étant les éléments de 'inté-
grale générale des équations (21), mettre Y sous la forme

(22) pr(t)emt 4+ py(2)ehst +. ..

ol les py, o2, ... sont des fonctions entiéres et rationnelles de ¢ et
hiy kg, ... sont des quantités & positives différentes entre elles. En
effet, pour une quelconque des quantités p de la suite p,, ..., Py,
onap=p(t)e, ot p(t)estunefonction entiére et rationnelle de ¢.

Or, si z,(t), ..., z,(t) sont les éléments du systéme de so-

racines réelles, non nulles, le nombre de racines positives étant égal a celui de
racines négatives. Nous ne nous servirons pas, dans cette démonstration, d’autres
propriétés des quantités C.
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lutions des équations (21), il en est de méme de z,(—¢), ...,
zp(—t), d’ou

(23) rm@y(—t) .. raxa(—t) =py(—t)e—Rtpy(—t)e—hat . ...

Mais le premier membre peut étre représenté d’une fagon ana-
logue a (22), d’od p,(¢) =p2(¢)=...=o0 et, par conséquent,
r&y+...+rpxy=o0. Or cette relation ne peut avoir lieu,
puisqu’on peut trouver des éléments de la solution z,, ..., z,
qui prennent des valeurs arbitraires pour une valeur choisie de ¢.

Par conséquent le déterminant (19) ne s’annule pas et il en
est de méme du déterminant (20).

Arrivons maintenant aux résultats que nous avions en vue.

Nous utiliserons dans ce qui suit les résultats du n° 17 en nous
placant dans le cas ou ¢ est arbitraire. Choisissons a cet effet trois
nombres &, > o0, 8, > o0, 8; > o de telle fagon que les hypothéses

0
Io—i’l<8n LEY0—!<82, y <38

entrainent comme conséquences celles du n° 17 (&, est la valeur
de & pourz, =...=z, = 0). On peul considérer les nombres 3§,
33, 85 comme ne dépendant que du tableau des quantités a et de
la nature des fonctions (&, ..., Uk, ¥1y ..., V7).

Revenons maintenant au cas que nous examinons ici et dési-
gnons par @; (W, ..., Wa, ¥y, - . ., ) les fonctions ©;(p, ¢) dont il a
été question plus haut et dans lesquelles nous écrivons w,, ..., w,,
P4y «..y vo & la place de py, ..., Pn, ¢4, .-, qu. Dans une certaine
région autour du point o, ..., 0, 0, ..., 0, elles satisfont aux con-
ditions imposées aux fonctions @;(u«, v) dans le n® 17. Choisissons
cette région d'une fagon quelconque mais en ne la faisant dé-
pendre que de la nature des fonctions T et V. On peut alors con-
sidérer les ¢(w, ¢) comme fonctions caractérisées par T et V.

Introduisons maintenant des nombres D,, D,, D; tous positifs
et correspondant au tableau (18) et aux fonctions ¢(w, ¢) de la
méme fagon que les nombres 8, 8,, 3; correspondent au tableau
des quantités a et aux fonctions*y;(u, ¢). On peut encore consi-
dérer D, D,, D; comme nombres déterminés par la nature des
fonctions T et V.,

Soit ensuite W > o la quantité correspondant au tableau (18) et



— 197 —

aux fonctions @(w, ¢) de la méme fagon que la quantité & corres-
pond au tableau des quantités a et aux fonctions ¢;(u, ¢v). La
quantité W peut aussi éire considérée comme définie par la nature
des fonctions T et V.

Déterminons maintenant un nombre y, tel qu’on ait o <y, <7y,
v1 < Dj; et tel de plus que, dans le domaine

(24) '"Yi<ui<Yh _Yl<u:'<'fl (i:l,ﬁ,....,n),
on ait

Ryl Dy |9Byu| Dy

duy 2’ du,, 2

On peut considérer le nombre y, comme ne dépendant que de la
nature des fonctions T et V.

Choisissons ensuite un nombre 72 tel qu’on ait o <7va<7yi et
tel que, pour des valeurs des u et ' appartenant au domaine

(25) _Y2<ul'.<Y21 "—Y!<uli<Y2 (i=‘12s "')n)r
on ait
n n
(26) Edppﬁé &2, vaﬁi—sx’,
p=1 v=1

ou les quantités dy,, fy, 3 correspondent au tableau (18) de la méme
fagon que les quantités de mémes noms considérées dansle Cha-
pitre II correspondent au tableau des quantités a. On peut con-
sidérer y, comme nombre ne dépendant que de la nature des fonc-
tions T et V.

Enfin, choisissons une quantité § satisfaisant aux inégalités

0Lgsys, 8<

La quantité g peut étre considérée comme déterminée par la
nature des fonctions T et V et par les limites des U;.
Nous pouvons, d’aprés ce qui précéde, choisir le degré de peti-

... |oU:] |0U; ° ’ .
tesse des quantités m:l, out|’ |U¢| de telle fagon qu’on ait dans
. 9S; D, |9dS; Dy |S?] 2o qe
le domaine (24) sl <3’ lml <5 5 < D; (Vindice o



indique les valeurs pour
Up=...=Up=U}]=...= Uy = 0).

Supposons ce choix fait ainsi.
D’aprés le n° 17, nous savons qu’a tout point du domaine

(27) —wgSw,Swg (2=1,2, ..., 1)

et a toute valeur ¢, de ¢ correspond un point du domaine

n n
(28) Ndurpzier, ¥ figis— b
p=1 v=1

et un seul tel que les coordonnées du premier point soient préci-
sément les valeurs des fonctions «; en ce point p, ¢ et tel, de plus,
que la solution dont les éléments ont ces valeurs p, ¢ pour t = ¢,
reste dans le domaine (28) pour ¢ > ¢,. Comme il est facile de le
voir, le nombre positif W est inférieur a 1.

La solution restant dans le domaine (28) pour ¢2¢, reste pour
ces mémes valeurs de ¢ aussi dans le domaine

(29) —s<u<y —s<ui<g (i=12...,n)

Etant donnés un point du domaine (27) etune valeur quelconque ¢,
de ¢, il existe donc une solution au moins vestant, pour ¢ 3 ¢,, dans
le domaine

(30) —g<uwi<g (i=1,2,...,n)

et ayant, pour { = ¢, comme systeme partiel de valeurs initiales, les
coordonnées u; de ce point. Nous allons prouver qu’il n’existe
qu’une seule solution de celte nature.

A cet effet, remarquons d’abord que pour une solution de cette
nature on ne peut avoir, pour aucune valeur de ¢3¢,

ui—+...+ uisy?,
car si jamais cette relation était vérifiée on aurait, d’apreés le théo-
réme démontré plus haut,
1 1

4n| P+ Q §4n[P+g],

n

E u;?

i=1

=
Vit

ce qui est en contradiction avec ce qui précede.
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Par conséquent, pour des valeurs de ¢3¢, les u/ restent dans le
domaine — v, << u; << y2({=1, ..., n). Donc la solution en ques-
tion reste pour ¢3¢, dans le domaine (25) et, par conséquent,
aussi dans le domaine (26). Or, il résulte du n° 17 qu’a tout point
du domaine

(31 —wy;SuSwy, (i=1,2, ..., n)

et & loute valeur de ¢ correspond un point du domaine (26) et un
seul tel que les coordonnées du premier point soient les valeurs
des fonctions u; en ce point p, g et tel, de plus, qu’étant pris comme
point initial pour la valeur considérée de ¢, la solution correspon-
dante reste, pour toutes les valeurs plus grandes de ¢, dans le
domaine (26). Mais le point « du domaine (27) dont nous sommes
partis est en méme temps un point du domaine (31), il s’ensuit
qu’il existe bien une solution de la nature considérée et une seule.

Je dis maintenant qu’il existe une solution restant dans le
domaine (30) pour toutes les valeurs de ¢. En effet, il existe une
solution restant pour toutes les valeurs de ¢ dans le domaine (28);
elle reste aussi toujours dans le domaine (29). C’est la I'unique
solution restant pour toutes les valeurs de ¢ dans le domaine (30).
En effet, toute solution restant, pour toutes les valeurs de ¢, dans
le domaine (30) reste aussi dans le domaine (26) pour toutes les
valeurs de ¢. Or, il n’existe qu'une seule solution répondant a
celte derniére condition.

Deux solutions restant pour ¢ > ¢, dans le domaine (30) s’ap-
prochent asymptotiquement quand ¢ = + o0, comme cela résulte
immédiatement du fait qu’elles restent dans le domaine (26).

Nous avons ainsi démontré le théoréme suivant : 4 tout point u
du domaine

—wgSu;Swg (i=1,2, ..., )
et a toute valeur ty de t correspond une solution et une seule

partant de ce point u pour t==t, et restant pour tst, dans le
domaine

(32) — <<y (i=1,2, ..., 1)

1l existe une solution et une seule restant dans le domaine (3»)
pour toutes les valeurs de t. Deux solutions restant pour des
XXXVIIL. 9
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valeurs suffisamment grandes de t dans le domaine (32) s’ap-
prochent asymptotiquement pour t = + . Dans cet énoncé,
le nombre W > o ne dépend que de la nature des fonctions T
et 'V et le nombre § > o ne dépend que des limites des U; et de
la nature des fonctions T et V.

Etant donné un nombre h > o et =g, les solutions correspon-
dant (dans le méme sens que ci-dessus) aux points du domaine

(33) —wh S u;Swh (i=1,2, ..., n)

restent dans le domaine

(34) —hp<ui<y, —h<ui<h (i=1,2,...,n0)
si

)
(35) Bil <o,

En effet, a tout point du domaine (33) et a toute valeur de ¢, on
peut faire correspondre un point du domaine

n n
(36) Ndupiztr, Y Agis— o
w=1 v=t
donnant une solution qui reste, pour toutes les valeurs plus
grandes de ¢, dans le domaine (36). Elle reste aussi dans le
domaine (34).

La condition (35) sera remplie si nous nous réservons le droit
de déterminer le degré de petitesse des quantités |U?| non seule-
ment 4 l'aide des données indiquées plus haut, mais aussi 4 I'aide
du nombre §. SiUl=o0 (i=1, 2, ..., n), la condition (35) est
toujours remplie.

Si la condition (35) est remplie, la solution qui reste toujours
dans le domaine (32) reste d’ailleurs dans le domaine (34).

Examinons encore le cas ou tous les U; seraient nuls. Les con-
ditions relatives au degré de petitesse dont il est question dans les
hypothéses ainsi que les relations (35) sont alors vérifiées. Nous
obtenons donc le théoréme suivant : :

Supposons vérifiées les hypothéses du type (11); supposons
ensuite que les fonctions U; disparaissent des équations (4) et
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avec elles les hypothéses qui les concernaient. Alors étant donné
un nombre by quelconque satisfaisant a la condition o < )3,
oit 3> o désigne un certain nombre ne dépendant que de la
nature des fonctions T et V, il existe, pour tout point du

domaine
— wh T u;Z wh (i=1,2,...,n)

et pour toute valeur t, de t, une solution restant pour t>t,
dans le domaine

—h<uwi<y, —Hh<u;<y (i=1,2,...,n)

et ayant comme systéme partiel de valeurs initiales pour t = ¢,
les coordonnées u;de ce point. C’est d’ailleurs l’unique solution
restant pour t > t, dans le domaine

37) —3<wi<3y (E=1,2,...,n)

et répondant a ces conditions initiales. L’unique solution
restant dans le domaine (37) pour toutes les valeurs de t
est uy=...= u,= o. Pour toute solution restant dans le do-
maine (37) pour des valeurs suffisamment grandes de t, on a
limu; =o limu}=o0 (i=1,2, ..., ).
l=wo l=wo
On peut, bien entendu, énoncer des propositions analogues aux
précédentes en remplacant, dans ce qui précéde, les relations £ > ¢,
et t =oo par les relations t << ¢, ett= —o0.
Je remarquerai, en terminant, que j’ai été conduit aux recherches
de ce paragraphe par le travail du professeur Kneser (*).

28. L’anneau de Saturne. — De la question traitée dans les
trois derniers paragraphes passons maintenant a un cas particulier.
Soit donné un systéme mécanique forms de deux corps solides
dont I'un est une sphére de masse S et'autre un anneau de masse R
et que nous désignerons respectivement par Saturne et Anneau

(') A. KNESER, Studien iiber die Bewegungsvorgdnge in der Umgebung insta-
biler Gleichgewichtslagen (Journal fir die reine und angewandte Mathematik,
Bd. CXV, p. 308, et Bd. CXVIII, p. 186).
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de Saturne (*). Nous ferons, au sujet de ces corps, les hypothéses
suivantes : 'anneau de Saturne est un corps de révolution ayant
un plan de symétrie E perpendiculaire 4 'axe de révolution. Si on
le coupe par un plan E passant par I'axe et qu’on choisisse dans
ce plan comme axes de coordonnées rectangulaires z et z la droite
d’intersection de E et E’ et ’axe de révolution respectivement, la
section par le plan E' n’occupe pas le voisinage de I'origine de ces
coordonnées (centre de I'anneau) et se trouve dans la partie du

plan comprise entre les droites z +y/2z=0, z —/25=0 et
contenant l’axe des z. La distribution des masses de 'anneau est
symétrique par rapport  I’axe de révolution et par rapport au plan
de symétrie E. Enfin nous supposerons le rayon de Saturne infé-
rieur A celui de la sphére qu'on pourrait placer a lintérieur de
I'anneau en faisant coincider le centre de la sphére avec celui de
Panneau. Enfin la distribution des masses de Saturne est concen-
trique (2).

Nous examinons les positions de Saturne ou son centre est dans
le plan de symétrie E et sa sphére entiérement a I'intérieur de
I'anneau, de sorte que les masses de Saturne se trouvent en dehors
des masses de 'anneau. Le potentiel mutuel (*) P des deux corps
est égal alors a celui de l'anneau relativement a la masse R sup-
posée concentrée au centre de Saturne. Soit un systéme d'axes de
coordonnées rectangulaires z, y situé dans le plan E et ayant son
origine sur l'axe de révolution. Dans un certain voisinage du
point # = o, ¥ = o, Pest une fonction de z, ¥ (coordonnées du
centre de Saturne) ayant des dérivées premiéres et secondes qui
sont, ainsi que la fonction P, des fonctions continues de x et y, et

Pon a
(3{;)0 B (%})’)o =°

(') Par la nous n’affirmons cependant rien au sujet de 'anneau de Saturne
existant réellement.

(?) A ces hypothéses il faut en ajouter encore une, de caractére général, rela-
tivement 4 la distribution des masses, afin d’assurer I'exactitude des remarques
qui vont suivre et qui reposent sur les éléments de la théorie du potentiel. Nous
renvoyons a la théorie du potentiel pour I’énoncé de ces conditions générales et
suffisantes.

(®) Nous nous appuyons, dans ce qui suit, sur la loi de Newton.
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('indice o désigne la valeur pour £ =y =o). Les quantités du
second ordre, c’est-a-dire

/0Py 0?P P\
2 <F;’>oz 2 <0z‘0_}'>oxy+ (-‘,7,')0)’ ]’
prennent la forme A (22+ »?) ol
S [p*—3e?
A= ZL[E—T dm,

p désignant la distance d’un point de 'anneau 4 son centre, e celle
d’un point de anneau au plan de symétrie E et dm un élément de
masse de P'anneau et I'intégrale étant étendue a I'anneau. Des
hypothéses relatives a la forme de I'anneau il résulte queA est > o.
En choisissant dans le plan de symétrie E un systéme d’axes
de coordonnées rectangulaires dont l'origine coincide avec le
centre de Saturne, P s’exprimera de la.méme fagon en fonction
des coordonnées u, ¢ du centre de I'anneau.

Etudions maintenant le mouvement de notre systéme en I'ima-
ginant assujetti & des forces provenant, d’une part, des actions
réciproques de I'anneau et de Saturne et, d’autre part, d’autres
causes quelconques. Désignons ces derniéres forces par forces
extérieures. Nous nous bornons 4 des mouvements pour lesquels
le plan de symétrie E garde une position déterminée tandis que le
centre de Saturne reste dans le plan E et la sphére a I'intérieur de
I’anneau. Supposons, de plus, les forces extérieures symétriques
par rapport au plan E.

Considérons un systéme d’axes de coordonnées (X, y, z) fixes
dans P'espace et dont le plan (x, y) est paralléle au plan E, et dans
ce dernier plan deux axes de coordonnées parallgles aux axes x, y
du précédent systtme et dont l'origine coincide avec le centre de
Saturne. Soient u«, ¢ les coordonnées par rapport a ce dernier sys-
téeme du centre de 'anneau. En désignant par SX, SY, RE, RH
les projections sur les axes fixes de la force extérieure totale appli-
quée a Saturne et a 'anneau, nous aurons

du R+ SodP

( =R wm tE—X
Y | de _masop_
der~ RS oy )
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Nous nous raménerons & un cas particulier de la question traitée
dans les n° 25 a 27, en introduisant 'hypothése que les quan-
tités E — X, H—Y sont des fonctions de ¢, u, ¢, ', ¢' satis-
faisant a des conditions qui correspondent aux hypothéses faites
dans le n° 25 au sujet de la fonction U;. Ces hypothéses, comme
nous le savons, ont été introduites sous deux formes; elles con-
sistaient 4 admettre que certaines fonctions étaient données dans
certains domaines, que certaines dérivées existaient, que certaines
fonctions étaient continues, que certaines quantités étaient com-
prises (dans le cas correspondant) entre des limites finies et, enfin,
qu’un certain degré de petitesse était donné. Avant de formuler
les hypothéses relatives aux quantités & — X et H—Y, il faut
introduire des domaines jouant dans notre cas le méme role que
celui des domaines (1) et (3) ou (1) dans le n® 25.

Les recherches des n° 25-27 revélent alors d’une part une in-
finité de mouvements pour lesquels il ne se produit point de chocs
entre Saturne et 'anneau lorsque ¢ croit, et d’autre part un mou-
vement pour lequel ce choc ne se produit jamais. Pour la démons-
tration nous renvoyons aux paragraphes précédents.

Laplace (') a, comme an sait, étudié le mouvement (dans un
plan) du systéme formé par Saturne et ’anneau, en supposant ce
dernier réduit 4 une ligne homogéne ayant la forme d’une circon-
férence. Laplace affirme que les forces pertubatrices doivent
toujours avoir pour effet le choc entre Saturne et 'anneau. Cette
proposition n’est pas tout i fait exacte, comme nous venons de le
reconnaitre.

29. Sur une certaine équation différentielle. — Comme
dernier exemple, étudions I'équation différentielle

() O e+ 9(D]s = (1),

ou ¢(t) et ¢ (¢) sont données comme fonctions continues pour
toutes les valeurs de ¢ et contiennent ¢ sous forme trigonomé-
trique. Cela signifie que ¢(¢) et §(¢) se déduisent des ®(u,, ..., uy),

(1) Mécanique céleste, t. 111, Ch. VI.
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W (wy, ..., Un) par la substitution u, = i—: covs Up = -:—,‘(IJ et
1 m

¥ étant données pour toutes les valeurs réelles des u comme
fonctions continues et périodiques, de périodes égales a I'unité.
%y ..., %y sont des quantités non nulles et telles qu’entre leurs
inverses il n’existe point de relalions linéaires homogeénes a coef-
ficients entiers. Soit o une constante positive et supposons
que |¢(¢)] ait un certain degré de petitesse déterminé & I'aide de «
et que nous nous réservons lc droit de choisir plus loin,

Nous allons donner la solution générale de ’équation (1). Com-
mengons par une certaine solution particuliére.

Remplagons (1) par le systéme suivant

dz
sw=§r

(2)
e =az+9(t)s t
i p(2)z +(2).

L’équation

—w 1
R
a —_—w

ou w?=a a deux racines —\/a et — \/a réelles et non nulles.

Soient A, et A, les nombres positifs dont il a été question dans

PIntroduction, ces nombres correspondant au tableau des quan-

tités @ qui est ici
o, 1,

a, o.

Supposons maintenant |¢(£)| << A,. Puisqu’on peut choisir un
nombre y > o de telle fagon qu’on ait|{(¢)| << A;Yy nous obtenons
le résultat suivant en nous basant sur la proposition citée dans
I'Introduction : ’équation (1) admet une solution et une seule pour
laquelle z reste entre des limites finies. Pour cette solution on peut
développer z en série trigonométrique uniformément convergente
pour toutes les valeurs de ¢ et ayant la forme caractérisée dans-
I'Introduction. Si ® et W admettent des dérivées continues par
rapporl aux # jusqu’a un ordre suffisamment élevé, on peut déve-
lopper z en série trigonométrique absolument et uniformément
convergente pour toutes les valeurs de ¢ et ayant la forme de séries
ordinaires de Fourier 2 plusieurs variables (voir Introduction).
Nous désignerons cette solution par €.
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Passons maintenant 4 ’étude de I'équation différentielle

(;;;——[a-l-?(t)]:&

(3)
Faisons d’abord une remarque dont I’exactitude peut étre facile-
ment prouvée et qui est d’ailleurs connue.

Soit X une fonction continue de ¢, donnée pour toutes les
valeurs de ¢. Si alors deux fonctions ¢ et w de ¢, définies pour
toutes les valeurs de ¢, satisfont aux équations

dv dw
(4) a—t+v’+X=o, —d;'-i—wz—l'-x:o

et different entre elles pour une valeur au moins de ¢, elles dif-

ferent pour toutes les valeurs de ¢. En posant L = % (v —w), les

fonctions

t t

Ladt - Ldt
(5) X e‘{" , — e f
VIL] viL|

représentent des solutions indépendantes de ’équation

diz
(6) _d-ﬁ +Xz=o. ‘

Formons I'équation
d\

(7) 2;:—2‘/27\—)\24-?(1)

et désignons par 8,, 3, des quantités correspondant & — 2y/a de
la méme fagon que les nombres A, A, de I'Introduction corres-
pondent au tableau des quantités a. Choisissons ensuite uan
nombre g ne dépendant que de a et satisfaisant aux relations

0< g3Va, 2878

Enfin supposons qu’on ait |¢(2)| < 3, 2. (Nous avons le droit de
faire cette hypothése, d’aprés ce qui précede.)

Il existe une solution de I'équation (7) et une seule s’étendant
a toutes les valeurs de ¢ et restant dans le domaine — g <A < g.
Cette solution peul étre développée en série trigonométrique uni-
formément convergente pour toutes les valeurs de ¢ et ayant la
‘orme précisée dans I'Introduction, Si ® admet des dérivées con-
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tinues par rapport aux « jusqu’a un ordre suffisamment élevé, on
peut développer cette solution en série trigonométrique absolu-
ment et uniformément convergente pour toutes les valeurs de ¢ et
ayant la forme de séries ordinaires de Fourier a plusieurs variables.
Désignons par A cette solution. On a toujours |A| < /. Formons
ensuite I’équation

(8) %:2\/&}1—9’—1—?(0.

De méme que pour I'équation (), il résulte de la théorie générale
que si |¢(¢)| a un certain degré de petitesse déterminé a I'aide
de a, il existe une solution p de 'équation (8) s’étendant a toutes
les valeurs de ¢, satisfaisant a la relation || < y/a et qui est déve-
loppable dans des conditions analogues & celles que nous avons
énoncées tout a I’heure pour le développement de A.

Nous avons maintenant

d(\/i:—l) =—(Ya+2)t+a+q(2),
d_(:lg;“) = — (= Va+p)t+a+p(0)

Par conséquent \/; +Aet — \/; + p satisfont  la condition

d
(9) 5=t ake(l)

et, par conséquent, les quantités \/; + A et —\/;—}- w different
entre elles, puisqu’on a 2\/(1 >p— A et par conséquent

Va+d>—a+p
Posons maintenant
2T =2y/a+ A —p.

Alors T est > o. Ensuite, on peut développer T en série trigono-
métrique uniformément continue pour toutes les valenrs de ¢ et
ayant la forme caractérisée dans I'Introduction. Si ® admet des
dérivées continues par rapport aux u jusqu'a un ordre suffisam-
ment élevé, T est développable en série trigonométrique absolu-
ment et uniformément convergente pour toutes les valeurs de ¢
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et ayant la forme d’une série ordinaire de Fourier & plusieurs va-
riables.

La solution générale de 1'équation (1) peut, d’aprés ce qui pré-
cede, étre représenltée sous la forme

t !
Tdt —/' Tdt
ev «a e ¢ a
e+ —— + 0y ——
VT
ol ¢y, ¢» et a sont des constantes arbitraires.

VT
Nons aurions, d’ailleurs, pu étudier I'équation (3) en partant de
la remarque suivante :

)

Si la fonction u donnée pour toutes les valeurs de ¢ satisfait a
I'équation
w(w+Xu)=c (c = const.) (¢2o0),

ou X est une fonction donnée pour toutes les valeurs de ¢, les
expressions

! at T,

=« = &
175 ]
e a" ue ans

u

dans le cas ¢ << o et

e (Vo [, wan(Ve (%)

dans le cas ¢ > o sont des solutions de I’équation

—d;—t-f- —+ Xz =o.

Plus importante que I'équation (1) est celle qui a méme forme
mais ou d est négatif ('), les hypothéses restant d’ailleurs ana-
logues aux précédentes. Pour ce cas, on n’a pas obtenu de résultats
correspondant & ceux établis dans le présent paragraphe. Cepen-
dant, I’équation que nous avons étudiée peut aussi trouver son
application en Mécanique.

(') Voir A. LINDSTEDT, Beitrag zur Integration der Differentialgleichungen
der Storungstheorie, p. 17 (Saint-Pétersbourg, 1883). — PoiNCARE, Les methodes
nouvelles de la Mécanique celeste, L. 11, p. 277.




