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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR CERTAINES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES D'UN TYPE GÉNÉRAL
UTILISABLES EN MÉGANIQUE;

PAR M. P. BOHL (1).

INTRODUCTION.

Les méthodes de détermination des solutions périodiques ont
été notablement perfectionnées, ces derniers temps, grâce surtout
aux travaux bien connus de M. Poincaré. On ne peut pas en dire
autant, à ce qu'il semble, des solutions trigonométriques plus
générales.

Abstraction faite des cas où, par une intégration immédiate, le
problème se ramène à l'inversion des intégrales et de ceux où
il revient à la considération de fonctions périodiques, je ne puis
indiquer qu'un seul exemple se rapportant à notre question :
c'est l'équation

-^ —av==y.f(x, t, ^),

où / est développable en série suivant les puissances entières et
positives des quantités [A et x et contient t sous forme trigonomé-
trique. M. Poincaré a étudié cette équation ( 2 ) et a trouvé une solu-
tion trigonométrique pour le cas a>o, si |[ji| est suffisamment
petit. Le cas a << o n'est considéré que lorsque f est une fonction
périodique de t\ on a alors une solution périodique, de sorte que
ce cas ne se rapporte pas à ce qui nous intéresse ici.

En commençant le présent travail, j^ai voulu seulement prouver
l'existence des solutions trigonométriques pour des équations plus
générales, me servant pour cela des théorèmes établis dans mon

( 1 ) Dorpat, 1900; traduit du russe par M11* Tarnarider.
(2) Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. II, p. 3n.
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travail sur les séries trigonométriques (1), en les complétant sui-
vant les circonstances. En faisant des recherches auxiliaires, j'ai
trouvé différents théorèmes ayant un lien étroit avec Fobjet qui
nous intéresse, quoiqu'ils ne soient pas indispensables pour notre
but immédiat. Enfin, il s'est trouvé que, grâce aux théorèmes
découverts, la démonstration de l'existence des solutions trigono-
métriques pouvait se faire sans avoir recours aux résultats de mon
travail mentionné ci-dessus. Les hypothèses prennent alors une
autre forme; mais cette modification n'a probablement pas grande
importance.

Mon travail contient donc l'étude d'un système très général
d'équations différentielles et surtout l'étude du cas où ce système
admet des solutions trigonométriques.

J'ai laissé de côté les compléments dont j'ai parlé plus haut aux
théorèmes de mon Ouvrage sur les séries trigonométriques, car ces
recherches ne se trouvent pas maintenant en rapport étroit avec
l'objet principal du présent travail. Le Chapitre IV contient
quelques applications.

Pour mettre le lecteur au courant, dans une certaine mesure, de
l'objet du présent travail j'indiquerai quelques résultats auxquels
j'ai été conduit (2).

Soit donné le système d'équations différentielles

/ x ^i v / • \( i ) -y- == a/i.ri4-a,2a-2+-..+ a^a^-h X, ( i== i, 2. . . , n)

où les quantités a sont des constantes au sujet desquelles nous
supposerons seulement que l'équation caractéristique

W

an — u» Oi2 ... a\n

021 022——^ ... «2/»

n'a pas de racines dont la partie réelle soit nulle.

( 1 ) Ueber die Darstellung von Functionen einer Variabein durch trigono-
metrische Reihen mit mehreren einer Variabein proportionalen Argumenten;
Dorpat, 1893.

(2) Nous supposerons toujours, sauf en quelques cas qui n'exigent pas d'indi-
cations spéciales, que les quantités considérées sont finies et réelles et que les
fonctions sont uniformes.
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Les X^- sont des fonctions de t^ x^ . . ., Xn que nous supposerons
données pour les valeurs de x satisfaisant à des conditions (A) du
type : cti<^ xi<i bi (ou bien ai•<; Xi^ ou bien Xi<^ bi ou bien Xi arbi-
traire) et pour les valeurs de t satisfaisant aux conditions t^>t (Cas a)
ou bien t << t(Cas ji) ou bien t arbitraire (Casy). Nous supposerons
que les X, ont des dérivées premières par rapport à x^ . . ., Xr^
lesquelles, ainsi que les fonctions X/, sont des fonctions continues
de t, x^ . . ., Xn,

Enfin, nous ferons l'importante hypothèse suivante : on peut
choisir un nombre y > o, tel que les x dont les valeurs absolues
ne sont pas supérieures à Y satisfassent aux conditions (A.) et tel
que, pour

— T < X i < + y,
les inégalités

iàX,
| ÔXk

< A i , | X / | o < A 2 Y

soient vérifiées. Dans ces inégalités, |X/|o désigne la valeur de |X/|
pour x\ = = . . . = = Xn == o : A < , Aa sont certains nombres positifs
qu^on peut déterminer quand le tableau de coefficients a est donné.
Leur mode de calcul résulte de ce qui va suivre.

Avant d'exposer les conséquences qui découlent de ces hypo-
thèses, remarquons que ces dernières sont vérifiées, par exemple,
pour le système

(3 ) ^'==Y,4-r,, (i==i, 2, . . . , n),

si les conditions suivantes sont remplies.
Pour les valeurs des y satisfaisant aux conditions (B)

^i<yi<^i (a,<0, P/>0),

les Y,sontdes fonctions desy qui s'annulentpouryl =. . .==y,/==o.
/yv

Les -r— existent pour des valeurs des y répondant aux condi-

tions (B) et sont continues pour ces valeurs des y. L'équation (2)
n'a pas de racines dont la partie réelle soit nulle, si les a^ désignent

/•iV

les valeurs des j— pour y, ==. . . =y^= o. Les r\i sont des fonc-

tions données de ty y^, . . ., yn pour les y répondant aux condi-
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lions (B) et pour toutes les valeurs de t. Ces fonctions ont des

dérivées -fïi finies et continues, ainsi que lès YI(, pour les valeurs

considérées des y et de t. De plus, on a le droit d'assigner aux

quantités \f\\ et —' un certain degré de petitesse, ce degré pou-

vant être déterminé suivant la nature des fonctions Y(.
Revenons maintenant aux équations ( i ). Dans mon travail,

j'introduis à l'aide d'une substitution linéaire, fort connue
d'ailleurs, à coefficients constants et dont le déterminant n'est pas
nul, n formes y linéaires par rapport aux x. Les quantités y se
divisent en deux groupes p^ . .., pk et q^ ..., q^ les éléments du
groupe p correspondant aux racines de l'équation (2) dont la
partie réelle est positive, et ceux du groupe q aux racines à la
partie réelle négative. Il peut d'ailleurs arriver qu'on n'ait qu'un
seul groupe (1 ).

Nous restreindrons ensuite les systèmes p et les systèmes q à
l'aide des conditions

k l

(4) I. ̂ ^^ï2 IL 2/v^-W
p.==l v==l

où les quantités r f>o, /< o, ainsi que 8 > o, sont certaines
constantes qui ne dépendent que du tableau des coefficients a.
A chaque système p^ q répondant aux conditions (4) correspond
un système x répondant aux conditions

— T < ^ < Y ( t = = i , 2, ..., n).

Désignons par P, Q les systèmes de quantités p et q caracté-
risées par les conditions (4, I) et (4, II).

Nous avons alors les théorèmes suivants :

I. CAS a. — Soient te l'une quelconque des valeurs considé-
rées de t et [q] l'un quelconque des systèmes Q. Au système [q]
correspond un système P parfaitement déterminé, que nous
désignerons par [/?], tel que la solution des équations (i) cor-

( l ) Les modifications que les théorèmes cités ici subissent dans ce cas résulte-
ront de ce qui va suivre.
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respondant aux valeurs initiales [/?], [y] pour t = t^, satis-
fasse aux conditions (4) pour toutes les valeurs de t > t^. Deux
solutions de cette nature^ arbitrairement choisies^ tendent
asymptotiquement F une vers l'autre pour t = 4- oo.

II. CAS p. — Soient te l'une quelconque des valeurs consi-
dérées de t et [yp] / 'un quelconque des systèmes P. Au sys-
tème [p] correspond un système Q parfaitement déterminée
que nous désignerons par [q], tel que la solution des équa-
tions (i) correspondant aux valeurs initiales [p] et [<y] pour
t = ÎQ, satisfasse aux conditions (4) pour toutes les valeurs de
t >> t^. Deux solutions de cette nature^ arbitrairement choisies^
tendent asy m pto tique ment l'une vers l'autre pour t = —ce.

III. CAS y. — Les théorèmes ci-dessus sont exacts simultané-
ment. En outre : // existe une solution déterminée des équa-
tions ( i ) satisfaisant aux conditions (4) pour toutes les valeurs
de t. Une solution satisfaisant aux conditions (4) pour des
valeurs assez- grandes de t tend asymptotiquement vers cette
solution pour ^==00. Une solution^ satisfaisant aux condi-
tions (4) pour des valeurs assez petites de <, tend asymptoli-
quement vers cette solution pour t == — oo.

Considérons le cas où toutes les valeurs de t sont admissibles
et supposons de plus que t entre dans les X, sous forme trigono-
métrique. Voici ce que nous entendons par là : les X/ (du moins
pour les valeurs des x satisfaisant à la condition — Y << Xi < y et

pour toutes les valeurs de / ) se déduisent de certaines fonctions
p< (x^ ..., x,ti u^ ..., Uni) par la substitution

t t
Mi= —> ..., u,n== ——,

a! «w

les p étant, pour des valeurs des x répondant aux conditions
— y << Xi<^ y et pour toutes les valeurs des u, des fonctions con-
tinues des x et des u et périodiques par rapport aux M, de périodes
égales à l'unité. Les a sont des quantités non nulles et telles
qu'entre leurs inverses il n'existe point d'équations linéaires ho-
mogènes à coefficients entiers non tous nuls.
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Des hjpothèses faites il résulte alors' que les éléments de la
solution sus-indiquée, qui satisfait aux conditions (4) pour toutes
les valeurs de /, sont développables en séries trigonométriqiies
uniformément convergentes pour toutes les valeurs de t,

( 5 } U\ 4- Uî 4- î/3 -+- .. .,

où chaque terme u^ est une expression entière et rationnelle en

1'Kt . '2TT:t ,cos——» sin—— ( ^ i = i , . . . , /n),
a(i ^

à coefficients constants.
Si les fonctions p admettent des dérivées continues par rapport

aux x et u jusqu'à l'ordre S inclusivement et si S est ^2/71, les
éléments de 1a solution sus-indiquée sont développables en séries
trigonométriques absolument et uniformément convergentes pour
toutes les valeurs de <, le type de ces séries correspondant aux
séries ordinaires de Fourier. Cela veut ^ire que chaque terme des
séries qui représentent la solution contient, en outre du coeffi-
cient constant, le produit'de quantités qui ont la forme de cosinus
et de sinus des multiples entiers de 2 î r^ ; ay .

Pour le reste du travail, je me borne à renvoyer au résumé
qui suit cette introduction.

Les exemples que j'ai cités ont un caractère mécanique. En
dehors de ces exemples, le lecteur ne trouvera dans celle étude
que des recherches rigoureusement analytiques. Les démonstra-
tions de caractère géométrique ou même mécanique n'y sont pas
admises, ce qui n'exclut cependant pas l'emploi de la terminologie
empruntée à la Géométrie ( f ). En choisissant les exemples, je ne
cherchais d'ailleurs pas à examiner les cas les plus généraux pos-
sibles. J'ai voulu seulement indiquer certaines directions dans
lesquelles on pourra trouver autant qu'on voudra de problèmes de
Mécanique correspondant à nos recherches.

( ') Dans le présent travail les expressions : point (lieu), domaine^ voisinage
ou région d'un point (d'un lieu) point d'accumulation ont le même sens que
les expressions : S telle, Gebiet, Umgebung einer Stelle^ Haufungsstelle, em-
ployées par les auteurs allemands.
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CHAPITRE I.

PROPOSITIONS PRÉLIMINAIRES ( 1 ).

1. Lemme. — Le théorème suivant permet souvent d'assigner
des limites aux différences des éléments de solution d'équations
différentielles.

Soient an fonctions .r,, yi (i === 1,2, ..., n) satisfaisant aux
équations

^ =/,(<) +^),

^=F^)+p,(Q,

(l= 1,2, ..., ^l),

pour les valeurs de la variable t comprises dans un certain inter-
valle, les fonctions f\ F, Ç, p ayant des valeurs bien déterminées
poiir chaque valeur de t de l'intervalle considéré. Soient A et B
les limites de cet intervalle, ces limites pouvant elles-mêmes
appartenir à l'intervalle.

Supposons que les fonctions y, F, ç, p satisfassent aux condi-

( l ) On a supprimé, avec l'assentiment de l'auteur, le texte de ce premier Cha-
pitre, dont on fait simplement connaître les conclusions principales. En effet, le
théorème du n° 1, bien qu'important en lui-même, fait surtout office de lemme.
Les n°* 2, 3, 4, ont cessé d'être indispensables, parce que les propositions fonda-
mentales qu'ils contiennent ont reçu, à l'heure actuelle, plusieurs démonstra-
tions bien connues, auxquelles il est facile de se reporter. Pour la plus impor-
tante d'entre elles, celle du n° 4, on consultera en particulier une Note insérée
par M. E.Picard, dans les Leçons sur la théorie des sur faces, de M. Darboux (t. IV)
et deux Notes publiées dans le Bulletin de la Société mathématique de France,
par M. I. Bendixson (t. XXIV, p. 222) et par M. Hadamard (t. XXVIII, p. 64).

Les n0" 5, 6, 7 conduisent, au contraire, à des vues entièrement nouvelles,
d'une grande importance pour la théorie des équations différentielles. Mais l'au-
teur ne les a pas employées dans le Mémoire actuel, faute de leur avoir donné,
au moment où il le rédigeait, leur forme définitive et entièrement générale. Le
lecteur les trouvera sous cette forme dans un travail ultérieur de M. Bohi, Ueber
die Bewegung eines mechanischen Systems in der Nâhe einer Gleichgewichts-
lage {Journal f iir die reine und angewandte Mathematik^ t. CXXVI1, 1904,
p. 179), et il pourra se'convaincre qu'elles fournissent une seconde démonstra-
tion pour plusieurs des résultats développés dans ce qui va suivre.
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lions suivantes

(Arrn

|/KO-FKO|^ApJ;^--y(J,

(1=1

1^(Q-P<(<)1<^
où Api. et rf sont des constantes positives. Posons

^i—yi^^h
[L=n

^A^^(T)| == A; ^A(A=A-,

p,=i

T. étant une valeur quelconque de t dans Fintervalle considéré.
Nous aurons alors, pour toutes les valeurs de t^ T de notre in-

tervalle,

xi(t)—yi(t)=xi(t)—yi^)-^^d-^-h) ^"1 >

où w est égal à ± À" suivant que ^ est ^T et J € ( [ < i.
On trouvera une application de cette proposition au n° 11,

Néanmoins, les raisonnements qui vont suivre peuvent être établis
sans son intervention.

2. Du prolongement des solutions des équations différen-
tielles. — Soit un système d^quations différentielles

—— ==/<(^lï---^rt»0î (l=I, 2, ..., 7l),

dont les seconds membres // vérifient les conditions classiques
(condition de Lipschitz) pour les valeurs de t comprises dans un
certain intervalle a<^ t < b et pour les valeurs des x comprises
dans le domaine (G) défini par les inégalités

«1<^1<^1; ^2<^2<^2; ...; an<Xn< b,^

ou du moins, pour les valeurs des x comprises dans un domaine
quelconque strictement intérieur à (G). Considérons une solution
déterminée, définie à partir d^une valeur initiale de t intérieure
à Fintervalle (a, 6). Si cette solution ne peut être prolongée ni
jusque t == 4- oo ni jusque t = —oo, il doit exister une valeur
maximaT elune valeur minima ô telles que-r^), ..., .r/<(<) repré-
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sentent la solution pour les valeurs de t comprises dans l'intervalle
ô << / << T, tandis que, pour t <^ 9 ou t ^> T, les conditions d'exis-
tence de la solution ne sont plus remplies.

Si T n'est pas égal à 6, ^i(^), • •., Xn {t) prennent^ entre
autres^ des valeurs aussi voisines qu'on voudra des limites de
notre domaine pour des valeurs de t différant de T aussi peu
qu'on voudra, (Cela signifie qu'une au moins des quantités
b^ — x\ |, |a< — x^ [, .. ., \bn— .r/J, \a^ — Xn\ devient aussi petite
qu'on veut.)

3. Equations différentielles contenant des />a rame très. —
Si les'seconds membres/^ des équations différentielles considérées
contiennent des paramètres o^, ocg, ... et satisfont à des conditions
de continuité convenables par rapport à ces paramètres, les solu-
tions, supposées définies par des conditions initiales déterminées,
sont également continues en a,, 03, ....

4. Des dérivées des solutions des équations différentielles
par rapport aux paramètres et aux valeurs initiales. — Les
solutions admettent également des dérivées par rapport aux para-
mètres, et aussi par rapport aux valeurs initiales, pourvu que les
fonctions /^, qui constituent les seconds membres des équations
données, satisfassent à certaines conditions.

5. Lemme. — Détermination- par voie de continuité, d'une
branche uniforme d'une fonction à plusieurs valeurs.

6. Conséquences du lemme précédent ; théorème fondamental
de l^ Algèbre. — Application aux variations d'argument et, par
suite, à l'existence d'un système de deux fonctions implicites défi-
nies par deux équations. Le théorème fondamental de l'Algèbre
peut être regardé comme une conséquence de ces considérations.
Mais celles-ci conduisent, en outre, au théorème suivant :

1 1 ne peut exister deux/onctions ç, T\ de x et de y ^ continues
dans le domaine x2 4- y2 << r2, satisfaisant identiquement à /a
relation $2 4- r^2 == /'2 et prenant sur la circonférence x2 + y 1 '== r2

les valeurs ç == a", ^ ==y.
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7. Applications à la théorie des équations différentielles.
— La conclusion obtenue concerne le cas où, relativement à deux
des fonctions inconnues, désignées ici par x et y, le système
vérifie, pour t ï t o y les conditions suivantes :

i° Pour x2-^-y2 = j ' 2 ̂  on a, en vertu des équations différen-

tielles, ̂  (^2+^2 )> ^ ;

2° La solution est certainement prolongeable pour t croissant
tant qu'on n'a pas eu x ^ - ^ - y ' 1 ' ^ r2.

S'il en est ainsi, il existe une solution profongeable de t == to
jusqu'à t== 4-00 et vérifiant dans tout cet intervalle, l'inéga-
lité x2-\-y2-}- < /•2 ( 1 ) .

CHAPITRE II.
ÉTUDE D'UN SYSTEME D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES D'UN TYPE GÉNÉRAL.

8. Le système d^ équations différentielles considéré; hypo-
thèses faites. Transformation linéaire. Introduction des gran-
deurs p et q. — Considérons le système suivant d'équations
différentielles

/ . dxi „
( I) —j. == a^Vi 4- â?z2.r2 -+-...-+- CLinXn^- Ç/,

où les ^ sont fonctions de t et x données pour les valeurs des x du
domaine a/ << xi <; (i/ renfermant le point o. . . o, et pour les valeurs
de t satisfaisant à la condition ^ > T (ou t <; T ou t arbitraire)^
T étant une constante. Supposons que, pour ces valeurs de t et

des x^ les dérivées —L existent et soient, ainsi que les ç/, des fonc-

tions continues de t et des .r. Supposons en outre qu'on puisse
déterminer un domaine — y << Xi•<< y (y >> o) (Xi= -j~ Y apparte-

( ' ) Poiir appliquer celle proposition à tous les cas envisagés dans le présent
Mémoire, il faudrait la généraliser et, pour cela, étendre à plus de deux variables
celle qui est indiquée à la fin du numéro précédent. C'est ce qui est fait dans le
Mémoire du Journal fur die Mathematik auquel renvoie la noie placée en tête
du Chapitre.
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à^inant au domaine précédent) tel que les quantités \—\ etlçil aient,IJi!

les premières pour les valeurs des x prises dans leur nouveau
domaine et pour toutes les valeurs admises de t^ les secondes pour
ces mêmes valeurs de t et pour .2^ ===.272===. . . === Xn === o, un certain
degré de petitesse, que nous pourrons choisir arbitrairement mais
de façon qu'il ne dépende que des quantités a (1), ces dernières
étant des constantes satisfaisant à la seule restriction que l'équa-
tion

an—u a.iî ... dm
û î 022—u • • • «s/»

d'n\ d'nï . • . ^nn— U

n'ait pas de racines dont la partie réelle soit nulle.
Nous allons maintenant nous servir du théorème suivant de la

théorie des substitutions linéaires (2) : Soit le système

y.=n

^•= ̂  ^(JL^(A ( î==i , ..., n),
u.=i

où les x^ sont complètement arbitraires. En faisant ta substi-
tution

(Jl==7i (JL=n

y<-= ̂  p^p ^•= ̂  p<p.̂
(A==l (J.==l

où le déterminant |P({J.| est^o, on obtient des équations du
type y\= fonction linéaire des y<•. On peut choisir les quantités j3

(1) Nous rencontrerons plus loin une suite de quantités au sujet desquelles nous
dirons qu'elles ne dépendent que des quantités a. Cela signifie qu'à tout tableau
des quantités a on peut associer un système correspondant des premières quan-
tités. D'après nos hypothèses, nous avons le droit d'introduire plus loin un nombre

iïni d'inégalités du type -,— < Ap — " • < Ag, ... et - (pour x^ ==...= x^-= o)ox ox \ 1 Y
inférieurs à Dp D,-, ..., où Ap A^, ..., Dp Dg, ... sont des nombres positifs
dépendant des quantités a seulement.

( 2 ) Ce théorème intervient dans la théorie des équations différentielles linéaires.
Voir JORDAN, Sur la résolution des équations, etc. (Comptes rendus^ t. LXXII,
1871 ). — WKIERSTRASS, Bemerkungen zur Intégration^ etc. ( Werke, Bd. II). —
LIAPOUNOFF, Sur la stabilité du mouvement^ p. 61. Kharkoff, 1892.
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réelles de telle façon qae ces équations se partagent en systèmes
du type

I.

3/! ^ ^l?

Z^ •==. Z^ -§- A -S.3,

^3 == -S2-+- A^3,

^ÎY ^ -^v—l ~+~ A^y.

II.

^i ==^Mi—Api,

M^ = MI -+- ̂ 2 — hv^

HS == Uî+ gu^—hv^

v'i ==^i+ hui,

v^ == (^.4-^4- /^^

^3 ̂  ̂ 2+^3+^^3,

Mp == Mp-i+^Mp— /î^p, (^p == ^p-i+^Pp+AMp,

où ^ désigne une racine réelle et g ± hi un couple de racines ima-
ginaires conjuguées de l'équation

D ==

an—
â?2i

ani

u <^12

032—

^/l2

U '

^

' * ^\it

0^2/1

^71/1——

Le nombre d'équations correspondant à A et se partageant par
conséquent en systèmes du type 1 est égal au degré de multiplicité
de la racine \. Le nombre d'équations correspondant à g ' ± hi et
se partageant par conséquent en systèmes du type II est égal au
double du degré de multiplicité de la racine g 4- hi (ou g — hi^ ce
qui revient au même). Dans ces équations, z^ u^ ^'désignent des
quantités y7 et z, M, v des quantités y.

Appliquons ce théorème à notre cas. Posons à cet eflet

p.==ro

y-.-2p<(A^U.

(A=l

On peut alors choisir les quantités réelles (3/p. de telle façon que le
déterminant |P,p.| soit^o et que les équations (i) transformées se

* A

déterminant |P,p.| soit^o et que
XXXVIII.X X X V I I T .
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partagent en les deux systèmes suivants :

I.
dz\ ^^=^,+ç,,
dZî ^ „
-^ =^1+A^-+-Ç2,

dz^
~dt

•- z-^—i 4- )< z>) -4- ^y.

II.

~df -6-i--i-T-^ -^-

du^ dvy
-^ = Mi4- gu^—hv^-^ r^, ,-

<^MI - dv\ ^
-^- ==^MI-A(/I-+-T)I, -̂ . =:^i-h/iMi-+-2ri,

'^^2 , ^2 ^
Mi4-^M2— À^H- r<2, -,- == V\-^- gVî^-hu^- ^2,

^MO (Yp,p , O-VQ
- == Mp-i + gU^— h^ç-h Y]?, -,^ == Pp_i + ̂ Pp4- ÀMp-r- ^p,-^-==^p_i+^p-^p+73p, -^- =pp_,-

où )v, ^, A ont la même signification et le nombre d'équations cor-
respondant est le même que dans le théorème précité et Ç, Y], S sont
des expressions linéaires et homogènes en Ç dont les coefficients
ne dépendent que des quantités a. Formons maintenant pour
chaque système 1 la quantité

G==]^a-i^.

Nous aurons
a-=:v a==v

^X".->.â=.^î-+-^^ X^a -1^^ == ̂ z\ -+- ̂  aX2a-l^(^_^ + X^a) 4- Z,
a==l a==2

où Z désigne une forme bilinéaire des quantités z et Ç dont les
coefficients ne dépendent que des quantités a. Par conséquent

a==v a==v
d

(2) ^ ̂  X20C-1^ == X2^? + X9-^ .̂ ̂  (X03^4- Xa-1 ̂ -l)2^- Z.

a==i a=2

Pour chaque système II nous poserons de même
P=P

^^^-^fl-^).
p=i
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d'où

P=P
3,2; ̂ -^-^p)

p==l
= 2^ [ ̂ 1(^1 — A^i ) -h PI < î + hui )]

P=p

+^2^-l[^(^^+^p-^)+Pp(p^+^p+^)]4-H,

où H est une forme bilinéaire des quantités u, v d'âne part et des
quantités T\, à d'autre part, les coefficients de cette forme ne dépen-
dant que des quantités a. Par conséquent

P-Pd_
~dt

8=1
^S^-^l^)

(3) / =^2(^+PÎ)-4-^P(^4-^)
P=P

+ ̂  K^"?4- ̂ p-1 ̂ -i )'+ (^P^+ ̂ -^p-i)2] + H.
P==i

Partageons maintenant les quantités y en deux groupes.
Soient/?, ,/?2,..., /?A celles des quantités y qui correspondent aux ra-
cines à partie réelle positive de l'équation D = o et q^ q^ ..., ̂
celles qui correspondent aux racines à partie réelle négative de la
même équation. (Il peut arriver, bien entendu, que les quantités
d'un de ces groupes n'existent pas'.) En ajoutant pour chacun de
ces groupes les quantités G et H formées plus haut, nous aurons
les deux sommes suivantes

^=A v=/

2;W ^t^
(A==I v=i

où les quantités positives d et les quantités négatives/ne dépen-
dent que des quantités a. Il résulte alors de ce qui précède

(4)

(A=A- (JL=A

diïW^i^P^-P.
^=1 {JL=1

1 d ^ 1 v==/

f^S^^S^-Q
\ V=l V=l
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où P et Q sont des nombres ne dépendant que des quantités a^
PI et Q( étant positifs. On déduit les relations (4) des rela-
tions (2) et (3) en remarquant que les seconds membres des
équations (2) ou (3) sont, abstraction faite de Z et H, des formes
quadratiques définies positives relativement aux quantités^,.. .,^v
ou î / i , . . . , ? / p , (^ , . . . , ^p .

9. Introduction cVun certain domaine pour les grandeurs p
et q. Propositions préliminaires. — Entre les deux systèmes
d'équations différentielles en x et y il existe évidemment une
dépendance bien simple. Si le domaine de variabilité des quan-
tités x est déterminé à l'aide d'inégalilés du type a/<;r/<; j3/,
celui des quantités y est déterminé par les mêmes inégalités quand
on substitue aux x les fonctions linéaires correspondantes des y.
D'une solution du système en x résulte une solution du sys-
tème en y pour le même intervalle de valeurs de t et inversement.
Les valeurs initiales sont liées par les mêmes relations que celles
qui lient les x et les y.

En appliquant au système d'équations en x la suite de théo-
rèmes du précédent Chapitre, on peut établir les théorèmes corres-
pondants relatifs au système en y. On pourrait aussi les établir
directement. Si, par exemple, la solution du système eny s'étend
à l'intervalle de t •==. t^ à t = T (T exclu) et pas plus loin, T appar-
tenant aux valeurs admises pour <, la solution doit prendre entre
autres, des positions aussi voisines qu'on veut des limites du
domaine pour des valeurs de t aussi voisines qu^on veut de T.

Si les fonctions Ç admettent des dérivées par rapport aux x
jusqu'à l'ordre M et si ces dernières sont des fonctions continues
de t et des x pour toutes les valeurs admises, les x admettent des
dérivées par rapport aux valeurs initiales jusqu'à l'ordre M. Elles
sont continues par rapport aux valeurs initiales (dans un certain
domaine renfermant un système particulier de valeurs initiales) et
par rapport à t et satisfont à des équations différentielles qu'on
obtient en formant les dérivées par rapport aux valeurs initiales
des deux membres des équations différentielles données. Il s'en-
suit qu'on peut en outre dillerentier par rapport à t ces dérivées
des x et l'on obtient des fonctions continues des valeurs initiales
et de /. Par conséquent, les y ont évidemment aussi des dérivées
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par rapport aux valeurs initiales jusqu'à l'ordre M. Elles sont
continues par rapport aux valeurs initiales (dans un domaine ren-
fermant un système déterminé de valeurs initiales) et par rapport
à t. On peut les différentier encore une fois par rapport à t et l'on
obtient des fonctions continues. 11 en résulte que les dérivées par
rapport aux valeurs initiales des y satisfont aussi à certaines équa-
tions différentielles qu'on obtient à l'aide des équations diuéren-
tielles données, car on peut modifier l'ordre de différentiation des
quantités y par rapport aux valeurs initiales et par rapport à ^,
grâce à la continuité des fonctions correspondantes.

Introduisons maintenant le domaine suivant pour les quan-
tités y (1)

(JL==* V== /

(0 ^W^\ ^/v^-Sï2 (S>o).
y.=i v==i

Choisissons le nombre S (dépendant des quantités a seules) suffi-
samment petit pour que les quantités /^ q appartenant au do-
maine (i) soient à l'intérieur du domaine qui est indirectement
assigné aux quantités y par les inégalités — y << Xi<i y.

Soient maintenant Ai >> o, Aa>o , deux nombres positifs ne
dépendant que des quantités a et satisfaisant aux conditions ( 2 )

La signification de P(, Pa, Qi, Qa résulte des équations (4) du
n° 8; û?o et I/o | sont les plus grandes parmi les quantités 6/p. et [/v|-

Conformément à nos hypothèses, nous supposons que dans le

domaine —^<Xi<^^ uiit lieu les inégalités -^- < A ( , -° << Ag

où Ço est la valeur de Ç pour x\ ==. . .== x^ = o. On a alors, pour

( 1 ) Nous supposons d'abord que les deux groupes p et q existent. Le cas plus
simple où l'on n'a qu'un seul groupe est traité plus loin.

( 2 ) Les notations dont il est fait usage ici sont indépendantes de celles em-
ployées dans l'introduction ainsi que de celles qu'on rencontrera plus loin.
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les valeurs des x prises dans le domaine - y < a-,< ,̂

n

^"•- îl-ĵ  ('=i^,...,~),
(Jl=l r"

où j^i-j désigne la valeur de -^
î - ï _ . , , , v^
011 i4i désigne la valeur de <§ P01111 un ^rtain système de va-
leurs des x pris dans le domaine - y < ̂  < ̂ . n .̂ ensuit que

^^2<^1^•|< ^ As y 4-/i^i y

et, en vertu de (2),

'" "••it/2y<i/^.ï. i<.it/Iy<î -Q,,.
y * — 1 y • _. » 1 ̂  u 1

Envisageons maintenant, en premier lieu, le cas où les coor-
données 7,, q de la solution satisfont, pour une certaine valeur
de t, aux conditions

" i/
c'.

(4) ^^^^ S-^^-^2'
(A=l

La première des relations (4) du n" 8 nous donne alors, en vertu
de (3) et de Pmégalité

résultant de (4),
i'îî^'iii=i

Nous avons, par conséquent, dans le cas (4),

(5) ^i^>o.p.=i
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En second lieu, considérons le cas où, pour une certaine valeur
de ^, on a simultanément

k î

(6) ^d^p^\ ^/,y?=-8Y».
(Jl.==l V^l

Nous avons alors, en vertu de la seconde inégalité (4) du n° 8,
de la relation (3) et de l'inégalité

2^CT1'
résultant de (6),

^.^(.-''Vâil)>2.(.-^•ït/r^-
vrav=i v=i 1 ^ /^, , 1 ^=i \ 1 /mT

Donc, dans le cas (6), on a

(7) ^S-^^0-
2 •

^«/V .

V=l

10. De V existence de certaines solutions d^un type particu-
lier. — Supposons que Fintervalle donné de t contienne toutes
les valeurs réelles de ^, ou bien soit défini par l'inégalité t >> T et
considérons le domaine

p.=Â v==/

(0 ^W^Y2, ^/v^-^
p.==l v=l

défini précédemment. Des propositions du précédent paragraphe
s'exprimant à Paide des relations (4)? (5), (6), (7), il résulte que
si les coordonnées /?, q de la solution se trouvent, pour une cer-
taine valeur de t, par exemple ^ = = T ( , dans le domaine ( i ) , on
peut trouver un intervalle de valeurs de t commençant par la
valeur T^ et s'étendant au delà de t ^= T< pour lequel /?, q restent
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dans le domaine ( i ), sauf dans le cas où, pour t = T,

2^.^=^.
{j.==i

Dans ce cas, il n'existe point d'intervalle commençant par T, et
s'étendant au delà de t=-:^ pour lequel /?, q restent dans le
domaine ( i ).

Choisissons maintenant un système quelconque de valeurs des q
satisfaisant à la seconde des conditions ( i ) , pour système de
valeurs initiales des coordonnées q de la solution correspondant à
une valeur initiale arbitrairement choisie To de t. Deux cas peu-
vent alors se présenter : ou bien, on peut associer à ce système
de valeurs initiales des q un système de valeurs initiales des p
satisfaisant à ( i ) et tel que la solution correspondante reste pour
toutes les valeurs de t^To dans le domaine ( i ), ou bien cela n'est
pas possible.

Admettons que, pour un certain choix particulier, le second cas
puisse se présenter. Alors, quelle que soit la façon de compléter le
système de valeurs initiales des q par un système de valeurs des/?,
appartenant à notre domaine, la solution correspondante ne res-
tera pas pour toutes les valeurs de t^To dans notre domaine.

Si le système complémentaire de quantités p satisfait à l'équa-
tion

k

^<W=ST2,
(X=l

on ne peut, d'après ce qui précède, trouver un intervalle (com-
mençant par To, et s'étendant au delà de To), pour lequel notre
solution reste à l'intérieur du domaine ( i ) . Par contre, dans tout
autre cas, un pareil intervalle existe. Mais puisque, par hypothèse,
la solution ne reste pas toujours dans notre domaine, il existe évi-
demment un nombre positif déterminé T tel que, pour les valeurs
de t appartenant à l'intervalle To^t < To + T, la solution reste
dans notre domaine, tandis que cela n'a plus lieu pour l'intervalle
TO^ < To4- T 4- e (e > o, mais d'ailleurs arbitraire). Nous avons
alors évidemment, pour t === To-4- ï,

k

^^^=SY2.

^==1
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A chaque système de valeurs des p prises dans le domaine

A-

^W<^
(1==1

correspond ainsi une quantité déterminée T. Soit T === o la valeur
correspondant aux quantités p satisfaisant à la condition

^W-^.
p.=i

Alors, comme nous allons le prouver, T est une fonction continue
des quantités/.? dans le domaine

A

^^^.

(1=1

Choisissons d'abord un système de quantités p satisfaisant à
l'inégalité

k

^^<Sï2.

(1=1

Désignons-le par [po] et déterminons pour l'intervalle To,
TO + T la solution correspondante susceptible d'être prolongée au
delà de cet intervalle. On a évidemment, pour To^t << To+ T-,

k

l̂i/^<^.
( A = I

De plus, en vertu des propositions du précédent paragraphe,
on a, pour t >> To + T,

A

^d^>^\
{i=i

si t — To — T est suffisamment petit.
Choisissons maintenant un nombre positif A aussi petit qu'on

voudra et considérons l'intervalle des valeurs de t défini par les
inégalités t^t — To^ ̂  (o < to < T < ^ ), les différences T — ^o,
^ — T étant supposées inférieures à A et la différence t^ — T assez
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petite pour qu'on ait

k

^^>ST2

(A=l

dans l'intervalle T < t — To ̂  / , . Nous aurons, par conséquent,
A

^(x7^<^

pour ^ — T o = = ^o et
A-

^^^>§Y2

p,=i
pour ^ — To === ^.

D'après le précédent Chapitre, nous pouvons maintenant déter-
miner, dans le domaine

A-

J^/^<8ï2,
p.=i

une région autour du système [po] telle que toutes les solutions
correspondantes soient déterminées dans l'intervalle o^ t — To^<
et différent dans cet intervalle d'aussi peu qu'on voudra de la solu-
tion correspondant au système f /?o]- Puisque pour cette dernière
solution, la différence

k^-s^
{A=l

reste, dans l'intervalle o^—To^oî supérieure à un certain
nombre positif, on peut choisir la région en question suffisamment
petite pour que cette différence reste positive, dans le même inter-
valle, pour toutes les solutions correspondant aux points p de
cette région et qu'en même temps on ait, pour t—To== ^, ,

A-

^^^>8ï2;
p.=i

il s'ensuit que, pour les systèmes/? de la région ainsi déterminée,
T reste compris entre <o et ^ et diffère de moins de A de la valeur T
correspondant au système [po]. Donc Test continue au point [ p^].

Considérons, en second lieu, un système [/?o] satisfaisant à
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l'égalité

^^=§ï2.
(A=-l

T est alors nul pour [ p o ] ' Etant donné le nombre positif A, choi-
sissons ^ positif et inférieur à A de telle façon que la solution soit
déterminée dans l'intervalle o << t—To^^i et qu'on ait toujours

2^>8ï2

On aura donc
(A=l

A

^^^>8T1,
(A==l

pour t — To== t ^ . On peut alors définir un voisinage du point [/?o]
tel que les solutions correspondant aux points de cette région
soient déterminées dans l'intervalle o^£—To^i et y diffèrent
d'aussi peu qu'on voudra de la solution précédente et, par consé-
quent, tel que l'on ait

k

^^>Sï2
(i.-=l

pour t — To == fi. Pour t — To == o nous avons

k

^^Mï2-
(1=1

Les valeurs de T correspondant aux points de la région considérée,
satisfont donc aux inégalités o ^ T <; ̂ . Donc T <^ A.

La continuité de T dans le domaine

k

^^î.^Y1

0=1

est ainsi prouvée. Par conséquent, T prend en un point au moins
de ce domaine sa plus grande valeur.

Soit [po\ ce point, et désignons par 8 cette plus grande valeur
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de T. En ce point, on a évidemment

^°w^< OV2.

(A=l

On peut déterminer autour de ce point une région intérieure
au domaine

k

^^<^

p.==l

et telle que toutes les solutions correspondant aux points de cette
région soient déterminées dans un intervalle allant plus loin
que To+9. On peut prendre cette région suffisamment petite
pour que toutes ces solutions soient, dans l'intervalle allant
jusque ^===To- ( -9 , aussi voisines qu'on veut de la solution cor-
respondant à [po] et aussi telle que les valeurs de T soient pour
cette région aussi voisines qu'on veut de 0. Par un choix conve-
nable de la région, on peut donc obtenir que les solutions en
question soient, dans l'intervalle To 4-T, To+9, aussi voisines
qu'on veut de la position à l'instant t == ïo 4- 9 de la solution cor-
respondant au système [/?o1- O11 peut obtenir que les quantités T
soient aussi voisines qu'on veut de 9; elles sont ^9.

Pour t === TQ -4- 9 on a, pour la solution qui nous intéresse,
À

^2^^>-^
(X=:l

comme nous le savons. Soient p^ /?°, .... p^ y°, . . . . q^ les
valeurs des p et q pour / = To + 9. On peut alors choisir deux
nombres d^>o et e >> o, tels qu'on ait pour une solution
quelconque

dt^Ld^>^
(A=-l

si/?, q diffèrent de p°^ . . . , /^ ,g^ , ..., q^ de moins de c l ^ t diffé-
rant en même temps de To+9 de moins de e. Cela résulte de
ce que l'expression

k

ît^P^p.=i
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est une fonction continue des quantités />, y, t à l'intérieur d'un
certain domaine, comme cela ressort des équations diiï'érenti elles.

On peut donc, d'après ce qui précède, choisir une région autour
du point [/^o] suffisamment petite pour qu'on ait, pour toutes les
solutions correspondant à cette région,

d \^ od \^
~dî2à

(A==I
-diZà ?̂- > o,

dans l'intervalle To 4- T, To-j-9. Il s'ensuit que, dans cet inter-
valle,

A

^^E^T2-
(A==l

Donc pour t == T() -}-- 9, on a
A

j^^W^r2.
p.=i

pour la solution correspondant à [/^u] el

A-
V -» o - ^ oJ^p./^>ôY2,

(A==l

pour les solutions correspondant aux au Ires points de la région.
Par conséquent, celte somme formée pour t == To + 6 dans un

certain voisinage du point [po] prend sa plus petite valeur en [/>o].
Soient a < , . . ., a^ les coordonnées du point [/?o] 61 désignons

par a'p ..., a^ celles des points situés dans le voisinage de [/?o] et

considérées comme valeurs initiales pour ^==To. Les fonctions p
correspondant aux valeurs initiales a' ont, comme nous le savons,
des dérivées partielles premières par rapport aux a' finies dans un
certain voisinage du point [po]- La même chose a donc lieu pour

k

^d^'
p.=i

Mais pour t == To+ 9 IGS dérivées de cette dernière quantité sont
nulles au point [/^o1? puisqu'elle y prend une valeur minima pour



— 30 —

une certaine région autour de [ p o ] ' Ceci donne k équations
linéaires et homogènes par rapport aux quantités d^p^ où il faut
prendre les valeurs des fonctions py, au point [ po] et pour t == To 4- 9.
Comme on a en même temps

k

S^W-8^
(A==l

tous les d^pn ne sont pas nuls simultanément. Par conséquent, en
désignant par -r^ [ la valeur de -r*^ pour

^p j ^p

a, == ai, . . . , a^== a^, ^ == To4-6,
on a

(2)

r^ii r^iL^iJ L^j

^1 f^J L^£2

c^

"^'
à^

~àpf[\
àa/c]

Désignons par [<7o] 1e point initial des quantités q pour t ===- To
qui jusqu^ici avait une position fixe. On peut déterminer autour
de [/^o]? [^o] i1116 région telle qu^à chacun de ses points, pris
comme point initial pour < = = T o , corresponde une solution/?, q
définie dans l'intervalle To^^To-t-8. On peut de plus choisir
cette région de façon que les quantités p , q considérées, dans cet
intervalle de valeurs de t^ comme fonctions de valeurs initiales et
de t aient des dérivées premières finies et continues par rapport
aux valeurs initiales. Cela résulte de ce que nous avons dit au n°9
en nous basant sur les théorèmes auxiliaires du Chapitre précé-
dent. Ces dérivées satisfont aux équations différentielles, qu^on
déduit des équations en/? et ̂ , c^est-à-dire des équations (I) et (II) du
n° 8, en formant les dérivées par rapport aux valeurs initiales des
deux membres de chaque équation. Pour plus de clarté écrivons
comme il suit les équations (I) et (II) du n0 8 en les séparant en deux
groupes, selon que le premier membre se rapporte aux quantités p
ou aux quantités q :

(3)

dp^^
dt Lp.(^)-+-n^ k),

^w-
(v-=

( v= l),
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où L et 1 sont des expressions linéaires et homogènes par rapport
aux quantités/? ou <y; II et K, des sommes de termes du type

cÇ(c === const.),

ces sommes pouvant être exprimées avec des coefficients c connus
lorsque le tableau des quantités a est donné. Si nous formons
l'expression

k

dtïé^^
(A==l

à l'aide des équations différentielles (3), les L(J.(/>) donnent une
forme quadratique positive définie par rapport aux quantités /?,
comme nous l'avons montré au n° 8; de même dans l'expression

éi^-
les îv(<7) donnent une forme quadratique positive définie par rap-
port aux quantités q.

Si maintenant (î désigne une quelconque des valeurs initiales
des quantités/? ou q^ on a

k l
d _ ( à P v _ \ _ r ((^\,\^àn^à^ V àn^ àqy
d t \ à ^ ) ^{à^'^iàpp à ^ ' Z ^ à q ^ à^

P==l (T==l
k l

d (à^ \ _ r (à(^\ , V à^ àp^ Y ^v ^o-
dt{~^)-^\^) ^Lôp~^^liàq,~W

n —1 r rr—\

tA

P=l - ' ' (7=1

(4 ) ^ d (àq.\ . (àq\ ^à^ ^p . Y
ï [ W ) ~ \^) ̂ ^p^^

P==l (T=l

( ( A = I , 2, . . . , /f\ V = I , 2, . . . , i).

Les coefficients de -L-? —I sous les signes ̂  aux seconds membres

peuvent être considérés comme fonctions des valeurs initiales et
de t. Pour notre but, il suffit de former ces équations pour les
dérivées par rapport aux valeurs initiales des quantités/?. De plus,
nous examinerons seulement le cas particulier où les valeurs ini-
tiales sont les coordonnées du point [/?o]? [?o]- Alors, d'après ce

qui précède, -^? ^ satisfont à un système d'équations différen-

tielles linéaires indépendant de la valeur particulière de jî.
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Remarque importante. — Les coefficients de -Ç et ̂  sous les
Op (7p

signes ̂  aux seconds membres ont, d'après ce qui précède, la

forme ^ ^ — - » ces formes linéaires et homogènes des quantités —2

pouvant être obtenues formellement avec des coefficients e déter-

minés si le tableau des quantités a est donné. — s'obtient comme
03C

fonction de t en exprimant/?, q en fonction de t et en considérant
ensuite les x comme fonctions des /?, q. Mais puisque les /?, y,
correspondant au point initial [po]^ [<7o] pour < == To, restent dans
le domaine

^^^, ]^/V^-SY
^=1

pour les valeurs de t de Fintervalle To^^To+O, les valeurs
correspondantes des x restent, d'après le n° 9, dans le domaine
— y < x < y. Or, nous nous sommes réservé le droit d'introduire,

pour ce domaine, des inégalités du type ç <; A ;> o où A ne
(J3C

dépend que du tableau des quantités a\ nous pouvons donc intro-

duire cette hypothèse que les coefficients de ^ |̂ sous les

signes ^ aux seconds membres sont inférieurs à un certain

nombre D ;> o ne dépendant que du tableau des quantités^. Nous
utiliserons plus tard cette possibilité.

Pour le moment, remarquons que les expressions

(^)

ri=

r/,==

Si ==

s/ =

"S
"t
-^
-t

-S
-t

àqi
-l-c•2é

+c^
àpî

-+-. . .-4-

4-. . .-+-

4-. ..4-

+. . .-+-

Cfc

Ck

Ck

C/c

àp^

à^'

àpk
à^1

àq\
à^9

àqi
à^9

ou C i , .... ÇA sont des constantes arbitraires, satisfont aux équa-
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tions

(6)

* /
d -, , ^ "v^ ^n», ^-^ àHn
di^W^Z-^'-^Z,^^

p==l (T=l

A /
^ ()Kv v^ ()Kv^ T / \ V ^KV V^ ()KV

dl ÎV=IV^ ̂ S^^l;^
r>—1 r f f — <
•S^7-^!;^-
p==l r 0=1

Les coefficients de r, s sous les signes ^ dans les seconds

membres sont les fonctions de t qae nous avons déjà caractérisées
et qu'on peut, comme nous Pavons déjà dit, assujettir à la condi-
tion devoir un certain degré de petitesse dépendant du tableau
des quantités a. Formons maintenant, à Paide des équations (6),
Pexpression

^[i^i/v4
L(A=1 V=l J

L et 1 donnent, diaprés ce qui précède, une forme quadratique
positive définie des quantités r, s. Les autres termes des seconds
membres des équations (6) donnent une forme quadratique des
quantités r, s, ayant des coefficients auxquels on peut assigner,
diaprés ce qui précède, tout degré de petitesse dépendant du
tableau des quantités a ( < ) . Nous avons donc la relation

âfi^^i/^l^fi^i^VQfi^-i^)
L(A=1 V=l J \(Jl=l V=l / \(Jt.=l V==l /

où P est > o et ne dépend que du tableau des quantités a, tandis
qu'on peut attribuer à Q ̂ o tout degré de petitesse dépendant du
tableau des quantités Œ.

Choisissons maintenant ce degré de petitesse dont nous pou-
vons disposer de façon qu'on ait Q < P. Nous aurons alors

k l

,2
(7) ^(S^^S^^F0'

( 1 ) Voir Chap. II, § 8, note 1 de la page 16.
XXXVIII.



— 34 —
l'égalité ayant lieu pour

n ==. . .== rk = si ==.. .== Sf = o
seulement.

On peut maintenant, en vertu de la relation (2), choisir les
quantités c non toutes nulles de telle façon que les quantités r dé-
finies par les relations (5) s'annulent pour ^==To+9. Remar-
quons de plus que, pour t == To,

àp\ ̂  àpï _^ ___ àpk __
à^i "" à^ •"•••'•"•(^ ~1 '

tandis que toutes les autres dérivées -S, q sont nulles. Par consé-

quent, si l'on choisit les quantités c, comme il vient d'être dit,
on a, pour t = To,

ri==Ci, ..., r/:=Ck, Si ==..,= 5/= o

et,pour^==To+0,
n=.. .=r^=o.

Cela étant, la somme
k l

(8) J^ri+^/vsî
(A=l V=l

est > o pour t == To tandis qu'elle ne l'est pas pour t = To 4- 9.
Cela est évident en tenant compte des signes des quantités d et/.
Il existe, par conséquent, une valeur de t comprise entre To et
To4- 8 pour laquelle

^(s^+i/v*?)^ 1<0,

\(A=l V==l /

ce qui est contraire à la relation (7).
Nous aboutissons donc à une contradiction et nous devons aban-

donner l'hypothèse faite au début de ce paragraphe. Nous avons
donc démontré le théorème suivant :

Si le degré de petitesse dont il a été question est convenable-
ment choisie on peut associer^ à tout système de quantités q



appartenant au domaine
i
S/v^^T1

v==l

et à chacune des valeurs admises de t, un système au moins de
quantités p appartenant au domaine

k
^^^<$T<
1=1

et tel que ces quantités /?, y, t^ prises pour valeurs initiales^
déterminent une solution qui reste pour toutes les valeurs su-
périeures de t dans le domaine

l k

j;/vyv2 > - ̂  ^ d^< SY<.
V==l l<.=»

Nous montrerons plus loin que, si le degré de petitesse en ques-
tion est convenablement choisi, à tout système de quantités y et à
toute valeur de t ne peut être associé qi^un seul système corres-
pondant de quantités p .

Théorème analogue lorsque l'intervalle de valeurs de t est
donné par t <. T ou t arbitraire; les rôles de p et q sont alors
intervertis.

Jusqu'ici nous avons supposé qu'aucun des groupes ne dispa-
raissait. Dans le cas contraire, on peut utiliser des considérations
analogues à celles qui précèdent. Introduisant, dans le cas où le
groupe ^n'existe pas, le domaine

H

(9) 2^^
|A=I

et dans le cas où le groupe p fait défaut le domaine

n
(10) ^/V^-5ï1

V = 1

nous avons les deux théorèmes préliminaires suivants :
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Le groupe q n'existe pas. Si

on a

^ d^ == ̂
p.=i

7l

diï^^09

p.=l

Si Pintervalle admis de valeurs de t est défini pour les condi-
tions t > T ou t arbitraire, il existe pour chaque valeur admise
de t, t == ^09 ï111^ solution qui reste dans le domaine (9) pour t^ t^.
Si Fintervalle admis de valeurs de t est défini par les condi-
tions t < T ou t arbitraire^ toute solution qui, pour une valeur
de t, se trouve dans le domaine (9), reste dans ce domaine pour
toutes les valeurs inférieures de t.

a° Le groupe p n'existe pas. Si

n

^/vyî = - 8y',
V =1

on a

^i/^>o.
V =: 1

Si l'intervalle admis de valeurs de t est défini par les condi-
tions t ^> T ou / arbitraire, toute solution se trouvant pour une
valeur quelconque de t dans le domaine (10) y reste pour toutes
les valeurs supérieures de t. Si Pintervalle admis de valeurs de t
est défini par les conditions <<^T ou t arbitraire^ il existe pour
chaque valeur admise <o de t une solution qui reste dans le
domaine (10) pour les valeurs inférieures de t.

8 > o désigne ici un nombre qui ne dépend que des quantités a
et est choisi de façon que les quantités p (ou q) du domaine (9)
[ou (10)] conduisent à des valeurs des x satisfaisant aux inéga-
lités \x\ < y. De plus il est supposé que le degré de petitesse
que nous avons, par hypothèse, le droit de choisir, est déter-
miné convenablement.

Nous pourrions d^ailleurs simplifier les recherches dans les cas
précédents, mais nous ne nous en préoccuperons pas ici.
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H. Lemme. — Démontrons (T abord nn théorème auxiliaire dont
il sera souvent fait usage dans la suite.

Soient données n fonctions x^ x^ ..., Xn satisfaisant pour
toutes les valeurs de ^>T {ou ^<T, ou t arbitraire) ( 1 ) au
système suivant adéquations

(1) -^t==L,(a<)-+-^•p-^-î/ ( 1 = 1 , 2 , ...,^),

où les L désignent les mêmes expressions linéaires des x qui
figurent dans les équations ( i ) au début du présent Chapitre;
les Ço? S sont des fontions de t satisfaisant aux inégalités

1 n

M<^; ISd^t/2^

la quantité d > o étant une constante quelconque, et x ̂ > o une
constante que nous nous réservons le droit de choisir arbitrai-
rement avec cette seule restriction que x ne dépende que du
tableau des quantités a. Soient de plus y, /?, q les mêmes
expressions linéaires des x et d^ /y l^s mêmes constantes que
celles considérées précède mm ont.

Nous introdairons en outre une nouvelle hypothèse que nous
énoncerons cependant plus loin. Pour le moment, disons seulement
qu^elle est remplie en particulier dans le cas où tous les x restent
entre des limites finies pour Pintervalle considéré de t.

Posons
Ht—— A- /

^/S^ s:=s S^^S^^
( == 1 (JL == 1 V == 1

(*) Pour distinguer entre elles ces trois hypothèses, nous désignerons par 1 le
cas où les valeurs admises de t sont définies par l'inégalité t > T, par II celui où t
doit rester < T et enfin par III celui où t est arbitraire.

(2) Si Fun des groupes p ou q n'existe pas, nous posons

/ k
^ /v^î ou s = ̂  û /̂?ji.
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et formons .. à l'aide des équations ( i ). Les termes L donnent

alors, comme nous l'avons déjà fait remarquer, une forme quadra-
tique positive définie des y qui est par conséquent ^x,<y2 , la
quantité x< > o ne dépendant que du tableau des quantités a. Les
termes Çio donnent une expression dont la valeur absolue est ^ x, dv
où Xg^o peut être considérée comme une quantité ne dépendant
que du tableau des quantités a. Enfin les ç, donnent un terme qui
est numériquement ^x^xy2, où la quantité Xa^o ne dépend que
des quantités a.

Nous avons donc

-. ^ %i (T1 — XXt Œ1 — X» dff.

Choisissons maintenant d'une façon quelconque le nombre x > o
ne dépendant que du tableau des quantités a et tel qu'on ait

r == xi — xxi > o.

Nous aurons alors

(a) ^roî- x,rf<r,

où les quantités r > o et x»^o ne dépendent que des quantités a.
De plus, on a, comme il est facile de le voir,

(3) -S- ^re^-^riûfff,
j Ut i

où les quantités ro > o et r^ >> o peuvent être considérées comme
se déterminant à l'aide du tableau des quantités a.

Introduisons maintenant la quantité

xs^jo<TO = —^— rf,

où €o est une quantité > o ne dépendant que des quantités a mais
d'ailleurs arbitrairement choisie.

Si maintenant, pour une certaine valeur de f, o-^o-o, il en résul-
tera

(4) ^^(^—xarf^ff.e^.
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Ajoutons maintenant l'hypothèse supplémentaire dont nous
avons fait mention au début de ce paragraphe. Cette hypothèse a
pour but d'exclure le cas où l'on aurait cr^o-o pour toutes les
valeurs de t de l'intervalle t> t1 dans les cas I, III (ou t<^t1

dans les cas II, III), où t1 est une quelconque des valeurs admises
de t. Il suffirait évidemment de supposer que les x restent entre
des limites finies. Car si (4) a lieu pour toutes les valeurs de t de
l'intervalle t > t' (ou t<^ ^'), s ne reste pas entre des limites finies.
C'est l'hypothèse que nous avons indiquée au début de ce para-
graphe. Plus générale serait l'hypothèse suivante : (A). Il existe
une fonction <p dans les cas I, III {ou une fonction ^ dans les
cas II, III) qui est donnée pour des valeurs suffisamment
grandes (ou petites) de t et admet pour celles-ci des dérivées
finies <p' (ou ̂ ). De plus elle satisfait aux conditions suivantes :

(̂  r f y r\
<?>o(ou <KO), - ^— ^ / o u - ^ ^ ^ 1 ,

lim (cp^) == o[ou lim (^s) == o],
(==«0 <==——OB

c désignant la plus grande des quantités dy. 1/vj de sorte qu'on
ait, par conséquent, toujours

(5) N^1.

Supposons cette hypothèse réalisée, les conditions entre paren-
thèses se rapportant aux cas II, III, les autres aux cas I, III. Cette
hypothèse est d'ordre plus général que celle en vertu de laquelle
les x seraient compris entre des limites finies : car dans ce dernier
cas on aurait

lim \_e ïc x\ == o ou lim [^e^ aysso y
(=.« L <=—« J

^t( rA
de sorte que e c \,ou — e0 ) , seraient les fonctions <p (ou ^) ca-
ractérisées ci-dessus.

Nous devons montrer maintenant que l'hypothèse (A) est bien
suffisante pour notre but. Supposons qn'il n'en soit pas ainsi,
c'est-à-dire supposons qu'on ait o'^o'o pour toutes les valeurs
de <>< ' (ou «;<'), ce qui aurait pour conséquence la rela-
tion (4). Alors, pour des valeurs de t suffisamment grandes (ou
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petites), s serait >o (ou < o) et comme rv—^d est >o
puisque <r^ o-o nous aurions

(6) ds.=\.\(r ^d \
^^V^^Tc)9

Soit maintenant e une quantité auxiliaire satisfaisant à la condi-
tion o < s < ^. Puisque, pour des valeurs suffisamment grandes

(ou petites) de f, \s\ prend des valeurs aussi grandes qu'on veut,

on a, pour ces valeurs de t, ̂  > [^|e. Par conséquent, pour des

valeurs suffisamment grandes (ou petites) de t, on a

^[loç/^-6Q]>orou^[log(—^")]<o1.

Il existe donc un nombre K (ou Ko) tel que, pour des valeurs suf-
fisamment grandes (ou petites) de /, on a

s > e^ e^Ç ou — s > c^o e-^ ),

d^où il résulte que

(7) — < e~^e~^ fou ——— < e~^e^
^s \ y——s )

Or de (6) nous déduisons

d ,1 . r '/.^d
^(log,)-^^,o,

ou

3>6(-.)l^-^=;î«,,

ou, en tenant compte de la relation (;) et de l'hypothèse (A) pour
des valeurs suffisamment grandes (ou petites) de t,

^.^.-ï.-:^,
ou

ahf'-^'-^'h
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II existe donc un nombre Kg (ou Ks) tel que, pour des valeurs
suffisamment grandes (ou petites) de t, Von a

log(^)^^e~^e~^>^
e y c

(8) ou

log^^-Î^A^Ka.
6 /C

Par conséquent, on ne peut avoir lim (y s) ==o [ou lim (^)==o],

car dans ce cas les premiers membres de (8) devraient prendre des
valeurs infiniment petites pour ^==00 (ou t == — oo). Nous abou-
tissons ainsi à une contradiction avec l'hypothèse (A) et devons
abandonner l'hypothèse admise à titre d'essai. Par conséquent,
l'hypothèse (A) est bien suffisante pour le but que nous avons
en vue.

Donc, dans tout intervalle défini par t > t' {ou t < t') il doit
exister des valeurs <r < Oo. Mais quand o-est^o-oon a, d'après (4),
ds .
di>°'

Pour o-^o-o on a, d'après (5), l^co^. Il s'ensuit que si Vin-
tervalle considéré est défini par ^>T, on a toujours s^cv^;
car si, pour une certaine valeur de ty (T était >- 0-0? il existerait,
d'après ce qui précède, une valeur plus grande de t pour laquelle
a- == ŒQ . Or dans cet intervalle, s croît avec t, donc on a bien s ̂  c <r^.
De même, si l'intervalle considéré de valeurs de t est défini
par l7 inégalité t << T, on a s ̂  — cv^ et si l7 intervalle considéré
contient toutes les valeurs de t, on a toujours j ^ j ^ c o - ^ .

Soit maintenant S^o-o, la valeur de (T pour une certaine valeur
de t. Si pour une valeur 2r de t plus grande que la précédente
dans les cas I, III (ou plus petite que la valeur précédente de t
dans les cas II, III) <r est >> S, on peut enfermer cette valeur à de t
entre deux autres telles que, pour ces dernières, on ait <r = S,
tandis qu'entre elles <r reste > S. Cela résulte de ce que nous
avons vu précédemment. A l'intérieur de l'intervalle limité par

ces deux valeurs de t, on a évidemment — > o et par conséquent
H^cS2.
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D'après le théorème de Cauchy on a maintenant

<^ff»
^—£« _ 'dT
s—g ~~ ~ds

Tt

où s désigne la valeur de 5 pour la limite inférieure de l'intervalle
en question, s et <r les valeurs correspondant à t = S, et les acco-
lades du second membre indiquent qu'il faut prendre la valeur du
quotient pour une valeur 9 de t intérieure à l'intervalle. Par con-
séquent, d'après (2) et (3), on a

d
|o»-Sî| ^^^T.h—rp——-s i^-^6)]

—^

ou bien, puisque o-i > o-o,

r\r
|Œi-si| ^^^TTo
\s-3\^r^^^-\

\ xa-+-eo/

En outre \s — s| ̂  acS2 et, par conséquent,

r^J^L.
^ V . ° X3-+-60/.y ^-x34-.

W<^^_^)
\ SCa-t-Eo/

1 <-7————————T^-H.

On peut, par conséquent, trouver un nombre g > i ne dépendant
que des quantités a et tel qu'on ait o- <: ̂ S. Supposons g choisi de
cette façon. Nous avons alors le théorème suivant :

CAS I. — Si^pour une valeur quelconque det^ vest == S^oo»
on a, pour toutes les valeurs supérieures de t, v < gï,

CAS 11. — -Si, pour une valeur quelconque de £, v est = S ̂  y,,
o/i a, pour toutes les valeurs inférieures de t, (K^S;

CAS III. — Si jamais <r ^==S^<ro, o/i a, ^o^r <o^^5 les
valeurs de t, o'<; ̂ •S.



— 43 —

Dans cet énoncé le nombre g > i ne dépend que du tableau
des quantités a.

De ce qui précède il résulte aussi que dans le cas III, c'est-
à-dire lorsque l'intervalle considéré de t contient toutes les
valeurs de t, on a toujours cr < g^e, car si l'on n'a pas toujours
o'<o'o (dans le cas contraire l'inégalité v<g7^ serait toujours
vérifiée) o- doit prendre, entre autres, la valeur o-o, d'où il résulte,
d'après ce qui précède, que o- reste <^<TO pour toutes les valeurs
de t.

Dans le cas où l'intervalle de valeurs de t est défini par
l'inégalité t > T {ou t < r) l'inégalité v < gv^ est vérifiée pour
des valeurs suffisamment grandes {ou petites) de t; cela a
certainement lieu à partir de la valeur de t pour laquelle
on a o'^o'o.

Remarquons encore que o-o est le produit de d par une quantité
qui ne dépend que du tableau des quantités a.

Examinons enfin le cas particulier où tous les ç»o sont nuls, toutes
les hypothèses faites au sujet des fonctions L,, ç, subsistant ainsi
que celles au sujet de x^, ..., .r,,.

Il résulte tout d'abord de ce qui précède que

(8) ^

<9) l^h^-

Cela découle des relations (2) et (3) indépendamment de la façon
dont ces dernières ont été établies, car on peut maintenant prendre
arbitrairement la quantité rf>o et r, ro, x^, 7*1 ne dépendent que
des quantités a. Mous voyons ensuite que, dans le cas III, v est
toujours == o, car <r doit rester < gv^ et la quantité d peut être
choisie arbitrairement. Donc, dans le cas III, tous les x sont nuls.
Reste donc à examiner les cas 1 et II. Dans le cas I, on a toujours
sïcv^ ; d'où, dans le cas actuel, s^o. De plus, pour des valeurs
suffisamment grandes de t, <T<^OO; donc limo^^o. Ainsi, tous
les x, et par conséquent aussi les s, tendent vers o quand t croit
indéfiniment. De même, dans le cas II, on a sï o et tous les x,
ainsi que les <r et les s, tendent vers o quand t décroît indéfi-
niment.
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Si jamais, pour t == t^ par exemple, <r == o, c^est-à-dire

xi ==...== xn, = o,

ces relations subsistent toujours. Cela résulte du théorème auxi-
liaire du n° 1 du précédent Chapitre. Ce théorème contient, en
effet, comme cas particulier la proposition suivante :

Soient données n fonctions x^ ..., Xn dans un intervalle
limité par les valeurs ^==T, t=r! {les limites appartenant à
l^ intervalle). Supposons qu elles aient, dans cet intervalle^ des
dérivées finies satisfaisant aux équations

^=/KO (i===i, ...,TI).

Supposons qu'on ait de plus
n

[//(Q] ̂ S^'^
(A=l

où les A sont des constantes positives. Enfin, supposons que
les x prennent la valeur o pour t == T, Alors ils sont nuls pour
toutes les valeurs de t'de l9 intervalle considéré.

Pour prouver que cette proposition est bien un cas particulier
du théorème mentionné, posons, en employant les notations du
n° 1,

^•(0=o, y/=o, F , ( 0 = = p < ( < ) = = o ,

et soit d^> o une quantité arbitraire. Alors, en vertu du théorème
en question, on a, pour une valeur quelconque de t de Fintervalle
donné,

|^-T)—i|
\^d

Mais puisque la quantité d^>o peut être prise arbitrairement,
tous les x sont bien nuls.

Au lieu de nous servir du théorème du n° 1, nous aurions pu
aussi appliquer la relation (9).

Si la quantité s s9 annule pour une valeur de t, tous les x
sont nuls pour toutes les valeurs de t. En effet, si s s^annule,
(T s^annule aussi, car si jamais on avait simultanément s = o,
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or > o, on aurait, d'après (8), — > o; par conséquent, s prendrait

des valeurs positives et négatives, ce qui est contraire à ce qui
précède. Par conséquent, de s = o résulte <r == o pour une certaine
valeur de t et par conséquent pour toutes les valeurs de t.

Il reste à examiner le cas où s ne s'annule pas. Alors, — est

toujours > o. Nous avons donc, d'après le théorème de Cauchy,

(T(QÎ-^(^ ^ dt^
s(t)-^s^) \ d^ \ 9

L dt J<=e

où 8 est une valeur de t comprise entre t et S. Il en résulte ensuite,
en tenant compte de (8) et de (9),

^)--^(^) =£2(10)
s{t)-s(^)

où 3 et t sont deux valeurs quelconques de t appartenant à l'in-
tervalle considéré. Convenons cependant de prendre t <: S ou t > 2r
selon qu'on se place, dans le cas 1 ou le cas II. Imaginons mainte-
nant que 3 croisse indéfiniment dans le cas I, ou décroisse indéfini-
ment dans le cas II, t gardant une valeur fixe. Alors ^(S) et ^(Sr)
tendent vers zéro. Nous aurons donc

00
^(t)
s{t)

= ^o
< ~~^î

pour toutes les valeurs admises de t.
La relation (8) donne maintenant — ^ 1- \s\. Par conséquent,

dans le cas 1 (où s est < o), on a

d , ( î-t\^lo^-^<o.

Ainsi, pour toutes les valeurs de t de chaque intervalle particulier
défini par la relation t^ /o(<o > ̂ }i a lieu l'inégalité du type

logV— secf)<i& (A == const.)
ou

|5|<^€ c .
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De même, on trouve dans le cas II, pour l'intervalle t^ ̂  (^ < -r),
^

|.ç[ < e^ (A» = consl.). En tenant maintenant compte de (i i),
on obtient des inégalités analogues pour y2. D'où le théorème
suivant :

îr<
Dans le cas I, les produits xeïc restent compris entre des li-

mites finies pour toutes les valeurs de t de l'intervalle tït^ ( t^ > r).
-lr<

Dans le cas II, les produits xe ïc restent entre des limites
finies pour toutes les valeurs de t de V intervalle t^t^ (^<T).

Il est d'ailleurs facile de voir que y2 reste entre des limites finies
dans l'intervalle T < t < to dans le cas 1, ou dans l'intervalle ̂  < ^ < T
dans le cas II. On peut déduire cela facilement du théorème
auxiliaire du n° 1 ou bien s'en rendre compte de la façon suivante :

D'après la relation (9), on a

|^log<Tî]§ro.

S'il existait des valeurs aussi grandes qu'on veut de o-2 dans les
intervalles ci-dessus, il devrait y avoir aussi des valeurs aussi
grandes qu'on veut de (^;log<y2 ' ce qui est contraire à ce qui
précède. D'où le théorème suivant :

i r <
Dans le cas I, les produits xe1 c et dans le cas II, les pro-

\r

duits xe lc restent entre des limites finies pour toutes les
valeurs admises de t.

12. Application au système considéré. Introduction d'une
solution d'un type particulier. Énoncé d'un théorème fonda-
mental, — Supposons maintenant données deux solutions des
équations ( i ) (voir le commencement du présent Chapitre), ces
deux solutions restant dans le domaine — y <; Xi < + y pour
t > IQ (ou t < ^o, ou pour toutes les valeurs de t). En désignant
ces solutions par x et x-{-z nous aurons des équations du type

dẑ = L (^)-+- ̂ (x -h z, t) - î(a?, o,
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où les expressions L (z) sont les mêmes formes linéaires et homo-
gènes en z que celles en x dans les seconds membres des équa-
tions ( i ) ._ \if j

En assignant aux quantités -ç un degré convenable de petitesse
dépendant des quantités a, les hypothèses du paragraphe précédent
seront remplies relativement à ^ et, comme dans ce cas ç<o == o, on
peut utiliser les derniers résultats du précédent paragraphe.

Pour abréger, désignons par 1 le cas où l'intervalle de t est
défini par t > t^ par II celui où t < IQ et par III celui où t est
arbitraire.

Diaprés les résultats obtenus dans le précédent paragraphe, on
voit que toutes les quantités z sont nulles dans le cas III tandis
que îiïjaz = o dans le cas 1 et limz = o dans le cas II. Par con-

( = «o t =:— oe

séquent dans le cas 1 les deux solutions tendent asymptotique-
ment l^une vers l^autre quand t croit indéfiniment; dans le
cas II la même circonstance se présente quand t décroît indéfi-
niment et dans le cas III les deux solutions coïncident.

Soient maintenant ̂ , ..., -n^, p < , .... p/ les quantités formées à
l'aide des z de la même façon que les quantités/^, ... ,/?^, y,,..., qi
sont formés à l'aide des a?. Posons, déplus,

k l

s=s ^^W^- 2/vP^
(JL==1 V==l

A /

ou s = ^ </(A^Î s = ̂ /vp^ si Fun des groupes p ou TC n'existe
?.=! vs= t

pas. Nous aurons alors, d'après le paragraphe précédent, s^o dans
le cas 1 et^^o dans le cas II.

Par conséquent, si jamais, dans le cas I, p < ==.. .=== p/== o ou si
le groupe p n'existe pas, on a, si le groupe TC existe,

A

d'où
^==2 ̂ î 0

pi=i

TCI ==...=== it^== o;

s s'annule donc au moins une fois, par conséquent tous les z sont
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nuls pour toutes les valeurs admises de t et les deux solutions
coïncident. Ainsi^ les deux solutions conïcident si pour une
valeur quelconque de t elles fournissent les mêmes valeurs
des q ou si le groupe q n'existe pas^ car les quantités p ne sont
autres choses que les différences des quantités q correspondant aux
deux solutions.

De même si jamais, dans le cas II, T^ = = . . . = = ̂  = o ou si le
groupe TC n'existe pas, on a, si le groupe p existe,

^== ^./vpîso

d'où
PI= PI.. •= P/== o,

et puisque s s'annule ainsi au moins une fois, tous les z dispa-
raissent pour toutes les valeurs admises de t et les deux solutions
coïncident.

Donc, les deux solutions coïncident si pour une valeur quel-
conque de t les valeurs des p coïncident ou si le groupe p
Sexiste pas,

Avant d'énoncer les résultats les plus importants obtenus
jusqu'ici pour les équations (i ) du n° 8, complétons-les par un
théorème relatif au cas où les hypothèses faites au n° 8 subsistent
ponr toutes les valeurs réelles de t.

Nous avons, dans ce qui précède, introduit le domaine
* /

n.î =-- .(I) (la) 2^^'^ (^)^/V^~SY»
?.= 1 V = 1

(dans le cas où l'un des groupes p ou q n'existe pas il ne faut
garder qu'une des inégalités).

Après un choix convenable du degré de petitesse dont nous
avons parlé en formulant les hypothèses, nous avons trouvé
qu'étant donnée une valeur arbitraire To de t il existe, en tout
cas, une solution au moins restant dans le domaine ( i ) pour ^To.

Soit maintenant T une valeur déterminée arbitrairement choisie
de t. Choisissons ensuite pour To des valeurs T^, T^, T^, ...,
successivement, ces dernières (supposées <; r) formant une suite
de quantités décroissant indéfiniment, et à chaque valeur T^ fai-
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sons correspondre une solution qui reste dans le domaine (i) pour
t^T^. Désignons par [y]p. le système de valeurs que prennent
les éléments y de la ^évAe solution pour t <; T. Puisque les \y\
restent tous dans le domaine ( i ) ils ont évidemment au moins un
point d'accumulation dans ce domaine. Soit [Y] un tel point.

Envisageons maintenant la solution dont les éléments prennent
les valeurs [Y] pour ^===T. Cette solution reste toujours'dans le
domaine ( i ).

Pour le prouver, supposons qu'il n'en soit pas ainsi pour toutes
les valeurs de t ;> T. On peut alors trouver une valeur 9 de t (6 >> r)
telle que la solution existe dans l'intervalle T, 6 et pour t === 9 ne
soit pas dans le domaine ( î ). Or, parmi les solutions correspon-
dant à T^ etc. il en est qui, pour t == T, sont aussi voisines qu'on
veut de [Y].

Par conséquent, parmi ces solutions on pourrait en trouver qui
pour t == 8 soient aussi en dehors du domaine ( î ) ce qui est con-
traire aux hypothèses.

Supposons ensuite que la solution qui nous intéresse ne reste
pas dans le domaine ( i ) pour toutes les valeurs de t < T. On
pourrait alors déterminer un intervalle 9 < , T (9» < ï) tel que notre
solution soit déterminée dans cet intervalle et soit pour ^ = = = 0 i en
dehors du domaine ( î ) . Mais alors, parmi les solutions corres-
pondant à T^\ etc. il y en aurait qui, pour t == T, seraient aussi
voisines qu'on voudrait de [Y] et en même temps correspondraient
à des valeurs Ty7'̂  différant d'autant qu'on voudra de T, par exemple
différant de T plus que 9i . Parmi ces solutions il y en aurait donc
qui, pour ^ = = 9 , , seraient en dehors du domaine ( î ), ce qui est
contraire aux hypothèses.

Nous avons donc prouvé V existence d'au moins une solution
restant toujours dans le domaine ( î ) . Le fait qu'il ne peut
exister qu'une solution de cette nature (si l'on choisit convena-
blement le degré de petitesse dont nous avons parlé en introduisant
les hypothèses) a été établi au début du présent paragraphe.

Nous avons donc démontré le théorème suivant :

Soient données n équations différentielles

—— == a/i^-i -+-...-+- Clin Xn-^\i ( £ = = = I , -2, ..., n)

XXXVIII . 4
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où les a sont des constantes telles que ^équation

an—u ai2 ... a\n
^^ «21 a^'—u ... a^n.

<^n\ an^ • • • dnn—M

n^ ait pas de racines dont la partie réelle soie nulle; les ç< sont
données comme/onctions des x et de t pour toutes les valeurs
des x appartenant au domaine ai<^Xi<^ bi et pour toutes les
valeurs de t ou pour celles qui satisfont à l^une des inéga-
lités t > T ou t << T. De plus les fonctions Ç sont supposées

admettre des dérivées — qui sont^ ainsi que les Ç, des fonctions

continues des x et de t dans le domaine qui vient d'être indiqué.
Enfin^ on suppose qu9 il existe un domaine—Y<^<^4-Y(Y>o)
(dont les limites se trouvent à I1 intérieur du précédent) où les

quantités ç pour x^ == . . .== Xn == o et les quantités -L sont

inférieures à certains nombres ( ( ) A, > o ou Aa > o qui peuvent
être déterminés quand le tableau des quantités a est donné.

Introduisons maintenant certaines fonctions linéaires et homo-
gènes des quantités x que nous désignons par y, dont les coeffi-
cients ne dépendent qae du tableau des quantités a et ont un
déterminant non nul. Séparons ces quantités y en deux groupes p
et q^ .le premier correspondant aux racines de l'équation D == o
à partie réelle positive et le second à celles des racines dont la
partie réelle est négative, le nombre de quantités y appartenant
à chaque groupe étant égal au nombre de racines correspondantes
(une racine multiple d'ordre m comptant pour m racines). 11 peut
se faire que l'un des groupes n'existe pas.

Introduisons ensuite le domaine défini par les inégalités sui-
vantes :

< /
(G) (Ga) ^^/^ST2, (G/,) ̂ /,^-^,

( 1 ) Nous ne nous sommes pas préoccupes de la détermination la plus avanta-
geuse de ces nombres.
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où les quantités 8 > o, rfp,>o,/v<o sont des constantes qu'on
peut déterminer quand le tableau des quantités a est donné. Si
l'un des groupes p ou q n'existe pas, il ne faut garder qu'une des
inégalités précédentes (G^) ou (Ga). Cela posé on a les théorèmes
suivants :

i° Supposons que les valeurs admises de t soient définies par
l'inégalité t > T.

A chaque système de valeurs [q] des quantités q appartenant
au domaine (G&) et à chacune des valeurs admises To de t,
correspond un système et un seul de valeurs [p] des quan-
tités p appartenant au domaine (Ga) tel que la solution déter-
minée par le système initial [/?], [q] pour t==To reste pour
toutes /es valeurs t > To dans le domaine (G).

Si l'équation D == o n'admet pas de racines à partie réelle
positive^ c'est-à-dire si les quantités p n'existent pas^ toute
solution qui pour une valeur de t est dans le domaine (G) reste
dans ce domaine pour toutes les valeurs supérieures de t.

Si l'équation D == o n'admet pas de racines à partie réelle
négative^ c'est-à-dire si les quantités q n'existent pas^ il y a une
solution et une seule restant dans le domaine (G).

Enfin, deux solutions quelconques restant dans le do-
maine (G) tendent asymptotiquement l'une vers l'autre quand
^==00.

2° Dans le cas où les valeurs admises de t sont définies par
l'inégalité t <; T on a des théorèmes analogues qu'on énoncera en
intervertissant, dans les énoncés précédents, les rôles de p et q et
en remplaçant ^==00 par ^==—00, t > To par ^<To, valeurs
supérieures de t par valeurs inférieures de t.

3° t est arbitraire. Dans ce cas, les théorèmes i° et 2° subsistent
simultanément. De plus, on a le théorème suivant :

11 existe une solution et une seule restant dans le do-
maine (G) pour toutes les valeurs de t. Toute autre solution
restant finalement dans le domaine G pour t=±(x> s'approche
axymptotiquement de la solution précédente.

13. Introduction des fonctions [p] et [y]; leurs propriétés.
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p et q existent tous les deux. Nous désignerons par 1 le cas où les
hypothèses du n° 8 se rapportent ou bien à des valeurs arbitraires
de / ou bien à celles répondant à la restriction ^ > > T ; le cas où
ces hypothèses se rapportent aux valeurs de t <; T ou arbitraires
sera désigné pour II. Enfin supposons que le degré de petitesse
dont il a été question dans l'introduction des hypothèses soit
choisi de façon que le théorème énoncé à la fin du précédent para-
graphe soit vrai; en particulier, supposons réalisées les hypo-
thèses faites, au début du précédent paragraphe, au sujet de ce
degré de petitesse.

Nous savons que, dans le cas I, à toute valeur admise ty de t et
à tout système de valeurs Q des quantités q appartenant au do-
maine Qb (voi/'le précédent numéro) correspond un système déter-
miné de valeurs P des quantités p appartenant au domaine {Ga)
et tel que P et Q étant prises comme valeurs initiales pour t = to
la solution correspondante reste dans le domaine G pour toutes les
valeurs de t^t^. Le système P doit cependant appartenir au do-
maine

k

^^g.<ÔY2,
p.=i

car si, pour t === ^o?

^d^
(i.=i

était égal à S\2 il s'ensuivrait
A

diïéW>01
d^
dt

(A==l

ce qui est impossible pour la solution restant dans le domaine G
pour t^tQ. Nous avons, d'ailleurs, déjà signalé cette circonstance.
Soient [/?<],.. -?[/^] les coordonnées du point [P]. Au point de vue
où nous nous plaçons, ces quantités sont des fonctions uniformes
des quantités q < , ..., qi et du paramètre t (ce dernier désignant la
valeur de f. pour laquelle nous associons le système de valeurs p
au système de valeurs y).

De même, dans le cas II, à un système de valeurs P< des quan-
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tités/? appartenant au domaine Ga et à une valeur admise ^ de t
correspond un système déterminé de valeurs Q< des quantités q
appartenant au domaine

/

2.^î>-°^

et tel que les systèmes Pi, Q< pris comme valeurs initiales pour
t = ^ fournissent une solution qui reste dans le domaine G pour
toutes les valeurs de t^t^ Les coordonnées [ < 7 < ] î . . . i [y/] du
point Qi peuvent être considérées comme fonctions dep^ ..., ph
et du paramètre t.

Je dis que pour une valeur de t arbitrairement choisie^ les
[p] sont/onctions continues des quantités q dans le domaine G&
et les [y) sont fonctions continues des quantités p dans le do'
maine Ga.

Avant de démontrer cette proposition précisons les expressions
suivantes dont nous ferons usage pour la suite : solution corres-
pondant à q^ , . . . , qi et IQ ou solution correspondant à /?<, ..., pk
et TO. La première s'emploie dans le cas 1 et désigne la solution
dont les éléments prennent pour t == IQ les valeurs q^ ..., qi
[/?<], ..., \^pk\ où les [/?] sont les valeurs des p correspondant à
^Oî y\i • - • ? y/* La seconde expression s'emploie dans le cas II et
désigne la solution dont les éléments prennent pour t == To les
valeurs/?!, ..., pjç^ [<7<], ..., [<^] où les ['<y] sont des valeurs
des q correspondant à To, /?<, ..., p / s .

Soient maintenant j q L, \q\î deux systèmes arbitraires de valeurs
des q appartenant au domaine G&, i / ^ j i ? \P\ï deux systèmes
quelconques de valeurs des p appartenant au domaine Ga, to
ou To une des valeurs admises de t dans les cas 1 ou II respective-
ment. Envisageons les solutions correspondant à \q\^ to et S y j 2^0
ou j p j , To et \p \ 2 To. Les deux premières restent dans le domaine G
pour t^ IQ et par conséquent aussi dans le domaine — y < x << y
pour les valeurs de t d'un certain intervalle < > < < ( ^ < ^ o ) - Les
deux autres solutions restent dans le domaine G pour les valeurs
de ^TQ et par conséquent dans le domaine — Y < - ^ < Y pour
les valeurs de t d'un certain intervalle <<Ti(T, >To). Nous
pouvons donc appliquer à ces solutions les résultats obtenus au
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début du précédent paragraphe et ceiix de la fin du n° il. Dési-
gnons par TC, p les différences des quantités^?, q pour les méines
valeurs de t. Nous employons aussi la notation

De plus, posons

A- /

^^^^-^^./vPî-
p.=l v==l

k l

^L^-^^^^
(JL=1 V==l

et soient ^, ..., i^, p^, ..., p^ les valeurs des TC et p pour t = te
(ou^==To) .

Si les solutions de chaque couple considéré sont différentes, on
a, dans le casi, pour/ > ̂ , s <<o, -7- > o, p- ^^0 [voir les équa-
tions ( 11 ) du n° 11] et, dans le cas II, pour t < T,

ds , | a2 _ /'o
s>oîdt>oî\7 <-7-

En désignant maintenant par SQ - l a valeur de s pour t == ^o
(ou ^ == To), on a dans le cas 1 :

(i) l^o|^|F|^(pî)',
v=l

et dans le cas II,

(a) M^D^W,
(A=I

comme cela résulte immédiatement des inégalités SQ < ô (dans le
cas I) ou SQ > o (dans le cas II). |F| et D désignent dans ces rela-
tions les plus grandes valeurs parmi les |/| et les d respective-
ment. Comme pour t^to (ou f^To), on a

M^olî
on a aussi, pour ces mêmes valeurs de ^,

a' ^ro
H^7

et, par conséquent, d'après ( i ) et (si), on a dans le cas I,
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pour t^to^
i

(3) ^m^pî)1,
et dans le cas II, pour ^To,

^
(4) ^^^W.

li.=i

ces relations étant encore vraies dans le cas où les solutions d'un
couple coïncident. Les relations (3) et (4)? écrites pour t=to
^==T(), prouvent la continuité des fonctions [/?] ou [y], pour
t= to ou ^==TO.

Nous aurions pu démontrer plus simplement la continuité, mais
les relations (3) et (4) expriment un résultat plus général qui nous

sera utile par la suite. Remarquons encore que les quantités -° |F|

et -° D sont des nombres positifs ne dépendant que du tableau

des quantités a.
Précisons maintenant, avant de continuer, quelques notations

dont nous nous servirons, pour abréger, dans la suite.
Soit donné un système d'équations différentielles

(5) —— = U/(MI, ..., Uni) (i== i, 2, ..., n),

et choisissons une solution de ces équations. Nous dirons alors que
les équations différentielles

m ï-i^ (.•••.,....»),
(A=l

où, dans .—> on remplace u^ ..., Un par les éléments de la solu-

tion en question, sont les équations aux variations relatives à
cette solution. Ensuite nous dirons que les équations

dvpi
(7) -jT = U,(MI-+-WI, ..., Un^-Wn, < )— U,(Mi,..., Un, t)

où l'on remplace toujours dans les seconds membres u^ ..., Uni
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parles éléments de la solution des équations (5), sont les équations
aux différences correspondant à celle solution.

Bien entendu, ces transformations formelles doivent avoir un
sens déterminé dans chaque cas particulier. Reprenons mainte-
nant les équations différentielles en p^ q (voir n° 10), à savoir

c/pu
(8) J^^^(p)^.^ ((JL=I, 2, . . . ,Â - ) ,

(9) ^==Iv(<7)+Kv (v= i ,2 , . . . , l ) .

Des remarques faites dans le n° 10, au sujet de la formation des
expression II, K, il résulte que, par hypothèse, nous avons le
, . „ . . , |<m \àn àK àK , , ,droit d assigner aux quantités j-r- » h— > -r- » -r— > un degré de

petitesse arbitrairement choisi, mais ne dépendant que du tableau

des quantités a. 11 est sous-entendu que les quantités — » etc.

sont formées pour une valeur admise de t et pour un système de
valeurs /?, q appartenant au domaine imposé indirectement aux
quantités /?, q par les relations — v << x -< y. Désignons ce
domaine par Y pour abréger.

Choisissons maintenant, dans le cas ï, une valeur arbitraire ^o?
parmi les valeurs admises de t et un système arbitraire j q { des
quantités q appartenant au domaine

/
(10) ^/v^v^—ûY2.

v = = l

De même soit, dans le cas II, To une quelconque des valeurs
admises de t et ! p \ un système quelconque appartenant au
domaine

A

( 1 1 ) ^ûW<Sï2.

(JL=-1

Considérons maintenant les solutions correspondant à ^o? \c^\
(ou To, \P\}' Elles s^tendent à Fintervalle t^to ou ^To,mais
on peut aussi les prolonger dans Pintervalle << < t <; 4 ou
TI > T > To de telle façon quelles restent dans le domaine Y
pourvu que ^ et T| soient choisies convenablement.
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Formons les équations aux variations relatives à ces solutions.
Nous aurons les équations différentielles linéaires suivantes :

A- /
<3?Pa _ y^ àïîn ^ ()IIu.

(r.) ^=^)^^^^^
\=t (T=l

k l

/ o x ^1V r / x V ^V V ÔK^(.3) ^.=1^)^ p,+^ .,,
>.=! <y==i

( ( ^ = = 1 , 2 , . . . , A:; V == I , 2, . . . , ,̂

où les coefficients de p, q sous les signes V dans les seconds

membres sont des fonctions continues de t données pour t > ^
ou <<;T< . D'après ce qui précède, nous avons le droit d'assigner
aux valeurs absolues de ces coefficients un degré de petitesse
arbitrairement choisi ne dépendant que du tableau des quantités a.
Les p, cj sont les nouvelles variables dépendantes.

Etant donnés une valeur de t arbitrairement choisie dans Fin-
ter valle t > ̂  ou t << TI et un système arbitraire de valeurs des p, q,
il existe une solution des équations (i 2), (i 3) d'un caractère déter-
miné, dont les éléments prennent ces valeurs p, ^ pour la valeur
choisie de t et qui s'étend à l'intervalle t^>t^ ou < < < T < . (Si
cette remarque n'est peut-être pas connue dans la théorie géné-
rale des équations différentielles, on s'assurera facilement de son
exactitude à l'aide des considérations du premier Chapitre.)

Des équations (12), (i3) il résulte qu'on a

[ À / -i

04) ^ ^^p^^^l^1^21

(JL=1 V==l J

où Q( et Qa sont des formes quadratiques par rapport aux quan-
tités p, <\ dont la première s'obtient à l'aide de Lp.(p), Iv(c|) et la
seconde à Paide des autres termes. La forme Q| a des coefficients
ne dépendant que du tableau des quantités a et est une forme
définie positive (voir les discussions correspondantes, n° 10).
Quant aux coefficients de la forme Qa, nous pouvons assigner à
leurs valeurs absolues un certain degré de petitesse ne dépendant
que du tableau des quantités a mais d'ailleurs arbitraire. En nous
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servant convenablement de cette possibilité^ nous aurons

/ k l . / k l \
(I5) i[ 2^^+2/V^)5R( Sc^I^)'

\ (1=1 V=l / \(A=1 V = l /

où Pon peut considérer la quantité R >> o comme ne dépendant
que du tableau des quantités a. En posant maintenant

k l

S=2^+^/vq?

pL==l V=l

et en tenant compte de la relation

/ k l \
W |S|^( SP^S^)-

\{JL==1 V==l /

où c ^> o est la plus grande parmi les quantités d et |y|, nous
déduirons de ( i5) ,
, , dS > R , ç ,
°7) ^^l5'-

(Nous avons déjà rencontré des considérations analogues dans ce
qui précède.)

De la relation (1^7) il résulte que deux solutions des équa-
tions (12), (i3) restant entre des limites finies pour t^te dans
le cas I, ou pour t^To dans le cas II, et ayant pour < = = = < o
(^ou t == To) mêmes valeurs des q (ou des p) coïncident.

En effet, si nous formons les différences des coordonnées de ces
deux solutions, nous obtenons encore une solution des équa-
tions* (12), (i3). Cette nouvelle solution reste, pour t^to (ou ^To),
entre des limites finies et Von a dans le cas 1 pour ^ = = = ^ o ,
^ == . . .== ^== o et dans le cas II pour t = To, pi = = . . . = = pA== o.
Si donc nos deux solutions ne coïncidaient pas, la quantité S rela-
tive à la nouvelle solution serait positive pour t = IQ dans le cas 1
ou négative pour / === To dans le cas II, et, par conséquent, diaprés
la relation (17), S croîtrait indéfiniment avec t dans le cas 1 et
dans le cas II, S décroîtrait indéfiniment avec ^, ce qui est en con-
tradiction avec ce fait que les coordonnées de la nouvelle solution
restent entre des limites finies pour t^to (ou <^To). Notre
remarque est ainsi démontrée.
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Considérons maintenant en pins du point j q \ ou j p \ un second
point du domaine (10) ou du domaine (i i) que nous désignerons
par (y) ou (p ) . Supposons, en outre, que les coordonnées des
points j q \ et (q) [ou celles de [ p j et (/?)] coïncident à l'excep-
tion de l'une d'entre elles, celle par exemple correspondant à
l'indice ^ (ou A).

Soient ensuite i^, . . ., 7^5 - p i , . . ., p/ les différences qu'on
obtient en retranchant des coordonnées de la solution correspon-
dant à { q j , IQ ou \p j , Te les coordonnées de la solution corres-
pondant à (y), to ou (7?), To pour la même valeur de t. Par hypo-
thèse, tous les p à l'exception de p^ sont nuls pour t = to dans le
cas I, tous les TC à l'exception de TCA sont nuls de même, pour t == To
dans le cas II. Soient po et 71:0 les valeurs respectives de Qg pour
t = to et de TCA pour t = To, po et TCQ étant, par hypothèse, diffé-
rents de zéro.

Des relations (3), (4) il résulte que, dans le cas I, les quan-

tités -^f -^ restent, pour toutes les valeurs de t^to^ entre des

limites finies ne dépendant que du tableau des quantités a; de

même, dans le cas II, les quantités -^? ^- restent, pour toutes les
^0 "^O

valeurs de ^To, entre des limites finies ne dépendant que du
tableau des quantités a. De plus, pour t^to ou t^Ty les quan-
tités ît, p satisfont aux équations

(18) ^=L(x(^)+np.(^+^y^p,o~n^,y,<) O j L = i , 2 , . . . ,Â-) ,

(^^^(P)4-1^'4--^ ç + p î ̂ -K^ 9. 0 ( ^ = 1 » 2, ...^),

c'est-à-dire aux équations aux différences correspondant à la solu-
tion que nous considérons.

Ce que nous avons dit plus haut se rapporte à des valeurs arbi-
traires de po^o et 'îto^o? pourvu que [po | et \-RQ\ soient suffisam-
ment petits. Donnons à po et TCQ une suite de valeurs suffisamment
petites numériquement et tendant vers zéro. Soient p^, p^, ...
et Wo^r'^o2^ • • • ces deux suites que nous désignerons par A et B

respectivement. Formons, dans le cas I, les valeurs de ̂ > F^ pour
Po po r
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les valeurs po de la suite A et pour t == to. Les quotients ^ sont

tous nuls à l'exception de ̂  qui est == i et les quotients ̂  restent

entre des limites finies ne dépendant que du tableau des quan-
tités a, comme nous l'avons montré plus haut. Par conséquent,

les systèmes ̂ ? . . ^ Î^Êl , . . . , ^ formés pour ^== to et les difîe-
po po po po r

rentes valeurs de po ont au moins un point d'accumulation.
Soient P(, . . ., P^, R<, . . ., R/ les coordonnées d'un tel point.
Tous les R sont nuls à l'exception de R^== i. De même, dans le

cas II, en formant les quotients -^9 ^- pour les valeurs TCn de la
TCo 'TCO

suite B et t == To, on verra que les systèmes îl, ..., î^, £l, ..., Ê^
'^O TCO Tto ^0

ont au moins un point d'accumulation. Soient P,,..., P^, R\,..., R^
les coordonnées d'un tel point. Tous les P^ sont nuls à l'exception
deP,=,.

Considérons maintenant la solution (^) des équations aux varia-
tions (12), (i3) pour laquelle on a pour t == /o?

(casi) p i=P i , ..., PÀ-=PA, < I I = H I , ..., i / = = R /

ou pour t = To,

(cas II) pi == P;, ..., p A = = P L <1 i=Rn ..., <1/=R //.

Nous allons prouver que les coordonnées p < , ..., p^, a < , ..., a /de
la solution (^) ne se trouvent jamais pour t ̂  <o (ou t^To) en dehors

des limites qui existent, d'après ce qui précède, pour ^, ̂
Po po

"y" Pvou —f l--.
'KQ TCo

Pour cela remarquons d'abord que les quantités (mt^, àn^, ̂ ,
^ 1 1 àp àq àp
— sont, dans le domaine Y et dans chaque intervalle particu-

lier ̂  t ̂  t!' (où ^ et 1" sont des valeurs admises de ^), des fonctions
uniformément continues de t, p, y, comme cela résulte immédiate-
ment des hypothèses. De plus, remarquons aussi que nous pouvons
rendre les quantités TC?. py numériquement aussi petites que nous
voudrons pourtoutesles valeurs t^to ou t^To pourvu que |po| et) TToj
soient suffisamment petits.
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Divisons maintenant les deux membres des équations (18), par po

dans le cas I, et par TTQ dans le cas II.
Dans le cas I, nous aurons alors, aux seconds membres des

termes du type

-l- [îl^(p + TT, q -+- p, t) — Hp.(/?, q, t)],

ï- [Ky(/? 4- TC, q-+- p, t) — KyQp, q, Q],
PO

et dans le cas II, des termes différant des précédents par le fac-

teur -1- à la place de -1--
^o r po

Ces termes peuvent s^crire, dans le cas 1, de la façon suivante
k l

I , V^ l yII(Jl• ) ̂  V \ ̂ P. ) 0(T^ [n,(p+., ̂  p> o-n,^, y, ()] = ̂  i^^-^ 2 S W.\ f.'
X =: l (T == 1

les quantités entre accolades devant être prises pour

pi •+- 0^71:1, ..., p/c-}- QpL^Â-ï ^i-î-Qpipii • • • » y/+Q(jLp/

(o << 9 <; ï ) ; ces dernières valeurs appartiennent évidemment au
domaine Y. On peut rendre les quantités J O ^ T C » ) , ..., |9(j.^A|î
|9«pi | , . . . î |9(Ap/| aussi petites qu^on voudra pour toutes les valeurs
de t^to en se bornant à des valeurs suffisamment petites de [po| .
Étant donné par conséquent un intervalle t^^t^t'^ {t^^ t^ mais
d^ailleurs arbitraire) on peut obtenir que, dans cet intervalle, les

. , {àn^) ^n«) ,./v., . , ï àn^ àïî^Quantités \—-} et ^——ï dînèrent respectivement de —- et ——A ( àp\\ i à q y \ r àp\ àqy
d^aussi peu qu^on voudra, pourvu que [po| soit suffisamment petit.

Et comme, de plus, les quantités^» pî restent, pour toutes les7 r ' * PO po
valeurs de < ^ ^ o ? entre des limites finies ne dépendant que du
tableau des quantités a, on voit que par un choix convenable du
de^ré de petitesse de |po| la différence entre

et

^ [îl^(p + TT, q -+- p, t) — U^(p, q, t\

[ k l -I
V ()lTtJt ^ -ï. V àn^ £î
Là ôp\ pu Z^ àqy po

À == (T == 1 -M



peut être rendue aussi petite qu'on voudra dans l'intervalle ^ o < ^ < ^ o *
Conclusion analogue, bien entendu, pour les quantités ana-

logues à

~ [H^(p -h TC, q + p, t) — II(xCp, y, <)]

dont nous avons parlé plus haut.
D'où le résultat suivant : En vertu des équations (8), (9) nous

avons, dans le cas I,
k t

d ̂  ( Tt \ ^ ̂  ̂  ^1 àU^ ?„ ,
(20) -7- —— == L«.( — j •+- 7 ——— — -1- / 3—— "— -I- Au,,/ dt po r \ po / ^ àp\ po ^ ̂ <r po r

Àï=l <r==l

(„) d^ =r, /f.)+V^^ +V^££+B,,
v / dt po \PO/ ^^X po ^Aàqffpo

Â==:I o" == i

et dans le cas II,
A ^

ûî ^ / TT \ Y1 àn^ ^ , V ̂  P<r , p
('2^ 3. ïr7 == L^ïo;+2,^ ïo +^ ̂ ; ïo +c^

Xr=l 0-=1

(,3) ^Pl=l^) +V^^+V^£S ^D.
v / ^ TTO \^o/ ^ààp\-Ko ^àqy^Q

X = l (T=l

( (JL= I , 2, . . . , Â-; V =1, 2, . . . , Q,

où )Au l , |Bv|, |C^|, [Dv| peuvent être rendus aussi petits qu'on
voudra dans tout intervalle arbitrairement choisi to^t^^ (cas I)
ou T^^To (cas II) à condition d'assigner à [ p o | et \^e\ un degré
suffisant de petitesse.

Comparons maintenant les équations (20), (21) ou (22), (23)
aux équations aux variations (12), (i3) en supposant qu'on rem-
place dans ces dernières les quantités p, ^ par les éléments de la
solution ("^).

Dans la suite A ou B, on peut, d'après ce qui précède, trouver
des valeurs po o11 ^o telles que pour t == IQ ou t == To les quan-

tités -p:» ^ ou -IA» ?1 soient aussi voisines qu'on veut de P<, ..., P^,
po po ^o ^o

R», . . . , R^oudeP, , ..., P^, R, , . . . , R^. On peut de plus fixer ce choix
de telle façon que, dans un intervalle arbitrairement choisi t^t^t'^
ou T^^To, les quantités |Au.|, |Bv| ou [Cu,), |Dv| soient aussi
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petites qu'on voudra. Il s'ensuit qu'en vertu du théorème auxi-
liaire du n° 1 du précédent Chapitre, on peut choisir la valeur
de po ou celle de TCQ de telle façon que, dans l'intervalle t^t^t'^
ou T O ^ ^ ^ T ^ , les éléments de la solution (Y)) dînèrent d'aussi peu

qu'on voudra des quantités -^> ^ ou -^, •p^. Or, ces dernières1 i po po TCO TCO î

quantités restent entre des limites finies qui ne dépendent que du
tableau des quantités a. Par conséquent, si pour une valeur de tde
l'intervalle to^t^t^ ou To^^Ty, un élément quelconque de la
solution (r\) était en dehors des limites existant pour celle des

quantités -^ r^ ou -^-9 -' qui lui correspond, on pourrait choisir po

et TCO de façon que cette quantité prenne elle aussi des valeurs en
dehors des limites qui lui sont assignées, car on peut obtenir que,

dans l'intervalle t^t^t, ou To^T,, ̂ , ̂  ou 7^, ^ soient
PO po TCO Tto

aussi voisins qu'on veut des éléments correspondants de la solu-
tion (^), d'où contradiction. Il s'ensuit donc que les éléments de
la solution (f\) restent^ pour toutes les valeurs de t ̂  t^ ou ̂ To,
entre des limites finies, qui ne dépendent que du tableau des
quantités a.

Parmi les coordonnées P<, ..., P^, B-i, ..., R/, ou P^, ..., P^.,
Rp .... R^ du point d'accumulation, R(, ..., R/ ou P,, ..., P^
sont connues dès le début, tous les R étant en effet nuls, à
l'exception de R^. == i ou tous les V nuls à l'exception de P^== i .
De plus, comme nous l'avons montré, P< , ..., P/{ ou R',, .... R^
jouissent de cette propriété que les éléments de la solution ('r\) des
équations (12), (i3) qui prennent les valeurs initiales Pi, ..., P^,
RI , ..., R/ pour t = to ou P^, ..., P^, R',, ..., R^ pour t= To,
restent entre des limites finies pour toutes les valeurs de t^ t» ou
^Ty. Or, nous avons montré qu'étant donné un système de valeurs
initiales P|, ..., P^ ou R, ..., R^ on ne peut lui associer qu'un
système et un seul R,, .., R^ ou P^, ..., P^ jouissant de cette
propriété. Il en résulte que les valeurs données de R(, ..., R/ ou
P., ..., P^ déterminent complètement les autres coordonnées du
point d'accumulation. 11 existe donc un point d'accumulation et
un seul qui est d'ailleurs le même quelle que soit la façon de

choisir les suites A ou B. Par conséquent, les quotients — (A» -^ ou
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-^» ̂  formés pour ^ === ^o ou t == To tendent vers P< , ..., P^,
TCO TCo

RI, ..., R^ ou P^, ..., P^, R^, ..., R^ si po ou TCO tend vers zéro.
Nous avons ainsi démontré le théorème suivant :

Dans le do maine dé fini par l^ inégalité (10) ou (i i), les fonc-
tions [p^], ..., [/?A] ou [<7i], • • • , [qi] ont des dérivées pre-
mières par rapport à q ou p. Ces dérivées sont comprises entre
certaines limites finies qui ne dépendent que du tableau des

quantités a. Pour calculer les quantités -lp^ ou l-9-i pour t === 4

ou t •==. To et y°, ..., q^ ou p\^ ..., p^ on forme des équations
aux variations (12), (i3) pour la solution correspondant
à q^f ' ' • ? ??? ^o ou P^i • • • ? PÏ') To. /7 existe alors une solution
de ces équations aux variations et une seule dont les éléments
prennent pour t = IQ ou t === To, les valeurs ^\g= i? <\^= o^^)
ou pÀ== i î pp^0^^) et restent entre des limites finies ( 1 )
pour t^to ou t^To. Les valeurs pour t === IQ ou t == To des élé-
ments po .. , pA o^ ^|iî • - • ? q/ ̂  c^^ solution sont précisé-
ment celles des dérivées cherchées -u01-'? • • • ? " og^ lyt 1 ^ ...,

^/r ^-? ^%
-^Pourq^ ,..,q^t,oup^ ...,^°,To.

Démontrons maintenant encore la continuité de ces dérivées.
Choisissons à cet effet un point ! qo j appartenant au domaine (10)

et une valeur admise IQ de t dans le cas I, ou un point \po appar-
tenant au domaine (i i) et une valeur admise To de t dans le
cas II. Formons les équations aux variations (12), (i3) pour les
solutions (ï^ ) correspondant à ces systèmes et à ces valeurs de t.
De même, considérons les points j<7o4- po ! ou i /^o+^oi î apparte-
nant au domaine (10) ou (i i), et dont les coordonnées diffèrent
de p^, . . ., p^ ou TC^, . .., ^ de celles des points \q^\ ou [po\.
Soient (^2) les solutions correspondant à ces points et à ^ = = ^ 0
ou t === To, solutions pour lesquelles nous formons aussi les équa-
tions aux variations. Désignons enfin par TC«, Oy les différences des
éléments des solutions (T^) et (TI| ) pour la même valeur de t.

( 1 ) On peut considérer ces limites comme ne dépendant que du tableau des
quantités a.



On peut, comme nous le savons, rendre \^\ et |pv| aussi petits
qu'on voudra dans l'intervalle 15; t^ ou t ̂  To, à condition de choisir
PÏ? • • • ? P? ou 7Î^ • • • ? <TC? suffisamment petits numériquement
[voir les équations (3), (4)]- II résulte ensuite de ce qui vient
d'être dit et de ce que nous savons au sujet de la continuité

cm», àn^ ()KV <)Kv , , . , - nde -r—» -T—-? -r~^ -j~ qu on peut obtenir que, dans un intervalle
arbitrairement choisi t^t^te ou T^^To, les coefficients des
équations aux variations correspondant à la solution ("^2) soient
aussi voisins qu'on voudra des coefficients correspondant des
équations aux variations relatives à la solution (^,) pourvu qu'on
assigne aux quantités |p^|, ..., (p^| ou ji t^l , ..., |T^| un degré
suffisant de petitesse.

Revenons maintenant aux dérivées • ' ou J ' Pour les cal-^/r °Ph
culer au point j yo + po ( ou \po + 'TCO j et pour £ == t^ ou t = To, il
faut chercher la solution des équations aux variations relatives à (^2)
pour laquelle on ait, pour t == t^ ou t. = To, ^== i, tjv=== o (v ̂ g)
ou p A = = = i , P(A== o ( j ^^A) et qui reste entre des limites finies
pour t^to ou ^To. Pour plus de clarté, nous emploierons les
lettres p', ^f au lieu de p, ^^ quand il s'agira d'une telle solution.
Les quantités p',, . . ., p^ pour t == to, ou t)7,, . . ., .̂  pour t == To
donnent les dérivées cherchées.

D'après ce qui précède, nous savons que la solution p', cj' reste,
pour t^tQ ou t^To, entre des limites finies qui ne dépendent que
du tableau des quantités a. Considérons maintenant la suite des
systèmes (p^, .. ., p^) ou (w^, ..., TC^) dont les termes tendent
vers zéro; les valeurs correspondantes de p^, ..., p^, formées
pour t= ^oî ou celles de q',, ..,, ^, formées pour^==To, doivent
avoir au moins un point d'accumulation Pi, ..., PA ou Q^, ..., Q^.
Déterminons alors la solution^) des équations aux variations rela-
tives à (^i) dont les éléments soient, pour t==tQ ou ^==To,
égaux à P,, ..., P,, Q,, ..., Q/ ou P^, .... P,, Q'., .. ., Q/,
avec Q^=i, Q,==o (v^) ou P^===i , P^==o (^h).

Etant donné un intervalle quelconque t^t^te ou/T^^To,
parmi les solutions p7, .1' que nous venons de considérer, il y en a
dont les éléments différent d'aussi peu qu'on voudra de P|, ...,
PA, Qi, ..., Q^ ou P,, .. ., P^, Q;, . .., Q, pour t= t, ou t = To
et qui satisfont à des équations aux variations dont les coefficients

XXXYIII. 5
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diffèrent, dans l'intervalle t'^t^t^ oa T^^To, d'aussi peu
qu'on voudra de ceux des équations aux variations relatives à (^ ).
En remarquant de plus que les quantités p', o[ restent pour t^t^
ou t^To entre des limites finies qui ne dépendent que du tableau
des quantités a, nous conclurons, en vertu du théorème du n° 1,
Chap. I, que parmi les solutions p', ^ on peut en trouver qui
soient, dans l'intervalle t'^t^to ou T^^To, aussi voisines
qu'on veut de la solution (^). Il s'ensuit que, dans cet intervalle,
la solution (v) ne peut être en dehors des limites dont il a été
question tout à l'heure. Or les valeurs de t'^ > t^ et T^ < To peuvent
être choisies arbitrairement, la même conclusion est donc valable
pour toutes les valeurs t^to ou ^To.

Ainsi (v) est précisément la solution des équations aux varia-
tions relatives à (^,) qui donne les dérivées à^ ou ^^ au

( i < » àq^ àyh
point j yo } et pour t = ̂ , ou au point }/?o j et pour t == To. Par
conséquent, P<, .... P^ ou Q^, ,.., Q; sont déterminés par
Qi, .... Q/ ou P^, ..., P^, c'est-à-dire par les indices g ou h si
l'on considère j < 7 o j î tQ ou \PQ j » To comme quantités données.

11 s'ensuit que P< , . . .., P/ç ou Q^, . . ., Q^ est l'unique point
d'accumulation des systèmes p'^, .... p^ formés pour ^ = = ^ 0 et
pour la suite de systèmes (p^, ..., p?) [ou des systèmes ̂ , ..., ̂
formés pour t === To et la suite de systèmes (i^, . .., TC°)]. Le point
d'accumulation est d'ailleurs le même quel que soit le choix de la
suite en question. Par conséquent, les quantités p ^ , . . ., p^ for-
mées pour t = to ou <^, . . ., ^ formées pour t == To tendent vers
P<, . . ., PA ou Q',, . .., Q^ si les coordonnées des points j q^ 4- po j
ou j/?o-4-^o| tendent vers celles des points j yo j ou j / ^ o j . En
d'autres termes : les valeurs des dérivées ^p^? ..., ^^ au

^f ^s
point 1 yo -h po 1 et pour t= t^ ou celles des dérivées ̂ ],.. •, à[ql}

^Ph, àph
au point j /?o 4- TCO j et pour ^ == To tendent vers les valeurs de ces
mêmes dérivées au point j yo | pour t = t^ ou vers celles au
point \?Q j pour t = To si les coordonnées du point | yo-t- Po i ou
celles du point j /?o -+- ^o | tendent vers les coordonnées du point
| yo j ou \pQ j. Cela prouve la continuité de ces dérivées dans le
domaine (10) ou (i i) pour une valeur arbitrairement choisie de t.

Démontrons enfin cfle les quantités I^L^j ou |̂ Î5J| peuvent| oq | | àp \ r
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prendre toul degré de petitesse dépendant da tableau des quan-

1 \fc •
tités a, si Fon attribue à -r^ dans le domaine — Y > > . y < Y un

fJ3C j * •

degré correspondant de petitesse dépendant du tableau des quan-
tités û?.

En effet, les valeurs pour t = to ou t === To (où t^ et To sont des

valeurs quelconques admises de t) des quantités -^J ou -L2-! sont

données par certaines solutions [d^équations aux variations du
type (12), (i3)] restant pour t^t^ ou t^To entre des limites finies
qui ne dépendent que du tableau des quantités a. Rappelons de
plus que, dans les équations aux variations (12), (i3), on peut,
pour toutes les valeurs t ̂  t^ ou t ̂  To, assigner aux valeurs absolues
de ceux des coefficients des p', ̂  qui figurent sous les signes V dans
les seconds membres un degré arbitraire de petitesse ne dépendant
que du tableau des quantités a, à condition de donner aux quan-

tités —1 dans le domaine — y < ^ * < Y un degré convenable de

petitesse ne dépendant que du tableau des quantités a.
Formons maintenant à Paide des équations ( 12), ( 13) Pexpression

k

i^W
d
dl.

(A=I
ou

d
âZ^-

y=i

Les fonctions Lp, ou Iy donneront alors des formes quadratiques
positives définies en p ou ^ que nous désignerons par P ou Q et
dont les coefficients ne dépendent que du tableau des quantités a.
Nous aurons, par conséquent,

k

P^^^
(A=l

OU

Q?H^,
v=l

où les quantités G > o et H > o ne dépendent que du tableau des
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quantités a. Les autres termes donneront des formes quadra-
tiques P7 ou Q' en p, ^ avec des coefficients aux valeurs absolues
desquels nous pouvons assigner un degré arbitraire de petitesse
ne dépendant que du tableau des quantités a, et cecî pour toutes
les valeurs de t^te ou ^To, à condition de choisir convenable-
ment le degré de petitesse (mentionné plusieurs fois déjà) des

quantités —^ dans le domaine — Y < x < y.

Si maintenant p, ^ représentent les solutions servant à déter-

miner les valeurs de certaines dérivées " ou -—— pour t === taàq àp s v

ou t ==To, ces quantités p, q restent pour t^to ou t^To entre des
limites dont il a été question plus haut et qui ne dépendent que
du tableau des quantités a. Par conséquent, dans ce cas, on peut
attribuer à \P'\ ou |Q'| un degré arbitraire de petitesse ne dépen-
dant que du tableau des quantités a à condition toujours de choisir

convenablement le degré de petitesse des quantités \—1 dans le

domaine — Y < x < y. Ceci fait, on a, par conséquent,
À k

âl^x5^-1"
(A--=l |A=1

OU

d.
dt

i i
^/^>H^--Q',

où nous pouvons considérer les quantités P'>o, Q'>>o comme
dépendant d^une façon arbitrairement choisie du tableau des quan-
tités a. En posant

^=J^W

ou

^=2-^

nous aurons
^ G- ^ > g S - P

ou

S^m-Q^



où D et [F[ sont respectivement les plus grandes parmi les quan-
tités d^ et |/v|- II en résulte

ou
ï[-~i•(s-Bar•)]>°

^P(T,ÇI,.)]>0.

Par conséquent, si jamais on avait S^ /r P' ou |T|^ '-1 Q', il en

résulterait que, dans le cas I, S croîtrait indéfiniment avec t et, dans
le cas II, T décroîtrait indéfiniment avec t. Or cela est en contra-
diction avec la nature des solutions p ou c|. Donc pour t^t^ ou

^To, on a toujours S < ^ P' ou |T| < 1^1 Q'. Il s'ensuit que

pour toutes ces valeurs de t et, par conséquent, aussi pour t == IQ

ou t = To, on a pjl< ^ç P' ou ^ < i—— Q' où d et |/| sont res-

pectivement les plus petites parmi les quantités d^ ou (/v|.

Les quantités ^ et i l ne dépendant que du tableau des

quantités a et étant indépendantes de P' ou Q', il s'ensuit que les

quantités ^g P' ou -^j— Q' peuvent, par un choix convenable de P'

ou Q', prendre telle valeur positive dépendant du tableau des
quantités a qu'on voudra. Or les quantités p ou ij donnent précisé-
ment pour t == to ou t = To les valeurs des dérivées en question;
notre théorème est donc démontré.

14. Quelques compléments. — Supposons l'intervalle de valeurs
de t défini par les inégalités ^ > T O U ^ < ; T O U t arbitraire. Dans
le domaine (G) défini par les inégalités

k i

^ ÎW ^^-^
|A.=1 Y==l

nous avons(voir n" 8)

* * . /
Î^W^^p^^ ^S/v^F^--^

P.=l |A==1 V==t V=l
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où DI et Fi sont positifs et ne dépendent que du tableau des
quantités a, et la quantité A > o peut prendre toute valeur posi-
tive dépendant des quantités a, si le degré de petitesse dont il a été
question, quand nous avons introduit les hypothèses, est déter-
miné convenablement. Nous avons évidemment aussi

À A- / /
^W5^^W- ̂  ^ 2/v^—— Fo^/vçî- A^,

(1=1 (J.=l V==l V==l

où les quantités positives Do et F® ne dépendent que des quan-
tités a.

Soient maintenant deux domaines de variabilité des quantités p
et q définies par les inégalités suivantes

k

(i) ^W<^.
p.=l

/

(H) ^f^î>-^
v==l

où les quantités e >> o et T\ > o sont choisies arbitrairement et ne
dépendent que du tableau des quantités a. Si le degré de petitesse
dont nous venons de parler est déterminé convenablement, on

peut poser ,—- -< e, p- < T). Nous aurons alors les propositions sui-
vantes :

i° Si le. solution reste pour toutes les valeurs de f >To ( 1 )
dans le domaine (G) les quantités p doivent rester dans le
domaine 1.

En effet, supposons qu^à un moment quelconque on ait

As^^6^
p.==l

( 1 ) To est une des valeurs admises de t. Il s'agit bien entendu du cas où l'in-
tervalle de t est défini par l'inégalité t > T ou t arbitraire,
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et par conséquent

*
("I) ^^j^(Doe-A).

(A=I

La quantité entre parenthèses étant positive il en résulterait que,
pour la valeur considérée de t, la quantité

2^^^d^
p.=i

croîtrait avec t. Par conséquent, la relation (III) serait vérifiée pour
toutes les valeurs plus grandes de t et la quantité

k

^d^
(1=1

croîtrait indéfiniment, ce qui est impossible.
Remarquons encore que si, en même temps, les quantités q se

trouvent à un moment quelconque dans le domaine II, elles y
restent pour les valeurs plus grandes de t. En effet, dans le cas
contraire on aurait, pour une certaine valeur de ^,

/

^/^v^-^2,
v==l

alors que pour des valeurs inférieures et suffisamment voisines de
celle-ci

/
A^22/v^2

serait > —^y2 . Mais alors nous aurions pour la valeur de t en
question

^2/^IW--^>o'

ce qui est en contradiction avec ce qui précède.

2° Si la solution reste pour toutes les valeurs de t < To dans
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/^ domaine (G), /^ quantités q doivent rester dans le domaine II.
5Ï, ̂ n même temps, les quantités p se trouvent pour une valeur
de t dans le domaine I, elles y restent pour toutes les valeurs
inférieures de t. Démonstration analogue à la précédente.

Dans ce qui précède, nous avons supposé que les groupes/? et q
existent tous les deux. Dans le cas contraire, il faut omettre, dans
ces raisonnements, tout ce qui se rapporte au groupe qui n'existe
pas.

lo. De la représentation des solutions considérées. — Nous
ferons, dans ce paragraphe, quelques remarques au sujet de
l'expression des solutions considérées précédemment. On peut se
borner au cas où l'intervalle de valeurs de t est défini par t >» T
ou t arbitraire, car l'examen du cas où t est défini par l'inéga-
lité t << T ne donnerait au fond aucun résultat nouveau. De plus,
pour abréger, nous n'examinerons pas les cas où l'un des groupes
p ou q n'existe pas.

Afin de ne pas interrompre plus tard la suite des raisonnements
nous indiquerons d'abord quelques propositions simples, dont
nous ferons usage plus loin.

Soit donné un système d'équations différentielles linéaires

( i ) -^ ==L<(; r ) -h^ (i= 1 , 2 , . . . , 7l),

où les L( sont des expressions linéaires et homogènes, par rapport
aux x du même type que celles qui figurent dans les équations ( i )
du n° 8, et les ^i sont des fonctions continues de ^, pour toutes les
valeurs de t > IQ ou pour t arbitraire et restent entre des limites
finies pour toutes ces valeurs de t.

On peut considérer les équations ( i ) comme cas particulier
des équations ( i ) du n° 8; il suffit seulement de choisir y assez
grand. Par conséquent étant données une quelconque des valeurs
admises de t^ soit t^ et un système arbitraire q\^ q^ ..., y?, il
existe évidemment une solution des équations ( i ) qui reste, pour
toutes les valeurs de t ^ ^ i , entre des limites finies et qui pour t= t^
satisfait aux conditions q == y°, ..., qf==- q^i (nous désignons par
la lettre q les mêmes fonctions linéaires en x que précédemment).
Cette solution est d'ailleurs l'unique solution de cette nature.
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Dans le cas où / est arbitraire, il existe une el une seule solution
qui reste entre des limites finies pour toutes les valeurs de t,

Pour représenter ces solutions formons les équations en p et q.
Elles se partagent en systèmes du type

dz_
dt
dz,

=A^-+-^

!tS9 ^ ^
,, ==^i4-À/Sî4- Çî,

dz^ «s y
———— == -Sy-l -+- A ̂  4- ^V»

ou

dui , , dv\ ,
.- == ^Mi — Api -4- ^t, "7/7 == ^1 -4- 1 "̂  cpn

C^MÎ - , dv^ .
-^- == Mi4-^2—Ap24-+2, -^ =^l+^2+^M2+<f>2,

Û?MO . , dva .—^ == Mp-i -t- ^Mp — Àt/p -+- <)/p, -/- == ^p-i4- ̂ p "+- huç4" ypî

les quantités p correspondant aux valeurs positives de \ et g^ et
les quantités q aux valeurs négatives de \ el ^"; Ç, (^ et <p sont des
fonctions continues de t restant entre des limites finies pour t >> to
ou / arbitraire.

S'il s'agit de représenter la solution des équations ( i ) qui reste
entre des limites finies pour toutes les valeurs de t^t^ et qui pour
t === ^ satisfait aux conditions q = q^ ..., <//= q°^ les fonctions q
se trouvent complètement déterminées grâce aux valeurs initiales
q^ ..., q^ données. Pour ce qui est des fonctions/?, le problème
se ramène à l'intégration des équations du type

(i) S^^'
ou
(II) ^==^-.^+^. -^ =^+/iM-t-y,

où À et g sont positifs, Ç ou A, y sont des fonctions de t qui
restent, pour toutes les valeurs de t^t^ entre des limites finies,
la solution cherchée devant rester entre des limites finies pour
toutes les valeurs de t^t^



- 74 -

Nous aurons alors, pour le cas (I),

/* °°z == —e^ f e-^^dt,
^t

et, pour (II),

u=— Ç e-^y-0[4/(^)cosA(y-04-<p(y)sinA(y-Q]â?y,
^t

v = -r- f e-5'(r-<)[<Ky)sin/^(y—<)— <p(y)cosA(7 — t)}dy.
Jt

S^il s^agit de la solution des équations ( i ) restant entre des
limites finies pour toutes les valeurs de / le problème se ramène
aussi à l'intégration des équations (I) et (II) où \ et g peuvent, cette
fois, être aussi négatifs. Les fonctions Ç, ^ et o restent entre des
limites finies pour toutes les valeurs de t et Fon impose la même
condition à la solution. Les éléments de la solution correspondant
à \ ou g positifs seront encore donnés par les intégrales ci-dessus
et pour ceux qui correspondent aux valeurs négatives de X ou g

-, » „ —co

il faut remplacer f par f
^t ^'t

Nous allons maintenant compléter les résultats obtenus dans la
première moitié du n° 11. Nous reprenons les hypothèses et nota-
tions que nous y avons employées ( f ) et nous allons examiner le
cas où, pour une certaine valeur To de ty on a

^i -=q^ ==. . .= qi =0.

Nous aurons alors, pour t = To,

Â-
s =^^(1?^

(JL=1

(voir au n° 11 la signification de ç^D'où, pour t == Ta, <r2 ^ -,- o^,UQ
où o?o est la plus petite parmi les quantités rfp,. Des théorèmes du
n° 11 ainsi que de la signification de la quantité <r et du fait que

( * ) Nos considérations se rapportent au cas où < > T ou ^arbitraire. Nous
supposons que les deux groupes p et q existent (voir la remarque au début du
présent paragraphe).
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la quantité positive , ne dépend que du tableau des quantités a,

nous concluons que pour ^T,», <r est < h^d où la quantité posi-
tive AO ne dépend que du tableau des quantités a. (Voir au n° U
la signification de la quantité d.) Il en résulte ensuite que, pour
T^TO, \Xi\<^ed (i= i , 2, ..., n)^ où la quantité positive e ne
dépend elle aussi que du tableau des quantités a.

Nous désignerons par (X) le domaine

— Y < a 7 < < T (i= i, 2, ..., n)

que nous rencontrerons souvent dans ce qui suit.
Considérons maintenant la solution des équations différen-

tielles ( i ) du n° 8 qui, pour ^>ïo (ïo désigne une des valeurs
admises de ^), reste dans le domaine (X), De plus, soit donnée
une solution approchée de ces mêmes équations dont les éléments
restent pour t > TQ dans le domaine (X), admettent des dérivées
finies et continues pour ces valeurs de t et satisfont aux équations ( i )
du n° 8 avec une erreur numériquement inférieure à un certain
nombre positif d. Supposons de plus que les éléments q de cette
solution approchée aient pour une certaine valeur To de t les
mêmes valeurs que les éléments correspondants de la solution
exacte indiquée plus haut.

Si nous désignons maintenant les éléments de la solution appro-
chée par XQ et ceux de la solution exacte par XQ-\- z^ les équa-
tions ( i ) du n° 8 nous donnent

(2) -^ =L,(«)-(-S,(3 lo-+--5)--^(.ro)-+-^• ( i = = i , 2, ..., 7i),

où les L, sont les mêmes fonctions linéaires que celles qui figurent
dans les équations ( i ) du n° 8 et |r,| < d.

, \k
Si l'on attribue aux quantités \-9- un degré suffisant de petitesse

conformément aux hypothèses (voir n° 8), le théorème auxiliaire
du n° H est applicable aux fonctions z. Par conséquent, en dési-
gnant par p, cj, les quantités dépendant des z de la même façon
que les quantités/? et q dépendent des x et en tenant compte du

/
fait que, pour t= To, .^.^î == o, on trouve, pour ^To, \z\ <; ed

v=i
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où la quantité positive e ne dépend que du tableau des quan-
tités a.

Cette proposition permet de juger de l'approximation atteinte.
Étant donné le domaine

k l

(3) I I I . ^^<8iï2 IV.^/^î>-Ô2ï2

(JL == 1 V=cl

où 5, et 83 sont deux quantités ne dépendant que du tableau des
quantités a et d'ailleurs arbitrairement choisies, on peut (voir n° 14)
choisir le degré de petitesse dont nous avons parlé en introduisant
les hypothèses de telle façon que la proposition suivante soit
vérifiée ; A tout système de quantités q pris dans le domaine IV
et à toute valeur To prise dans V intervalle admis de t corres-
pond un système de quantités p et un seul appartenant au
domaine III et tel que la solution dont les éléments prennent
pour t = To ces valeurs p^ y, reste pour t^Toj dans le do-
maine (3).

Choisissons 8< et 83 conformément aux conditions qui viennent
d'être indiquées et de plus de telle façon que toutes les quantités \x\
correspondant au système /?, q^ du domaine (3) soient infé-

rieures à ï. Partant de ces valeurs 8< et 82, choisissons le degré de

petitesse dont il a été souvent question de façon que la proposition
précédente soit vérifiée. Ce choix ne se rapporte cependant qu'au
présent paragraphe.

Soient donnés maintenant un système de valeurs (y)o des
quantités q appartenant au domaine IV et une des valeurs admises
de t, To. Considérons la solution qui reste dans le domaine (3)
pour t ̂  To et dont les coordonnées q deviennent (y)o pour t = To.
On peut prolonger cette solution pour t<^ To de telle façon qu'elle
reste dans le domaine (X) à condition de nous borner à des valeurs
de t suffisamment voisines de To. De plus soit donnée pour t >> To
une solution approchée (dans le même sens que précédemment),
TO étant suffisamment voisin de To pour que la solution exacte avec
son prolongement dont il vient d'être parlé ait un sens déterminé
pour ^>>TO. Supposons de plus d suffisamment petit pour qu'on

ait ed <^ ï ou ûî<-ï-« Pour t^To nous avons, d'après ce qui
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précède,

d'où
l^o+^K^; M<(^<J,

2 4

M<|ï.

Formons maintenant les équations

(4) ^==L,(z)+r, (i== i, 2, ..., 7i),

et déterminons-en la solution qui pour t= To satisfait aux condi-
tions ^ ==. . .== c^ === o (les quantités ^ étant formées à l'aide
des z comme les quantités q à l'aide des x) et qui reste pour^To
entre des limites finies. Puisque pour t >TO? |^| reste < rf, on a,
en vertu du théorème auxiliaire démontré au début du présent
paragraphe, [z| <: ed pour t^To et par conséquent aussi J À J < ^
d'où |.z*o 4-z|< y. Cette dernière inégalité ainsi que l'inéga-
lité [z|<;^â? sont évidemment encore vérifiées dans un certain
intervalle To <^ T< < t <^ To.

Prenons maintenant XQ + z comme solution approchée- pour
^ > TI. Cela peut se faire, puisque les quantités XQ +z restent à
l'intérieur du domaine (X) pour t ;> T( et que les quantités for-
mées à l'aide des x^-hz comme les quantités q le sont à l'aide
des x prennent les valeurs (y)o pour <==To. Nous aurons alors
les équations du type

( d(XQi^ zt) = L^o)- r^ ̂ o)+ L,(Z)+ n

^ j = I^(.yo-+-z)+^(a lo+z)—[^•(.yo-+-z)—^•(a lo)]
( ( l= I , 2, . . . , 7l),

où *z*oiî • • • ? ^'o/ï sont les éléments de la solution approchée que
nous avons jusqu'ici désignée par la lettre x^.

Supposons maintenant qu'on ait, dans le domaine (X) et pour
tontes les valeurs admises de Y, -ç- ^A, où la quantité positive A
ne dépend que du tableau des quantités a. En posant alors

r,= Çi(a'o-+-z)—S,(a?o),

on a, pour t >> ïi,
\îi\ < ne Au?.
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En choisissant maintenani la quantité positive A, dont nous pouvons
disposer, de façon qu^on ait

a) == ne A < -»2

nous aurons la proposition suivante :

Étant donnée une solution approchée XQ répondant aux con-
ditions indiquées plus haut^ l'approximation pour t^To sera
caractérisée par \Xi— x^i\ < ed^ oùe est un nombre ne dépen-
dant que du tableau des quantités a. A V aide de la solution
des équations différentielles linéaires (4), on peut alors former
une seconde solution approchée répondant aux mêmes condi-
tions et qui satisfait aux équations différentielles avec une
erreur numériquement inférieure à o d où le nombre positif ̂
est inférieur à i et ne dépend que du tableau des quantités a.
U approximation pour t^To est donc caractérisée maintenant
par ewd. En procédant de la même façon^ nous pouvons
trouver ensuite une solution approchée toujours de la même
nature nue les solutions précédentes^ mais dont l7 écart pour
^To soit caractérisé par e^ d et ainsi de suite. Comme on
a o <; co < i, on peut atteindre^ dans ^intervalle ^To, telle
approximation qu^on voudra.

Passons maintenant à la recherche de la première solution appro-
chée. A cet effet formons les équations

(6) ^ '=MX)+Ç,O ( t = i , 2 , . . . ,^) ,

où Ç(-o est la valeur de Ç< [voir les équations ( 11 ) du n° 8] pour

Xi == .2*2 ==. . .== xn == o,

et déterminons-en la solution qui reste entre des limites finies
pour ( ̂  To et telle que les quantités formées avec les z comme les
quantités q le sont avec les x prennent les valeurs (y)a pour <===To.

Il est évident d^illeurs que les quantités p', ^' formées avec les x,
comme /?, q le sont avec les .r, restent dans le domaine (3)
pour t^To (et par conséquent aussi pour un certain intervalle
<>T<>To) , car les équations (6) représentent un cas particu-
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lier des équations (i) du n° 8 et répondent aux hypothèses faites
jusqu'ici au sujet du degré de petitesse introduit dans le n° 8. Le
nombre y a ici la même valeur que dans les équations primitives.

Il résulte de ce qui vient d'être dit qu'on a, pour ^>Ti ,
|x| < ' Si nous substituons maintenant les valeurs des x dans
les équations données, ces dernières seront satisfaites en laissant
de côté les termes ç/(x) — ç<o. Or, nous avons

|^x)-S,,l<^=<o^<^.

La solution approchée x satisfait donc bien à toutes les conditions.
En supposant maintenant que nos recherches se rapportent au

cas où l'intervalle de valeurs de t contient toutes les valeurs de t
(^arbitraire), étudions l'expression de la solution qui reste toujours
dans le domaine — y <; Xi<i y.

Par un .choix convenable d.u degré de petitesse dont il est si
souvent question, on peut obtenir, d'après le n° 14, qu'on ait

toujours, pour la solution considérée, \x\ <^ T-

Imaginons maintenant une solution approchée XQ (1), restant
dans le domaine (X) et satisfaisant aux équations différentielles,
abstraction faite de termes r< numériquement inférieurs à r f>>o.
Les différences entre les éléments x de la solution exacte consi-
dérée et XQ seront alors numériquement inférieures à e \d où la
quantité positive e^ ne dépend que du tableau des quantités a,
comme cela résulte du théorème auxiliaire du n° 11, pourvu que
le degré de petitesse souvent mentionné soit convenablement
choisi.

v 1
Supposons of< .'-; on a alors toujours |.ro|<^ 7 Y* Formons

ensuite les équations différentielles (4) et déterminons-en la solu-
tion qui reste toujours entre des limites finies. Les éléments de
celte solution restent, d'après ce qui précède, numériquement
inférieurs à e\ d\ on a donc |z| < ï et, par conséquent, les x^ + z
restent dans le domaine (X) pour toutes les valeurs de t. En

( l) Nous supposons que les ̂  sont donnés pour toutes les valeurs de t et qu'ils
admettent, pour ces valeurs de f, des dérivées finies et continues.



prenant J?o+Z pour solution approchée, les équations diffé-
rentielles seront satisfaites avec une erreur numériquement infé-
rieure à ne\ û?Ai, si nous imposons aux quantités ^*- d'être < A,

1
à l'intérieur de (X) et pour toutes les valeurs de t^ A, désignant
un nombre > o ne dépendant que du tableau des quantités a.
Choisissons le nombre A< >> o de telle façon qu'on ait

œo= nci^i < -•
2

Alors la nouvelle solution approchée satisfait aux équations diffé-
rentielles avec une erreur numériquement inférieure à (Oo^ où o^o
est << i, et l'écart entre la nouvelle solution approchée et la solu-
tion exacte est caractérisé par e\ tù^d,

En continuant de la sorte, nous obtiendrons une solution dont
l'écart sera caractérisé par e^^d^ et ainsi de suite.

Reste, par conséquent, à trouver la première solution approchée
pour laquelle on ait d << -*- •

A cet effet, formons les équations (6), ^o désignant toujours la
valeur de Ç/ pour x^ ==...== .r,,== o, et déterminons-en la solution
qui reste entre des limites finies pour toutes les valeurs de t. On
prouvera, de même que précédemment, que pour cette solution
on a toujours [x[ < T et qu'elle satisfait aux équations différen-
tielles (i) du n° 8, abstraction faite des termes Ç ( ( x ) — ^ o - Mais
puisque

| ^ (x)—^o|<^Ai ï ==(00-^ < -L,
1 2<?i 4^t

cette solution des équations (6) satisfait à toutes les conditions
imposées à la première solution approchée dont il a été question
plus haut.

16. Lemme. — Le théorème que nous allons démontrer dans le
présent paragraphe sert de base aux recherches du paragraphe
solvant. De ce théorème découle, comme il est facile de le voir, le
théorème fondamental relatif à l'existence des fonctions impli-
cites (1).

( l ) Ce théorème a été démontré par Dini, Peano, Kneser (avec d'autres hypo-
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Soient données m fonctions f^y,, .-.,ym, x,, ..., x,,) des
m -(- n variables y ̂  ..., y,̂ , x^ ..., x^ dans le domaine défini
par les inégalités

(0 ^^Â^y/^
(II) —a^.r^a/,

oà/^, a,, ..., a,, 50/1^ âfe.? nombres positifs et ^^</y<y/ ^<?

forme quadratique définie positive. Supposons que les f soient,
pour chaque système particulier de valeurs des x appartenant
au domaine (II), des fonctions continues des y et qu'elles admet-

tent dans le domaine V«</y/y/ <p des dérivées partielles du

premier ordre par rapport aux y qui soient^ elles aussi', des
fonctions continues des y. Supposons ensuite que le détermi-
nant fonctionnel^ des fonctions f par rapport aux variables y

soit différent de zéro et qu'on ait - < 5 où A est un mineur

quelconque du premier ordre du déterminant D tandis que S
est un nombre positif, le même pour tous les y et x de notre

domaine; de plus supposons que chacune des dérivées -v- prenne

en deux points y\, ...,y;,,, ̂ ,, ..., x,, et y;, ...,y^, x,, ..., Xn

des valeurs différant de moins dee ==. .. I , et enfin qu'on ait
o/n-ô '

m

^[/(i(o» ...,o,a?i, ..., vn)}^"—^,
(J.=l

où Q est un nombre positif satisfaisant à la condition

m

^^yy/y^Q^y?.-
p-=i

( Un tel nombre peut s'obtenir^ comme on le sait^ à ^aide^ par
exemple^ d'une certaine équation du degré /n.)

Dans ces conditions, il existe^ pour tout système de valeurs

thèses), Schwartz. S'il ne s'agissait que de ce théorème, on pourrait simplifier
nos considérations.

XXIVIII. 6
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des x du domaine (II), un système de valeurs des y appartenant

au domaine ̂ . c i i j y i y j < p et satisfaisant aux équations

/(J.(^lî • • • î . V w ; .2*1, ..., Vn)^0 ((JL=I, 2, ..., m),

ce système étant de plus le seul dans le domaine (I) qui satis-
fasse à ces équations.

Pour démontrer ce théorème, nous allons nous servir des rela-
tions suivantes résultant de la formule de Taylor (1),

fi(y^ ...,yw; ̂ i, •.•.^)-/Kyï, ...,ym; a-i, ...^n)
m m

"S^^^""^^'4"^7'^^^'"'^^ (^^^ •..^),
(A==l (i.=l

ù le système y"^ . . .,y^ appartient au domaine V^yj(yy</?

et où \pi^\ < s. Multipliant chacune de ces relations par ̂  où A/y

OU

est le mineur relatif à la {tème ligne et à la ^[ème colonne du déter-
minant

àf^ àf^ àf,
ày\ ày1, • • • ày^

D=
àf^ àf^ à^
ày\ àyï • • • ày

et en les ajoutant nous aurons

m

^-^[//(y'K ••• ,ym;^l , •••^n)—//(yi, ...,y;»;.ri, ...,.rn)]
i=l

=7v-yv+2^^^(i.(^-^),r v ^"^^^d'D"
/• p,

( 1 ) Le fait que le théorème de Taylor est applicable dans notre cas résulte de
la remarque suivante : Si [y'y.], [y'p.] sont deux points différents du do-

maine ^a^y.y^p, le point [y'^+ t{y^—y^)] appartient au domaine

j^^j.y.y;^/7» la somme J^û^y, étant, par hypothèse, une forme qua-

dratique positive définie.
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d'où, puisque -. < 8,

821-/i(y>a?) -^^ ^1 ^ l^-^l ~ ̂ Sl-^"^
(J.=l

l'égalité n'ayant lieu que si toutes les différences y«—y» sont
nulles. Désignant maintenant

m

Sl̂ -Jil
(A==l

par S et faisant la sommation par rapport à v, nous aurons

1 m8^|/,(y,^)-/<(y,^)|?S(i-8£m'),

5
(1)

j ^oYi/<-(y^)-//(y^)isjs.( . j

Nous en concluons que si tous les/^ s'annulent pour x^, ..., Xn et
un système de valeurs desy appartenant au domaine ̂ Jïijyiyj <Pi
ce système est dans le domaine (I) Punique satisfaisant à cette con-
dition. En effet, dans le cas contraire, il existerait deux systèmes
différents de quantités y satisfaisant à la condition (i) alors qu'on
aurait simultanément //(yS •Z*) =fi{yîf') x) = o? C6 qui entraîne-
rait pour S la relation o ^ - S, d'où S == o et par conséquent les
deux systèmes de valeurs desy ne pourraient être différents.

Il suffit donc de prouver l'existence d'un système de valeurs
desy (dans le domaine ̂ ^d'ijyiyj< p ] qui correspond à x^, ..., Xn
de telle façon qu'on ait

/li.(y» a")==o ((A==I, -2, ..., m).

A cet effet, nous allons montrer d'abord que pour tout système
de valeurs desy pris dans le domaine ^,^ijyiyj=pi on a

(2) ^LAO'n •..,.rwî^i, ...^/Ol^
1=1

et cela quelles que soient les valeurs des x.

me1?
~^r
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En effet, supposons qu'il n'en soit pas toujours ainsi, c'est-à-dire
que, pour un certain système y<, . . ., y,,,; x^ . . ., .r,,, on ait la
relation

i[/.o^)n^
/=!

les y satisfaisant à la relation ^^•yy/yy== p . Appliquons alors la
formule (i) en posant

ji=yi. • • • . y^=y//^ yi=y2=---==^w==o.
Nous aurons

m m.

^^[|/,(y, ^)\ -r- |/,(0, .Z-)| | > |^|y(x|

i==l (JL=1

ou bien

1 f ~ ~ m / " ^ 1 / m

7^0 V/^ l/^[//(y,^)P+i/^[/.(o,^)P ̂ IVS^-

( ^ 1 = = ! T l=l 1 T (JL==1

Or nous avons, par hypothèse,

i[//(o.^^
et

m

P ^^^yr^y^Q^^;
IA=1

par conséquent,
^ ,—— /W£ \fp % i/O•im^^/m v v^ > - w-^,

/Q 3 /Q

d'où, en tenant compte de la valeur de e,

i \/p 2 \/p
3 ^ Q > 3 ^

nous aboutissons donc à une contradiction. L'inégalité (2) est
ainsi établie. Il s'ensuit qu'on a, pour les valeurs des y satisfaisant
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à la relation ̂ a^yiy^=p,

m

W ^L/Ky, ̂ )]2>2C^(0' ̂ ^

car le premier membre est > "Î—L et le second est ^ w—^ •

Pour un système déterminé de valeurs des x arbitrairement
choisi dans le domaine (II), la fonction

m

^=^[fi(y^)]^
<=i

prend, en vertu de sa continuité, sa plus petite valeur en un point au
moins du domaine (I). En ce point, on ne peut avoir ^,d'ijyiYj=p
en vertu de la relation (3); par conséquent on a, en ce point,
^^CLijyiyj<ip\ il s'ensuit que toutes les dérivées partielles —)

s'annulent en ce point, d'où les m relations suivantes

Jj_
'^v.2/^=0 (^=«^...^).

Or, le déterminant fonctionnel des fonctions / par rapport aux y
n'est pas nul, on a donc en ce point f^ =f^=.. .=y^== o, ce qu'il
fallait démontrer.

17. Modification des hypothèses. Application du lemme
précédent. — Nous présenterons dans le présent paragraphe une
application du théorème précédent, après avoir donné une forme
particulière à nos hypothèses. Ces hypothèses restreintes, dont
nous ne ferons usage que dans ce paragraphe, sont les suivantes :

Soit donné le même système d'équations différentielles que pré-
cédemment (voir n° 8), assujetti aux mêmes conditions, et sup-
posons l'intervalle de valeurs de t défini par t > T (ou t arbitraire).
De plus, soient données / fonctions

<D,(MI, ..., U/e, Vt ..., Vi) (l = 1 , 2, ..., /)

[/ et k désignant, comme jusqu'ici, le nombre des quantités q
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ei P (*)] q"6 nous supposerons continues dans un certain voisi-
nage du point (o, . .., o, o, . .., o) et admettant des dérivées par-
tielles continues du premier ordre. Supposons que toutes ces
fonctions y s'annulent pour

MI== Uî =...= l̂ == Pi ==.. .== P/==0,

mais que le déterminant fonctionnel de ces fonctions par rapport
à v ne soit pas nul pour ce système de valeurs. Enfin, réservons-
nous le droit d'imposer d'autres conditions encore au degré de
petitesse introduit dans le n° 8 et ceci en le faisant dépendre, non
seulement du tableau des quantités a, mais aussi de la nature des
fonctions y. Déterminons aussi, pour la quantité y, un degré de
petitesse de la même nature.

Nous allons prouver que, si le degré de petitesse des quantités
dont il vient d'être question est déterminé convenablement, on a
le théorème suivant :

A tout point (h)i, . , . , wf) cTun certain domaine —(rY^h)p^<ry
(où 7 est > o et ne dépend que du tableau des coefficients a et
de la nature des fonctions y) et à toute valeur ty de l'intervalle
admis correspond un système de quantités /?, q et un seul
appartenant au domaine

k i

( l ) 2^^ 2.A^-8ï2
?.=! V=l

et satisfaisant aux équations

9v(/?i, ...,/?/„ yi, . . . , ç/)=o)v (v=i, 2, ..., /)

et tel^ de plus, que la solution dont les éléments prennent^
pour t=ty, ces valeurs p , y, reste^ pour t>t^ dans le do-
maine (I). Û?(JL»/VÎ 5 o^t la même signification que dans les para-
graphes précède n ts.

Pour démontrer ce théorème, nous allons d'abord déterminer,
à l'intérieur du domaine renfermant le point (o, • . . . ,0,0, ..., o)
et où les hypothèses, faites au sujet des fonctions CD, se trouvent

( * ) Nous supposons que les dçux croupes q et p existent.
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vérifiées, une région autour du point (o, . .., o, o, . . ., o) définie
par les inégalités
(i) Ap^i^Bp., CV^V^DV

et un nombre E ;> o, tels qu'on ait
k k

W D==

< î
àvi

à^i
àVi

-+•

•+•

k

2
p--=l

k

2
p=l

^PI

(̂ p

^<P/

àu^

^

E?

^fi
<)?/

à<fi
àvi

k

-2
p=l

k

p̂=l

^fl

^p

à^i
àuç

4

4

pour les valeurs des u^ v appartenant au domaine ( i ) et pour celles
des s^ satisfaisant aux conditions —E^eç^E. Cela est possible
en vertu de nos hypothèses. On peut ensuite trouver un nombre
\ > o tel que, pour ces mêmes valeurs des u^ v^ e^, on ait ?? < \
où A désigne un mineur quelconque du premier ordre du déter-
minant D. Posons enfin s == qi,-^ •

Déterminons maintenant par les inégalités
{3) a^i^^, Tv^v^8v, -s^^s

(o <^5^E) un domaine situé, entant qu'il s^agit des quantités M, v^
à Fintérieur du domaine (i) et autour du point (o, ..., o, o, ... o)
et tel de plus que la différence des valeurs d^un élément de D en
deux points du domaine (3) soit inférieure à e.

Les opérations précédentes n^exigent que la connaissance des
fonctions î5.

A-ttribuons maintenant à y un degré de petitesse suffisant pour
que tous les u^ v du domaine

k t

(4) ^^^T», ^|/v|^8T2

yL==l v=l

appartiennent au domaine (3).
Nous savons (voir n° 12) qu'à tout système de valeurs q^

^2, . . ., qi des quantités y, pris dans le domaine

(5) Sl^l^T2

v==l
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et à toute valeur de t^ prise dans l'intervalle admis pour t^ corres-
pond un système de valeurs [/?< ], . .., [/?ÀJ des quantités p et un
seul appartenant an domaine

k

(6) S^^2

(A=l

et tel qu'en prenant [/?<], ..., \_pk^i q\f - ' "i qi pour système de
valeurs initiales pour la valeur de t en question, on obtient une
solution restant dans le domaine (5, 6) pour toutes les valeurs
plus grandes de t. Nous savons aussi (voir n° 13) que ces quan-
tités [/?], considérées comme fonctions des quantités q et du para-
mètre t, sont continues dans le domaine (5) et admettent, dans le
domaine

/
(7) ^l/vl^<^

v==l

des délivées premières par rapport aux quantités q également
continues.

Supposons maintenant que le degré de petitesse dont nous avons
parlé en introduisant les hypothèses soit déterminé de façon qu'on
ait toujours " <^s indépendamment de la valeur de t. La pos-
sibilité d'une pareille détermination résulte du n° 13. En effet,
quoique nous n'ayons prouvé, dans ce paragraphe, que la possi-
bilité, à l'aide d'un énoncé convenable d'hypothèses, d'attribuer
aux quantités -L/J un degré de petitesse dépendant du tableau
des quantités a, il est facile de voir que cette même circonstance
prouve l'exactitude de notre précédente affirmation puisque s ne
dépend que de la nature des fonctions y et que le degré de peti-
tesse dont nous avons parlé en posant les hypothèses peut dé-
pendre, non seulement du tableau des quantités a, mais aussi des
fonctions tp.

Par un choix convenable de ce degré de petitesse, on peut
aussi obtenir que, pour toutes les valeurs des quantités q apparte-
nant au domaine (5) et quelle que soit la valeur de ^, on ait

A-

w ^(x[^l^M1'
(A=î
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inégalité dans laquelle
8N

(9) so= 36C2/»XUQ3

où G est un nombre positif sapérieur à -îi ((= j^ ^ . / ^
~^u,

^ = = i , a, ..., /r), pour les valeurs des M, ^ du domaine (3),
N désigne la plus petite parmi les quantités d^ et Q la plus grande
parmi les quantités |/v|. La possibilité d'un pareil choix résulte du
n° 14, en remarquant qae 80 ne dépend que du tableau des quan-
tités a et de la nature des fonctions (p.

Formons maintenant les fonctions

(10) ^= <sp/([/?i], ..., [pk}, q^ ..., qi) (i= i, 2, . . . , l).

Les ^ sont, d'après ce qui précède, des fonctions des quantités q
renfermant en outre le paramètre t. Elles sont définies pour
toutes les valeurs des quantités q dans le domaine (5) et continues
par rapport aux q dans ce même domaine. En outre, pour toutes
les valeurs des quantités q appartenant au domaine (7), ces fonc-
tions admettent des dérivées du premier ordre continues par rap-
port aux quantités q ayant pour expression

k
^i à^i \"\ à^i àfpu] , - _
^^^^L^-y ^=[^L•••^A•=[^J;Pl=^,...,.,=^).

(A==l

Les valeurs des M, v qu^il faut substituer dans les seconds
membres appartiennent au domaine (4) et par conséquent aussi au

domaine (3). Toutes les quantités -^J sont < 5, comme nous
l'avons dit plus haut.

De la comparaison des quantités -x^ avec les éléments du déter-
àqv

minant (2) , et de ce que nous avons dit au sujet du domaine (3),
il résulte que le déterminant fonctionnel R des fonctions 7, par

rapport aux variables y, ne s'annule pas, que le quotient | p où P est

un mineur du premier ordre du déterminant R est inférieur à X, et

que les valeurs des quantités —c en deux points du domaine (7)

diffèrent Fune de l'autre de moins de e = —y.
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Calculons maintenant les valeurs des fonctions y pour

^ i== . . .= qi=. o.

Nous aurons
A-

^( î i ) ^^S!^!^0 ( l=l- ̂  • • • ' ^»t^1

(A==l

-fi / désigne la valeur de —L
àu^ \ ° àu^où ^ ̂ - / désigne la valeur de — pour un certain sytème de

valeurs des M, v appartenant au domaine (3) et [/^ujo est la valeur

de [py,] pour y<=. . .===y/=o. Or S-r^l est < G par définition
1 ( ^{JL )

de G \^voir formule (9)]. Les équations ( i i) nous donnent donc en
tenant compte de (8)

/ - / Â J~
]^(o)|^C Ai / ^[p^?lC A ̂ T,
<=i V p.=i v

d^où

(^) ^IX/(o)|^^, ^==—^——A" î// v/Q

Introduisons maintenant les quantités (Oi, . .., cj/ appartenant au
domaine

(l3) -^Y^ tOp^GTY (p== î , 2, . . . , /).

On a alors toujours
/

^|o)p|^<TY,
p=l

par conséquent

/ r / / - 12
^[^(o)-ro,p^ ^|Xv(o)|+^|œ,| = 4^c^<Y2

v-=l Lv=l v=l J

ou bien, ce qui revient au même,

04) (̂o)-o^ |̂l!;
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(TOÙ la conclusion suivante : les / fonctions 7v(y) — t0v sont
données dans le domaine défini par les inégalités (5) et (i3), elles
y sont continues et admettent, dans le domaine (7), des dérivées
du premier ordre par rapport aux q également continues. En dési-
gnant par R le déterminant fonctionnel de ces / fonctions par rap-
port aux q et par P un mineur quelconque du premier ordre du

P 1déterminant R, on a -<).,. cette inégalité ayant toujours un

sens déterminé, puisque R ne s'annule pas. Les valeurs que prend
la dérivée

à(^—^} __ à^
àq àq '

en deux points du domaine (7), diffèrent de moins de e = —^'
Enfin ces / fonctions satisfont aux relations ( i 4 ) *

Nous avons, par conséquent, en vertu de théorème du paragraphe
précédent, la proposition suivante :

A tout système de valeurs <o, pris dans le domaine (i3), et à
toute valeur de t de ^intervalle admis correspond un système
de quantités q appartenant au domaine (7) et satisfaisant aux
relations

(ï5) j^(q) ==to^ (^ =1 , a. . . . , /),

ce système étant d9 ailleurs Vunique dans le domaine (5) qui
satisfasse aux équations (ï5).

Le théorème énoncé au début du présent paragraphe se trouve
ainsi démontré. En effet, <r ne dépend que du tableau des quan-
tités a et des fonctions y; par conséquent, le domaine (i3) a bien
le caractère imposé au domaine des quantités 10 dans Renoncé du
théorème en question. Si ensuite on choisit un système de va-
leurs (o du domaine (i3) et une valeur de ^, il existe, diaprés ce
qui précède, dans le domaine (7), un système de quantités q satis-
faisant aux équations (ï5). Si l'on complète alors ce système de
quantités q par le système p^ == [/?<], ..., pk= [pk}i et si Pon
prend le système y, [/?] pour système initial correspondant à la
valeur choisie de ^, la solution correspondante restera dans le
domaine (3 ,6 ) pour toutes les valeurs plus grandes de t. Enfin,
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en vertu de (i5), nous aurons

Xv^y^L^iL • • • » [/^L <7i» •••^/) (^== i» 2, • • • , 0-

Le système de valeurs initiales ainsi choisi satisfait donc bien à
toutes les conditions de notre théorème. Il est aussi facile de voir
que ce système est l'unique système satisfaisant à ces conditions.
En effet, en admettant l'existence d'un second système//^ ...,/^,
?n • • • ? y/? jouissant des mêmes propriétés, on aurait d'abord

P\^[P^^ • • • » Pk==[pk]'

où [yy<]\ ..., [pkY désignent les valeurs des fonctions [ /?i]y . . . »
[/?A] P0111* ̂ n • • •» y/et ̂  valeur choisie de t. Nous aurions ensuite

cov= <pv(7?i, ...,/î^yi, ..., y'/) ==?v([/>i]\ ...J^l^çi, ...ly'/) =7^
( V = = I , ..., /)

où 7^ désigne la valeur de yv pour q^ ..., y^ et la valeur choisie
de ^ d'où y, ==<7p . . . , y /==^e t , par conséquent, aussi

r^ii^LpiL • • • • [^r^r^].
Les deux systèmes ( p i y ) coïncident donc.

18. *S r̂ quelques équations différentielles contenant des
paramètres. — Soit donné le système suivant d'équations diffé-
rentielles

(1) ^'==L,(.r)+^ ( t=i ,^ ..., /î)

où les L, sont des expressions linéaires et homogènes en j?,, ..., x,^
ayant même forme que celles qui figurent dans les seconds membres
des équations (I) du n° 8 et répondant aux mêmes conditions;
les S/ sont des fonctions uniformément continues de ^, x\^ ..., x^
et de certains paramètres a, j3, ... dans le domaine défini de la
façon suivante :

(2) I. ^arbitraire, I f . /n,< ;r,< m, r i l . a < a < A , 6 < ( à < B , . . . .

On suppose aussi que les ç, restent dans le domaine (2), entre des
limites finies, que dans ce domaine les dérivées -JL existent, sont
finies et continues par rapport à t, x^ a, p, * . . et satisfont aux
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conditions -ç- ^ -̂ : où x > o est le nombre introduit dans le n° Hàx " \/n
et qui ne dépend que du tableau des quantités a.

Supposons maintenant que, pour tout système de paramètres
pris dans le domaine (2, III), il existe une solution des équations (i)
restant dans le domaine (2, II) pour toutes les valeurs de t. Une
pareille solution est alors aussi l'unique solution de cette nature
pour le système considéré de paramètres, comme cela résulte du
théorème auxiliaire du n° H. En effet, soient

Ut et Ui-^-Vi ( ï = = i , î , . . . , 7 i )

deux pareilles solutions; les équations ( i ) donnent alors

^=L,(P)+^,

où, en vertu des hypothèses faites,

/ n

l^-l^l/ ^^;
^ p==i

d^où, en vertu du théorème mentionné,

(;! = ^2 = . • • = Vn = 0.

Nous désignerons, dans ce qui suit, par x^ .2*2? * • •? -^ les élé-
ments de la solution que nous venons de définir.

En posant

^,a+Aa, P + A p , . . . )~.r ,(^a, (3, . . . )==^,

nous aurons

^=L^)+^(.r4-2,a4-Aa,p-+-Ap, ...)-^,a, ?, ...)

( l== 1 , 2 , . . . , 7l),

ou bien

(4) ^=;L^)+Ç/-hSr, (i==i,a, ..., n),

où

Ç,=^-^,a+Aa, P-hAp, ...)- S,(.r,a + A», ? ̂  \p .. ),
^•=ç,(.r, a-t-Aa, ? 4- A?, ... )—ç,(a?, a, ?,...).
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En vertu des hypothèses faites, on a

M^

Si maintenant nous admettons que jâ,) a une limite supérieure à
pour toutes les valeurs de ^, d étant un nombre positif, nous aurons,
en vertu du théorème auxiliaire du n° 11, |î/| < ed(i== i , 2,..., n),
^ étant > o et ne dépendant que du tableau des quantités a.

En tenant compte des hypothèses faites, il résulte de ce qui
vient d'être dit que les fonctions Xi(t^ a, ji, ...) sont des fonc-
tions uniformément continues de <, a, [3, ....

Supposons maintenant encore que les dérivées—l•{i= 1,2,...,^)
existent, qu'elles soient des fonctions continues de ^, .r, a, [3, ...,
et qu'elles soient comprises entre des limites finies. Soit, par
exemple, ^ <; G. En supposant Aji = = = . . . ==o et Aa^o, on a
alors

|^(.r,a.4-Aa, p, ...^-S,(.r,a, ?, .. .,)|< G|A a|.

Donc, dans ce cas
| ^ |<<?G|Aa| ,

d'où

£ <^1 ̂ a 1
Posons

±.~ç,.
Aa """ ̂

Nous aurons alors

(^ dvi T /o^V ̂  c, ^-^-V f/^ ' ^^c» -^ ^1(5) -^ == Li(p)^ 2<^ 'P^ 5or+ .1 (^p - 5îp,) 'p-4- ji - ̂ J 'p==i • p^i1-^—!- l/ — J

où -^L et -^ désignent respectivement les valeurs de -ÇL et -2i pour

^p.+^^Aa, a-h6,Aa ((JL = i, a, ..., n\ o < Ot< i ).

Considérons maintenant une suite de quantités Aa non nulles
et tendant vers zéro et la suite de systèmes correspondants de
valeurs des v. Ces systèmes, formés pour une valeur déterminée
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<o de ^, doivent avoir un point d'accumulation puisqu'on a
toujours |^|<; eG.

Cela posé, considérons le système suivant d'équations

(6) ^L^^"^ (-.,-..,.),
P=l

où les —± et -2L sont considérées comme fonctions de £. a, 3, ....ÔXQ àa ' ? r ?

qu'on obtient en remplaçant ̂ , ..., x^ par les éléments

Xi(t, a, p, ...) (i= i, 2, ..., n)

de la solution dont il a été question plus haut, ce qui donne

pour -2L et -^ des fonctions continues de ^, a, (i, ....

Une solution u^ ^2, . .., Un de ces équations restant entre des
limites finies pour toutes les valeurs de t sera l'unique solution de
cette nature pour chaque système particulier de paramètres. Cela

I ÔÏ x,résulte de la relation — ' ^ — comme nous l'avons vu au début duàv < ̂ / n
présent paragraphe.

Considérons maintenant la solution U des équations (6) dont
les éléments ont pour valeurs initiales pour t == t^ les coordonnées
dû point d'accumulation déterminé plus haut ( '). D'après ce qui
précède, on peut trouver des systèmes v aussi voisins qu'on veut du
système de valeurs initiales, pour t === t^ de U et correspondant à
des valeurs aussi petites qu'on voudra de |Aa[.

Or en tenant compte de la relation \v\ < eG et de la continuité
des dérivées des fonctions ç, nous voyons qu'en choisissant |Aa|
suffisamment petit on peut rendre la valeur absolue des deux der-
niers termes de s aussi petite qu'on voudra, du moins pour un
intervalle fini mais d'ailleurs aussi grand qu'on voudra de t. Il
s'ensuit (2) qu'en choisissant un intervalle fini quelconque de £, on

( l) Celte solution s'étend à toutes les valeurs de t. Si l'on ne peut considérer
cette remarque comme conséquence immédiate des théorèmes connus de la théorie
des équations différentielles linéaires, on la déduira facilement des considérations
du Chapitre I. Nous n'insisterons pas davantage, ayant rencontré des cas ana-
logues dans ce qui précède.

(3) Voir Lemme, Chap. I, § 1 .
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peut trouver un système v restant/dans cet intervalle, aussi voisin
qu'on veut de la solution U. Il en résulte que les éléments de U
satisfont pour toutes les valeurs réelles de t à la condition | ;/| ̂  eG.
En efïet, si jamais on avait |«p[>eG, où p est un des indices
1,2, . . ., /i, on pourrait trouver un système v suffisamment voisin
de U pour qu'on ait aussi |^p| > ^G, ce qui est impossible.

La solution U reste, d'après ce qui précède, entre des limites
finies pour toutes les valeurs de t. Or cette propriété définit com-
plètement la solution des équations (6) pour un système de valeurs
données des paramètres a, j3, . . . . Par conséquent il existe un seul
point d'accumulation, autrement dit quand Aa tend vers zéro les
valeurs des v formées pour t == to tendent vers des limites parfai-
tement déterminées et indépendantes de la façon dont Aa tend vers
zéro. Ces valeurs sont celles des éléments, pour t == ^o, de la solu-
tion U que nous venons de définir.

En répétant les mêmes raisonnements pour p, etc., nous aurons
le théorème suivant : Les x considérées comme fonctions de t^
a, B,. . . . , admettent des dérivées— ? — c .... Ces demie/es

va dp
s'obtiennent à l'aide de celles des solutions des équations (6)
{et d'équations analogues} qui restent entre des limites
finies ( * ) .

Si de plus les dérivées - . 9 jg» • • -9 ç sont des fonctions unifor-

mément continues de :c, <, a, p, ..., on pourra répéter sur les
équations (6) et les équations analogues les raisonnements du

début du présent paragraphe, et en conclure que les u ou -^
àx-^9 « • • » sont des fonctions uniformément continues de ^, a, j3, ....

De même si les ç admettent des dérivées du second ordre par
rapport à\r, a; p, . .., et si ces dérivées sont des fonctions unifor-
mément continues de :r, ^, a, (à, ..., et restent comprises entre
des limites finies, il résulte, de l'application du théorème démontré
plus haut aux équations (6) et analogues, que les x admettent aussi

( * ) Pour tout système admis des paramètres, les équations (6) ont une solu-
tion déterminée restant entre des limites unies. Cela résulte immédiatement des
considérations précédentes. Ces dernières montrent aussi que les éléments d'une
pareille solution satisfont aux relations \u\-eG.
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des dérivées du second ordre par rapport à a, ^, ... ; que ces déri-
vées sont des fonctions uniformément continues de t^ a, p, . . .
et sont comprises entre des limites finies. D'une manière générale
si les hypothèses correspondantes sont vérifiées pour toutes les
dérivées des ^jusqu'à l'ordre v inclusivement^ les x admettent
des dérivées par rapport à a, j3, . . ., jusc/u'à U ordre v inclusi-
vement et ces dérivées sont toutes des fonctions uniformément
continues de t, a, [3, .. ., et restent entre des limites finies.

CHAPITRE 111.

SOLUTIONS BEPRÉSENTABLES A L'AIDE DE SÉRIES TRIGONOMÉTBIQUES.

19. Première méthode. — Soit donné le système d'équations

(0 ^^^^^^ ( l== I^2 ' ••-7 l)

où les L, sont les mêmes expressions linéaires et homogènes en x
que celles qui figurent dans les équations ( i ) du n" 8, les Ç, sont
des fonctions de x^, a-a? . . . ? ^ni l données pour toutes les valeurs
réelles de t et pour les valeurs des x appartenant à un certain
domaine T défini par des conditions du type : ai<^Xi<^bi ou
-^/> <^i ou Xi<^ bi ou Xi arbitraire. Supposons aussi que les déri-
vées-r' existent et satisfont à la condition -7^- ? ~î= où x est leàx \dx < ̂
nombre défini au n° 11. De plus, supposons que les Ç/ sont les

résultats de la substitution M< == — » • • • ? Um= — dans certaines
a! ^m

fonctions pi(^, u^ . . . , u,n) données pour toutes les valeurs des x
du domaine 1 et pour toutes les valeurs réelles des u comme fonc-
tions uniformément continues des x et des u, périodiques par rap-
port aux u, de périodes égales à l'unité. a< , ..., a^ sont des
nombres non nuls et tels qu'entre les - il n'existe aucune relation

linéaire et homogène dont les coefficients soient des nombres
entiers.

Supposons enfin qu'il existe une solution des équations ( i ) res-
tant pour toutes les valeurs de t dans le domaine défini par les iné-
galités Y<^*y<^ (3( et intérieur au domaine I. Des considéralions du

xxx vin. 7
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n° 11 il résulte alors qu'il n'existe aucune autre solution (différente
de la précédente) qui reste, pour toutes les valeurs de ^, dans le
domaine 1 et entre des limites finies. Nous désignerons, dans ce
qui suit, par x^^ x^-, . . ., Xn les éléments de la solution que nous
venons de définir.

Cela posé, les fonctions

yi= Xi(t-\-i) ( t = = 1,2, . . . , n; T == const.)

satisfont aux équations

(2) ^==L<(y)+^-+-T,y)

où S, se déduit de p / f r , u^ -+- ^» - • • ? Um-^r —\ parla substitution
\ a! a/n/

t t
^1= — > • • • ? U,n= ——•a! a//t

Remarquons qu'on peut remplacer—? • • • i —par des nombres
ç^, . . ., Vrn différant respectivement des précédents de nombres
entiers, ce que nous exprimerons par les symboles suivants

T T
— —PI , . . . ,——=( / ,„ .
a! ^-m

Rappelons maintenant le théorème suivant ( * ) : Etant donnés
m nombres a,, . . ., a^ tels qu'entre leurs inverses il n^ existe
point de relation linéaire homogène à coefficients entiers et
m nombres arbitraires M^ ^2» • • - , f^m on peut trouver un
nombre T tel que les diffèrences -c- — &^ -c- — Aa,..., -c- —S^m
diffèrent d'aussi peu qu^on voudra de nombres entiers.

Remarquons en passant que cette proposition dérive du théo-
rème suivant plus général : Étant données m (m + i) quantités

a}, a}, al. ..., a^,
a?, aï, aj, .... a^,

/y In, fi ni ^y ifl „ fftOQ , a^ , a^ , ..., a^,

( 1 ) Voir mon Mémoire Ueber die Darstellung von Functionen einer Varia-
bein durch trigonometrische Reihen^ ..., p. 8.



telles qu'il n'existe point de relation linéaire homogène à coef-
ficient s entiers entre les m déterminants du tableau

a; a} ... aîn

a} a? ... aîn

a. a71 ... a"

et, d'autre part, m nombres &^ jft^ • . • ? ^m arbitrairement
choisis^ on peut trouver m -4- i nombres entiers /îo, n^, /la, ..., Ujn
tels qu'on ait

n^a\ -+- n^a\ -h ̂ a^ 4-...-+- n^afn== Ai -+-£1,

TioaS -h/lia? -4- /igaî -+-... -4- n^ afn = ̂ 2 + e,,

noû^-^ ^i^ï1 •4- /^taïl+.. .4- /iwa^= Aw+ ew,

o// Z^ e sont aussi petits qu'on voudra. Pour démontrer ce théo-
rème on peut le ramener à des propositions établies dans mon
travail mentionné plus haut. 11 est inutile de donner ici cette
démonstration.

Il résulte de ce qui vient d^être dit que les systèmes de quan-
tités (^, . . ., VM définies par les relations

T T

a! ? ? ^m

forment ( < ) , quand T varie, une multiplicité ayant pour point
d'accumulation tout point défini par m coordonnées arbitraires
^,,^,, ...,«„ (2).

Remarquons ensuite qu^on a, pour tous les ^,

|p,(d7+-8, v}—Çi(x, v)\^y.

si les x -4- z et les x appartiennent au domaine I. En effet, si les
quantités v forment un système de première catégorie (:l), cette

( 1 ) Nous appellerons ces systèmes v systèmes de première catégorie.
(2 ) II n'est pas nécessaire que ce point fasse partie de la multiplicité en ques-

tion.
(3) Voir la note ( 1 ) précédente.
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relation découle directement des hypothèses faites au début du
présent paragraphe. Dans le cas où les quantités v forment un
système différent, la relation

/ n

|p,(a?-+-^, ^)—p,(;r, ^ ) |>x t / ̂ ^
^ (JL=1

ne peut avoir lieu non plus, car si cette relation était vérifiée pour
un certain système de quantités ç», on pourrait trouver des sys-
tèmes v de première catégorie aussi voisins qu'on voudrait du pré-
cédent et pour lesquels on aurait, d'après ce qui précède,

\Çi(x-^-z\ P)—p/(;r, (Qj^x
(JL=1

d'où contradiction par suite de la continuité uniforme des fonc-
tions p. On a donc aussi, pour toutes les valeurs des M, la relation

n

|p,(;r-4-a, M)—p,(a-, M)|^3c^|^p,(.
(1.==!

Formons maintenant tes équations suivantes

(3) -^ = L,((o)4-y,,(œ, t) ( i = = l , 2, . . . , n),

où les fonctions r^f sont données pour toutes les valeurs de t et
pour les valeurs des o appartenant au domaine la obtenu en rem-
plaçant x par <o dans la définition du domaine I, ces fonctions
étant les résultats de la substitution

t t
MI= — — , ..., Um= ———a! a,,,

dans les fonctions p,((o, ^4-^, ..., Um-\- Vm) où v^ ..., Vm
sont des nombres quelconques.

Quelles que soient les valeurs de v^ .. ., Vm dans les équa-
tions (3) il existe toujours des systèmes v aussi voisins qu'on veut
du précédent et pour lesquels les équations (3) admettent une
solution s'étendant à toutes les valeurs de t et restant dans le
domaine Y^<^(^ j3<((= i, ..., n) puisqu'une pareille solution
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existe pour tout système v de première catégorie, comme cela
résulte des remarques relatives aux équations (2).

Il s' ensuit que, quelles que soient les valeurs de (^, . . ., Vjni les
équations (3) admettent une solution s'étendant à toutes les
valeurs de t et restant dans le domaine -p^ (o/^ p/.

Pour démontrer celte proposition choisissons une suite de sys-
tèmes v de première catégorie Si, Sa, 83, . . ., tendant vers le sys-
tème V donné. A chacun de ces systèmes Sp faisons correspondre
la solution ï p jouissant des propriétés qui viennent d'être rap-
pelées. Les systèmes de valeurs que prennent, pour une valeur
arbitrairement choisie ty de t., les éléments (o de ces solutions ont
au moins un point d'accumulation (D0, o)°, . . . , co0^ dans le
domaine Yi^^^Pr Conservant dans les équations (3) pour les
quantités v les valeurs du système V, déterminons-en la solution \
dont les éléments aient pour valeurs initiales (x)°, ..., (o^ pour t= to.
En tenant compte de la relation

n

|p/(a?+^, M)—p,(.r, u)\^y,^\zy.\,
(J,=l

nous voyons qu'une telle solution existe, du moins pour un certain
intervalle de valeurs de t renfermant <o*

Ces mêmes relations nous permettent d'affirmer, diaprés le Cha-
pitre I, que si la solution \ ne s'étend pas à toutes les valeurs de t
en restant en même temps dans le domaine Y^(o/^(â/, on peut
trouver une valeur ^ de t telle que cette solution s'étende, entre
autres, à l'intervalle <<^ t^ inclusivement et soit pour t=t\ en
dehors du domaine Y/^ (o<^ (3c Or cela ne peut avoir lieu. En effet,
on peut, d'après ce qui précède, trouver des solutions ïp aussi
voisines qu'on veut de \ pour t= to et correspondant à des sys-
tèmes Sp aussi voisins qu'on veut du système V. On peut donc
(voir Chap. I, n° 1) trouver une solution Ïp qui reste aussi voisine
qu'on veut de X dans tout l'intervalle ^e, ^ et, par conséquent,
parmi les solutions îp^ il y en aurait qui seraient pour t == ^ en
dehors du domaine Y($CO<^P(, ce qui est en contradiction avec les
propriétés des solutions ïp : donc, en définitive, la solution 5. existe
pour toutes les valeurs de t et reste dans le domaine fi^^è^i'

Deux solutions de cette nature pour les équations (3) corres-
pondant à deux systèmes différents de quantités v diffèrent aussi
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peu qu'on voudra Finie de l'autre pourvu que les deux systèmes v
différent assez peu entre eux. Cette proposition est une consé-
quence immédiate du théorème auxiliaire du n° 11, étant donnée la
continuité uniforme des fonctions p et les relations

|p/(^-h^, M)—p,(a7, U)\^K
(J.=l

II existe par conséquent; pour tout système ^ arbitrairement
choisi, une solution des équations (3) et une seule définie pour
toutes les valeurs de t et restant dans le domaine Y^IO^ p/. Nous
désignerons les éléments de cette solution par

^•(^^1,... ,^) ( l== I, . . . ,7l).

Posons maintenant

ff,==0),((-t-T,Pi, ...,P,n)

où T désigne un nombre quelconque. Nous aurons

, , d<Si - , . / ^ -+- T t-h-C \
(4) •^•==L/(<T)4-p,l<r, -^—-4- Pi, ..., -^—— 4- Vm) (t==I,2, ...,/^.

La comparaison des équations (3) et (4) conduit aux relations

(5) <0,(^4-T,Pi, . . . ,P,n)=<ri/(^^i -h -ç-? • • • * P,»-+- -̂ - )
\ "l ^m /

d'où

(6) <*)/(^o, ..., o)==(ri,(o, —, . . . , — ) .
\ "1 ^m/

Or les (»)<(<, o, ..., o) ne sont évidemment autre chose que les
éléments Xi de la solution des équations ( i ) ; donc

(7) a-,-(<)==(xï/(o, ^, ..., -i
\ 3ll <»„
/ ( < \r'( o, —,. . . , — )•
\ ai v-ml

D'autre part, les fonctions (o<(o, v^ ..., ^w) sont, d'après ce
que nous avons vu, des fonctions continues de v^ ..., Vm pour
toutes les valeurs des t^et, par définition, des fonctions périodiques
par rapport aux (^, de périodes égales à l'unité.

On peut donc développer chacunç des fonctions 0^(0, (^, .. .^ v^)
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en série ( * ) uniformément convergente pour tontes les valeurs des v

(8) (x),i 4-œ/î 4- œ,3 -h. . .,

chacun des termes (o/p étant une fonction entière et rationnelle
des expressions

cosîTtt^, sinî-re^ (y. = 1 , 2 , ..., m).

Il s^ensuit que les éléments X i ( t ) de la solution définie plus
haut peuvent être développés en séries

Xi(t) = Xit -+- Xiï -+• Xiz -+-...

uniformément convergentes pour toutes les valeurs de t et dont
chaque terme est une fonction entière et rationnelle des
expressions

c o s f î i r — ) » s i n f a w — ) (u, = 1,2, ..., m).
\ «(Jl/ \ «(l./

20. Seconde méthode. — On peut simplifier considérablement
la démonstration du précédent paragraphe et modifier les hypo-
thèses en se fondant sur les propositions établies dans mon travail
cité plus haut.

Conservons les hypothèses faites dans le précédent paragraphe
avant l7 in traduction des fonctions p et remplaçons les hypo-
thèses qui suivent par les suivantes : A tout nombre d^> o on
peut faire correspondre un nombre e ^> o tel que

|^(.r,^-+-T)—S/(^,0|

reste toujours inférieur à d si — » — » • • • » — diffèrent de nom-J J « 1 0 2 a,n J/

bres entiers de moins de e. Supposons ensuite qu'il existe une
solution restant pour toutes les valeurs de t dans le domaine 1 et
entre des limites finies; désignons par x^ x^ ..., Xn les éléments
de cette solution.

Posons maintenant

a?,^-^)—^^) ==^i

( 1 ) Voir mon travail mentionné plus haut, p. i3.
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où T désigne d'abord une constante arbitraire. Nous aurons alors

-^=L,(^)-+-^-4-^ ^+T)-ç.(.r,<+T)4-^(^^+T)-,S,(.r,^

( î = = 1,2, . . . , / i) .
En posant

^•=S<(^<-+-T)-êK^ ^); Vi=^(x+Z, t-^^-^X, ^+T),

nous aurons
/ n

i^l^xt/^4.

^. . ' (1=1
oi maintenant on a

1^-1 <ô>o ( 1 = 1 , 2, ..., n)

pour une certaine valeur de T et pour toutes les valeurs de ^ il
s'ensuivra, d'après le n° 11, que

|^|<e8 (i==i, 9., . . . , n)

où la quantité positive e ne dépend que du tableau des quantités a.
Ils'ensuit qu'à tout nombre D > o, on peut faire correspondre

un nombre E > o tel qu'on ait

|^«-+-T)-^(O|<D (î=i, î, ..., n),

sl ^i9 02' * * *' 0" diffèrent de nombres entiers de moins de E.
^Par conséquent ( < ) , les fonctions Xi{t) sont développables en

séries trigonométriques

^n -t- Viî -t- a-o H- ...,

chaque terme étant fonction entière et rationnelle de

cos(^) et sm(^) (^,,...^)

et la série uniformément convergente pour toutes les valeurs de t.
Enfin, indiquons encore une modification des hypothèses. Nous

avons supposé, dans ce qui précède, que, pour toutes les valeurs
de t et pour les valeurs admises des x, on pouvait rendre la quan-

( 1 ) Voir moQ travail cité plus haut, p. 3.
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tité (Ç(^, 14- r ) — S (.^ ^)[ aussi petite qu'on voudrait, à condi-

tion de choisir — » • • • » — suffisamment voisins de nombres entiers.
ai a-m

Cette hypothèse est vérifiée par la fonction ç, si l'on peut les déve-
lopper en série g^ -\- ̂ 2+ ^3+- • • q111 serait uniformément con-
vergente pour toutes les valeurs de t et pour les valeurs admises
des x et dont chaque terme serait une expression entière et

rationnelle en c o s f a T C — ) et s i n / 2 T C — ) » à coefficients fonctions
\ a^/ \ a^/

des x seulement. On suppose que la fonction Ç reste entre des
limites finies (cela résulte d'ailleurs de nos hypothèses si 1 est un
domaine fini).

Pour le prouver, choisissons un nombre r f>o quelconque et
déterminons un nombre N tel qu'on ait

, , d
\ g^+\ -4- ^N+2 -+-... | < — »

4

ce qui est possible, d'après ce qui précède. Ecrivons ensuite la
somme g^ 4- ^a-+-.. •+ g^ sous la forme

G == V A c o s a ̂ -+-V B s i n ? f

où les a et jî sont des sommes des termes du type v ̂  (v entier)

et les A et B sont fonctions des x. De plus, on a 015:0, j3 > o et
tous les a sont différents entre eux, ainsi que les j3. ç restant
entre des limites finies, il en est de même de

G=^l-+-^î•^-•••-^-<rN•
Désignons maintenant par a une des quantités a et formons

l'expression
i F 1
- I Gcosatdt.
t JQ

Cette expression tend évidemment vers une limite déterminée si
t tend vers + oo? les x étant considérées comme constantes. Cette
limite, dans le cas a == o, est égale au coefficient du terme de G
qui contient cosat et, dans le cas a >• o, est la moitié du coeffi-
cient correspondant.

De même, en désignant par b une des quantités (î et formant
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l'expression

i r 1
- f Gsifibtdt,t JQ

on remarquera que, lorsque t tend vers -4- oo, cette expression
tend vers une limite égale à la moitié du coefficient de sinj3<
dans G. La somme G restant entre des limites finies, il en est de
même des limites que nous venons de définir et, par conséquent,
aussi des fonctions A, B pour toutes les valeurs admises des x.

Nous avons maintenant

|Ç(.r, ^ 4 - T ) — Ç ( a - , Q|< V A [ c o s a ( < + T ) — cosa<]

+ yB[sinp(^-4-T)—sin^]|-4-^.

Or, on peut rendre les quantités

|cosa(<-(- ï )—cosa^l et |sinjî(î-t-r)—sin[S?[

aussi petites qu'on voudra pourvu que les quantités - diffèrent

suffisamment peu de nombres entiers, ce qui résulte immédiate-
ment de la forme des a et [B, et comme de plus les quantités A et
B sont comprises entre des limites finies, il s'ensuit que le pre-

mier terme du second membre peut être rendu inférieur à - pour
toutes les valeurs de t et pour les valeurs admises des x,

L'exactitude de notre remarque est donc évidente.

21. Type de séries employées. — Reprenons les hypothèses
du n° 19 et supposons de plus que les fonctions o(.r, u) admettent
des dérivées par rapport aux u et aux x jusqu'à un certain ordre v
inclusivement, et que ces dérivées soient des fonctions continues
pour toutes les valeurs des u et pour les valeurs admises des x.

On a évidemment toujours

1 ^ 1 = JL
I^Pv/ïï'

Pour les points u de première catégorie, cette relation résulte
immédiatement des hypothèses. Jç dis de plus qu'en tout autre
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poînt M, l'inégalité -S >> -^= ne peut être vérifiée non plus. Enôx >j n
effet, si cette inégalité était vérifiée en un certain point (.r, u) elle
le serait aussi aux points suffisamment voisins de celui-ci, par

suite de la continuité de-r"? et ceci est incompatible avec le fait

que, dans le voisinage aussi rapproché qu'on voudra de tout
point (a?, u), on peut trouver des points pour lesquels les u
forment un système de première catégorie.

Portons maintenant de nouveau notre attention sur les équa-
tions (3) du n° 19 et définissons des domaines pour les quantités co
et v. Soit û un domaine de variabilité des quantités co, défini par
les inégalités

r ,<œ,<B, (1=1, ..., n\

ses limites étant choisies de façon qu'il contienne le domaine

^iÏ^i^i

et qu'il soit (limites comprises) à l'intérieur du domaine la. Appe-
lons V le domaine des quantités v^ défini par les inégalités

Mp.<^p.<NpL (y. = i , a, . . . , m)

avec la condition jMy,—Np.|>> i. Les équations (3) du n° 19 rem-
plissent alors, relativement au domaine û, V, t arbitraire^ des
conditions analogues à celles que les équations (i) du n° 18 rem-
plissent relativement au domaine (2) du même paragraphe. Les
quantités ^, ..., Vrn jouent le rôle de paramètres.

Nous avons donc, relativement aux fonctions désignées dans
le n° 19 par (o<(^, ^, ..., v/n), la proposition suivante : Les fonc-
tions Wt sont uniformément continues pour toutes les valeurs
de t et des v\ elles admettent des dérivées par rapport aux r
jusqu^à l'ordre v inclusivement^ lesquelles sont aussi des fonc-
tions uniformément continues de t et des v et restent entre des
limites finies pour toutes les valeurs de t et des v.

Remarquons que cette proposition s'établit pour les valeurs
des v appartenant au domaine V et s'étend ensuite à toutes les
valeurs des v grâce à la périodicité des fonctions G)<

En particulier, les fonctions o)/(o, (^, . . . . Vm) ont des dérivées
par rapport aux v jusqu'à l'ordre v inclusivement. Elles sont uni-
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formément continues pour toutes les valeurs des v et périodiques
de périodes égales à l'unité. Si v ^ a m (1) , on peut développer
les fonctions (o/(o, v^ . . ., Vrn) en séries trigonométriques abso-
lument et uniformément convergentes pour toutes les valeurs
des v. Ces séries^ ont la forme de séries de Fourier à plusieurs
variables, chaque terme étant de la forme

A COS27c(vi Vi -+• î], ) COS2Tt(V2^2 -+- T^) . . . COS2Tr(v,,^,n -h T.m),

où les v sont des nombres entiers positifs ou nuls et les ^ == o ou •

Les relations Xi(t) = (o,{o, —9 • * • » — ) montrent alors qu'on
\ «l ^m 1 1

peut développer les Xi(t) en séries trigonométriques du type

^ A COS2Tt(v i — + Tfli) .. .COS2Tt(v,n —— -+-^w),
^— \ ^ / \ ^m /

absolument et uniformément convergentes pour toutes les valeurs
de t. Ces séries se déduisent des précédentes par la substitution

t t
^ 1 = = — » • • • » P /n==——-

a! V-m

Les nouvelles hypothè&es introduites au début du présent para-
graphe peuvent elles aussi être modifiées en partant d'une propo-
sition généralisant les considérations de la page 19 de mon travail
mentionné plus haut. Cependant, comme la démonstration de
cette proposition est relativement longue et m'entraînerait à des
recherches d'un caractère tout différent de celles qui précèdent,
je préfère ne pas exposer ici la modification en question.

22. Du théorème relatif aux équations différentielles du
Chapitre I I I . — Nous ferons dans ce paragraphe une remarque
relative aux équations (i) du n° 19. Soient donc données les équa^
tions

d3Di
(0 -^ =L/(*r)-h^(:r, t) ( i = = i , 2, ..., 7i).

Nous supposerons remplies les conditions posées dans le n° 19

( * ) Bornons-nous ici à cette condition qu^il serait probablement possible de
généraliser sous certains rapports. Voir mon travail mentionné plus haut, page 17.
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avant rintroduction des fonctions p. Supposons ensuite qu'il existe
une solution [a?] donnée pour toutes les valeurs de t et restant
toujours entre des limites finies.

Soient maintenant "^-(.r, £) (i= i , . . ., ri) n fonctions des x
et de t données pour toutes les valeurs des x du domaine 1 et pour
l'intervalle de t défini par l'inégalité t > T, où T est un nombre
déterminé. Supposons que, quelle que soit la quantité arbitraire d^
on ait, pour des valeurs suffisamment grandes de ^, \t\\ <^ d et cela
quelles que soient les valeurs des x.

Formons maintenant les équations

(2) ^=L,(^)+ç,(^,<)-+-Ti,(y, t) ( 1 = 1 , 2 , ..., n).

S'il existe, du moins pour des valeurs suffisamment grandes de t,
une solution [y] de ces équations restant entre des limites finies,
cette solution tend asymptotiquement vers la solution [*r] quand
t croît indéfiniment.

Pour le prouver, désignons para* les éléments *de la solution [a?]
et par y ceux de la solution [jr] et posons Xi'==.yi-\- Zi. Nous
aurons alors, pour des valeurs suffisamment grandes de ^,

(3) ^==L,(^)- -^(JK+^ t ) - ^ ( y , t)—r,i{y, t) ( t = = i , ..., n).

Or nous avons, par hypothèse,

Vi'iy t i — i
\^{y +z, <)-^(7, 01 ̂ l/ ^4;

y (JL=1

de plus, étant donné un nombre positif d arbitrairement choisi,
on a, pour des valeurs suffisamment grandes de ^, | ^ < ( ^ ) [ < d\ par
conséquent, pour des valeurs suffisamment grandes de <, on a,
puisque les z restent entre des limites finies, \Zi\ < e d où e > o ne
dépend que du tableau des quantités a, comme cela résulte du
théorème auxiliaire du n° il. Notre proposition est ainsi démontrée.

23. Des résultats établis dans le présent Chapitre et de ceux du
Chapitre précédent résulle le théorème suivant :

Soient données les équations

dx'( i ) -^ == L/(a?)+ç ( i = = i , 2, . . . , / i ) ,
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ayant la même forme que les équations (i) du n° 8; supposons
remplies pour toutes les valeurs de t les conditions posées dans
le Chapitre I I . Supposons^ de plus^ que les ç, résultent de la

substitution u^ = —9 • • • ? Um= — dans des fonctionsai a/n

p,(.r, ui, . . . , u,n)

continues pour toutes les valeurs des u et pour celles des x
appartenant au domaine — Y -< Xi<^^ apériodiques par rapport
aux u de périodes égales à l'unité, Enfin supposons que a,,..., a^
soient des nombres non nuls et tels qu'entre leurs inverses il
n'existe point de relation linéaire et homogène à coefficients
entiers.

Si le degré de petitesse, mentionné dans le n° 8, est choisi con-
venablement, il existe une solution des équations (i) et une seule
définie pour tontes les valeurs de t et restant toujours dans le do-
maine — y < Xi<^ Y; les éléments de cette solution sont dévelop-
pables en séries trigonométriques

(2) Xi(t) ==a',-i-4-;r,2-ha'(34-... ( 1 = 1 , ..., n)

uniformément convergentes pour tontes les valeurs de ^, dont
chaque terme est une expression entière et rationnelle en

(3) cos27î —f sin 2TC — ( { jL==i , . . . , /n) .
«(JL a^

Si de plus les fonctions p ont des dérivées continues par rapport
aux x et aux u jusqu'à Fordre v inclusivement, v étant ^im^ on
peut mettre chaque élément Xi(t) de la solation sous la forme

(4) a?( (Q==VAcos2TCfv i — •4-^i) ... cos2ir(v,^ — +Ti,n)
-— \ a! / \ ^/t /

où les v ^ o sont des nombres entiers, les'n nuls ou === -; ces séries4
sont absolument et uniformément convergentes pour toutes les
valeurs de t.
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CHAPITRE IV.
APPLICATIONS.

24. De quelques problèmes de Mécanique. Sons résultants.
— J'examinerai, dans ce Chapitre, quelques applications ( f ) de la
théorie exposée plus haut.

Un grand nombre d'exemples sont fournis par les questions de
Mécanique où se rencontre la dispersion de ^énergie. Soit, par
exemple, donné un système mécanique à un degré de liberté. On
rencontre alors souvent Inéquation suivante

c) •̂ ,,̂ ,,,-t (»,$,.)
où M > o etp >> o sont des constantes et ^ réunit les termes cor-
rectifs et ceux relatifs aux perturbations. Supposons que la fonc-
tion '^(<j>,^, t) soit donnée dans le domaine (A), a << c? <^ B,
°^ < X < ?i renfermant le point (o, o) et pour toutes les valeurs de t
et qu'elle admette des dérivées • • qui soient, ainsi que la fonc-

tion A, continues par rapport à <p, ^, t. Supposons ensuite que les
valeurs absolues de ces dérivées soient inférieures à A, pour [ © | << Y,
lyj <ï et cinîon aii |^(°î°î t)\ <Â2y où y est un nombre positif,
le domaine | c?| < y, |^[ < y étant, limites comprises, intérieur à (A)
et où A , , Aa sont des nombres positifs ne dépendant que des quan-
tités Si et p et que nous nous réservons le droit de choisir conve-
nablement.

En remplaçant l'équation (i) par le système

(2)

dy
~dt '^^-^-^(^X'^
û?<p
~di X»

et en choisissant convenablement Ai , Aa nous serons ramenés au
cas défini au début du Chapitre JI. Le tableau des quantités a

( 1 ) Voir dans FIntroduction les remarques relatives à ces applications.
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- 2 Â , —/?,

I, 0,

de sorte que les racines de l'équation caractéristique

— A ± \/^-~p -+- A2

sont toutes à partie réelle négative.
En vertu des théorèmes généraux établis précédemment, nous

avons donc la proposition suivante : I I existe une solution 0 de
Inéquation (i) et une seule donnée pour toutes les valeurs de t et

pour laquelle on ait — y < y < y, — y < ̂  < y. 5/, /^OMT- une

valeur quelconque de t on choisit les valeurs initiales ©o et ( ~ ^ - )
* \ dtfo

suffisamment petites en valeurs absolues la solution correspon-

dante reste à l'intérieur du domaine — Y ̂  ? <^ Y? — Y ̂  <^Y
pour toutes les valeurs plus grandes de têt tend asymptotique-
ment vers la solution <Ï> quand ^ == -4- oo.

Si l'on suppose de plus que t entre sous forme trigonomé trique ( f )
dans ^(y, ^, () il en résultera que la solution ^ peut être repré-
sentée par une série trigonométrique uniformément couver»
gente pour toutes les valeurs de t.

Passons maintenant à un cas plus particulier encore en appli-
quant notre théorie à une question d'acoustique.

Helmhoitz, dans sa théorie des sons résultants (2), part de l'équa-
tion suivante :

d2 x
(3) — w -j^ =ax-}-b^-{-fsm(pt)-^^sm(qt-{-c)

où a est > o. 11 pose

/^/i» ^==£^1

et dit que l'équation (3) admet l'intégrale

x = ea-i-h eî.rî-l-e3.^-!-...,

( 1 ) Voir dans rintroduction le sens de cette expression.
( 2 ) Wissenschaftiiche Abhandiungen^ Bd. I, p. 360.
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x^ x^^ ... se déduisant successivement des relations

mx'[-\- ax\ == —fi smpt—g^ sïn(qt -+- c),
mx\ -+- ax^ = — b^îî
mx"^ -+- arc3== — ibx^ x^

Ce dernier système s'intègre de façon que l'intégrale (4) se pré-
sente sous forme de série trigonométrique ayant pour arguments
les multiples entiers de pt etqt. Les arguments (/^+ q) t-, {p—q)t
donnent alors les termes correspondant aux sons résultants de
l'ordre le plus inférieur.

On peut objecter que l'existence de l'intégrale du type indiqué
parHelmhollz n'a pas été établie jusqu'ici. L'équation de Helmhoitz
peut être comparée avec celle (citée dans l'Introduction) qui se
rencontre dans la Mécanique céleste et a été étudiée par M. Poin-
caré. Mais M. Poincaré démontre l'existence d'une intégrale trigo-
nométrique seulement pour a > o (si le nombre d'arguments
est plus grand que i) , et ce cas ne correspond cependant pas à
l'équation (3) avec a > o. En tout cas, je n'ai pas connaissance
qu'une démonstration analogue pour l'équation (3) ait été donnée.

Ensuite il y a lieu de se demander pourquoi, si l'on admet
l'existence de l'intégrale ci-dessus, il faut choisir cette intégrale
précisément. Je ne pense pas qu'on puisse y répondre en s'appuyant
sur notre équation seulement. Evidemment, on suppose implicite-
ment des forces d'amortissement et l'on conclut par analogie avec
les cas où le son propre au système disparaît petit à petit par
suite de l'amortissement et où il ne faut tenir compte que d'argu-
ments correspondant aux forces extérieures.

Mais précisément alors, en tenant compte des résistances (par
tradition, il est vrai), on peut trouver une base solide pour la
théorie, car si l'on ajoute, au second membre de l'équation (3), le

terme ^q —y (<7> °) ( < ) ? Inéquation ainsi obtenue appartient à la

catégorie indiquée plus haut, si les termes correspondant aux
forces extérieures sont suffisamment petits en valeur absolue. Une

( 1 ) II résulte d'ailleurs de ce qui précède, qu'on pourrait introduire encore
d'autres termes correctifs d'une nature très générale.

xxxvni. 8
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intégrale peut alors être représentée sous forme de série trigono-
métrique. Si Von se borne à des élongations et à des vitesses ini-
tiales suffisamment petites, toute autre solution tend vers la pré-
cédente quand t croît indéfiniment.

28. Du, mouvement (V un système mécanique soumis à des
forces dont certaines dérivent d } un potentiel^ au voisinage
d'une position où le potentiel est minimum. Deux types
d7 hypothèses. — Comme autre exemple étudions le mouvement,
sous rinfluence de forces perturbatrices, d'un système mécanique
autour de la position où le potentiel est minimum.

Nous introduirons sous deux formes différentes les hypothèses
que nous ferons ici, en distinguant ces deux cas par les chiffres 1
et II.

Supposons que la position du système soit définie par n para-
mètres </i , ^2, ..., Un. Supposons que la fonction de forces V
ainsi que ses dérivées du premier et du second ordre soient don-
nées comme fonctions uniformes et continues de u^ ..., Un dans
le voisinage de la position 0,0, ..., o défini par les inégalités

( i ) ai<Ui<bi ( i= i , -2 , ..., 7l).

Supposons que V soit minimum pour u^ === ^a== • • • == Un= o,
de sorte qu'en représentant V par la formule de Taylor les termes
du premier ordre s'évanouissent et ceux du second ordre donnent
une forme quadratique définie positive.

Supposons la force vive T donnée par l'expression

<2) ^=2;A.^< ( :̂;::;:;::: A'•*=A4
ik

où les Atk et leurs dérivées du premier et du second ordre soient des
fonctions uniformes et continues de M| , ..., Un dans le domaine (i).
Nous désignerons par 1 le cas où l'expression (2) est donnée pour
les valeurs des u appartenant au domaine (i) et pour celles de u\,
u^ . . ., u'^ appartenant au domaine

(3) a;<^<^ (r==i, 2, ..., n)

contenant le point o, o, . . ., o et par II celui où l'expression (a)
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est donnée pour les ui du domaine ( i) et pour toutes les valeurs
des u\. Supposons que, dans les deux cas, ï s'annule pour

u\ ==i^ ==...= <^==o.

Formons maintenant les équations de Lagrange

'<> ^^^ <—.....,">.
où les Uf correspondent aux forces perturbatrices. Supposons que
dans le cas 1 les U/ soient fonctions de <, ai, . .., u^ u'^ . . ., u^
pour les u du domaine (ï), pour les u! du domaine (3) et pour
toutes les valeurs de t et que, dans le cas II, les U( soient fonctions
des mêmes variables pour les u du domaine (ï) et pour toutes les
valeurs des </ et de t et qu'elles restent, pour toutes ces valeurs
des M, M', t entre des limites finies. Supposons ensuite que, dans
les deux cas, les fonctions Vf admettent des dérivées du premier
ordre par rapport à u^ . . ., Un^ u'^ . . ., u'^ qui soient, ainsi que
les Ui, des fonctions continues des u^ u^ t. Enfin, réservons-
nous le droit d'assigner aux |U^[ (l'indice o indique la valeur

/ t \ \àV{\ àV,pour u\ == u^ ==.. .=== iin= u\ ==...=== u^== o) et aux ——• > —

[pour les valeurs des u du domaine (ï), celles des u' du domaine (3)
et pour toutes les valeurs de t dans le cas 1 ou bien pour toutes les
valeurs de t et celles des u, u! de tout domaine

(5) —g<Ui<-^-g. —8<u\<-^g (i==i,...,n)

qui est situé, en tant qu'il s'agit des M, à l'intérieur du domaine (ï)]
un degré de petitesse dépendant dans le cas 1 de la nature de T
et de V et dans le cas II de la nature de ces mêmes fonctions et
aussi des limites finies entre lesquelles restent les Uc

Remplaçons le système d'équations (4) par celui qu'on obtient
en considérant u\^ .. ., u'^ comme nouvelles variables et en le
complétant par les relations

ï";, ..-, ï-"..
Nous aurons

,.,. . au\ . au. . au» ov ,-. -.(6) A^^+A^^+...+A^^=^+W(.4-l^ ((x==i,2,...),
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où les W(A sont des formes homogènes do second degré par rap-
port aux u' dont les coefficients sont des fonctions linéaires homo-
gènes à coefficients constants des dérivées du premier ordre des
quantités A^.

On peut résoudre les équations (6) par rapport à d^, • • • , du-^-,
ut ut

puisque le déterminant A des coefficients des membres de gauche
ne s^annule pas. Nous obtenons ainsi

n
, . du'i v^ oi\ii f àV ,-- ,, \
(7) ^-ZT-^^^^) ^=^...^

îi===i l

où a^ désigne le mineur correspondant au terme A^-dans le déter-
minant A. Les —^ sont des fonctions continues de u^ u^, . . ., u^
et admettent des dérivées du premier et du second ordre égale-
ment continues.

Ecrivons maintenant nos équations sous la forme suivante

[ du,} ,
\ -dt = uh

<(8)

( -^ ==C, iMi+C,2M2+. . .+C^M,t+R/4-S/ ,

en posant

r - V a^ àltvoi4, ^Vo
( A0 àunàu^î

(X==l
^--^AO àu'àu^

V a^ / à\ \
= ̂  -f- (,^- + ̂ 1 — Cn Mi— 0,2^2—. . .— CinUn,(9) / R^y^ —+w,

{A=l

^ (A/ ÏJA- u^
(A==l

où 14ndice o indique la valeur pourz/i == ^3 ===. . .=== Un = o. LesR/
sont des fonctions continues des u et u1 et ont des dérivées conti-
nues du premier ordre par rapport aux u et u!\ Ces dérivées, ainsi
que les R/, s'annulent pour

Ui == Uî = . . . = Un = U\ ==...== Un = 0.

Les fonctions R/ ne dépendent que de la nature des fonctions T
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et V. Les S, sont fonctions continues des M, u^ f et il en est de
même des dérivées du premier ordre par rapport aux u et u ' .

Formons maintenant l'équation qui, dans la suite, va jouer le
rôle de Inéquation caractéristique, à savoir

(10)

— tri

0

0

Cn
Cîi

Cm

0

— tri

0

Ci,
CM

€„,

...
•

...

...

...

0

0

— (ri

Gin

Cîn

Cnn

1

0

0

— tri

0

0

0 ...

i ...

0 ...

0 ...

— (ri ...

0 ...

0

0

I

0

0

— tri

= 0.

Multiplions la première ligne par —<o et retranchons-la de
la (n + i)1®"*® ligne, faisons la même combinaison avec la deuxième
et la (n 4- a)16""' ligne, etc. Nous aurons

Cn-
C«

€„,

(ri1 Ci*
CM—M'

€„,

...

• • •

Ci,,
Ci»

C»«—tù«

(ii)

Multiplions les deux membres de cette relation par la quantité

A^ Aï, ... A?,
AO= Mi AS, ... A^

AÏ, A&, ... A^

non nulle, d'après ce qui précède, l'indice o indiquant toujours la
valeur pour u\ = u^ ==...== Un= o. Dans l'équation ainsi obtenue,
on peut mettre le premier membre sous la forme d'un déterminant
à n2 éléments, le 5ième élément de la r1®'"6 ligne étant

i^—^-ifi^^l40 A———^—— |A5,——(ri2Ait,A0 àu^àu,. | w rs

v==i v==i Lp«==i Jv==ï Lp«==i
^Vo o)îA?,.

ÔUr àUc
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Nous aurons donc l'équation suivante

S.-^ S--^ - S-^s"
(i.) cS—^' Sr,-^^ • • • ^-^A?, ^

-Sï—^01' Sr,-^^ • • • â;-"^-
Cette équation appartient à un type connu et, dans notre cas, où
les sommes

VA?^,^, V^!^,^ / l=^ ^ ..., ̂
^ ^M,̂ . w U==I, 2, . . . ,7l /

sont des formes quadratiques définies positives par rapport aux x,
elle a n racines réelles et positives pour <o2 ( f ) . Par conséquent,
toutes les racines de l'équation ( ro) sont réelles, non nulles et
deux à deux de signes contraires.

26. Théorèmes se rapportant au premier type d'hypothèses. —
Plaçons-nous d'abord dans les hypothèses du type 1 et utilisons les
résultats des précédents Chapitres, et en particulier le théorème
cité dans l'Introduction. Pour notre but, le cas important est celui
où £ est arbitraire. Le tableau

°» °» - • • » o, i, o, ..., o,
°/ °» . • • » o, o, . i, ..., o,

(i3) °» °» • - - î O» 0, 0, .. ., I,

GH, GH, ..., Ctn. 0, 0, ..., 0,

Cîl» Gis, ..., Ca^, 0, 0, ..., 0,

G/»i, Cnfi ..., Cam 0, 0, ..., o,

a cette propriété que l'équation (10) (2) n'admet que des racines à

(1) Voir THOMSON und TAIT, Theoretische Physik, deutsche Ausgabe, î, 1,
p. 3i 4. WEIERSTRASS, Zur Théorie der bilinearen und quadratischeh Formen
(Werke, Bd. II, p. 43).

( 2 ) Les renvois portant des numéros qui ne figurent pas dans le présent para-
graphe se rapportent au paragraphe précédent. Il en sera de même dans le para-
graphe suivant.
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partie réelle non nulle. Désignons maintenant par D < , Dg des
nombres positifs correspondant au tableau (i3) de la même façon
que les nombres A ) , Ag (voir rintroduction) correspondent au
tableau des quantités a des équations ( i ) de l'Introduction.

Déterminons maintenant un nombre positif y tel que le domaine

(i4) — T < ^ < T , — T < ^ < Y ( i = = i , 2, . . . , n)

soit, limites comprises, intérieur au domaine défini par les rela-
tions ( i ) et (3) et tel de plus que dans le domaine (4) les valeurs
absolues des dérivées du premier ordre des fonctions R(, par rap-

port aux u et u!r, soient inférieures à —9 ce qui est possible puisque

ces dérivées sont des fonctions continues par rapport aux u et u'
et qu'elles s'annulent pour

Ui= Ma ==.. .= Un = Ui =...= M^==0.

On peut considérer y comme quantité définie par la nature de T et
de V.

On peut ensuite, d'après ce qui précède, choisir le degré de
petitesse mentionné dans les hypothèses du précédent paragraphe,
de telle façon qu'on ait, dans le domaine ( i4 ) et pour toutes les

I ^Ç» \ç i ir\

valeurs de ^, — » — <. — et |S^°| ̂ Day, l'indice o désignant

la valeur pour

Mi = U^ ==...== Un = U\ ==. . .== Un = 0.

L'exactitude de cette remarque résulte de la forme de S< précisée
dans le précédent paragraphe; toutes les conditions nécessaires
pour l'application du théorème cité dans l'Introduction, sont donc
remplies. On peut donc introduire les ïn fonctions

pi» pîi . . . » pni
Çii yi» • • • » qn

linéaires et homogènes en u et u1 de déterminant non nul et énoncer
relativement à ces fonctions les propositions résultant des théo-
rèmes correspondants cités dans l'Introduction.

27. Théorèmes se rapportant au second type dîhypothèses, —
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Plaçons-nous maintenant dans les hypothèses du cas II et faisons
d'abord quelques remarques préliminaires.

A. Pour toiil domaine a] < ̂ /< b^ intérieur (limites com-
prises) au domaine ( i), les racines de l'équation

A U — < T AU ... AI,»

Asi Aaa— Œ ... As» __

Arei A^j ... A^n—(T

sont comprises entre deux nombres positifs. Par conséquent, poar
tout domaine tel, on a

n n

K^^=T^G^^,
/==! /==!

où K > o , G>o.

B. Si le mouvement s'étend a l'intervalle ̂  ̂  l < ^2? la fonction T
ne peut prendre des valeurs aussi grandes qu'on voudra si le
système ne prend pas de positions aussi voisines qu'on voudra des
limites du domaine ( i ). En effet, dans ce cas, on peut trouver un
domaine ei<^ Ui<^ ^'intérieur (limites comprises) au domaine ( i )
et tel que le système reste à l'intérieur du nouveau domaine. Or,
on déduit de (4)

^(T-V)=^'..U,,

d'où
S=.M/T,

où |M[ reste toujours inférieur à un nombre déterminé G > o. Il
s'ensuit que

/i7--/TT<c(^-^),
où To est la valeur de T correspondant à la valeur t^ de t de l'in-
tervalle ^, ^2- SiTo^Ti la proposition est démontrée. Si To > T^
on peut trouver une valeur de t inférieure à 4, soit ^3, telle que
pour ^3 la force vive soit égale à T< et telle de plus qu'on ait T > T<
dans l'intervalle ^ < ; ^ < / o - Puisque, dans cet intervalle, T est
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par conséquent > o on a dans cet intervalle

^=M

et, par conséquent,

/Ïo-v/Ti'<C(^-^).

C. Soit donné un mouvement s'effectuant conformément à nos
équations. Étudions-le à partir d'un certain momentï(ce moment
inclus) pour des valeurs croissantes de t. Si l'on ne peut étendre
le mouvement à toutes les valeurs de t >> T on peut, comme il est
facile de le voir, Retendre à un intervalle T^ t < 2r et pas au delà.
Alors pour des valeurs de t aussi voisines qu'on voudra de S, le
système prendra des positions aussi voisines qu'on voudra des
limites du domaine ( i ) . En effet, s'il n'en était pas ainsi, il en
résulterait, d'après le premier Chapitre, que, parmi les quantités
\u'i\1 ^ 7 en aurait qui prendraient des valeurs aussi grandes qu'on
voudrait pour des valeurs de t aussi voisines qu'on voudrait de 2r,
et par conséquent la quantité T devrait aussi prendre des valeurs
aussi grandes qu'on voudrait dans l'intervalle T^ t<i Sr ; mais comme
le système ne prend pas dans cet intervalle des positions aussi voi-
sines qu'on voudrait des limites du domaine ( i ) nous aboutissons
à une contradiction avec les résultats précédents.

D. Soit maintenant un domaine défini par les inégalités

( i 5 ) - - T O < ^ I < Y O ( i = = i, 2, ..., n)

où le nombre y >> o ne dépend que du caractère de T et V et de
plus est tel que le domaine ( i5 ) soit, limites comprises, intérieur
au domaine ( i ).

Supposons qu'une certaine solution reste pour t^ t^ à l'intérieur
du domaine

— D < ^ < D
(16) où

o < D ^ Y o ( 1 = 1 , ... n),

et examinons quelques conséquences qui résultent de cette hypo-
thèse.

Supposons que pour f = t^ tous les u' ne soient pas nuls. Dési-
gnons par v celui des paramètres u dont la dérivée pour t = t^ a
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la plus grande valeur absolue parmi les valeurs des \u'\ pour t — t\,
Désignons par v^ v\^ u\^ . . ., ̂  les valeurs des quantités

P, ^, U\, ..., M;,

pour ^== t t . Nous avons |^ | > o, et pour £ = to (^o> ^1)5

VQ—Vi-V\(tQ- ti)=. ̂ (<o-^)2

où VQ est la valeur de v pour ^ = ̂  et ^p. est celle de v" pour une
valeur de t de l'intervalle ^, ^o- En posant

< t 4D

^"^Kl
on a

1^1 >fb
où la quantité ^p, doit être prise pour une valeur de t différant de t ,
de moins de -4-—.; par conséquent de moins de

4 \/~n D

Des équations (^) il résulte maintenant que, pour les valeurs

des u du domaine (i5), les quantités — sont inférieures à

PW+...+î42)+Q

où P > o est une constante déterminée par la nature des fonc-
tions T et V et Q >> o une constante ne dépendant que de la nature
de ces mêmes fonctions et des limites des fonctions U<.

Nous avons par conséquent, pour une certaine valeur de t > /i
et différant de ^ de moins de

4/nD

U\ -+-...-+- Un(17) P(^-h...4-^)+Q>-^
4/lD

Montrons maintenant qu'on ne peut avoir

D<,,[̂ ]
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où

si = /î vïr..-rM^,
car si cette inégalité était vérifiée, nous aurions

^-"i^1-^ (-P>0)•
Or, d'après la relation (17), nous avons

P(^+...+^)+Q>^,

où les u^ désignent les valeurs des u\ pour une valeur t^ de t plus

grande que ^ et différant de ^ de moins de • On a donc, en

posant ^2 =V(^l22-^-••••^-^2î»

et par conséquent

^ i Q
5? " 4nDP P ^ î 3

c2

^>'^'

d'où Sî > o et 5^ > 5^. Partant maintenant de t^ et s^ nous obtien-
drons, pour une certaine valeur ^3 >^a et différant de <a de moins
, 4/iïDde —-——?

^2

4>4^DP-^pTi> I + / ? î

par conséquent ̂  > i +-/?, etc. En définitive

où
^>(I4-JD)—1

S m = ̂ "Pw+.-.-^^m1

les ^;^ étant les valeurs des u'^ pour t = tm > ^ et différant de <<
de moins de

4v^P 4y^P ^\/nD 4v//rD
^1 ^i/i-h7? +^(/i~^^)x+>*'+^(v^T7)w-"iï

par conséquent aussi de moins de

^ 4y^P v/t-^jp
^i t/ï~r~D—i
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donc s^= u\2 +...+ ^2 prendrait dans l'intervalle t^t < t\ -\- r
des valeurs aussi grandes qu'on voudrait, ce qui ne peut être.

Avant de poursuivre l'exposé de nos remarques préliminaires,
introduisons les quantités/?, y, formées à l'aide des u^ ..., î / / / ,

u'^ comme les quantités/?, q du Chapitre II sont formées^, ...,
à l'aide de x\^ ..., Xn. Le tableau des quantités a est ici

0,

01• »
0>

c.i,
C«,

€;„„

0,

o»

o»
Cl2,

€22?

G/»2»

...,

.. .,

°î

0,

0,

GI«Î

Cî/t»

^nni

1 »

o»

0,

0,

0^

0,

0,

r,

Oi

0,

0,

o»

...,

...,

...,

0,

Oî

• »

î ,1

0,

0,

o»
0.

(i8)

II existe évidemment n quantités/? et n quantités y. Les quan-
tités u^ ..., Un sont des fonctions des/?, q linéaires homogènes à
coefficients constants ne dépendant que de la nature des fonc-
tions T et V. Nous désignerons ces fonctions des/?, q par

(pi(/?, q\ . . . » vîn(p, q).

E. Nous allons démontrer que les déterminants

i9)

et

(•20)

à^\
~àq\

à^î
àq\

^
àqi

à^t
api

à^s
api

^
api

à^t
àqî
à^
àqî

^ ...
àqz

^îl
àpî
à^
àpî

à^n
àpî

à^ï
àqn
à^t

^qn

à^n
àqn

à^
àpn
àfû^
àpn

à^n

àpn

ne s'annulent pas(1) .

( 1 ) Nous savons que les Cont des valeurs telles que Inéquation (10) n'a que des
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A cet effet, formons le système suivant d'équations auxiliaires :

dxi __ dxn __ ,^. __^ ..., ^ _x^

dx'
——— = Ciia*i+ Ci2 ̂ 2 -+-...-+- CtnSCfiî

dx'
——— == CmXi-+- 0,12.^2-+-. . .+ Cnn^n'

Désignons ensuite par P^, ..., P^, Q,, .... Q,,, les quantités
formées avec x^ ..., x / i y x\^ ..., x^ à l'aide du tableau (18)
comme les /?, q (Chap. II) sont formées avec x^ x^ ..., Xn. Des
équations (21) on déduira des équations en P se partageant en
systèmes du type

^Pi /
^-=AP1Î

dpî
-^=h,,+^

$=^-+-^-1-
où h > o.

Si le déterminant fonctionnel (19) était nul on pourrait trouver
une quantité

Y == ri xi -h /'a Xî -+-... + rn. Xn,

qui soit fonction linéaire et homogène des P seuls, /•i, ..., rn
n'étant pas tous nuls.

On pourrait alors, les x\^ ..., Xn étant les éléments de l'inté-
grale générale des équations (21), mettre Y sous la forme

(22) pi(/)<?^ ̂ -pa^)67^ •+••••

où les p i , pa, ... sont des fonctions entières et rationnelles de t et
h\, As, ... sont des quantités h positives différentes entre elles. En
effet, pour une quelconque des quantités p de la suite p i , ..., P(A,
onap = p(/)^, où p ( ^ ) est une fonction entière et rationnelle de t.

Or, si x\{t)^ . .., Xn^t) sont les éléments du système de so-

racines réelles, non nulles, le nombre de racines positives étant égal à celui de
racines négatives. Nous ne nous servirons pas, dans cette démonstration, d^autres
propriétés des quantités G.
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luttons des équations (21), il en est de même de x^ (— /), ...,
^(--^d'où

(î3) riXt(-— t) -4-...+ rnXn(— t) = pl(--^)e-A^-+- p^— <)e-^-+-....

Mais le premier membre peut être représenté d'une façon ana-
logue à (22), d'oà p , (^ ) == pa ( < ) = = . . .=o et, par conséquent,
r^i +• • •+ ^^/( ==o. Or cette relation ne peut avoir lieu,
puisqu'on peut trouver des éléments de la solution x^ . .., Xn
qui prennent des valeurs arbitraires pour une valeur choisie de t.

Par conséquent le déterminant (19) ne s^annule pas et il en
est de même du déterminant (20).

Arrivons maintenant aux résultats que nous avions en vue.
Nous utiliserons dans ce qui suit les résultats du n° 17 en nous

plaçant dans le cas où t est arbitraire. Choisissons à cet effet trois
nombres 81 > o, 83 > o, 83 > o de telle façon que les hypothèses

|â|<8" M^ Ï < S 3

entraînent comme conséquences celles du n° 17 (Ço est la valeur
de ç pour x^ ==. . .== Xn == o). On peut considérer les nombres 8«,
83, 83 comme ne dépendant que du tableau des quantités a et de
la nature des fonctions <p( (^ i , ..., Uk', ^i , ..., V L ) '

Revenons maintenant au cas que nous examinons ici et dési-
gnons par <p<(W(, ..., WH^ (^, ..., Vn) les fonctions ®/(/?, y) dont il a
été question plus haut et dans lesquelles nous écrivons w^, ..., w/,,
(^, ..., Vu à la place de p ^ , ..., pn, q^ ..., q^. Dans une certaine
région autour du point o, ..., o, o, ..., o, elles satisfont aux con-
ditions imposées aux fonctions <?/(«, v) dans le n° 17. Choisissons
celte région d'une façon quelconque mais en ne la faisant dé-
pendre que de la nature des fonctions T et V. On peut alors con-
sidérer les y(w, v) comme fonctions caractérisées par T et V.

Introduisons maintenant des nombres D(, Da, D^ tous positifs
et correspondant au tableau (18) et aux fonctions <p(w, ?) de la
même façon que les nombres 8,, 8a, 83 correspondent au tableau
des quantités a et aux fonction s^ ©<(</, </). On peut encore consi-
dérer D,, Da, D3 comme nombres déterminés par la nature des
fonctions T et V.

Soit ensuite U) > o la quantité correspondant au tableau ( 18) et



— 127 —

aux fonctions <p(w, v) de la même façon que la quantité o- corres-
pond au tableau des quantités a et aux fonctions <p<(^ , v). La
quantité W peut aussi être considérée comme définie par la nature
des fonctions T et V.

Déterminons maintenant un nombre y< tel qu^on ait o < Y( <;Yo,
Y! < Da et tel de plus que, dans le domaine

(24) --ÏI<M/<YI,

on ait

— T I < ^ < Y I ( l = = 1,2, ..., 7l),

()RL
àu^

D,H<^ pRJ . Di
\à^\ "2"

On peut considérer le nombre yi comme ne dépendant que de la
nature des fonctions T et V.

Choisissons ensuite un nombre Ya tel qu^on ait o < Yg < YI el

tel que, pour des valeurs des u et u' appartenant au domaine

W -T2<^<T2,

on ait

•Ï2<^<Tt (i= 1 , 2 , ..., n),

(26) 2^^8^ ^f^Î5-^
P.==l

où les quantités^, /y, 8 correspondent au tableau (18) de la même
façon que les quantités de mêmes noms considérées dans le Cha-
pitre II correspondent au tableau des quantités a. On peut con-
sidérer YS comme nombre ne dépendant que de la nature des fonc-
tions T et V.

Enfin, choisissons une quantité fl satisfaisant aux inégalités

o<f l^Yî, a< '•[̂JP ÎL ï îJ
La quantité fl peut être considérée comme déterminée par la

nature des fonctions T et V et par les limites des Uc
Nous pouvons, diaprés ce qui précède, choisir le degré de peti-

tesse des quantités — » \— » |U^[ de telle façon qu'on ait dans
" 1 IC 1

le domaine (24) [̂ | < Si, .[̂  <^, î J < D, (l'indice o
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indique les valeurs pour

Uy = . . . = Un, -==. U'i ==.. .== U'n, == 0).

Supposons ce choix fait ainsi.
D'après le n° 17, nous savons qu'à tout point du domaine

(27) —ws^u^ws ( t = = i , 2, . . . , / i )

et à toute valeur ^ de t correspond un point du domaine
n n

( 28 ) ^ ̂ ^ êfl2î ^/v ̂ 2 ̂  - Sfl2

(X=l v^=l

et un seul tel que les coordonnées du premier point soient préci-
sément les valeurs des fonctions Uien ce point/?, q et tel, de plus,
que la solution dont les éléments ont ces valeurs /?, q pour l = t^
reste dans le domaine (28) pour t > ̂ . Comme il est facile de le
voir, le nombre positif ID est inférieur à i.

La solution restant dans le domaine (28) pour t^t^ reste pour
ces mêmes valeurs de t aussi dans le domaine

(29) —0<ui<6, —f l<^<f l (^i, 2, ..., n).

Etant donnés un point du domaine (27) et une valeur quelconque t^
de ^, il exisie donc une solution au moins restant, pour t^t^ dans
le domaine

(30) — f l < ^ / < f l (Ï== i, 2, . . . , n)

et ayant, pour £ == ^ comme système partiel de valeurs initiales, les
coordonnées iii de ce point. Nous allons prouver qu'il n'existe
qu1une seule solution de cette nature.

A cet effet, remarquons d'abord que pour une solution de cette
nature on ne peut avoir, pour aucune valeur de t^t^

Mi+...4-M^Y^

car si jamais cette relation était vérifiée on aurait, d'après le théo-
rème démontré plus haut,

^——r=————7r—:54-r^-^i 4.[p-.i
L 2l- f = = l

ce qui est en contradiction avec ce qui précède.
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Par conséquent, pour des valeurs de t^t^ les u1 restent dans le

domaine — y2<< ^-<Y2 (^== i , ..., /i). Donc la solution en ques-
tion reste pour t^t\ dans le domaine (25) et, par conséquent,
aussi dans le domaine (26). Or, il résulte du n° 17 qu'à tout point
du domaine

(3i) — W Y i ^ M ^ œ Y i ( i ^ î , ï, ..., n)

et à toute valeur de t correspond un point du domaine (26) et un
seul tel que les coordonnées du premier point soient les valeurs
des fonctions ui en ce point/?, q et tel, de plus, qu'étant pris comme
point initial pour la valeur considérée de ^, la solution correspon-
dante reste, pour toutes les valeurs plus grandes de ^, dans le
domaine (26). Mais le point u du domaine (2^7) dont nous sommes
partis est en même temps un point du domaine (3i), il s'ensuit
qu'il existe bien une solution de la nature considérée et une seule.

Je dis maintenant qu'il existe une solution restant dans le
domaine (3o) pour toutes les valeurs de t. En effet, il existe une
solution restant pour toutes les valeurs de t dans le domaine (28) ;
elle reste aussi toujours dans le domaine (29). C'est là l'unique
solution restant pour toutes les valeurs de / dans le domaine (3o).
En effet, toute solution restant, pour toutes les valeurs de t, dans
le domaine (3o) reste aussi dans le domaine (26) pour toutes les
valeurs de Z. Or, il n'existe qu'une seule solution répondant à
celte dernière condition.

Deux solutions restant pour t > ̂  dans le domaine (3o) s'ap-
prochent asymptotiquement quand ^==4-00, comme cela résulte
immédiatement du fait qu'elles restent dans le domaine (26).

Nous avons ainsi démontré le théorème suivant : A tout point u
du domaine

—WflS^tt'0 ( i = = i , 2, . . . , n)

et à toute valeur IQ de t correspond une solution et une seule
partant de ce point u pour t === to et restant pour t^t^ dans le
domaine

(3s) ^-0<^.<^ (i==i, 2, ..., n).

Il existe une solution et une seule restant dans le domaine (32)
pour toutes les valeurs de t. Deux solutions restant pour des

xxxvin. 9
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valeurs suffisamment grandes de t dans le domaine (3a) sap-
prochent asymptotiquement pour ^==4-00. Dans cet énoncée
le nombre W > o ne dépend que de la nature des fonctions T
et V et le nombre Q > o ne dépend que des limites des U< et de
la nature des fonctions T et V.

Étant donné un nombre ^ > o et ^fl, les solutions correspon-
dant (dans le même sens que ci-dessus) aux points du domaine

(33) -.ui^^wl» (^=1 ,2 , ..., ri)

restent dans le domaine
(34) —^<Ui<^ —^<ufi<h ( 1 = 1 , 2, ..., n)

si

(35) l^ j<D^

En efïet, à tout point du domaine (33) et à toute valeur de t, on
peut faire correspondre un point du domaine

n n

(36) ^^^^, ^/v^^r-ôb2

(i.==l V=l

donnant une solution qui reste, pour toutes les valeurs plus
grandes de t, dans le domaine (36). Elle reste aussi dans le
domaine (34).

La condition (35) sera remplie si nous nous réservons le droit
de déterminer le degré de petitesse des quantités \V^\ non seule-
ment à l'aide des données indiquées plus haut, mais aussi à l'aide
du nombre 1). Si 11,°= o ( t== i, 2, . . ., n), la condition (35) est
toujours remplie.

Si la condition (35) est remplie, la solution qui reste toujours
dans le domaine (3a) reste d'ailleurs dans le domaine (34).

Examinons encore le cas où tous les U< seraient nuls. Les con-
ditions relatives au degré de petitesse dont il est question dans les
hypothèses ainsi que les relations (35) sont alors vérifiées. Nous
obtenons donc le théorème suivant :

Supposons vérifiées les hypothèses du type (II); supposons
ensuite que les fonctions U< disparaissent des équations (4) et
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avec elles les hypothèses qui les concernaient. Alors étant donné
un nombre I) quelconque satisfaisant à la condition o << 1)^3,
où 3 >> o désigne un certain nombre ne dépendant que de la
nature des fonctions T et V, // existe^ pour tout point du
domaine

—w^^u^w^ ( 1 = 1 , 2, ...,-/i)

^ /w/r toute valeur t^ de t^ une solution restant pour t > ̂
dans le domaine

—^<ui<^ —^<u'i<^ (i= i, 2, ..., n)

et ayant comme système partiel de valeurs initiales pour t == ̂
^5 coordonnées ui de ce point. C'est d7 ailleurs Punique solution
restant pour t > ̂  rfa/i5 /^ domaine

(37) — 3 < ^ < 3 ( i= i, 2, . . . , 7i)

^ répondant à ces conditions initiales. L9 unique solution
restant dans le domaine (37) pour toutes les valeurs de t
est u\ ==...=== u,t==- o. Pour toute solution restant dans le do-
maine (87) pour des valeurs suffisamment grandes de t^ on a

lim u,i = o lim u} == o ( i == î , 2, . . . , n).
i== oo <== oo

On peut, bien entenda, énoncer des propositions analogues aux
précédentes en remplaçant, dans ce qui précède, les relations t > ̂
et t •==. oo par les relations t < ̂  et ^ == — oo.

Je remarquerai, en terminant, quej^ai été conduit aux recherches
de ce paragraphe par le travail du professeur Kneser (1).

28. Uanneau de Saturne. — De la question traitée dans les
trois derniers paragraphes passons maintenante un cas particulier.

Soit donné un système mécanique formé de deux corps solides
dont Pun est une sphère de masse S et l'autre un anneau de masse R
et que nous désignerons respectivement par Saturne et Anneau

(l ) A. KNESER, Studien liber die Bewegungsvorgànge in der Umgebung insta-
biler Gleichgewichtstagen (Journal fur die reine und angewandte Mathematik^
Bd. CXV, p. 3o8, et Bd. CXVIiï, p. 186).
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de Saturne (1 ). Nous ferons, au sujet de ces corps, les hypothèses
suivantes : l'anneau de Saturne est un corps de révolution ayant
un plan de symétrie E perpendiculaire à l'axe de révolution. Si on
le coupe par un plan E' passant par l'axe et qu'on choisisse dans
ce plan comme axes de coordonnées rectangulaires x et z la droite
d'intersection de E et E' et l'axe de révolution respectivement, la
section par le plan E' n'occupe pas le voisinage de l'origine de ces
coordonnées (centre de l'anneau) et se trouve dans la partie du
plan comprise entre les droites X-\-^IZ=Q^ x — \/~ï.z == o et
contenant l'axe des x. La distribution des masses de l'anneau est
symétrique par rapporta l'axe de révolution et par rapport au plan
de symétrie E. Enfin nous supposerons le rayon de Saturne infé-
rieur à celui de la sphère qu'on pourrait placer à l'intérieur de
l'anneau en faisant coïncider le centre de la sphère avec celui de
l'anneau. Enfin la distribution des masses de Saturne est concen-
trique (2).

Nous examinons les positions de Saturne où son centre est dans
le plan de symétrie E et sa sphère entièrement à l'intérieur de
l'anneau, de sorte que les masses de Saturne se trouvent en dehors
des masses de l'anneau. Le potentiel mutuel (3) P des deux corps
est égal alors à celui de l'anneau relativement à la masse R sup-
posée concentrée au centre de Saturne. Soit un système d'axes de
coordonnées rectangulaires .r, y situé dans le plan E et ayant son
origine sur l'axe de révolution. Dans un certain voisinage du
point x == o, y = o, P est une fonction de x ^ y (coordonnées du
centre de Saturne) ayant des dérivées premières et secondes qui
sont, ainsi que la fonction P, des fonctions continues de x et y, et
l'on a

/àP\ fàP\

(^^Wo^

(*) Par là nous n'affirmons cependant rien au sujet de Panneau de Saturne
existant réellement.

(2) A ces hypothèses il faut en ajouter encore une, de caractère général, rela-
tivement à la distribution des masses, afin d'assurer l'exactitude des remarques
qui vont suivre et qui reposent sur les éléments de la théorie du potentiel. Nous
renvoyons à la théorie du potentiel pour l'énoncé de ces conditions générales et
suffisantes.

( 3 ) Nous nous appuyons, dans ce qui suit, sur la loi de Newton.
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(l'indice o désigne la valeur pour ;r==y==o). Les quantités du
second ordre, c'est-à-dire

1 r /à2p\ o / Ô 2 P \ y^21^ ,1ilA^À'^^^o^^^o^J-
prennent la forme A (.z*2^-^2) où

„ S /'p2—3e«
^ J p — — ^

p désignant la distance d'un point de l'anneau à son centre, scelle
d'un point de Panneau au plan de symétrie E et dm un élément de
masse de l'anneau et l'intégrale étant étendue à l'anneau. Des
hypothèses relatives à la forme de l'anneau il résulte queA est > o.
En choisissant dans le plan de symétrie E un système d'axes
de coordonnées rectangulaires dont l'origine coïncide avec le
centre de Saturne, P s'exprimera de la même façon en fonction
des coordonnées u^ v du centre de l'anneau.

Etudions maintenant le mouvement de notre système en l'ima-
ginant assujetti à des forces provenant, d'une part, des actions
réciproques de l'anneau et de Saturne et, d'autre part, d'autres
causes quelconques. Désignons ces dernières forces par forces
extérieures. Nous nous bornons à des mouvements pour lesquels
le plan de symétrie E garde une position déterminée tandis que le
centre de Saturne reste dans le plan E et la sphère à l'intérieur de
l'anneau. Supposons, de plus, les forces extérieures symétriques
par rapport au plan E.

Considérons un système d'axes de coordonnées (x, y, z) fixes
dans l'espace et dont le plan (x, y) est parallèle au planE, et dans
ce dernier plan deux axes de coordonnées parallèles aux axes x, y
du précédent système et dont l'origine coïncide avec le centre de
Saturne. Soient M, v les coordonnées par rapport à ce dernier sys-
tème du centre de l'anneau. En désignant par SX, SY, RS, RH
les projections sur les axes fixes de la force extérieure totale appli-
quée à Saturne et à l'anneau, nous aurons

(i)

d^u _ R-+- S àP w^.\
dt^ ~~ RS au ' '
d^ R-^SàP . „
^~~ '^r"'^^""'*'
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Nous nous ramènerons à un cas particulier delà question traitée
dans les n08 28 à 27, en introduisant l'hypothèse que les quan-
tités S — X, H — Y sont des fonctions de t, M, ç?, u^ v ' satis-
faisant à des conditions qui correspondent aux hypothèses faites
dans le n° 2o au sujet de la fonction U/. Ces hypothèses, comme
nous le savons, ont été introduites sous deux formes; elles con-
sistaient à admettre que certaines fonctions étaient données dans
certains domaines, que certaines dérivées existaient, que certaines
fonctions étaient continues, que certaines quantités étaient com-
prises (dans le cas correspondant) entre des limites finies et, enfin,
qu'un certain degré de petitesse était donné. Avant de formuler
les hypothèses relatives aux quantités S — X et H — Y, il faut
introduire des domaines jouant dans notre cas le même rôle que
celui des domaines ( i ) e t ( 3 ) o u ( i ) dans le n° 25.

Les recherches des n08 28-2Î révèlent alors d'une part une in-
finité de mouvements pour lesquels il ne se produit point de chocs
entre Saturne et l'anneau lorsque t croît, et d'autre part un mou-
vement pour lequel ce choc ne se produit jamais. Pour la démons-
tration nous renvoyons aux paragraphes précédents.

Laplace (1) a, comme on sait, étudié le mouvement (dans un
plan) du système formé par Saturne et l'anneau, en supposant ce
dernier réduit à une ligne homogène ayant la forme d'une circon-
férence. Laplace affirme que les forces pertubatrices doivent
toujours avoir pour effet le choc entre Saturne et l'anneau. Cette
proposition n'est pas tout à fait exacte, comme nous venons de le
reconnaître.

29. Sur une certaine équation différentielle. — Comme
dernier exemple, étudions l'équation différentielle

d^z
(0 ^i--[a-+-<p(Q]^==<HO.

où (f(t) et ^ (t) sont données comme fonctions continues pour
toutes les valeurs de t et contiennent t sous forme trigonomé-
trique. Cela signifie que y (t) et ̂ (t) se déduisent des ̂ (u^ . . . ,</w),

( 1 ) Mécanique céleste, t. III, Ch. VI.
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^(u^ ..., Uni) par la substitution u\ = —f • • • » Um = —> <Ï> et* «i °^
W étant données pour toutes les valeurs réelles des u comme
fonctions continues et périodiques, de périodes égales à l'unité.
a,, ..., a,% sont des quantités non nulles et telles qu'entre leurs
inverses il n'existe point de relations linéaires homogènes à coef-
ficients entiers. Soit a une constante positive et supposons
que |y(<) | ait un certain degré de petitesse déterminé à l'aide de a
et que nous nous réservons le droit de choisir plus loin.

Nous allons donner la solution générale de l'équation ( i ). Com-
mençons par une certaine solution particulière.

Remplaçons ( i ) par le système suivant

(2)

^
dt -^

^
dt\ Ï =a^+<p«)^+<KQ.

L'équation

ou (o2==a a deux racines -t-\/a et — ^a réelles et non nulles.
Soient A 4 et A.^ les nombres positifs dont il a été question dans
l'Introduction, ces nombres correspondant au tableau des quan-
tités a qui est ici

o, i,
a, o.

Supposons maintenant [ îp (^ ) | <Ai . Puisqu'on peut choisir un
nombre y > o dételle façon qu'on ait |^(^)[ ^A^y nous obtenons
le résultat suivant en nous basant sur la proposition citée dans
l'Introduction : l'équation ( i) admet une solution et une seule pour
laquelle preste entre des limites finies. Pour cette solution on peut
développer z en série trigonométrique uniformément convergente
pour toutes les valeurs de t et ayant la forme caractérisée dans
l'Introduction. Si ^ et W admettent des dérivées continues par
rapport aux u jusqu'à un ordre suffisamment élevé, on peut déve-
lopper z en série trigonométrique absolument et uniformément
convergente pour toutes les valeurs de t et ayant la forme de séries
ordinaires de Fourier à plusieurs variables (voir Introduction).
Nous désignerons cette solution par %.
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Passons maintenant à l'étude de l'équation différentielle

(3) ^î^+^)]^o.

Faisons d'abord une remarque dont l'exactitude peut être facile-
ment prouvée et qui est d'ailleurs connue.

Soit X une fonction continue de ^ donnée pour toutes les
valeurs de t. Si alors deux fonctions v et w de <, définies pour
toutes les valeurs de t, satisfont aux équations

(4) ^-+-^-+-X==o, ^-+-w2+x=o
ut ut

et diffèrent entre elles pour une valeur au moins de t, elles dif-
fèrent pour toutes les valeurs de t. En posant L == ï- (v — w), les
fonctions

ï I idt -I i^f
(5) ———e^ , ———^V/ÎL| v/rri
représentent des solutions indépendantes de l'équation

(6) S^^-»-

Formons l'équation

(7) ^=- ^ /aX~^+y( / )

et désignons par 81, Sa des quantités correspondant à — 2 ^/a de
la même façon que les nombres A < , As de l'Introduction corres-
pondent au tableau des quantités a. Choisissons ensuite un
nombre g ne dépendant que de a et satisfaisant aux relations

o<^/a, 2^0,.

Enfin supposons qu'on ait |y(^)| < S^g. (Nous avons le droit de
faire cette hypothèse, d'après ce qui précède.)

Il existe une solution de l'équation (7)01 une seule s'étendant
à toutes les valeurs de t et restant dans le domaine — g <; X < g.
Cette solution peut être développée en série trigonom étriqué uni-
formément convergente pour toutes les valeurs de t et ayant la
^orme précisée dans l'Introduction. Si <î> admet des dérivées con-
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tinues par rapport aux u jusqu'à un ordre suffisamment élevé, on
peut développer cette solution en série trigonométrique absolu-
ment et uniformément convergente pour toutes les valeurs de t et
ayant la forme de séries ordinaires de Fourier à plusieurs variables.
Désignons par \ cette solution. On a toujours |À| < ^/a. Formons
ensuite l'équation

(8) ^=2/a(JL-^+<p(Q.

De même que pour l'équation (7), il résulte de la théorie générale
que si | y (^ ) [ a un certain degré de petitesse déterminé à l'aide
de a, il existe une solution y. de l'équation (8) s'étendant à toutes
les valeurs de ^ satisfaisant à la relation \y.\ < ^/a et qui est déve-
loppable dans des conditions analogues à celles que nous avons
énoncées tout à l'heure pour le développement de X.

Nous avons maintenant

^^^^-(^X)^,^),

^-^^_(_^^,.^
Par conséquent y/a -t- X et — \/y. + y. satisfont à la condition

(9) ^=~^+a+cp(0

et, par conséquent, les quantités ^/a 4- \ et —y/a+ a diffèrent
entre elles, puisqu'on a 2^/a >> y. — \ et par conséquent

/a •+• X > — /a -+- y..

Posons maintenant

îT == • 2 / x + X — (A.

Alors T est > o. Ensuite, on peut développer T en série trigono-
métrique uniformément continue pour toutes les valeurs de t et
ayant la forme caractérisée dans l'Introduction. Si 0 admet des
dérivées continues par rapport aux u jusqu'à un ordre suffisam-
ment élevé, T est développable en série trigonométrique absolu-
ment et uniformément convergente pour toutes les valeurs de t
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et ayant la forme d'une série ordinaire de Foarier à plusieurs va-
riables.

La solution générale de Féquation ( i ) peut, d'après ce qui pré-
cède, être représentée sous la forme

f Tdt -Ç THf
çj a ç J ae-c.-^-^^-,

on C i , c^ et a sont des constantes arbitraires.
Nous aurions, d'ailleurs, pu étudier l'équation (3) en partant de

la remarque suivante :
Si la fonction u donnée pour toutes les valeurs de t satisfait à

l'équation
u3(u'f-^-Xu)=c (c == const.) (c^o),

où X est une fonction donnée pour toutes les valeurs de ^, les
expressions

/—/<// ' i—r1^V — ' l -r —v—'-i —
ue Jau\ ue JaH\

dans le cas c <^ o et

/ /- r' dt\ . ( /- r1dt\
-os^ ^y Msln^ ̂

dans le cas c ^> o sont des solutions de l'équation

d^z Y
-^+x'5==o•

Plus importante que l'équation (i) est celle qui a même forme
mais où d est négatif (1) , les hypothèses restant d'ailleurs ana-
logues aux précédentes. Pour ce cas, on n'a pas obtenu de résultats
correspondant à ceux établis dans le présent paragraphe. Cepen-
dant, l'équation que nous avons étudiée peut aussi trouver son
application en Mécanique.

( 1 ) Voir A. LINDSTEDT, Beitrag zur Intégration der Dijfferentialgleichungen
der Storungstheorie, p. 17 (Saint-Pétersbourg, i883). — POINCARÉ, Les méthodes
nouvelles de la Mécanique céleste^ l. II, p. 277.


