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SUR UNE PROPRIETE DES SURFACES CERCLEES;

Par M. Barre.

Dans deux Communications insérées aux Comptes rendus de
U’ Académie des Sciences, les 8 et 29 avril 1907, j’ai défini deux
sortes de points centraux sur les surfaces engendrées par une
hélice circulaire, savoir les points centraux de premiére espéce et
ceux de seconde espéce, et jai fait observer que ces définitions
s’appliquaient aux surfaces cerclées. Le Mémoire actuel a pour
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objet le développement des indicalions contenues dans les Notes
précitées au sujet de ces derniéres surfaces.

1. Définitions. — Jappelle point central de premiére espéce
sur une surface cerclée tout point d’intersection du cercle généra-
teur avec la caractéristique de son plan. Le lieu de ces points con-
stituera la ligne de striction de premiére espéce de la surface.

Ces points ont été étudiés par M. Demartres dans son Mémoire
sur les surfaces cerclées (Annales de U'Ecole Normale supé-
rieure, 1885). En chacun d’eux le plan du cercle touche la surface
cerclée, ou encore le cercle générateur rencontre le cercle infini-
ment voisin,

Jappelle point central de seconde espéce sur une surface cer-
clée Lout point pour lequel la distance du cercle générateur au
cercle infiniment voisin est stalionnaire; en d’autres termes, tout
point pour lequel la courbure géodésique de la trajectoire orthogo-
nale des cercles générateurs est nulle. Le lieu de ces points sera la
ligne de striction de seconde espéce. -

2. Ces définitions étant posées, convenons de laisser de coté les
surfaces engendrées par des cercles imaginaires dont les plans
enveloppent le cercle de l'infini; dans ces conditions, nous pou-
vons rapporter notre cercle a3 un systéme d’axes mobiles dont
I'axe des x soit paralléle a la caractéristique de son plan, dont
'origine soit en son centre et dont I'axe des z soit perpendiculaire
a son plan.

Désignons par u, ¢, w les composantes de la translation élémen-
taire du triédre mobile sutvant les trois axes, et par p, (¢ =o)etr
celles de sa rotation : u, ¢, w, p et r dépendent d’'un méme para-
métre ¢ dont dépend également le rayon p du cercle. Les équations
de celui-ci dans notre systéme d’axes seront

(1) z =pcose, y=opsing, z=o.

a. Les points centraux de premiére espéce (') sont les intersec-
tions du cercle générateur avec la droite représentée dans son plan

(1) Pour établir ce résultat ainsi que le suivant, il suffit de faire ¥ = o dans
les formules générales des Communications précitées. On pourra aussi se reporter
au Mémoire de M. Demartres.



par I'équation
(2) W+ py =o.

b. Les points centraux de seconde espéce sont les points com-
muns au cercle générateur et & I’hyperbole équilatére passant en
son centre et qui a pour équation

(3) (uz+vy+pp') (v2—uy)+pprz(w+py)=o.

Ayant rappelé ces résultats, nous allons résoudre quelques pro-
blémes relatifs aux points centraux :

3. Prosrime . — Trouver les surfaces cerclées dont la ligne
de striction de premiére espéce fait entiérement partie de
celle de deuxieme espéce.

Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que, pour toute
valeur du paramétre ¢, toute solution commune a I’équation (2)
et a I’équation (4),

(4) x4 1=

satlisfasse & I’équation (3) ou encore a I'équation

(5) (uz +vy +pp') (v —uy) = o.
Ceci peut arriver de quatre maniéres différentes :

1° La droite représentée par I'équation (2) coincide avec la
droite
uz + vy +pp'=o,

ce qui exige que I'on ait, pour toute valeur de ¢,
(6) u=o, vw = ppp'.

Ces relations fonctionnelles définissent les enveloppes de
sphéres. La ligne de striction de premiére espéce se réduit
a P'aréte de rebroussement de la surface. Celle de seconde espéce
comprend, en outre, le lieu engendré par les deux points de la
génératrice situés sur le diameétre perpendiculaire a la corde ca-
ractéristique du plan du cercle mobile.

2° La droite représentée par ’équation (2) coincide avec la
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droite
YT — uy =o.

Ceci entraine les relations
(7) v =w = 0.

On trouve ainsi les surfaces engendrées par un cercle dont
le plan reste osculateur au licu de son centre.

Ici la ligne de striction de premiére espéce est bien une ligne de
points pour lesquels le plan tangent & la surface se confond avec le
plan de la génératrice. Cette ligne est engendrée par les intersec-
tions du cercle mobile avec la tangente au lien de son centre. La
ligne de seconde espéce comprend, en outre, le lieu des points
centraux situés sur la corde perpendiculaire a la tangente précé-
dente et dont I'équation est

(pPp*—ut)z —upp'=o.

Si cette corde est rejetée a l'infini, cette partie de la ligne de
striction se réduit au cercle ombilical et, en laissant de cdLé cette

ligne singuliére, on peut dire que, dans ce cas, caractérisé par la
relation
ut = p?pt,

il y a coincidence compléte des deux lignes de striction. Nous ver-
rons que ce n’est pas le seul cas ou il en soit ainsi; nous revien-
drons plus loin sur cette question.

3° L’équation (5) est une identité. On est conduit aux condi-
tions nécessaires et suffisantes

(8) U=v=0.

On trouve ainsi les surfaces engendrées par un cercle dont le
plan se meut normalement au lieu de son centre.

SiI'on excepte les surfaces canaux qui, d’ailleurs, rentrent dans
la série, déja mentionnée, des enveloppes de sphéres, la ligne de
striction de premiére espéce, comme dans le cas précédent, n’est
pas une aréte de rebroussement. La ligne de seconde espéce se
compléte par I'adjonction 4 la premiére du lieu des extrémités du
diamétre perpendiculaire a la caractéristique du plan du cercle
générateur.
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4° Enfin, et c’est le cas le plus délicat, la droite (2) coupe le
cercle en un point appartenant a la droite

(9) ppl+uz+voy =o,
et en un autre point appartenant a la droite
(10) vx —uy =o.

Si ces deux points sont distincts, ce qui arrivera toujours quand
les droites (2), (g9) et (10) ne seront pas concourantes, ces condi-
tions sont suffisantes. Dans le cas contraire, il peuat y avoir excep-
tion; le second point d’intersection du cercle et de la droite (2)
ne coincidera avec un point de seconde espéce que si cette droite
coincide avec l'une des droites (g) ou (10). Une étude directe
s'imposera donc pour lever cette difficulté.

En exprimant que les équations (2), (4) et (9) out une solution
commune, on trouve aisément (') la condition

(1) (p*p?— wt)ur— (ppy’'— vw )t =o.

C’est la condition pour que le cercle mobile ait une enveloppe.
Comme on le savait, d’aprés le théoréme général VIII signalé dans
les Comptes rendus du 20 mai 1go7, on devait trouver cette solu-
tion. Le point correspondant décrit une enveloppe du cercle géné-
ratear.

En associant les équations (2), (4) et (10) on obtient la con-
dition
(12) pro2p?= wi(u~+ o?).

Sous la réserve que les droites (2), (9) et (10) ne soient pas
concourantes, ces conditions sont nécessaires et suffisantes.

Développons la relation (11) et remplagons-y w?(«? -+ ¢2) par
sa valeur tirée de I'équation (12). On obtient I'équation

(13) 20 ow = po(p'2— ut+ v2).

Tirant alors w de cette relation et substituant dans I'équa-

(') Je laisse de coté le cas ou p = o, c’est-a-dire ot le plan du cercle reste
paralléle & lui-méme. La discussion est alors trés simplifiée. Je laisse au lecteur
le soin de le faire, me bornant & en énoncer ci-aprés les résultats.
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tion (12), on obtient successivement

404"t = (u2+ 02)(p'2— ul+ 02)2
ou
4200 = (W2 0?) [(u2+ 02— p'2) —202]2
ou

(12 bis)  (u2+ 02— p'2) [(u2+ ¢2) (U2~ 02— 0'2) — fu?v?] = o.

Réservant la solution

U+ v:— gt =o,

on obtient les surfaces engendrées par le mouvement d’un
cercle défini par les relations

2p"vw = po(p't+ vt — u?),
(w2 92) (U4 02— 0'?) = fule2,

(1)

Ce mouvement n’est pas simple et la classe de surfaces ainsi
définie ne parait pas jouir de propriétés particuliérement intéres-
santes, sauf celle qui fait 'objet de cette étude. Je ne m’arréterai
pas a la définir autrement : toutefois je montrerai qu’elle constitue
bien une solution du probléme; autrement dit, que I'on ne se
trouve pas dans le cas d’exception signalé.

La condition de concours des trois droites (2), (9) et (10) est

(15) w(ut+ o?) = pvpp',
qui, rapprochée de 'équation (12), donne la relation (')
(16) prp=wp' :

Or la coexistence des conditions (16) et (13) conduit a la
relation

(17) U+ 2= p'2,

Clest la solution réservée de I'équation (12 bis). Elle présente le
caractére exceptionnel signalé et demande une étude directe sur
laquelle nous reviendrons plus loin.

Cherchons si, parmi les surfaces définies par les équations (14),

(') On laisse de coté ’hypothése ¢ = o, qui conduit a une solution rentrant
dans la solution générale.
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il n’y en a pas qui présenlent ce caractére. En rapprochant I'équa-
tion (17) de la seconde des équations (14), on trouve la condition

ulp?=o.

L’hypothése ¢ = o rapprochée de la relation (16) donne p'=o;
d’oti, par suite, u = o. On trouve ainsi les surfaces canauz déja
rencontrées. On sait qu’elles n’ont rien d’exceptionnel au point
de vue de la question actuelle.

L’hypothése = o conduirait de méme aux relations

v=7p'¢, w=ppe (e ==£1),

qui définissent les surfaces engendrées par le cercle osculateur
d’une courbe, surfaces appartenant a la classe des enveloppes de
sphéres sans caractére exceptionnel.

Il nous reste & examiner le cas exceptionnel. L'interprétation
géométrique en est facile.

La droite (10) est un diameétre (AO) du cercle générateur; la

\

droite (9) est la tangente & une extrémité A de ce diamétre,

Fig. 1.

Y.

vx-uy=o

‘ux+ vyi' pp’-o

A B wepy-o

extrémité par laquelle passe la droite (2) qui coupe le cercle en un
second point B. Ce point B est différent de A et, par suite, est
bien un point exceptionnel, sauf quand AO est paralléle ou per-
pendiculaire a la caractéristique. Dans ces deux cas particuliers, on
retombe sur les surfaces qui viennent d’étre étudiées (surfaces
canaux et lieux de cercles osculateurs).

4. Prosrime lI. — Déterminer les surfaces dont la wgne de
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striction de seconde espéce fait complétement partie de celle
de premiére espéce.

L’intersection de I'hyperbole et du cercle doit se réduire aux
deax points d’intersection de ce cercle et de la droite (2) dont
I’équation n’est pas une identité.

Cela ne peut arriver que si ’hyperbole touche le cercle en deux
points qui sont précisément sur la droite (2). Sans développer de
calculs el en ne considérant que les éléments réels, on voit que le
fait ne peut se produire ici, I’hyperbole passant au centre du
cercle, a2 moins toutefois que cette hyperbole ne se décompose.
Dans tous les cas, d’ailleurs, tous les points d’intersection de la
droite (2) et du cercle seront sur I'hyperbole. Donc les surfaces
cherchées seront & coincidence compléte.

5. Prosrime III. — Déterminer les surfaces cerclées dont les
deux lignes de striction coincident complétement.

L’hyperbole déterminant les points de scconde espéce doit se
réduire a4 deux droites : l'une d’elles sera nécessairement la
droite (2), sans quoi la coincidence compléte n’existerait pas.

Cette condition n’est d’ailleurs pas suffisante; car les deux points
d'intersection du cercle et de 'autre droite, perpendiculaire a la
droite (2), n’appartiennent pas en général a celle~ci. Cela n’arri-
vera que si cette deuxiéme droite est tangente a la circonférence,
la droite (2) étant le diamétre de son point de contact.

Si 'on fait abstraction d’une branche de ligne de striction con-
fondue avec le cercle de I'infini, on pourra encore ajouter un cas :
celui ou la seconde droite est la droite de l'infini du plan de la
génératrice.

Premier cas. — La droite (2) est un diameétre, donc w = o.La
droite y = o doit faire partie de I'hyperbole (3); or ceci exige
soit v =0, soit = g'=o0. Mais alors la seconde droite dont se
.compose I’hyperbole est le diamétre £ = o qui ne réalise pas les
cenditions imposées (langence & 'extrémité de y = o).

La double hypothése

nous donne une surface engendrée par un cercle dont le plan reste
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osculateur au lieu de son centre. La seconde droite a laquelle se

réduit 'hyperbole est représentée par I'équation, déja trouvée,

.

(18) (prpr—ut)wr — upo'=o;

elle sera tangente 3 une extrémité du diamétre y=o si la
droite (18) est & une distance du centre égale en valeur absolue
a p, ce qui donne la condition

up' == p?pt— u?).

Si I'on prend comme variable I'arc du lieu des centres, cette
relation devient

dr 2
(19) 'a'g:_—t(%_l)a

-

< désignant le rayon de torsion du lieu des centres.

Deuziéme cas. — La seconde droite est la droite de U'infini.
Ceci exige la disparition des termes du second degré dans I'équa-

tion de I'hyperbole, d’on
(20) Pt ei—ut=o,
(21) _ uy = o.
Si I'on fait abstraction des génératrices imaginaires, on peut,

sans aller plus loin, négliger la solution # = o. Il nous restera les

conditions
v =0, pp==*u.

Enfin la condition pour que la droite (2) fasse partie de I'hy-
perbole donne immédiatement

W = 0.

Nous écrirons ces conditions en ne conservant qu’un seul signe

On remarquera que, si t est une constante, il en sera de méme
de o et I’équation de ’hyperbole se réduira a une identité. Ces
résultats sont résumés dans la proposition suivante :

Les seules surfaces cerclées dont les lignes de striction des
deux espéces coincident complétement sont celles qu’engendre
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un cercle dont le plan est osculateur au licu des centres et dont
le rayon p égale le rayon de torsion < de ce lieu, ou bien est lié
a = par la relation différentielle

ﬁ — P!_‘:i

_— I
ds T2

ou s désigne Uarc du lieu du centre.

Le cas ol le lieu du centre est a torsion constante est particulié-
rement intéressant. La premiére série de surfaces (p = 7) présente.
un caractére exceptionnel : la coincidence n’est plus compléte,
car la ligne de striction de'premiére espéce est bien déterminée et
celle de seconde indéterminée. Ce résultat s’explique facilement si
I'on remarque que ces surfaces sont précisément celles pour les-
quelles les trajectoires orthogonales des cercles générateurs sont
des géodésiques, surfaces signalfées par M. Demartres dans le Mé-
moire déja cité (Annales de I’ Ecole Normale, 1885, p. 151).

6. Remarque. — Dans les problémes précédents, on a laissé de
cO1é le cas ou le plan du cercle générateur reste paralléle a un plan
fixe. On trouve alovs Jes résultats suivants :

1° La ligne de striction de premiére espéce est rejetée al’in-
Jfini (sauf le cas ou, le cercle restant dans un plan fixe, cette ligne
est alors indéterminée). :

2" La ligne de striction de seconde espéce se compose de
quatre branches. Deux d’entre elles sont engendrées par des
points diamégralement opposés du cercle générateur, situés sur un
diamétre dont la projection orthogonale sur le plan d’un des
cercles mobiles est la tangente a la projection du lieu des centres.
Dans chaque position du cercle mobile, les deux autres points
centraux sont sur une corde perpendiculaire a ce diamétre.

30 8¢ la projection orthogonale du cercle générateur sur
un plan paralléle au sien est, dans chacune de ses positions,
le cercle osculateur d’une courbe (c) du plan de projection, la
ligne de striction de seconde espéce se réduit a deux branches,
dont une triple. Cette derniére est la courbe qui se projette sui-
vant la courbe (¢). L’autre branche est le lieu des points diamé-
tralement opposés aux points de la branche triple.
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Un exemple trés simple de ce cas est celui od (¢) se réduit & un
point : alors le cercle mobile rencontre une droite fixe (A) perpen-
diculaire a la direction de son plan et son centre décrit une droite
rencontrant (A). La surface correspondante est un céne du second
degré dont une génératrice (A) est perpendiculaire & un plan de
section cyclique : cette génératrice est la branche triple dont il
vient d’élre question.

7. Pour terminer cet exposé, j’appliquerai aux surfaces cerclées
la définition du paramétre de distribution que j’ai donnée (') pour
les surfaces engendrées par une hélice circulaire.

Définition. — Désignant par V Pangle du plan tangent avec le
plan du cercle générateur, nous appellerons paramétre de distri-
bution en un point d’une génératrice I'expression

P g P

JdtangV
09 )

Cette expression ne conserve une valeur constante sur chaque
génératrice que dans le cas des enveloppes de sphéres, et dans ce
cas sa valeur est nulle. On a en effet

w - posino

2 tangV = -~ .
(22) g UCOSO v sing + p'

Si le paramétre de distribution conserve méme valeur sur
chaque génératrice, il existe une fonction f(¢) telle que I'on ait

JdtangV

ou

(23) tangV.= o f(¢t).

La comparaison des formules (22) et (23) entraine f(¢) = o.
Donc I'angle V sera constant le long de chaque génératrice, pro-
priété caractéristique d’'une enveloppe de sphéres.

(') Comptes rendus, 21 mai 1907, p. 1097.



