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Propriéte nouvelle du quadrilatére et du triangle; par M. H. Brocaro.
(Séance du 8 avril 1874)

1. Les cotés d'un quadrilatére étunt pris pour diagonales de carres, les
sommels exterieurs et interieurs de ces carres forment deux nouveauz qua-
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drilateres dont les médianes sont €gales et se coupent & angle droit en un
méme point qui est leur milieu commun.

Soient abcd le qua(frilatére donné, A,B,C,D les sommets extérieurs des
carrés, A’,B’,(/,D’ les sommets intérieurs de ces mémes carrés.

Nous aurons démontré la proposilion si nous faisons voir que les diago-
nales AC,BD d’une part, A’C’,B’)) d’autre part, sont égales et se coupent a
angle droit.

2. Prenons pour origine le sommet d, pour axe des x le coté da: dési-
gnons les cotés respectivement par 2a, 2b, 2c et 2d, et par «, g les angles
cda, dab, et I'angle de cb avec da par .

Soient z,,y, les coordonnées de A, «/,,y', celles de A’, etc.

Nous aurons, comme il est facile de s’en assurer, les deux systémes d’é-
quations :

r,=a, yy=—0a,
Ty=2a—b cos B + b sin B, Yo =">bsin B + b cos B,
x3=2a—2b cos B—c cos y+c sin v, Ys=2bsinB + csiny+ ccosy,
x,=—d cos o —d sin =, ys,—dsina +4dcos a,
et

T, =a, ¥y, —=a,

x,=% —b cos p—b sin B, yy=="bsinpB—bcosB,
z;—2a—2b cos B—c cos y—c siny, y.=2bsinB 4+ csiny—ccosn,
z,=d cos a+d sin a, Y, =d sin « — d cos «,

sous les conditions communes

a=d cos a + ccosy + cosf,
dsin e = ¢ siny + bsin B,

par suite desquelles les expressions de (z, — x,), etc. deviennent
Ty —Zy =Yy —y,=bcosp—dcosa—csiny,
T, — Ty =Yg — Y, =a + ccosy + bsin B+ dsin «,
d’une part, ce qui prouve que AC=BD; et
zy, — &y =Yy —y,=dcos a—csiny—bcosp,

Ty — =y, —Yy;=a-+ccosy—bsinp —dsinaz,

d’autre part, ce qui prouve que A'C’ =B'D'.
3. Des équations précédentes, on conclut encore identiquement que

Ys—Y Ya—"Y2___
Xy — Ty Ly — Ty

’

et que

Ys— U Ya—Ys__ _ 4

Ty—T, Ty—1T,
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ce qui montre que les diagonales (AC,BD), (A'C’,B'D’) des deux nouveaux
quadrilatéres se coupent & angle droit. Il en sera donc de méme des mé-
dianes de ces deux quadrilatéres. Les extrémités de ces médianes sont donc
les sommets de deux nouveaux carrés. On s’assurerait enfin trés-facilement
que le centre commun de ces deux carrés est le centre des moyennes dis-
tances des sommets du quadrilatére donné.

4. De ce qui précede, on déduit une proprieté nouvelle du triangle. En
effet, si I’on suppose le quadrilatére circonscriptible, la proposition énoncée
s’y appliquera également. Le triangle, étant toujours circonscriptible, repre-
sente un quadrilatére de ce genre, dans lequel un des sommets est le poiut
de contact d'un des cotés du triangle avec la circonférence inscrite. La
propriété précédente subsiste donc avec cette modification et donne lieu a
I’énoncé suivant :

Les sommets d'un triangle et U'un des points de contact du cercle inscrit
étant pris pour extremites des cotes d'un quadrilatére, les sommets des carrés
construits sur ces lignes comme diagonales sont les sommets de deuzr nouveaux
quadrilatéres dont les medianes sont égales et se coupent & angle droit en un
méme point qui est leur milieu commun.

Dans ce dernier cas, la distance de ce point au coté qui renferme trois
sommets du quadrilatére est le quart] de la hauteur correspondant a ce
coteé.



