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REMARQUES SUR QUELQUES THÉORÈMES D'EXISTENCE;

Par M. E. GOUKSAT.

1. En démontrant, d'après Cauchy, l'existence d'une intégrale
de l'équation aux dérivées partielles

(0 p=f^.y^,q),

se réduisant, pour X=XQ^ à une fonction donnée ^(y) dey, sous
les conditions habituelles que je ne rappelle pas, on s'attache uni-
quement à prouver que l'on peut obtenir un développement en
série entière qui satisfait formellement à l'équation (i), et qui est
convergent tant que les modules des différences x — x^^y— yo
restent inférieurs à certaines limites. Il semble, d'après cela, que
l'existence de la fonction intégrale n'est établie que dans un
domaine de valeurs des variables complexes défini par les con-
ditions

\x-x^r, \y-y^r\

r et /•/ étant deux nombres positifs. Mais il peut se faire que la
fonction donnée ^(y) soit liolomorphe en dehors du cercle de
rayon /*'décrit du point y^ pour centre dans le plan delà variable y.
Il est bien facile, comme nous allons le voir, de compléter la
démonstration de façon à montrer que l'existence de la fonction
intégrale est assurée dans un domaine plus étendu que le pré-
cédent.

2. Nous présenterons d'abord quelques remarques bien simples
qui nous seront utiles. Soit F(*r,y) une fonction analytique des
deux variables complexes x et y, liolomorphe lorsque les va-
riables x et y sont assujetties respectivement à rester dans deux
domaines (Q^ et (ôy, limités par une ou plusieurs courbes fermées,
et comprenant leurs frontières ; toutes les dérivées partielles
de F (a?, y ) sont alors holomorphes dans les mêmes domaines.
Lorsque les deux domaines (Dj., (Dy se composent de deux cercles,
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la formule de Taylor fournît pour F(.z1, y) un développement en
série entière valable dans tout cet ensemble.

Considérons encore le cas où un seul domaine, (Qj; par exemple,
est un cercle de centre XQ et de rayon R, tandis que le domaine (Dy
est limité par une ou plusieurs courbes fermées de forme quel-

conque. Si Pon donne à la variable y une valeur déterminée y

dans le domaine CDy, la fonction F(.r, y ) de la variable x est
liolomorphe dans le cercle de rayon R et de centre x^\ il s'ensuit
que la fonction F(.r,y) peut être représentée par un dévelop-

pement en série entière ordonnée suivant les puissances de x — X Q :

(2) F(.r,y) == Po(y)-t- Pi (7)(.y—.ro) -+-... -}-Pn(y)(^—a-o )"+-....

dont les coefficients sont des fonctions holomorplies dey dans le
domaine (Ï)y. Le coefficient P,,(y) est égal en effet au quotient

i /^F\/^F\
\àx^)xi. 2.3... n \àxtt /A-==.r<,

Le développement (2) est convergent tant que les variables x ety
restent respectivement dans leurs domaines, et la formation de
cette série exige seulement que Von connaisse les expressions des
dérivées successives par rapport à x de la fonction F(.r, y),
pour x == *Toî lorsquey décrit le domaine (Dy.

Soient yo un point intérieur au domaine (Dy, et p un nombre
positif tel que le cercle de rayon p et de centre yo soit tout
entier dans (Dy. A l'intérieur de ce cercle, les fonctions Pô (y)»
A'i(y), ..., P^(y), ... peuvent être développées en séries entières
ordonnées suivant les puissances dey —yo et le développement (a)
peut être remplacé par un développement en série entière ordonné
suivant les puissances de x — XQ et dey —j'o :

(3) F(^y)=^^A^-^o)^y-yo^;
i k

mais ce nouveau développement n'est valable que dans une partie
du domaine (î)y, tandis que le précédent (2) est valable dans tout
ce domaine.

Inversement, supposons que Ton ait obtenu, pour une fonction
des deux variables^, y, un développement en série de la forme (2),
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dans lequel les coefficients Pô (y)? P< (y)î - • • » I^(y)i - • • sont

des fonctions holomorphes dey dans le domaine CDy. Supposons
de plus qu^en remplaçant chacune de ces fonctions P,,(y) par son
développement en série entière suivant les puissances de y— } ' o
(j^o étant un point quelconque intérieur à (©y), la série entière (3)
obtenue soit convergente pourvu que Pon ait

| . y — ^ o | ^ R , l y — y o l ^ p

R et p étant deux nombres positifs, dont le premier \\ est indé-
pendant de Vo- II suit de là que la série (2) est convergente lorsque
la variable x est dans le cercle de rayon R décrit du point XQ pour
centre, la variable y restant dans le domaine (0y, et que la somme
de cette série est une/onction holomorpîic dans ce domaine. 11
en est ainsi en effet lorsquey est dans le voisinage du pomtyo? el

ce point yo est un point quelconque dey.

3. Tout ceci s'étend immédiatement aux fonctions analytiques
d\in nombre quelconque de variables. Soit

u = F(.ri,.r2, ...,^;yi, . . . ,yy)

une fonction de p + q variables x^ y h

( t = = i , 2, . . . , / ) ; / c== 1,2, ...,g0.

que nous partagerons en deux groupes jouant un rôle dissy-
métrique. Chacune des variables Xi décrit un cercle de centre
fixe x\ et de rayon/'/, (andis que chacune des variables y/s décrit
un domaine (DA? limité par une ou plusieurs courbes de forme
arbitraire; nous supposerons tous ces domaines fermés, c^est-à-dire
comprenant leurs limites. Si la fonction u est holomorphe lorsque
les variables x^ y^ décrivent leurs domaines respectifs, elle peut
être représentée dans tout cet ensemble de domaines par une série
entière ordonnée suivant les puissances de x\ — x^ x^— x^ ...,
up ^-^

(4) u^^^^....,^{x^x^{x,-xi)^...{x^x^p,

les coefficients A^a-,...,a étant des fonctions holomorphes des va-
riables y^î quand elles restent respectivement dans les domaines (Di,
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(&2, . . . , (D^. Ces coefficients s^xpriment encore au moyen des
dérivées partielles de la fonction //. par rapport aux seules va-
riables x^ où l'on aurait remplacé après la differentiation xi
par a?,0. La réciproque s^énonce comme plus haut et s^établit de la
même façon.

Pour appliquer ces considérations au domaine réel, il suffît de
supposer que les membres x\^ .., a?0 sont tous réels, et que les
différents domaines (JE)(, (ôa, ..., (Dy se réduisent à des bandes rec-
tangulaires infiniment minces comprenant un segment de l'axe
réel dans le plan de la variable correspondante. Reprenons, par
exemple, une fonction 5==F(a;,y) des deux variables *y,y, que
nous supposons holomorphe lorsque x reste dans un cercle de
rayon R et de centre a (a étant réel), et que la variable y reste
dans le rectangle obtenu en faisant varier la partie réelle dey de b
à c (b et c étant deux nombres réels), et la partie réelle de y-

de — e à -he. Admettons de plus que cette fonction prend une
valeur réelle quand on donne à x une valeur réelle, comprise
entre a— R et a 4- R, et à y une valeur réelle, comprise entre b
et c. Alors Féquation

^=F(r ,y)

représente, par rapport à un système de trois axes rectangu-
laires 0*r, Oy, 0.5, une bande de surface se projetant à rintérieur
du rectangle limité par les quatre droites

x == a—R, ;r == a-h R, y == ^, y === c-

Pour tout point pris dans ce rectangle, z est égal à la somme d^une
série convergente de la forme (2), Pô, P|, ..., P//, ... étant des
fonctions continues dey entre b et c. La série deTaylor ne repré-
senterait la surface que dans un domaine bien moins étendu, si la
fonction F(.r, y), considérée comme fonction dey, avait des points
singuliers voisins de Faxe réel dans le plan de la variabley.

Considérons par exemple la fonction s == Log(i 4- x -h y) î si on
la développe en série entière ordonnée suivant les puissances de x
et dey, la série obtenue ne sera convergente que si Pon a

M-HyKi.
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Mais on a aussi

Log(i4-a?-+-y) = Log(i-hy)
a*, a?» (—1)^-1 .y^

'+' 14- y "~ 2(i-^^';2 "+'"*4'' n ( i - + - ^ ) / * ~"

et la nouvelle série est convergente si y est positif, et | x \ inférieur
à l'unité.

4. Reprenons maintenant l'équation aux dérivées partielles

(0 p-=f{^,y^,q),
et supposons que l'on veuille obtenir une intégrale de celte équa-
tion se réduisant, pour x =XQ^ à une fonction donnée ç(y)* En
posant z == <p(y) -4- u, Inéquation proposée devient

au ..[" / \ n ^ àu~\
^-/l^yW^PW+^J»

et l'on est ramené à trouver une intégrale de la nouvelle équation,
s'annulant, quelque soit y, pour a? == *TO- Pour ne pas multiplier les
notations, nous partirons de l'équation (i) en supposant que la
fonction initiale o(y) est ©(y)==o, et nous supposerons que la
l'onction f(x,y^ -s, q) des quatre variables x, y, z, q est holo-
morplie lorsque les modules de x — XQ^ s, cf ne dépassent pas cer-
taines valeurs positives a, 6, c, tandis que la variable y reste dans
un domaine fermé cDy, limité par une ou plusieurs courbes. Le
second membre f{x^ y, z, q) peut alors être développé en série
entière ordonnée suivant les puissances de x —XQ^ de z et de y,
dont les coefficients sont des fonctions holomorphes de y dans le
domaine (S)y

/^^Papy^-^o)01^^.

Imaginons de même que Fon développe l*intégralé cherchée, qui
s'annule pour x == a*o» suivant les puissances de x — x^y

(5) ^=<?i(y)(^—.ro)-t-?2(y)(^—a-o)1-+-..•+?/t(y) (-y—^o)"-^....

En substi tuant cette série à la place de z dans l'équation (i), et en
remplaçant de même q par

?'i(y) (x — ^o) ̂  ?^y) (^ — ^o )2 -»-...-+- <p^ (y) (^ — ^oQ" ̂  • . • ,
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on obtient deux séries entières en x — X Q ; en écrivant quelles
sont identiques, on détermine de proche en proche les coeffi-
cients (pi (y), ^(y)? a11 movcn des coefficients Papy P311!^ seules
opérations d^addition, de multiplication, et de différentiation.
Tous les coefficients de la série obtenue (5), qui satisfait formel-
lement à Inéquation (i), sont donc des fonctions holomorplies dey
dans le domaine CDy.

THÉORÈME. — Soit (Dy. un domaine quelconque intérieur à CDy,
limité par une ou plusieurs courbes n'ayant aucun point com-
mun avec la frontière de (Dy. A ce domaine (Oy. on peut associer
un nombre positif R tel que la série (5) soit convergente pour
toute valeur de y dans cD^ pourvu que l'on ait \x — XQ ( ̂ R,
et représente une fonction holomorphe des deux variables x
et y dans ces domaines.

Nous rappellerons d'abord le théorème d'existence de Cauchy,
sous sa forme habituelle. Soit cs(A*,y, z^ q) une fonction holo-
morphe des variables x^ y, z^ q^ dans le domaine défini par les
inégalités

(6) \x-x,\^a, |^-y,|^p, \z\^b, \q\^c,

Inéquation

(7) ^=?(^7^,<7)

admet une intégrale holomorphe dans le domaine du point (^oîVo)?
se réduisant à zéro pour x === x^^ quel que soit y.

On a une limite supérieure des modules des coefficients de la
série qui représente cette intégrale en considérant Inéquation auxi-
liaire
^ àu____________M_______________

àx f x - x ^ \ f y — y ^ \ { zM i àu\

\ ~ï~)\ 9~)[ ï ) { " c à y )

où M est une limite supérieure du module de y(,r,y, ^5 q) dans le
domaine défini par les inégalités (6). Cette équation auxiliaire
admet elle-même une intégrale s^annulant pour X=XQ^ et cette
intégrale est holomorphe dans un certain domaine

\X-X,\^\\, |y-.yo|^,
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K cl r étant des nombres positifs qui ne dépendent que de M, a,
6, c, p. L'intégrale de Inéquation (7) est rt fortiori holomorphe
dans le même domaine.

Cela posé, soit M un-nombre supérieur à \f{x^y^ ^ ? ) 1 lo^q116

la variabley décrit le domaine (fây, tandis que les modules de x —.2*05
Zy q ne dépassent pas les limites a, 6, c,

| a ? — ^ o l ^ ^ ï | ' z | ^ ^ » \(l\<^c•

Prenons en même temps un nombre positif p tel que le cercle de
rayon û décrit d'un point quelconque de Œ)y pour centre soit tout
entier à l 'intérieur de Ûc)y. Les nombres a, 6, c, p, 1\I étant ainsi
définis, soity-o un point quelconque de CD^.; d'après le théorème
que nous venons de rappeler, l'équation (i) admet une intégrale
holomorphe dans le domaine du point (^o?yo)ï se réduisant à zéro
pour;r ===.TO- Cette intégrale est représentée par un développement
en série entière

(9) ^=^^(x-x^(y-y^

convergente pour

I x — XQ | ^ R. \y — yo | ^ /'•

Si l'on ordonne cette série suivant les puissances de x—*To, la
nouvelle série obtenue est forcément identique à la série (5),
puisqu'elle doit aussi satisfaire formellement à l'équation (i). Le
nombre R étant indépendant dej^g, il suit de là qu'inversement la
série (5) est convergente pourvu que l'on ait

\x — XQ \ ̂  R,

lorsque y décrit la région (D^, et représente une fonction holo-
morphe dans ce domaine. C'est la proposition que l'on voulait
établir.

5. Il n'est nu l l ement évident qu'une fonction analytique des
deux variables .r, y qui, pour x == XQ^ se réduit à la fonction ç(y)
de la seule variabley holomorphe dans un domaine CDj-, soit aussi
une fonction holomorphe par rapport aux deux variables x et y
lorsque x décrit un cercle de rayon /• > o et de centre ^o, et que y
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décrit un domaine (Qy intérieur à (Qy, aussi petit que soit le rayon r.
Par exemple, la fonction

z ==^î-(- x Logy

se réduit, pour x == o, à une fonction holomorphe dans tout le plan,
et cependant ce n'est pas une fonction holomorphe des variables x
ety dans le domaine défini par les inégalités | x \ ̂  r, \y \ ̂  p, aussi
petits que soient les nombres positifs r et o.

La propriété qui vient d'être démontrée a son origine dans cette
circonstance que les coefficients des diverses puissances de x —x^
dans le développement cherché s'obtiennent par des additions,
multiplications et différenliations. On ne peut introduire ainsi de
singularités n'appartenant pas aux fonctions dont on est parti. Il
n'en serait plus de même si ces coefficients se déterminaient par
l'intégration d'équations différentielles. Ce cas peut se présenter
effectivement quant on veut déterminer une intégrale d'une
équation aux dérivées partielles passant par une caractéristique
donnée (1). Considérons par exemple l'équation linéaire.

jD^-+-y-l-Y.54-Yi.r==o,

Y et Y, étant des fonctions holomorphes de la variable y dans un
domaine comprenant un segment ab de l'axe réel (a < h), et pre-
nant des valeurs réelles tout le long de cet axe. La droite x= o,
.5=0 est une caractéristique; il existe donc une infinité d'inté^
grales réelles z === F(a?, y) se réduisant à zéro pour x == o, mais il
peut se faire qu'il n'en existe aucune qui soit holomorphe lorsque
l'on a J x \ < /', quelque petit que soit le nombre positif /•, et que
la variable y reste dans un domaine comprenant le segment ab de
l'axe réel dans le plan de la variable y. En effet, s; l'on cherche à
développer une intégrale s'annulant pour x = o suivant les puis-
sances de x^

(10) z == x ̂ (y) •+- yî ̂ (y) 4-.. ̂

on a, pour déterminer le premier coefficient <p, (y), Féquation
différentielle de Riccati

?'iCr)+<pî+Y<pi-+-Yt==o,

( ' ) L'étude de ce cas fera l'objet d'un prochain Mémoire.
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que Von ramène à une équation différentielle linéaire

^-+-Y^-+-Yi==o,
u1

en posant © , = = — • Si toutes les intégrales réelles de l'équation
linéaire en u ont au moins une racine entre a et &, toute intégrale
réelle de l'équation en <pi aura au moins un pôle dans le même
intervalle. Le développement (10) ne pourra donc s 'appliquera
tout l'intervalle (rt, 6), aussi petit que soit \x [.

6. Nous allons vérifier le théorème général qui précède dans un
cas particulier, au moven des méthodes habituelles du calcul des
limites. Considérons l'équation aux dérivées partielles

^ "RX^fRJFT)-"'
où M, a, 6, c, p sont des nombres positifs. D'après le théorème
d'existence de Cauchy, tel qu'on l'énonce habituellement, on peut
affirmer que cette équation admet une intégrale Z(.r,y) liolo-
morphe dans le domaine du point x == o, y == o, et se réduisant
identiquement à zéro pour x == o. Nous pouvons énoncer une pro-
position plus précise en observant que le domaine 0)y est ici un
cercle ayant pour centre l'origine :

A tout nombre positif 9 <; i on peut associe?- un autre nombre
positif'^ tel que l'intégrale Z(.r,y) soit sûrement holomorphe
lorsque les modules des variables x et y ne dépassent pas les
nombres 96 et r^ respectivement.

Pour démontrer directement cette proposition, il suff î t de com-
pléter sur certains points la démonstration que j 'ai donnée ( * ) an-
térieurement des théorèmes généraux d'existence. On peut sup-
poser, pour simplifier un peu les calculs, 6=== a, car il suffi t d'une

transformation telle que y = - y7, y ' étant la nouvelle variable,

pour être ramené à ce cas. Nous pouvons aussi remplacer l'équa-

( 1 ) Bulletin de la Société mathématique. — Cours d'Analyse mathématique,
t. II, p. 36o et suivantes.

XXXIV. r.
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lion (11) par une équation auxiliaire

(i.) ^j—.—^————-M'
(,-^:)(,-fV,-â)
\ a / \ c l \ o î

a étant un nombre positif inférieur à l 'unité, car le second
membre de la nouvelle équation est une fonction majorante pour
le second membre de Inéquation (i i). Le développement en série
entière de Finlégrale Z(^,y) de Inéquation ( i i ) q u i se réduit à
zéro pour x = o est certainement convergent dans le même
domaine que le développement en série entière de Pinté-
grale Zi (.2?, y ) de FéquaLion (12) qui est identiquement nulle
pour x == o, et celle-ci à son tour est certainement convergente
dans le même domaine que toute autre intégrale de la même équa-
tion (12) représentée par un développement en série entière dont
tous les coefficients sont des nombres réels et positifs.

Cela étant, cherchons une intégrale de inéquation (12) qui soit
fonction de la seule variable X == x- 4-y. Si l'on a

^(^•^^w'
on en déduit

i <îL dL
^S^' ^=3X '

et l'équation (12) devient

i rfZ _ ________M_______ _
a rfX ~ / X \ / Z \ / i dï\ '

(•-oA'—A'-pSx)
ce qu'on peut encore écrire

/i M\ rfZ i /rfZy , M
<'3) ( « ^ ^ - a p ^ ^ / X W ^ ^ ^

Si le nombre positif a est inférieur à ^- » l'équation (î3) admet
une intégrale holomorphe dans le domaine de l'origine, se rédui-
sant à zéro, ainsi que sa dérivée première, pour X == o, et repré-
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scnlée par une série entière dont tous les autres coefficients sont
réels et positifs. Cela sutfit pour prouver que l'intégrale Z(.r,y)
est holomorphe dans le voisinage des valeurs x = o,y == o. Pour
compléter la démonstration, nous allons étudier le domaine de
convergence de l'intégrale de ^équation (i3), que nous venons
de définir, considérée comme fonction de X et de a.

Cette équation (i3) peut s'écrire

(i3 bis} (^i)2 - (o - aM) ̂ | + apy(X, Z) == o,

en posant pour abréger

•""^"T——^——^-Mi

(-i)(-l)

la racine de l'équation (i3 bt's) qui est nulle pour X == Z == o
a pour expression

5-^•"[-1/^5?}
en prenant la détermination du radical qui se réduit à l'unité
pour a = o. Soit 9'un nombre positif inférieur à l'unité; la fonc-
tion y(X, Z) est holomorphe lorsque l'on a

|X|^6'«, |Z |SO 'c ,

et son module reste inférieur à un nombre positif A. Prenons un

nombre positif a.i < -L.» tel que Fon ait

A | 4 ^( p — a M ) 2 < i ,

lorsque [ a | est inférieur à ai. Le second membre de l'équation (i4)
considérée comme fonction des variables X, Z, a, est alors une
fonction holomorphe de ces variables dans le domaine défini par
les inégalités

|X|^e'a, jZl^c, la|<ai,

et, si l'on développe ce second membre suivant les puissances
de X, Z, a, tous les termes du développement contiennent a en
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fadeur. Pour a == o, Inéquation ( i4) admet l'intégrale particu-
lière Z = = o ; d'après un théorème général de M. Poincaré (1),
l'intégrale de cette équation qui est nulle pour X === o est une fonc-
tion holomorphe de X dans le cercle de rayon 9' 9" a (9" étant un
nombre positif inférieur à i), pourvu que [ a | soit inférieur à un
nombre positif convenable. Mais 9' et 9" étant deux nombres posi-
tifs quelconques inférieurs à un, le produit 9'9ya est un nombre
positif quelconque inférieur à a, et le résultat obtenu peut s'énoncer
ainsi : a! élant un nombre positif quelconque inférieur à a, on
peut prendre pour a un nombre positif assez petit pour que l'in-
tégralede l'équation (i3) qui se réduit à zéro pour X == o soit une
fonction holomorphe de X dans le cercle de rayon a' décrit de
l'origine pour centre.

Si l'on développe cette intégrale suivant les puissances positives
des deux variables x et y, la série obtenue sera convergente pourvu
que l'on ai t

j^ -Hyl^-.

Etant donné un nombre positif 9 inférieur à un, prenons pour a!
un nombre compris entre 9a et a, et soile un autre nombre positif
inférieur à a'— 9 a. La série précédente sera convergente si Fon a

lyKOa, 1 ^ <e;

il en sera donc de même a fortiori de la série entière qui repré-
sente l'intégrale Z(*r,y) de l'équation (i i),qui est nulle pour.r==o,
ce qui démontre la proposition énoncée.

Remarque. — II est à remarquer que le théorème général du
n° 4 pourrait se déduire du cas particulier précédent. En effet, si
le domaine (Dy est simplement connexe, on peut le remplacer par
un cercle en effectuant sur la variable y une translormation con-
forme, et, au moyen de quelques transformations faciles, on peut
aussi ramener l'équation ( i) à la forme (i i).

Lorsque le domaine (Dy est à connexion multiple, on démontrera

( l ) Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. I, cliap. II.
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de la même façon que Pintégrale déterminée par les conditions
initiales est holomorphe lorsque la variable y décrit un domaine
simplement connexe (Qy intérieur à (Dy, pourvu que \x—XQ \
reste plus petit qu'un nombre positif convenable. Comme tout
domaine intérieur à Qy. peut se décomposer en un nombre fini de
domaines simplement connexes, on en déduit encore aisément le
théorème général du n° 4.

7. La méthode précédente s'étend, sans d'autres difficultés que
quelques complications d'écriture, à un système d'équations aux
dérivées partielles d'ordre quelconque, ramené à la forme normale.

Soit

(^\ ànlzi T7 ànîz^ P ^^P Ï7(I5) ^F^ ^p^2' ••" -^-==F/Ï

un système de p équations aux dérivées partielles entre les p fonc-
tions z ^ , -Sa? • • •? ^pf et m variables indépendantes x\, x^^ ..., Xm.\
les seconds membres F<, Fa, ..., Vp ne renferment, outre les
variables et les fonctions inconnues, que les dérivées partielles de z\
dont Pordre ne dépasse pas /îi, les dérivées partielles de 53 dont

l'ordre ne dépasse pas n^ etc.; enfin, les dérivées partielles -—^ ne
fJOC i

figurent pas dans ces seconds membres.
D'après le théorème général de Cauchy.un système d'intégrales

est complètement déterminé si l'on se donne les fonctions
des ( m — i ) variables x^ x^ ..., Xn^ auxquelles se réduisent
pour x^ = x\ les fonctions

ÔJSt (^i-1^

^ ^t' • • " ~à^9

àz9 à^-r-^Zî
^ ^ • • " •à^9

àzp à^-^Zp
2P' à^9 • • " -à^=~^

Nous supposerons, ce qu'on peut toujours faire sans diminuer
la généralité, que toutes ces fonctions initiales sont nulles. Nous
admettrons en outre que les fonctions F < , F,», . . . , Vp sont holo-
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morphes dans un domaine (D défini de la manière suivante : chacune
des (m — i) variables x^ .2*3, ..., Xjn reste comprise dans son plan
dans une région de forme arbitraire, limitée par plusieurs courbes
fermées, tandis que les modules de x\ — x\^ et de toutes les autres
variables qui figurent dans ces fonctions, restent inférieurs à des
limites convenables. Dans ces conditions, si l'on fait décrire à cha-
cune des variables .2*2» «2"3?.. ̂ Xrn des domaines (©2? <î)3? • - • ? COw^es-
pectivement intérieurs aux précédents, on peut leur faire corres-
pondre un nombre positif^ tel que les intégrales satisfaisant aux
conditions initiales données soient holomorpbes lorsque les va-
riables .2*2, ;z*3, ..., Xjn. restent respectivement dans les domaines (©2,
(03, ..., Côw, pourvu que le module de x^ — x\ reste inférieur à r^

Remarque. — Au lieu de supposer que chacune des va-
riables x^ x^i ..., Xni décrit dans son plan un domaine déterminé,
on peut faire une hjpothèse plus générale. La variable com-
plexe Xi est en effet l'ensemble de deux variables réelles

v,:=^.4-/:r7;y;.;

si l'on regarde les 2 m — a variables x'^ x\(i= 2, ...,/n) comme les
coordonnées d'un point dans l'espace à im— 2 dimensions, tout
continuum connexe à 'im — 2 dimensions R2w-2ï situé dans l'es-
pace à im — 2 dimensions, définit un domaine de variabilité pour
le système des variables complexes x^^ x^^ ..., Xni. Tout conti-
nuum l^nt-2i intérieur à R2w-2? définit de même un nouveau
domaine de variabilité intérieur au premier. Cela posé, on voit
aisément qu^au lieu de supposer que chaque variable .r/(^>>2)
décrit un domaine déterminé isolément, on pourrait supposer le
domaine de variabilité de ce système de variables défini par un
certain continuum R2m^2« II suffirait alors de modifier l'énoncé en
remplaçant l'ensemble des domaines Côs? • • • ? ^m par un conti-
nuum R">,,,_.> intérieur à Raw 2-

IL

8. On peut appliquer le théorème général du n" 4 aux équations
différentielles ordinaires de différentes manières. On peut, par
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exemple, considérer les valeurs initiales comme de nouvelles
variables indépendantes, ne figurant pas explicitement dans les
équations. Ainsi, soit

w ï-t^y)
une équation différentielle du premier ordre, et soit Y(.r, XQ, yo)
l'intégrale de cette équation qui prend la valeur y^ pour .r === .r^.
Pour étudier cette intégrale, considérée comme fonction des trois
variables indépendantes .r, XQ^ y^ on peut poser dans l'équa-
tion (16) x=:XQ^rX^ y==yo-+.y, ce qui conduit à une nouvelle
équation

07) ^=/(^o+^jo+y),
que Fon peut regarder comme une équation aux dérivées partielles
définissant une fonction des trois variables x\ XQ.YQ. En appli-
quant le théorème général à l'intégrale de l'équation (17) qui est
nulle pour x1'== o, on obtient le résultat suivant que l'on pourrait
aussi établir directement.

Supposons la fonction f{x^ y ) liolomorphe lorsque les va-
riables x, y décrivent respectivement dans leurs plans deux
domaines fermés (O.y, (ùy. Soient (0^., 0)̂ . deux nouveaux domaines
intérieurs respectivement aux précédents (ôj., (Oy, et limités par
des courbes fermées n'ayant aucun point commun avec la frontière
de (ô,c ou de (Ôy. A ces deux domaines (D^., (0,. on peut faire corres-
pondre un nombre positif R, tel que l'intégrale Y(;r, ̂ yo) soit
liolomorphe, lorsque les variables XQ^ y^ décrivent respecti-
vement (È)^. et 0)̂ ., pourvu que le module de x — XQ soit ^ R.

Cette intégrale peut être développée en une série entière
ordonnée suivant^ les puissances de x — XQ

Y(.r,a?o,yo)= Po(^o,^o)
-^-Pl(^o,^o)(^—a'o)4-. . .+P^(.ro,Jo)(*y—.yo) / l+.. .

dont les coefficients P/^ sont des fonctions holomorphes des va-
riables XQ^ YQ dans les domaines 0)^ et (Ô.. respectivement Quelles
que soient les valeurs de ces variables, pourvu qu'elles appar-
t iennent à ces domaines, le rajon de convergence de la série
entière est au moins égal à R.
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On sait que celte proposition joue un rôle important dans la
théorie analytique des équations différentielles.

9. Considérons encore une équation différentielle du premier
ordre

(18) ï^f^-y^
dont le second membre f(x^ y, A) est une fonction holomorphe des
trois variables x, y, 5v, lorsque les variables x et y restent respec-
tivement dans le voisinage d'un système de valeurs a'o?yoî tandis
que le paramètre \ décrit un certain domaine (D^. On peut regarder
l'équation (18) comme une équation aux dérivées partielles entre
les deux variables indépendantes x et À et la fonction y. D'après
le théorème général démontré au n° 4, ^intégrale de cette équa-
tion qui, pour X=XQ^ prend la valeur yo, est une fonction
holomorphe de x et de 5., lorsque la variable \ décrit un
domaine quelconque (ô^, intérieur à (ô^, pourvu que le mo-
dule \x — XQ \ reste inférieur à un nombre positif assez petit,

Cette proposition (^ ), qui pourrait évidemment être généralisée,
est utile pour établir certains théorèmes d'existence, comme nous
allons le montrer par un exemple.

10. Soit

(19) s-=V(x,y,z,p,q, r, t)== OLX -+- Py+ Y^4-ai/?+ ̂ q-^r ar ^-bt-^r...

une équation aux dérivées partielles du second ordre dont le second
membre est une fonction holomorphe des variables x^ y, z^p^q^r^t^
dans le voisinage des valeurs

ây==y==z==p==q==r=t=o,

s'annulant pour ces valeurs. Proposons-nous de déterminer une
intégrale de cette équation, holomorphe dans le domaine des va-
leurs ;z*=y==o, et s'annulant identiquement, quand l'une des
variables x ou y prend la valeur zéro. Si l'on suppose celle inlé-

( l ) On remarquera que ce théorème est très différent du théorème cité plus
haut de M. Poincaré.
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grale développée en série entière, tous les termes sont divisibles
par xy. Pour calculer les coefficients de cette série, il suffit de
pouvoir exprimer toutes les dérivées partielles de la fonction
inconnue

()m+n^

ôx"1 ày'^

au moyen des dérivées partielles prises par rapport à la variable x
seule, ou à la variable y seule. Si les coefficients a et b de r et
de t dans le second membre sont quelconques, ce calcul ne peut
se faire par des additions et des multiplications seulement. Par
exemple, pour calculer les deux dérivées du troisième ordre

à^z à^z
àx1 ày àx ày^

on a à résoudre deux équations linéaires

___ à^z à^z
a àx^ày "4" àxày^~ lî

à^z à^z
àxîày ôxày^ 21

les seconds membres s'exprimant au moyen de a*, y, ^, /?, y, /', t

et des dérivées ,—3? —^- Si l'on suppose qu'aucun des coef-

r ' 7 » / i , , . / à^z \ ! à^z \ficients a. b n est e^al a zéro, on voit que ( -—— ) et ( , . , • )
° ' A \ àx àyî I o \ àxî ày / o

ne s'expriment pas au moyen des coefficients de F par les seules
opérations d'addition et de multiplication, etFon ne peut appliquer
sans précaution les méthodes habituelles du calcul des limites.

Pour éviter cette difficulté, introduisons dans l'équation (19) un
paramètre variable À, en remplaçant les coefficients a et b de r et
de t par a\ et b\ respectivement, et considérons l'équation auxi-
liaire

(-20) s = F(.r, y, X, s, p , q, r, <),

qui ne diffère de l'équation proposée (19) qu'en ce qu'on a rem-
placé a par ake\,b par b\. Si l'on regarde main tenant »r, y^\ comme
trois variables indépendantes, on peut se proposer de déterminer
une intégrale de cette équation, holomorphe dans le voisinage des
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valeurs x =y ==X == o, et s'annulant identiquement quand l'une
des variables x ou y a la valeur zéro. Pour cela, on commence par
former une série entière en ,r,y, À

(2 î ) ^Capy-r^PXY,

satisfaisant formellement à Inéquation (20), et ne contenant aucun
terme indépendant de x ou de y, de façon que tous les coef-
ficients Copy, CaoY soient nuls. Pour monirer que cela est possible,
imaginons cette série (21 ) ordonnée suivant les puissances entières
de )v; elle s^écrit

(•21 bis) Z = ZQ-Ï- X^i-i- ̂ Zî +* • .-i- '̂̂ rt -+-. . .,

^0) ^n • • • ï ZH') • • • étant des séries entières en x ety, dont tous les
termes sont divisibles par xy. Si Pon substitue celle série à la place
de z dans les deux membres de l'équation (20), et qu'on identifie
les coefficients des mêmes puissances de \ dans les deux membres,
on a pour déterminer z'o Féqualion

^o _ r / ÔZQ à^ àïztt ^^ àîso 1 àî^
àxïy ~ r \x} yî ̂  ~àï9 ̂ ï ~àx^9 ~ày^ } ^ a àx^ ày-^

dont le second membre ne renferme aucun terme du premier degré

en —^ ou ——\ on sait que celle équalion admet une intégrale holo-

morphe dans le domaine du point x = o, y == o, s^annulant quand
l^une des variables x ou y a la valeur zéro, et tous les coefficients
de la série qui représentent ZQ se déduisent des coefficients de F
par des additions et des multiplications seulement. D^une façon
générale, en égalant les coefficients de A" dans les deux membres,
on a pour déterminer Zn une équation de la forme

à2^ / , ^ àz,, à'^Zn\-àxôy^^^-y^^-àx' '"'Ty^r
ne renfermant au cun terme en —-1? ^n'• En raisonnant de procheàxï o^2 1

en proche, on voit donc que V on peut former un développement
en série entière^ de la forme (21 bis) ou (21), satisfaisant for-
mellement à V équation (20) et dont tous les coefficients se dé-
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duisent des coefficients de la/onction F (.y, y, <s, p , y, /', t) par
les seules opérations d'addition et de multiplication.

Cela posé, remarquons qu'on passe de l'équation (20) à l'équa-
tion (19) en donnant a'u paramètre \ la valeur 5. == i. On pourra
donc afdrmer Inexistence d'une intégrale de l'équation (19) satis-
faisant aux conditions énoncées si l'on peut trouver deux nombres
positifs quelconques T\ et y/, et un nombre positif n^>î , tel que la
série entière (21) soit convergente lorsque l'on a

\x\<r^ \y\<'fil', \^\<v"
Alors en effet la série (21), où l'on fait \ == i, est convergente
pourvu que l'on ait \x\<'r\^ |y |<^i, et représente dans ce
domaine une fonction holomorphe des variables x ety qui satisfait
à l'équation (19) et qui s'annule quand l'une des variables x et y
prend la valeur zéro.

11. Pour trouver une l imi te du domaine de convergence de la
série (21), nous pouvons maintenant nous servir de fonctions ma-
jorantes, puisque les coefficients de cette série se déduisent des
coefficients de F par les seules opérations d'addition et de multi-
plication.

S o i t A = = [ < ï [ , B == | b \ ; nous pouvons prendre pour fonction
majorante de F(.c, y, 5, )v,/?, y, r, t) une expression de la forme

/ .r-^/ .M^^/ ^-^^-y)^^^-

v "T'A p> A ~v~)
M, p, p, et R étant des nombres positifs; la fonction

/ , ^—"——-M^-.-'^+KA-.+BI),
l-^Â'-^X'-'î-')
où h et / sont deux nombres positifs inférieurs à l 'unité, est a for-
tiori majorante pour F. Si donc nous cherchons un développement
en série entière de la forme

(22) ^Capy^pXY
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dont tous les termes contiennent xy en facteur, et satisfaisant for-
mellement à l'équation

(23) -/ .^———M————————————^(.-.^^(A^B^

( i - h^ l )(î ~ ̂ P^^} ( , _ ̂
\ P A Pi A R )

tous les coefficients de ce nouveau développement seront des
nombres réels et positifs supérieurs aux modules des coefficients
correspondants de la série (21)

ICapyl^CapY.

Si donc la série (22) est convergente dans un certain domaine,
il en est de même de la série (21).

Il existe une infinité de séries de la forme (22) satisfaisant for-
mellement à l'équation (28), et tous les coefficients C^ se dé-
duisent par les seules opérations d'addition et de mult ipl icat ion
des coefficients Copy et C^oy. La série (22) s'obtient précisément
en supposant que l'on a

Copy == o, Caoy == °i

quels que soient a, [3, y. Si, parmi lous les développements de
cette forme qui satisfont formellement à l'équation (28), il en
existe un dont tous les coefficients sont des nombres positifs, qui
soit convergent dans un certain domaine, on pourra affirmer que
la série (22), et par suite la série (21), est convergente dans le même
domaine.

Cela posé, cherchons à satisfaire à l'équation (28) en prenant

pour z une fonction des deux variables u=a-^-y, et X,h l '

-"(M-1).
on aura

P= ̂ l(u^ y^ ̂ 'W,

r==^^), s=:^"(u), t=.^\u\
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et rëqualion (s3) devient

[^(^Ï)]^-W^T.)]

= M ̂ ^'(^ + zs)24- ̂ t"' ?<")' ?'(»)!
en posant

^=_________M__________M.
/ __ ^\ f __ j?_ ^ / l/ u\ r <o y ' / 1 I \ 1(-^l-^-K^^JPI

Voyons d^abord dans quel cas on peut déterminer les deux
nombres positifs h et l de façon que Fon ait

<24) /^-(À4-!)^
ou

^ > A ^ 2 + B A 2 .

Il faut d^abord pour cela que le trinôme

A^—A/.+.B/ i 2

ait ses racines réelles, c^est-à-dire que Pon ait

(î5) ï — 4 A B > o .

Si cette condition est satisfaite, il sulfîra de prendre pour h el l
deux nombres positifs inférieurs à Punité, de façon que le rap-
port , soit compris entre les deux racines du trinôme, ce qui est
évidemment possible. Les nombres h et / étant choisis de cette
façon, posons

A B - -L JL
7? + ^ ~ Xi h l '

Xi étant un nombre positif supérieur à nn; Péquation précédente
peut encore s^écrire

(26) ^(I-^)<p'W=?'2(^)jH+K( I-^)j+^[^y(^).^(K>^

H et K étant des nombres positifs, ou

(.6') <P"(.)=A^(«) -I—+K -^"-^y^.
'""XT '"Ii"
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Celte équation (26') admet une intégrale s^annulant ainsi que

ses dérivées du premier et du second ordre, pour u •===. o, et, si Pon
développe cette intégrale suivant les puissances de u et de X, on
obtient, en identifiant les deux membres, des coefficients tous
positifs. En remplaçant dans le développement ainsi obtenu u
par x. 4- }-) on obtient un développement en série de la forme (22),
satisfaisant formellement à l'équation (a3)e t dont tous les coef-
ficients sont positifs.

Il nous reste à montrer que ce développement est convergent
dans un domaine défini par des inégalités telles que

M<^h |y|<^ I^Kî^
T\ et Y/ étant deux nombres posilifs, et y. un nombre positif supé-
rieur à un. Or il suffit pour cela de prouver que Pintégrale de
l'équation (26), qui est nulle ainsi que ses deux premières dérivées
pour u == o, est une fonction holomorplie de X et de u^ lorsque le
module de \ reste inférieur à un nombre u. supérieur à un, pourvu
que le module de la variable u soit plus petit qu\in nombre positif
convenable.

Pour démontrer ce dernier point, nous remarquerons que
Inéquation (26') résolue par rapport à f" (u) nous donne pour y"'(u)
une expression

^(u)^T[u^^(u)^'(u)],

qui est holoii.orpbe lorsque le module de X reste inférieur à un
nombre positif quelconque î^^^i , pourvu que les modules
de «, y(«)i ^ ' ( u ) restent eux-mêmes plus petits qu^un nombre
positif assez petit. D'après le théorème du n° 9, qui s^étend évi-
demment à une équation du second ordre, Pintégrale de Inéqua-
tion (26) satisfaisant aux conditions initiales est une fonction holo-
morphe de \ et de u, pourvu que Pon ait | ). ] <; y. <^2? | u \ <; TI,
T\ étant un nombre positif, et [A un nombre positif quelconque
inférieur à ^2, Mais X< étant supérieur à un, on peut prendre
pour \^ et par suite pour (JL des nombres plus grands que Puni té.
La proposition est donc établie.

La condition (25) est identique à la condition obtenue par
M. Riquier (Comptes rendus^ 12 janvier 1908, Annales de
l'Ecole Normale supérieure, 1904) par une méthode toute difle-
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renie. Il est clair d'ailleurs que le procédé employé ici est suscep-
tible de nombreuses généralisations.

Cette condition 4AB <; i est seulement une condition suffisante
pour qu'on puisse aff irmer l'existence d'une intégrale de l'équa-
tion (19) satisfaisant aux conditions initiales données, mais rien
ne prouve qu'elle soit nécessaire. C'est ce qui a Heu en particulier
pour les équations linéaires en 7', s, t^ comme je l'ai montré dans
un Mémoire antérieur (A finales de la Faculté des Sciences de
Toulouse, 2e série, t. V, p. 4°5-436).

12. On est conduit à la question qui fait l'objet des paragraphes
précédents quand on cherche à déterminer une surface intégrale
d'une équation aux dérivées partielles du second ordre passant par
deux courbes données T, H, ayant un point commun 0 sans être
tangentes en ce point. Si l'on suppose que l'on effectue d'abord
une transformation ponctuelle de façon à remplacer les courbes
données F, r'-par les deux axes de coordonnées 0-z*, Qy, la question
revient à déterminer une intégrale d'une équation aux dérivées
partielles

(27) F(.r, y, z, p , q, r, t, s ) = o,

se réduisant à zéro quand l'une des variables x ou y a la valeur
zéro. Soit So une racine simple de l'équation

F(o, o, o, o, o, o, o, s)== o;

la racine de l'équation (27) qui tend vers^o lorsque .r,y, ̂ ,/?, y, r, t
tendent respectivement vers zéro est représentée par un dévelop-
pement en série

s == SQ-h...

dont le terme constant est SQ ; il suffit de poser z = s^xy 4- z ' pour
être ramené à une équation de la forme (19) avec les mêmes con-
ditions initiales.

Lorsque les coefficients de l'équation sont réels, les directions
caractéristiques de l'élément initial sont fournies par l'équation
du second degré

— a cty2 — dy dx — b dx2 == o,
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et ces directions sont réelles pourvu que l'on ait

(28) lab<^

Cette condition est identique à la condition (a5) lorsque a et b
sont de même signe; si a et b sont de signes contraires, la con-
dition (28) est vérifiée d'elle-même, tandis que la condition (20)
ne l'est pas forcément.

En résumé, lorsque la condition (20) est satisfaite et les coef-
ficients réels, les directions caractéristiques issues de l'origine sont
réelles, mais la réciproque n'est pas vraie.


