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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SÉPARATION ANALYTIQUE D'UN SYSTÈME DE RAYONS
INCIDENTS ET RÉFLÉCHIS;

Par M. M. DE MOJNTCHELIL.

On peut considérer les deux famil les de surfaces respective-
ment normales aux congruences d'un système de rayons incidents
et réfléchis, comme les deux nappes de l'enveloppe d'une sphère
dont le centre décrit la surface dirimante.

La séparation analytique de ces deux nappes est en général
impossible. Elle l'est néanmoins dans quelques cas particuliers.
De ce nombre est le cas que nous nous proposons d'étudier et
que nous définirons comme il suit :

Soit donnée une sphère mobile, dont le centre se déplace
sur une surface de translation, lieu du milieu d'un segment
reliant deux courbes données C, Ci ; si nous prenons pour
rayon de cette sphère la demi-somme, ou encore la demi-
différence des arcs de ces courbes^ comptés d^ une origine fixe
aux extrémités du segment, Venveloppe de la sphère sera
composée de deux nappes analytiquement séparables.

Le problème de la séparation des deux nappes de l'enveloppe
d'une sphère est étroitement lié, comme .nous le verrons, à celui
de la séparation des deux plans isotropes tangents en un point
d'une courbe. Or, la solution de cette question dépend à son tour
de la solution de l'équation différentielle, qui définit la valeur de
l'arc d'une courbe donnée. Nous allons donc commencer par
résoudre ce premier problème.

Résolution de ^équation ds2 === dx2 4- dy2-}- dz2. — J.-A.
Serret ( f ) , et après lui M. Darboux ( 2 ) , ont donné des formules
qui résolvent cette équation au moyen d'expressions des fonc-

( * ) J.-A. SERRET, Journal de Liouville, t. XIII, p. 355.
( 3 ) DARBOUX, Sur une classe remarquable de surfaces et de courbes algé-

briques, p. i4 et suiv.
xxxi. 16
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lions x, y, z, A- dégagées de tout signe de quadrature. Nous nous
proposons d'établir des formules qui jouissent de la même
propriété, et soient en même temps rationnelles, par rapport
à la variable et aux fonctions qui y figurent,

On se rend compte que tout système d'expressions des fonc-
tions x, y , z, s donnant la solution de Inéquation proposée, doit
renfermer trois fonct ions d'une variable, l'une de ces fonctions
pouvant d'ail leurs être prise pour variable. Du reste, les quan-
tités x^ y, 5, s étant rationnelles, il doit en être de même de leurs
différentielles. Supposons donc les différentielles dx^ dy^ dz
définies au moyen d'expressions rationnelles; la question est
ramenée à exprimer la quatrième différentielle ds, au moyen
d'une expression de même nature,

Cette différentielle étant liée aux précédentes par la relation

ds2 == d.v2 -4- dy'1 -r- dz^^

ne saurait être carré parfait, quelle que soit la courbe donnée, si
l'on ne fait pas un choix convenable des fonctions et de la variable
qui la caractérisent. C'est ce choix qu'il s'agit de fixer.

Représentons-nous une courbe quelconque de l'espace, comme
le lieu décrit par un point de la tangente à une courbe minima.
Nous plaçant à ce point de vue, nous supposons la courbe définie
par les trois éléments suivants : i° par une fonction définissant la
direction du plan osculateur de la courbe minima; 2° par une
deuxième fonction, achevant de déterminer la position de ce
plan; 3° par une dernière fonction ¥ dont nous nous abstenons,
pour le moment, de préciser la signification géométrique, mais
n'ayant d'autre rôle que de déterminer la position du point décri-
vant sur la tangente.

L'introduction de ces trois éléments nous permet d'abord
d'écrire les coordonnées de la courbe cherchée sous la forme sui-
vante :

i — u2,.x = a-i -+- ——— F,i
.14-M 2

y=yi-i-<—^—i-,

x.== s-i-ï- uF,
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.r, r, ^ désignant ici les coordonnées de la courbe minima, sup-
posées exprimées par les formules de Weierstrass, tandis que u
désigne la variable indépendante. Nous avons donc obtenu des
expressions rationnelles des coordonnées de la courbe, par rap-
port aux fondions et à la variable qui la définissent.

1 1 nous reste à étudier la forme de la différentielle ds de l'arc
de la courbe, par rapport à ces éléments.

L'arc élémentaire ds étant situé dans le plan oscillateur de la
courbe minima peut se décomposer suivant deux directions : la
tangente a la courbe minima et une droite de direction fixe par
rapporta cette tangente, tracée dans le plan isotrope. La première
composante est nulle; ds se réduit donc à ds\. Or cette compo-
sante ayant une position fixe par rapport aux éléments de la

, . . dsi . ds ^ . ,courbe minima ,—, et par suile ,— peuvent être considérées

comme dépendant uniquement de la position du point sur lu

tangente. — pourra donc s'exprimer à l'aide de la seule fonc-

tion F. La différentielle de Parc ayant ainsi cessé d'être repré-
sentée par la racine d'une forme quadratique des trois éléments
de la courbe; la principale difficulté se trouve levée, et nous

allons voir à l'instant que la dérivée — n'est autre que la fonc-

tion F, que nous désignerons par D'. Il nous suffît d'écrire les
formules

I' y= ï-^^(CII-^DI)-^uGI—C,

, , , , y = 4l^-1^ ( C" 4- D ' ) - (, G ' -r- G 1,
L 2 - J

z =M(C/ -t-D^—Cr,
s =D,

G désigne la fonction qui caractérise la courbe minima; C', G^ ses
dérivées. On vérifie que la dernière formule est une conséquence
des trois premières. Elle nous montre que si l'on considère une
courbe quelconque de l'espace, comme définie au moyen des fonc-
tions C, D de leurs dérivées et de la variable ^, les quantités .r,
j -, z, s seront exprimées au moyen de fonctions rationnelles par
rapport à ces éléments. Les formules (i) résolvent donc complè-
tement le problème.
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Da système précédent on déduit le nouveau système

r-du_ d2 G df^d^u /duy--i d^
'/s 1 ^/c ^c2 /y. '"7^5" -+' ( ~j~ ) 1 " -y- — G -[^ d2c. ̂ €ic. dîu. /^"^2~^ ^c du

^ ds ds^ ds ds^ ^\~ds ) uds~~c~ds
TduY—————— + ———^———.•2 /^V ———^7

L \ d s ) J ^\ d s ) J ^
dc. dîu _ /^vnl r^^-0—^0^2-^ -/^^2^ ^G rfM

(2) /^-/l^2 ^ ^2 ^ ds^~\ds) .M '^~G^
^ •2 /^V \ l du

^" ~ds^~'~ \ds) j(sr J. ds î J ds
•o^^c^c^c^M /^vi de

ds ds^ ~~~ds ~d^ + \ d s ) \ ~ds
^ravL . /^"vn ac
^ ^ ~^[^s) ~ds
/duy j ^
\ d s ) J ^

z == u

Si l^on considère C et u comme des fonctions données de s, les
formules précédentes nous donneront les coordonnées d^une
courbe quelconque, en fonction de son arc.

Elles vont nous permettre de déterminer toutes les courbes
dont les coordonnées sont des fonctions rationnelles de leur arc,
Nous allons en effet démontrer cette proposition : La condition
nécessaire et suffisante, pour que les coordonnées d'une
courbe soient des fondions rationnelles de leur arc, est que
les fonctions G, u qui figurent dans les formules (2) soient
elles-mêmes des fonctions rationnelles de cet arc.

Il est évident que la condition est suffisante. Nous allons
montrer qu'elle est nécessaire.

Des formules (2) on tire

0) (l—u2)dx-^i(î-i- u^)dy-^îudz= o,

( 4 ) ( I — — M 2 ) . y - ^ - l ( I - + - M 2 ) y + 2 l ^ - ^ - 2 C = 0 .

Or, la première relation nous donne

dx .dy
~T -^-T-ds ds

dz-^,
ds

On voit que x, y, z étant fonctions rationnelles de s^ il doit en
être de même de u.

Dès lors, la deuxième relation qui définit G en fonction de x,
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y, z^ u montre que celte fonction doit, elle aussi, être rationnelle
en s.

Nous venons d'envisager les courbes de l'espace comme définies
au moyen des fonctions G, D considérées comme données. Sup-
posons qu'inversement une courbe soit détinie par les deux équa-
tions

;p(.r,y, z ) == o, ^ ( x ^ y , z } -^ o,

où x^ y, z désignent ses coordonnées cartésiennes, et cherchons
à déterminer les fonctions G, D relatives à celte courbe.

Nous avons le système

' dx -4- —' dy -+- T dz == o,
àx ày J àz

à^ , à^ , à^ ,
-L dx -+- -•- dy + -J- dz == o,àx ày " àz

(i — u2) dx 4- t(i -h uî) dy -+- 2 u dz = o.

Eliminant les différentielles, on trouve

<5) (^^)^^^^^)^-^..^w-o./ à(yz) ' à(zx) à{xy)

Cette équation, jointe aux deux équations de la courbe, nous
donnera *r, y, z en fonction de u. Portant ces valeurs dans
Inéquation (4), nous connaîtrons G. Nous pourrons ensuite dé-
duire D7 de la relation

z == ^(C"+ D ' ) — C \

Nous avons ainsi obtenu sans quadrature les fonctions G, D',
qui seules figurent dans les expressions des coordonnées. Une
quadrature sera seulement nécessaire pour obtenir la fonction D,
c'est-à-dire l'arc de la courbe.

Supposons maintenant que les coordonnées de la courbe nous
soient données en fonction d'une variable quelconque 9.

La relation
dx 4- i dy

~~ ds — dz

nous donnera 9 en fonction de u. Portant la valeur trouvée de 9
dans les expressions des coordonnées, nous achèverons le pro-
blème comme précédemment.
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Avant d'aller plus loin, nous croyons utiie de reprendre Inéqua-
tion différentielle que nous venons d'étudier et d'en donner une
interpivtation géométrique, qui nous permettra de déterminer
presque immédiatement la solution de cette équation.

Posons
s ==- izi.

Dès lors, notre équation prendra la forme absolument symétrique

(6) dx^ -h dy^ + d^ -4- dz\ == o.

Cela posé, nous allons établir la proposition suivante :

U équation différentielle (6) définit les coordonnées des
deux points de rencontre d'une droite perpendiculaire au
plan des x^ y avec les tangentes à deux courbes minima. quel-
conques, les points de ces courbes étant associés de telle sorte
que les projections des tangentes sur le plan des x^ y forment
un angle droit.

En effet, soient M, Mi deux points associés des courbes minima;
fn. m^ les projections de ces points sur Je plan ^es xy\ P, P< les
points de rencontre des tangentes en M, M( aux courbes minima
avec une même droite perpendiculaire au plan des x ^ y \ p la pro-
jection commune des deux points. Par hypothèse, les projec-
tions mp^ m^p forment un angle droit.

Considérons la tangente MP. Comme caractéristique d\ine
développable isotrope, cette droite est perpendiculaire à toute
droite tracée dans le plan qui enveloppe cette développable, et par
suite elle est perpendiculaire à la trace de ce plan sur celui
des x, y. Cette trace est dès lors perpendiculaire à la projec-
tion nip de MP, et par suite parallèle à la projection m\p de M< Pi.
11 suit de là que le plan oscillateur de la première courbe minima
est parallèle à la projection m^p de la tangente à la seconde
courbe. Il est évident que le plan oscillateur de la seconde courbe
sera de même parallèle à la droite mp.

Cela posé, considérons l'élément infinitésimal ds décrit par le
point P. Cet élément étant situé dans le plan oscillateur de la
courbe minima peut être considéré comme la résultante de deux
composantes, l'une située sur la tangente MP, Pantre sur la paral-
lèle à m\f) menée par le point P dans le plan isotrope. La pre-
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mière composante est de longueur mille. L'élément ds sera donc
égal à sa composante s u i v a n t la seconde direction. Mais celle-ci se
trouvant parallèle à la droite m\p. on voit que ds a même valeur
que sa projection sur la droite n i ^ p . Pour une raison identique,
réiément linéaire ds^ relatif à la courbe décrite par le point P(
sera égal à sa projection sur la droite mp. Supposons, pour un
instant, que les droites mp^ m\p représentent les axes des x et
des y. Alors on aura

ds = dx^ ds\ == dy

au point considéré.
D'où

ds1 -4- ds\ -= d.r1 -4- dy1.

D^ailleurs la quantité dx2 + dy2 est indépendante de la position
des axes des x et des r. On aura donc ident iquement

ds^- -4- ds\=. ( dr^- •-r- dy2 -+- dz' ) -1- ( dx^- -r- dy^ -+- d^\ ) = dx2 -4- dy\

D'où
â?.r° î^<:/^24-^2-+-r/^^==o. <:. y. r. l).

Il nous est maintenant facile de déterminer les expressions des
fonctions x ^ y ^ z, z^

Si nous supposons les coordonnées des courbes mini ma expri-
mées au moyen des formules de Weierstrass, la condition d'ortho-
gonalité des projections des tangentes se traduira par la relation

U2 4- U\ == 0,

il. u^ désignant les deux variables relatives aux courbes minima.
Tenant compte de ce résultat , on vérifie que les quantités .r,

y, z, z^ sont définies par le système

I i -+- u'1 „, i -}- ̂  T.,,.=^_I,^___...F',,

. I_ , ,2 . ! - ( / - ,
(7) l.^1———1-^-^1 '"

z == zp îA'i == — F qr iu,[ V\,

z^=±if ==— Fi ± in F',

F, Fi désignant ici deux fonctions arbitraires de il et de u^ ;
F', F\ les dérivées de ces fonctions.
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Applications. — Cherchons an système de formules générales
donnant les coordonnées et l'aie d'une courbe sphérique quel-
conque.

Soit R le rayon de la sphère sur laquelle est tracée la courbe. Du
système (7) on lire

D'où
a-2+^24.^2^ u2¥^-+-¥ï±.-2iut¥¥\ = R2.

^F^+F^—R^
1 2 H F

Portant cette valeur de T\ dans les formules (7), il vient

,-.i±^F^-1^2(F-+.-F--R.),

y=.- l-^F'+.- î^2(F2+^F/2_R.),

u ^ F ' î — F 2 — R 2(8)

'2 F

s ==zpizi=ul7'— Ç
^2F'2-+-F2—— R2
——————„————du.

'i uF

Les formules (7) permettent encore de déterminer les courbes
dont Farc est une fonction linéaire des coordonnées.

Elles peuvent être toutes définies par la relation

y.z -r- y.\z\ == o,

a, ai désignant des constantes.
Si Pon porte dans cette dernière équation les valeurs de z et

de z^ on trouve que les fonctions F, F< sont définies par les rela-
tions

— °L F •y-
F = iiu a! f (fu ^idu,

•a-1 r — •a-1
F] =— i y . ^ u^ a f (RM ^dul.

^'

y désigne ici une fonction arbitraire de u ou de u^ Nous avons
pris le signe supérieur dans les expressions de z et de z ^ .

On peut prendre, par exemple,

F =
û

"-s-
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et l'on trouvera le système

x = aî2-^- P,
,r=-<a3- -+-^,
^ =5,

a, jî désignant des constantes. On obtient ainsi des courbes ima-
ginaires tracées dans le plan isotrope

x — i y - ^ i ^ ,

qui se projettent sur les plans des xz et des y z suivant des para-
boles.

Donnons-nous maintenant une courbe, par ses équations en
coordonnées cartésiennes, et cherchons les valeurs des fonc-
tions G, D correspondantes.

Soit donnée, par exemple, une conique définie par le système

cp(.r,y, z) = b2^2-^ a^^—a^b2^ o,
^(^7^)= ^== o.

L'équation (5) devient ici

^(i -{- u^)x -{-ia2^ — u^y = o.

INous avons a ins i un système de trois équations qui nous permet
de déterminer x^ y, z en fonction de u.

Il vient
_ _____a^d— u2)_____

V/a 2 ( l——^^)2__^•2( I .^_ ^2)2 ?

^(l-r- II2)y-=- ^a2(i— u'2)2—^^ -4- u2)2

^ = 0.

Portant ces valeurs dans la relation

( i — U1 ) x •+- i(i -r- u^y +1 u z2 4- 'î C — o,
on trouve

^/a2(I--^)2--62(l-}-^/2)•2
C ==-- 'i

D' sera donné par la relation

0'=^=^'

D^ù l'on déduira D par une quadrature.
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Posons
^==^ .

Nous obtenons alors 1c système

9 u
C == — ia u,
D == — /a \o^u.

Nous avons ainsi déterminé les fonctions C, D, relatives au
cercle de ravon a.

Séparation des deux pians isotropes tangents à une courbe.
— Soient .r, y, z les coordonnées d 'une courbe quelconque de
l'espace, s la longueur de l'arc; les deux équations des plans iso-
tropes tangents à cette courbe peuvent s'écrire

{dxdz^.idyds)(\—y}—(dydz±: idxds){\—y)—(d^—d^}(7.—z) = o.

Si nous portons, dans cette relation, les valeurs de x, r, ^, s et
de leurs différenlidies déduites du système (i), on obtient les
deux équations suivantes

(9)
( ( t — î/2 ) X — i( 1 — U9 ) Y -r- 9. H Z -{- '1 G =- 0,

\ (i — v2) X -t- ;'(i 4- c2 ) Y -+- •iv Z 4- -2 G = o,

^ et G étant des fonctions de u définies par les relations

| 9. IV
r^-c-T-Ey-

( 1 0 ) /
^ G =C — ̂ ^ [ ^ ^ " / — ( ^ — ^ X G ^ + D ' ) ) .

Ces formules étant établies, nous devons préciser ce que nous
entendons par plans isotropes ou nappes d'enveloppes de sphères
analytiquement séparables.

Supposons les coordonnées d'une courbe, exprimées au moyen
d'une variable, de deux fonctions de cette variable et de leurs
dérivées, nous dirons que les plans isotropes de la courbe sont
analytiquement séparables quand les coordonnées de la courbe et
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les paramèires des (Jeux équations des plans isoiropes seront a la
fois rationnels par rapport à ces éléments; ou encore, lorsque les
fonctions étant particularisées, ces mêmes coordonnées et ces
mêmes paramètres seront à la fois rationnels par rapport à la
variable. Les hypothèses faites sur la nature de la courbe et sur la
forme des expressions de ses coordonnées indiqueront, pour
chaque cas particulier, dans lequel de ces deux sens on doit
prendre l'expression analytique ment séparable.

Si, aux coordonnées de la courbe, nous substituons les coor-
données de la surface, lieu du centre de la sphère mobile, et au
groupe d^éléments formé d'une variable et de deux fonctions,
celui des deux variables et des quatre fonctions qui figurent dans
les expressions des coordonnées de la surface, notre définition
s'appliquera d'elle-même aux équations des nappes de l'enveloppe
de la sphère.

En rapprochant les équations (9) et (10), nous constatons que
les équations des deux plans isotropes d'une courbe pourront
toujours s'exprimer rationnellement par rapport à la variable u^
aux fonctions G, D^ et à leurs dérivées, seules quantités qui
figurent dans les expressions des coordonnées de la courbe.

De cette constatation nous déduisons la conclusion suivante :

Si Von exprime les coordonnées d'une courbe par les for-
mules du système (i)^ les plans isotropes de la courbe seront
analytiquement séparables.

Ces mêmes équations nous permettent de déterminerPensemble
des courbes unicursales, dont les plans isotropes sont analjti-
quement séparabîes.

Ces courbes ne sont autres que celles dont la différentielle
de l'arc est rationnelle par rapport à la variable.

La condition est suffisante. On s'en assure, en remarquant la
forme de l'équation en x^ y, ^, dx^ dy, dz^ ds écrite'(p. a^a), et
qui définit les deux plans isotropes d'une courbe.

La condition est d'ailleurs nécessaire. En euet, d'après la défi-
nition, les quantités M, G, v, G, qui figurent dans les équations
des pians isotropes, doivent être rationnelles par rapport à la

variable. Dès lors, la seconde des équations ( i o ) qui définit D' == ch
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rationnellement en fonction de u, c, C, G et des dérivées de C
par rapport à u, sera rationnelle par rapport à la variable. Elle
donnera donc pour ds une expression rationnelle par rapport à
celte variable.

En particulier^ toutes les courbes unicursales en u auront
leurs plans isotropes analytiquement séparables.

On les obtiendra en prenant pour C et D' des fonctions ra-
tionnelles.

11 n'est pas sans intérêt de se demander à quelle particularité
les formules da système (i) doivent d'effectuer cette séparation
des plans isotropes, que d'autres formules ne réalisent pas.

Imaginons une figure de l'espace, composée des éléments sui-
vants : d'une sphère de rayon R et de centre cTo, yoi ^o, d'un
point M de coordonnées x^ y, z s i tué sur une courbe quel-
conque, de la tangente à cette courbe au point M, d'un des plans
tangents à la sphère passant par la tangente à la courbe, enfin
d'une droite D perpendiculaire en M, à la tangente à la courbe et
au rayon de la sphère passant par ce point. L'équation du plan
tangent à la sphère que nous venons de considérer sera définie
par une relation de la forme

F fx, Y, Z; .r,^, 3; o-o, yo, --o; R;6^ ̂  d^) - o,

X^ Y, Z désignant les coordonnées courantes du plan.
Cela posé, considérons la figure symétrique de la précédente

par rapport à la droite D. El le se composera évidemment des
mêmes éléments, avec cette différence que le premier plan tan-
gent à la sphère aura été remplacé par le second, et que la dif-
férentielle ds sera de sens contraire. On voit donc que, pour
obtenir l 'équation du second plan, il suffira de changer ds en — ds
dans l 'équation du premier.

D'autre part, remarquons que les deux plans tangents à la
sphère ne se succèdent d'une façon continue, en d'autres termes
ne se confondent qu'aux points de la courbe où la tangente à
celle-ci est en même temps tangente à la sphère. Il faudra donc,

pour que ces plans soient séparables, que -,- dérivée de l'arc par
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rapport à la variable s'annule en un de ces points et soit con-
tinue dans le voisinage.

Supposons, maintenant, que la sphère de rayon R soit rem-
placée par le cercle de l'infini. Les deiix plans tangents à la sphère
deviennent les deux plans isotropes tangents à la courbe et les
deux conditions précédentes subsistent.

Il faudra donc que l'un des points où la tangente à la courbe

rencontre le cercle de l'infini ,- s 'annule, ce qu i , du reste, aura

lieu dans le cas général. Il faudra, en outre, que cette fonction soit
continue dans le voisinage de ce point. Or, si cette condition est
nécessaire pour que les plans isotropes soient géométriquement
séparables, la condition requise pour qu^ils le soient analytique-
ment sera que les formules définissant les équations des coordon-
nées de la courbe et des plans tangents traduisent cette propriété
géométrique de la figure. C'est ce qui a lieu quand on prend les
formules du système (i). En effet, les expressions des coordonnées

de la courbe étant supposées rationnelles en M, la fonction -7- == D'

sera continue dans le voisinage des points pour lesquels elle
s'annulera. D'ailleurs, pour D'==o, la formule qui donne? en fonc-
tion de u se réduit à v = u. Le système (i) indique donc bien le
caractère essentiel des courbes à plans isotropes séparables. On
voit par là comment elles se prêtent à la séparation analytique des
équations de ces plans.

Le système (i) exprime les coordonnées de la courbe en fonction
des éléments qui entrent dans l'expression du premier plan iso-
trope. 11 est évident que l'on obtiendra des expressions de forme
identique des coordonnées de la courbe, si l'on substitue aux élé-
ments ju premier plan isotrope ceux du second. 11 suffira de rem-
placer, dans les formules du système (i) , u, C, D et les dérivées de
ces fonctions par v, G, E et les dérivées de ces nouvelles fonctions.
Nous désignons par E la fonction qui joue le rôle de D dans le
nouveau système. A priori, on obtiendra trois relations distinctes
entre ces fonctions et ces variables. 11 suffira pour cela d'identifier
les deux systèmes de valeurs des coordonnées.

Nous avons déjà trouvé les deux relations (10). Il suffira d'y
ajouter la relation évidente

D+ E = o ,
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E dés ignant la relat ion de l'arc de la courbe, dans le second
système.

On remarquera, en passant, que ces trois relations sont réci-
proques et qu 'a ins i l'on pourra passer d'un système à l 'autre par
de simples opérations algébriques. Les quantités u, C, D' étant
connues, nous obtiendrons ^', G, ÏL' par des équations du premier
degré et réciproquement.

Parmi les courbes dont les équations s'expriment rationnelle-
ment par rapport à u^ nous pouvons signaler le cercle, et plus
généralement toutes les courbes sphériques. Cela résulte des for-
mules (8) qui définissent les coordonnées de ces courbes.

Séparation des deux nappes de V enveloppe d'une sphère.
— Nous venons de prendre une courbe isolée. Nous allons main-
tenant étudier le réseau des courbes génératrices d'une surface de
translation et considérer le système des intersections des quatre
plans isotropes tangents à deux de ces courbes en un même point
de la surface.

Désignons par X, Y, Z les coordonnées d'une courbe quel-
conque de l'espace, exprimées au moyen des formules du sys-
tème ( i) ; par X7, Y', 7J ces mêmes formules où les quanti tés
M, G, D auront été remplacées par les quantités v, G ,— D. Dési-
gnons par X < , Y < , Z< ; X^, Y^, Z^ un couple analogue au précé-
dent relatif à la seconde courbe.

Soient S, S7; Si, S^ les couples d'expressions des arcs des deux
combes correspondant aux couples d'expressions des coordonnées
des courbes.

Désignons enfin par *y, y, z les coordonnées de la surface de
translation du mil ieu d'un segment dont les extrémités décrivent
les deux combes. Chaque coordonnée de la surface pourra s'écrire
sous quatre formes distinctes, et l'on aura, par exemple,

- ^^^ - ^-+-Xi _ X + X j __ \'-^-\\
•i -À 2 '2

Soient u\^ r< les deux formes de la variable indépendante rela-
tives à la seconde courbe. Les quatre plans isotropes seront
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donnés par les équations

( i — M2'KX-—.r)-4- i ( \ -+- ^ ) ( Y — j ) 4 - ^ ^7.—z) = o,
( i — ^ 2 ) (X—.?•)-+- /( i -+- ̂  (Y"--y)-i- .)(; ( Z — ^ ) =o,
(i — ̂  ) (X — a-) — i(i -+- i^) (Y — ^ ) + 2 M i ( Z — ^ ) = = o ,
(i — v\ ) ( X — x) — î( i -+- v\ ) (Y - y) + 2 ri ( Z - ̂ ) = o.

/
Ces plans, par leurs intersections, détermineront quatre con-

gruences de droites, dont l'une sera définie par le système

X—rc _ Y — y _ Z—z
if 4- ïti ~ i(Ui — u) ~~ uu^ — i '

On déduira les trois autres de celle-ci par la substitution suc-
cessive ou simultanée des lettres (^, ^ aux lettres u, u^

Soient c, c', c" les cosinus directeurs de l'intersection des deux
plans isotropes relatifs aux variables u, u^ On trouve la relation

c. dx -i- c1 dy -4- c"dz — d ( '———!• ) = o.
\ 9J /

On vérifie que la subs t i tu t ion de v à u et de (i à u\ a pour effet
de substituer S'==— S H S, S , = = — S , à S< dans la relation pré-
cédente.

De ces résultats nous déduisons les conclusions suivantes :
Les quatre intersections des quatre plans isotropes tangents aux

deux courbes qui se rencontrent en un point d^une surface de
translation forment quatre congruences, normales à quatre familles
de surfaces.

Ces surfaces sont les enveloppes des sphères de rayons égaux à
la demi-somme et à la demi-différence des arcs des courtes géné-
ratrices, dont le centre décrit la surface de translation. Ces quatre
surfaces se groupent évidemment en deux couples formant chacun
les deux nappes de chaque enveloppe.

Les propriétés des enveloppes de sphères nous permettent
encore d^affirmer que les quatre congruences, intersections des
quatre plans isotropes, formeront un double système de rayons
incidents et réfléchis admettant la surface de translation pour sur-
face dirimante.

Nous allons retrouver et compléter les résultats précédents en
procédant comme il sui t :
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Soit donnée Inéquation aux dérivées partielles

(II) cd^-01

Ç, u^ 11^ désignant les coordonnées tangentielles de 0. Bonnet. On
vérifie que la développée moyenne ponctuelle relative aux surfaces
définies par celte équation se compose de l'ensemble des surfaces
de translation ( 1 ) . On constate encore que le segment qui relie un
point de la proposée au point correspondant de sa développée est
égal à la demi-somme ou à la demi-différence des arcs de courbe
de la surface de translation, ces arcs étant définis comme précé-
demment. On en conclut que les quatre familles de surfaces nor-
males aux congruences de rayons incidents et réfléchis sont défi-
nies par autant de solutions de l'équation (11). Nous sommes
ainsi amenés à chercher quatre solutions d 'une équation de
celte forme définissant les quatre nappes des deux enveloppes
des sphères. Ces nappes étant déterminées, nous en déduirons
aisément les deux systèmes de rayons incidents et réfléchis.

La solution de Inéquation (11) est donnée parla formule

Ç == MÂI-+- ui\ -+- B -̂ - Bi,

A, BI ; Ai, BI désignant deux couples^de fonctions respectives
de u et de u^

De cette formule on dédui ra i t sans peine la surface de transla-
tion, développée moyenne de la proposée, et les courbes généra-
trices de la développée. Mais, si l'on veut retrouver les coordonnées
des courbes génératrices sous la forme même définie par le sys-
tème (i), il faut modifier la forme de l'expression de Ç que nous
venons d'écrire.

Écrivons les relations

Ci = u^C + uC^ - i±-̂  (€'-+- C\ 4- S -+- S i ) ,

(12)

$2 = Mi G -+- v Ci - L±-̂ l ( G'+ C\ - S -+- Si ),

$3= ^C+uGi- ^^(C^Gt+S^-Si),

^=^ G+^Gi--.1-4-^ (G'-r-Gi-S—Si).

( 1 ) Thèse de Doctorat.
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Ces quatre fonctions sont bien autant de solutions d'équations de
la forme (n). D'ailleurs, si l'on cherche leurs développées
moyennes, on trouve l'unique surface de translation précédem-
ment définie exprimée successivement par les quatre formes que
nous avons indiquées. Calculant les quatre plans isotropes des
courbes génératrices de la surface de translation, on retrouvera
les quatre congruences de droites déjà rencontrées. Nous avons
donc bien déterminé les quatre nappes des deux enveloppes de
sphères définies par l'équation

(X-^)2-t-^Y~j)^+(Z-^)î== (s-£|bl)2•

Les formules (12) ayant été ainsi établies, il nous reste à déter-
miner les enveloppes de sphères dont les deux nappes sont ana-
lytiquement séparables.

On obtient immédiatement ce résultat, si l'on remarque que les
quatre fonctions ç,, Ça» Sa? $4 fio"1 toutes rationnelles par rapport
a chacun des systèmes de variables et de fonctions u, C, S, u ^ y
Ci, S<, par exemple. En effet, le système (10) donne v et G sous
forme rationnelle des éléments du premier système. La même
remarque s'applique évidemment aux quantités v\ et G<.

Si l'on suppose maintenant les quatre fonctions Ç exprimées au
moyen des éléments u, C, S, u^ Ci, Si, on se rendra compte
aisément que les enveloppes auront leurs nappes séparables toutes
les fois que les fonctions C, S, C<, S< sont respectivement ration-
nelles en u et u^. Pour que les congruences de rayons incidents
et réfléchis soient séparables, il suffira que C, S', Ci, S\ soient
des fonctions rationnelles de u et de u^ Nous désignons ici
par S', S', les dérivées de S et Si.

Nous pouvons résumer les résultats trouvés dans la proposition
suivante :

Soient données deux courbes quelconques P, P< définies par le
système (i). Considérons les sphères mobiles ayant pour centre le
milieu du segment qui relie les points de ces courbes et pour
l'avons la demi-somme et la demi-différence des dislances des
extrémités du segment à deux développantes des courbes P, P(.
Soient Q, Qi les courbes de mêmes paramètres que P, P, décrites
par le milieu du segment. Les enveloppes des deux sphères se

xxxi. 17
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composeront de quatre surfaces respectivement normales aux
quatre congruences de droites intersections des quatre plans
isotropes tangents aux courbes Q, Qi. La surface de transla-
tion pourra être considérée comme la surface diriman te de
deux systèmes de rayons incidents et réfléchis fournis par les
quatre congruences. Pour que les congruences de rayons
soient séparables, il faut et il suffit que C, S', Ci, S\ soient des
fonctions rationnelles de u et de / / < . Pour que les nappes des
enveloppes des sphères soient elles-mêmes séparables, il faut
en outre que S, Si soient des fonctions rationnelles de u et
de u^.

Nous plaçant à un point de vue un peu différent, nous énonce-
rons encore cette proposition :

La condition nécessaire et suffisante pour que les deux
nappes de la sphère précédemment définie soient analytique-
ment sep arables est que les coordonnées des deux courbes
génératrices de la surface de translation, lieu du centre de
cette sphère, soient des fonctions rationnelles de leurs arcs.

La condition est suffisante. On s^en assure en calculant les
coordonnées des nappes de la sphrre et tenant compte du sys-
tème (2), qui donne les coordonnées d^une courbe en fonction de
son arc.

Celle condition est nécessaire. En efTet, si les équations des
coordonnées des nappes sont rationnelles, il en sera de même do
l'équation de la sphère mobile

(X~^)2+(Y-y)^-(Z~^r-= (^-^y.

Or, celle équalion ne saura il êire rationnelle à moins que x,
y, z ne soicnl des fonctions rationnelles de S et de Si, ces quan-
t i tés élani prises pour variables indépendantes.

On obtiendra donc toutes les enveloppes des sphères de
S rh S

rayons —=— à nappes analvtiquement séparables en prenant

pour u, C, u^ Ci des fonctions rationnelles de S pour les pre-
mières, de S< pour les dernières.

Surfaces réelles. — La condilion nécessaire el suffisanle pour
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que l'enveloppe de Ja première sphère et sa développée moyenne
soient des surfaces réelles est que les fonctions G, S, C,, S< soient
des fonctions conjuguées. Ces résultats ont été démontrés ail-
leurs (1). La seconde enveloppe sera réelle dans des conditions
analogues qu'on déduirait aisément des précédentes. Il faut seule-
ment remarquer que les deux enveloppes ne sauraient être simul-
tanément réelles.

Applications. — Donnons-nous les deux couples de fonctions

C = a M3, Ci = ai a\\
D=?^ , D,==^ , / ;2 ,

a, p, a,, (3, désignant des constantes.
Appliquant notre méthode, cherchons les courbes, les, con-

gruences de droites et les enveloppes de sphères correspondant
aux fonctions données.

Si l'on porte les valeurs données des fonctions G, D, C < , D< et
les valeurs des dérivées qu'on en déduit , les formules (i) nous
donneront pour définir les coordonnées de l'arc de la première
courbe

X==--(a-+-P)MS+ (3a-+-(3)M,

Y = t'(a4- (3)^4- t (3a-h ̂ )u,
Z ==(3a+2p)^

S = p^î.

En aflectant d'un indice les lettres qu i f igurent dans ces for-
mules, on obtiendra les coordonnées de l'arc relatives à la seconde
courbe.

Ces courbes, d'ailleurs imaginaires, sont les intersections de
surfaces du second degré. La première courbe est définie par le
système

(a + P)(X — îY )Z 4- (3a 4- P) (3a + ^P) (X 4- i\ ) = o.
4(3a+ p )2Z—(3a -4- 2,8) (X - /Y)-2== o.

Nous avons vu que chaque courbe peut s'exprimer au moyen de
deux systèmes de fonctions et de variables. Cherchons à déter-

( l ) Thèse de Doctorat.
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miner les éléments du second système en fonction de ceux du
premier.

Appliquant les formules (10) nous trouvons

., a+P^^y^
_ ( 3 a - - r - 4 ? ) ( « - ^ P ) . _ Oa+.iP^a-r-;^

3a-p - •^-P.)1

Il suffira de remplacer a, j3 par a<, P| pour obtenir ('i, G(. On
voit que les deux groupes de fonctions sont de même forme et Fon
vérifie qu'elles définissent les mêmes courbes.

Désignant par x, j', z les coordonnées de la surface de transla-
tion, par p le rayon de la première sphère, on trouve

.r== ^—(a-+- ^)^3-.-(3a4-P)^<—(al4-pl)^Î4-(3al-^-pl)Ml],

y= '-( (a4-^)M3-+-(3a-^-p)M—(al- I -Pl)MÎ-(3at-^-pl)al ] .

;; == l[(3a--zp)^+(3ai-t-2pi)(^],

. - s-^s^ _ ^ ^ — P » ^ ?
r' •2 •2

La première congruence sera définie par le système

X - y _ Y~y_ _ 'L—z
u 4- u\ i\Uï—u) uui—i

l^a congruence des rayons réfléchis sera définie par le système

X—rc _ Y — y _ Z — ^
P + PI ~" i{v\ — v ) ~ vv^ — i

Si Fon tient compte des valeurs trouvées pour ;r,j',<s, ^, v^ en
fonction de u^ u^ on voit que les deux congruences du système
sont bien analytiquement séparées.

Le second système de rayons incidents et réfléchis donne lieu
aux mêmes observations.

Il nous reste à déterminer les quatre nappes des deux enveloppes
des sphères. En procédant comme nous Pavons indiqué, nous
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obtiendrons quatre fonctions de la forme

{ == ̂ u^-^ftU^-^uuiÇ^^-^tuî),

y, Y(, S, Si désignant des constantes.
Ainsi donc les quatre nappes formeront bien autant de surfaces

analytiquement séparables.
Considérons le cas particulier où l'on a

a»=a , p i = = ? .

Alors la fonction ç, prend la forme

^^(^^uu^3a±S.(^^^).

La fonction $4 prend une forme analogue.
Ces surfaces jouissent des propriétés suivantes :
Elles sont définies par des solutions communes aux deux équa-

tions
^ _ ^ ^-^1.

àu^àu} f au1 àu\

Elles ont leurs lignes de courbure planes.
On a en effet

^du^ ̂ ^î= ?|(^~^î)==o.au1 au} l au1 v -

Si donc nous désignons par o, pi les paramètres de ces lignes,
par c, c', (? les cosinus directeurs de la normale à la surface, nous
déduirons de Inéquation précédente

ÏCp == u + Ut = Yz~y »

pi= i(Ut—u).

Les deux nappes de la surface des centres sont séparables.
En effet, la seule irrationnelle qui figure dans les expressions

des coordonnées de ces nappes est la quantité l/.r^ ;r4* Mais,

en vertu de la relation .-| == —^9 celte quantité est ici rationnelle.

Les coordonnées des deux nappes le seront donc égalemenl.
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On trouve encore (A" désignant une constante)

p = kz.

Le rayon de la sphère est donc proportionnel à Fordonnée du
centre de celte sphère.

Si nous posons ^-4-ê,
Ci prendra la forme

^ == y ( 3 4- uu, ) ( ̂  ̂ - ,,5 ) -+- p ( «à ̂ _ ̂  ̂

Or, on vérifie que les équations

Ç === (3 -h uui){u2-^- u'i),
y^u^uï

déf in i s sen t respectivement la surface minima d'Enneper et la
cyclide de Dupin. D'où Pon conclut que la surface définie par Ci
est le lieu d 'un point partageant dans un rapport donné le segment
qui relie deux points à normales parallèles d'une surface minima
d'Enneper et d'une cyclide de Dupin. En faisant ^==0, nous
aurons la surface min ima; pour y == o, nous obtiendrons la
cyclide.

La nappe associée à la cyclide de Dupin n'est autre que le plan
des xy\ par sui te , l 'une des cong'ruences de rayons est formée
de droites parallèles. D'ailleurs, la développée moyenne de cette
surface est le paraboloïde équilatère défini par l'équation

z = a(x2—^),

a désignant une constante.
On en déduit celte proposition : Un faisceau de rayons paral-

lèles à ^ axe d'un paraboloïde équilatère se réfléchit sur cette
surface normalement à une cyclide de Dupin.

Nous venons de rencontrer un système de rayons incidents et
réfléchis dont l'une des congruences est formée de rayons paral-
lèles. Plus généralement^ cherchons tous les systèmes dérivés
des sphères mobiles précédemment définies qui jouissent de la
même propriété. Prenons pour plan perpendiculaire à la direction
des rayons parallèles le plan des xy.
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Soient X, Y, Z; X < , Yi , Z, les coordonnées respectives des
courbes génératrices de la surface de translation, S, S< les lon-
gueurs de leurs arcs. Désignons encore par x^ y^ z les coordonnées
du centre de la sphère, par p son rayon.

La sphère étant supposée tangente au plan des xy^ on a ici

La surface dirimanle étant une surface de translation engendrée
au moyen des courbes considérées, on a

X + X i Y - h Y i Z + Z i( i3 ) x==———-, r==———-, s =———-•
-2 ' 2 -2

On a d'ailleurs par hypothèse

D'où l'on tire

On tire de là

D'où

- s4" sl

' '2

S — S i z-^-zi : const.
'î i

dS-=dZ, dS^==dZi.

d^ + d\^ == o, d\\ -{- d\\ == o.

Telles sont les équations qui doivent vérifier les courbes cher-
chées. On peut considérer comme équivalent au système précé-
dent le système des deux équations

<i.^ X 4 - i ' Y = = o , X i — i Y i = = o .

Ce sont donc des courbes planes tracées dans deux plans iso-
tropes conjugués.

Formons l 'équation qui définit la surface de translation lieu du
centre de la sphère.

Des équations (i3) et ( i4) on tire

X i + i Y i , , ,^ +;y== ———^—— =/i(?^),

X-iY ,, ,
x — z y = ——-^—— =f(u).

D'ailleurs Z et Z, sont aussi deux fonctions respectives de u et
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de Uf. On a donc

3 == o(.r - î ) -4- <?, (a* + ly).

La surface de translation est donc définie par la solution géné-
rale de Inéquation harmonique

à^s à^z
àx1 + àv9 = 0>

o __ o

II est inutile de chercher Fenveloppe de la sphère de rayon "~ * >

car ici la congruence des normales à cette enveloppe se réduit à
deux ensembles de droites situées respectivement dans deux plans
isotropes conjugués.

La nappe qui a pour normales les rayons non parallèles est
définie par Féqualion

-^L=
au au i "~

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :

Si, par le milieu d'un segment dont les extrémités décrivent
deux courbes quelconques tracées dans deux plans isotropes
conjugués» on mène une droite parallèle à l'intersection des
deux plans isotropes mobiles tangents aux deux courbes^ on
obtiendra un système de rayons qui se réfléchiront sur la sur-
face lieu du milieu d^un segment suivant une congruence de
droites parallèles.

Comme dernière application, nous allons nous donner les deux
courbes et en déduire les fonctions avec les éléments géométriques
qui en dérivent. Soient donnés les deux cercles de rayons conju-
gués a, ai définis par les équations

3724.^2= ,2^ ^24-^î= a^.

L'application de la méthode exposée précédemment donnera

C = ia M, Ci= lai^i,
D = = t ' a l o g M , DI == l'ai log^i.

Les coordonnées de la surface, lieu du milieu du segment qui



— 287 —

relie les deux cercles, seront définies par le système

i — u9 . i — u\
x == (a —-—— -h iai ———î-,

4u 4^1
i -+- U1 i -+- M?^-"-i»-4-" -4«r'

<8 == 0.

Ces relations définissent un réseau de cercles tracés sur le plan
des .2*, y.

On obtiendra les directions des quatre normales aux enveloppes
de sphères en calculant (^, v\ au moyen des formules (10).

Il vient
V = — M, t'i = — Ut.

On déduit de ces relations que les deux plans contenant respec-
tivement les couples de rayons incidents et réfléchis de chaque
système se coupent à angle droit.

On trouve pour rayons des sphères

— S -+- Si __ .aJOgM-4- PI logMi

' ~~ 2 ~ " l 2 '

,_ S — S i . ï l o g M — a i log^i
P — ^ — l ^

Les fonctions G, G| ont ici pour valeurs

G = ta u == — iv. v ,
GI = l'ai MI == — l'ai v\.

Les quatre nappes des enveloppes des sphères sont définies par
les équations

. .a -h ai . i-+- uu\, . . ,
Çi== i————(uut—i)— i————-( alogM-h ai logMi),

*2 ^

ç,=; i—^—^(PMi — i)— t I "'"vul ( y.\ogv •+• ai logMi),
'•'î '̂

„ . a •+- aj , , .l-j- M^i ,^3== i —^——(uv^ —i) 4- i——;——-(—alogM-hai log(^i ),

^= i———^(^i .-i)-+. i l——vv^- ( alog(/ -h «i logpi ).
2 2

Au moyen d'une translation effectuée parallèlement à l'axe des 5,
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ces équations se ramènent au type

^ = (I-+. ^i)((31og^4-pi logai) .

On peut déterminer les lignes de courbure de ces surfaces.
Désignant par o, o^ les paramètres de ces lignes, on trouve

/Plog^ —V/Pl1 0^!^ ?»

/(îlog^+v/(îilog^i= pi.

D'où l'on déduit

/8 iS—/P? i=2v /pp ïp ,

v/piS+/piSi=2/p^pi.

Ces dernières formules montrent que le réseau des projections
des lignes de courbure de chaque nappe sur le plan des xy rap-
pelle par sa forme le réseau formé d'ellipses et d'hyperboles se
coupant à angle droit.

Pour a == a » , les cercles se confondent et l'on obtient des sur-
faces de révolution. Alors le réseau se rédui t à un système formé
de cercles concentriques et des rayons de ces cercles.


