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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR L'APPROXIMATION DES NOMBRES RÉELS PAR LES NOMBRES
QUADRATIQUES;

Par M. EMILE BOREL.

Les nombres quadratiques sont les nombres de la forme

a±^/b

rt, &, c désignant des nombres entiers dont les deux derniers
peuvent être supposés positifs. Pour rechercher les nombres qua-
dratiques différant peu d'un nombre donné x^ il revient au même
de rechercher les nombres de la forme r/~b Jï qui diffèrent peu
de ex. Si l'on se borne d'abord aux nombres de la forme a -\- ^b^
on voit que, a désignant un entier positif ou négatif, les nombres
\/b et ex écrits dans le système décimal ont des parties décimales
très peu différentes.

On est ainsi conduit à ranger les nombres tek que \/'b^ c'est-à-dire
les racines carrées des nombres entiers^ d'après l'ordre de gran-
deur de leur partie décimale. Gs travail ne présente aucune dif l i -
culte et est même très rapide, si l'on fait usage d'une Table de
racines carrées; j'ai utilisé celle de Barlo^v.

Je publie ici, sans commentaires, la liste des racines de§ 5oo pre-
miers nombres (les carrés parfaits exclus), rangés par ordre de
grandeur des parties décimales; la disposition même que j'ai
adoptée suggérera des remarques qu'il est inu t i le d'énoncer. Signa-
lons cependant l'existence de lacunes au voisinage des fractions
irréductibles simples, lacunes d'autant plus étendues que ces
fractions sont plus simples.

Parmi les applications d'une telleTable, on peut citer la rechercha
très aisée de quadratures approchées du cercle et de rectifications
approchées de la circonférence. Si l'on cherche à insérer dans la
Table les multiples de TC, on trouve que Srcyesl très voisin de^/aay;

X X X I . j l
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on a
<STC == -25,132 74129.8. . .,

V/229 == l 5 , l 32 746 0. . . .

On obtient
10 -+- \/'rM)— = 3,141 5y3 2 . . . ,8

TC == 3,i4i 5926....

L'erreur commise en prenant pour Tria valeur — l — ' " 7 est donc

environ (Tun demi-millionième. Si Fon remarque que Pon a

229 = 223 4-4 == l52^- 22,

on obtient aisément une construction géométrique très simple de
la valeur approchée considérée, qui peut s^écrire

\\/w-3 J^

4 + ̂  \ •..

Je me propose de revenir sur la question d'approximation des
nombres réels par des nombres quadrat iques; je me contente de
signaler ici, en terminant, une difficulté qui se présente lorsql^on
veut définir les nombres quadratiques, en général, difficulté ana-
logue à celle qui résulte de la double définit ion des courbes algé-
briques, en coordonnées ponctuelles et tangenlielles et qui se
présente dans bien d'autres questions.

Comme nous Pavons dit, tous les nombres quadratiques sont
définis par la formule
, , a -±: \/J)
(i) ^=—^-,

où a, 6, c sont des entiers; le nombre x vérifie l'équation du
second degré,

( 2 ) c2 a?2 — 'î acx -4- a2 — b == o.

Il est clair que si a, 6, c sont quelconques, les coefficients de
cette équation n'auront pas, en général, de facteur commun; si
on les désigne par A, B, C» on voit que le nombre x défini par
la formule (i) vérifie une équation de la forme

(3) A.T24-B.C-4-C =-=0.
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dont les coefficients A, B, G sont d'un ordre de grandeur qui est
le carré de l'ordre de grandeur de a, \/b^ c.

Si, inversement, on se donne Inéquation (3), on en déduit

— B ± /H2 _ 4 AG a'±\/~h'
(4) ^=————^————=———-

c'est-à-dire une expression analogue à ( ï) , mais dans laquelle a\
\ / b ' et c1 sont de Fordre de grandeur de A, B, C. Dans le cas où
Inéquation (3} est identique à l 'équation (2), l'expression (4) ne
devient identique à (i) qu'après la suppression du facteur ïc
commun au numérateur et au dénominateur; mais si A, B, G sont
quelconques il n'y a pas, en général, de facteur commun au nu-
mérateur et au dénominateur de l'expression (4).

Il est clair qu'il n'y a là aucun paradoxe, mais simplement la
nécessité de définir nettement, dans chaque recherche particulière,
ce que l'on entend par une irrationnelle quadratique générale;
on peut la considérer comme définie par la formule (i) et regarder
comme cas particulier^ oasoù,dans l'équation (2), les coefficients
ont des facteurs communs; ou, au contraire, la regarder comme
définie par l'équation (3) et regarder comme cas particulier le
cas où la formule (4) peut se simplifier par la suppression d'un
facteur commun à A et B, figurant au carré dans B2— 4AC.
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000 à 039.

^485 = 22, û'22715»
/44'^ == 2I,o2379()o

/4oi = 20,0249844

Y/362 == 19,026297^
V/325 = i8,02775()4

^290 = 17,0293864

^/257 = i6,o3i2i95

^226= i5,o332964

^197 == i4,o356688

/TTO = i3,o384o48
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040 à 079.

/I45 = i2,o4i5946

V/T22 == n,o4536io

/Toi = 10,0498756

V/82 == 9,o55385i

/486=

y/443:

V/402 =

V/353:

^326=

: •22, O454û77

;2i,o475652

: 2o,o499^7

: i9,o525589

: 18,o5547oi

V/29T = 17,0587221

/65 == 8,0622577 V^ == 16,0623784

/î27 == i5,o665i92

/5o == 7,0710678 ^198 =='14,0712473

/ÏTÎ = 13,076696?

V/487 =22,068076$

^444 == 21,0713075

/4o3 == 20,0748599

^364 = 19,0787840
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08,0 à 119.

/37 = 6,08-27625

/i46 = i-2,o83o46o ^327 =. i8,o83i4i3

1/292 = 17,0880075

/488 =-= 22,0907-220 ^/7Ï3 = 11,0905365

/259= 16,0934769

V/445 = 21,0950231

/26 == 5,0990193 /ro2= io, 0996049 /228 == 15,0996689 v/4"4 = 20,0997512

V/365= 19,1049732

/i99= 14,1067360

V/rf3 = 9,no4336 /328== 18,1107703

/«7^= 13,1148770
V/489^22,li33444

/293 =•= 17,1172428
V/446 == 21,1187121
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120 à 159.

^17 = 4»i23io56
^66 = 8,i24o384 /Ï47 = i2,1243557 v/î60 = i<), i245i55 /4o5 == 20,1246118

y/366 == 19, i3i 1-265
/229 = i5,1327460

v/Tî^ == 11,1355287 V/4(j0 r-= •22, 1359436

/329 = i<S, i 38357l

/ôT = 7,1414284
/2oo== i4,i4'2i356 y/447 ^ ^ I > I 423745

^/To3 = 10,1488916

V/:294= 17,1464282

^/4o6 = 20,14944*7

VÎ73= 13,1329464

/26T = 16,i554944

/367= 19,1572441
^491 == 22,1585198
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160 à 199.

/io == 3,1622777

/38 == 6,i644r4o
V/84 = 9,i65ï5i4
/448 == 2i,i66oio5

/Ï48 =-. i9.,i655a5i /23o= 15,1657509 /ÎSo = 18,1659021

(/4o7 ^20,1742410
^295 = 17,1755640

/20I = 14,1774469

/TÏ5 == i l , 1803399
/l92 === 22,1810730

/G:} == 8,1853528.

/368 == 19,1^3261

\/'îCy2 === 16, i864l4î

/r74 == t3,1909060
/T49 = 21,1896201

^337 î= 18,1932(054

/27 =- 5,i<î6i524

^104 = 10,1980390 /IÎT = i ) , 1986842
^•4o8 == 20,1990099
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200 à 239.

V/4<)3 = 22,2o36o33
' V/296 =17,2o465o5

V/T49 = i2,%o6&556

V/369== 19,2093727

\/3'1 = 7 , 2 I 1 1 026

\/'20Ï == \ 4 , '21 26704

^/4,5o == 2[ ,9.i3'2o34

/263 == 16,2172747

/332 = 18,2208672

/409==: 20,2237484

^494 == 22,2261108

V/85 = 9 , & i 9 5 4 4 >

/5 == 2,a36o68o

V/126 == II,22497-2-2

/r75= 13,2287566

/232 = î5323 i546%

^297= 17,2336879

^370 == 19,235384l
^/45Ï = 2[,2367606
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240 à 279.

l/i8 == 4,24-26407

/39 == 6,2449980

V/68 == 8,2462113
V/i5o= 12,2474487
1/264 == 16,2480768

V/io5 == 10,2468308
V/2o3 = 14,2478068
/333 = 18,2482876 ^4io = 20,2484567 v/4()5 == 22,2485955

V/452 = = 2 i , 2602916
V/371 = i(),26i36o3
^298 == 17,2626765

V/233 == i5,26j3375

/T76== i3,2664992

V / I 2 7 = 11,2694277

V/86 ^= 9,2736185

/496== 22,2710575

/î7i = 20,2731349

/334 = 18,2756669

/l65== 16,2788206
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280 à 319.

/204 = l4,t828569

/453 =21,283:967

^372 = 19,2873015
/i5i === 12,2882057

V/28 = 5,29i5o'26

/497 == 22,2934968

/4i2 = 20,29778^1

^/io6 = io,29563oi

V/299 = 17,2916165

V/234 == i5,2970585

V/335 === i8,3o3oo52
V/i77= i3,3o4i347

^69 == 8,3066239
/454 == 21,3072738

/266= i6,3o95o64

/373 == 19,3132079

V/498== 22,3i59i36

V/128 == n,3i37o8j

^n == 3,3i6624<S
^2o5 == 14,^178211
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320 à 359.
V/3oo== 17,3205081

V/4T3 = 20,3224014

/4o = 6,3245553

V^^ 9,3^73791
V/i52 == 12,3288280
V/235 »= 15,3297097

/336== i8,33o3o28 /455 = ai,3307290

V/499 ^ -i2,3383o79
V/374 = 19,3390796
/2D7 = i6,34oi346
V/778 = i3,34i664i

v/T^7 == 10,3440804

\/n === 7,3484692

v/i7) =- 4,3388989

^414 =-= 20,3469899

V/3oT =ï= 17,3493516

V^ao6=? 14,3527001

/T^^ 11,3578167

V/456^2i,354i565

^337 ss i8,35;?5598
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360 à 399.
^/3ou = 22,3606798

V/̂ i) " i5,36-2291 j

/^== î9,3649ifi7

^TO = 8,3666oo3

V/Ï53 = 12,3693169
^/268 = 16,3707055
V îil) =^ 20,3715488

V/457= 21,3775583
V/302 r-= I7,378l472

/T79== 13,3790882
^88 == 9,38o83i5

/5Î8 = 18,3847763

/io^ 14,3874946

/29 =-- 5,385i648

/To8 = 10,3923048

V/237= i5,3948o43

/4Î6 == 20,3960781

/37() -- 19,3907194
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400 à 439.
/45^ =-: 2^4)09346

/i3o == i i ,4017513 V^(><) -= 16,4012195

V/îï = G,4o3i24-2

V/3o3== i7,4o08y5-2

/i54= 12,409^736

/33y === 18,41195-26

^/2 == i , i i 42 i36

^37; = 19,4164878 /78o= i3,4164079 i/ôï = 7,4161981

/4i7 = 20,4-205779

/2o5 == i3,4%'22o5i

V/4~)9 = = ^ i , 1 ^ 4 - < 8 ) 3

V/7i = 8,4261498
/238 == 15,4272486

y/270 == 16,4316767

V/89 = 9,43398n

V/3o4 = 17,4355958

/34o == 18,4390889
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440 à 479.

/378== î9,44222-2i

/4i^ = %o,44^0483

/4^o = ^I,447()IO^Ï

/io(j == io,44o3o56

v/TTT = 11,4455231

\/6 = 2,4494897 /T53== 12,4498996

\/Ti = 3, ir>4ioi6

V/i8i = i3,45369.4o

^209 == i4,456839.3

V/î39= i5,4596-248

/ÎÏÏ == 16,4620776

^/3o5= 17,4642492

^34i = i8,466i853
/^79 = 19,46792-23

/4Ï9= 20,4694895
V^ï = 21,4709106

/lo == 4,4721360

^3o = 5,4772256
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480 à 519.^ 6,4807407

V/56 == 7/^8^I48

V/72 == 8,485-28i 4
/9o = g ? 4868330

/iTo = 10,488o885
V/i3'2 = ii,489ï'^3
/T .̂ = 13,49073:6
V/-2IO = I4,49^7^)7
/•27'2 = iG^O9^2'23

^54^=-- 18, W'î^o
^46^ = •z 1,491i853

V/i56 = 1-2,4899960

V/Ï4o== i5,49193'U
V/3o7 = 17,49-28557
/38o= 19,4935887 ^/4"^o — 20,4939015

/463 = 9.1,5174348
V^^ === -20,518-284 5
^/3<Si = I9,5I9•<2<2I3
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520 à 559.
/343 == i8,520259'î
/3o7 = i7,5'îi4i55
/2^3= 16,52-27116

/^= i5,524Ï747
/ÏT7 = i4,525839o

V/T83= 15,52774<)3

/^ == 1-2,5299641

/TÎ3= n,53-2569.()

/i[7T^= io,5356538

/9Ï = 9l53()39•>-(>

V/73 == 8,54îoo37

/57 == 7,5498344

v/464 = 21,54065^

/4Î2== 20,5426386

/^= 19,5448203

/34«> ̂  18,5472370

/3o8= I7,(>499•Î88

/^ == i6,5529454

V^4-A == 15,556349''

V43 6,5574385

XXXI
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560 à 599.
/2«1= 14,5602198

V/465= a 1,5638587
V/T84= 13,5646600

V/^3 = 20,5669683

V/37 = 5,567:644

/T58 = 12,5698051
/383 == i9,5;o3858

/345= i8,574i756
/T34 = 11,5758369

/Jo9= 17,5783958

/5T = 4,5825757
V / i 1 - 2 = io,583oo52 V7^ == i6,583i24o

/466= 21,5870331
V/^ = i5,5884573

^4-j4 == 20,0912603 V/9'2 == 9î5916630

V/2T3 = 14,5945195
V^4= i9» 5959l 79



V/i85 = i3,6oi47o5
^/;4 == 8,60232-53

V/i3 = 3,6o555i3

- 17,') -

600 à 639.

^/346 = 18,6010752

/3io == i7,6o6Si69

V/i59 = 12,6095202
y/46; == •21,61018-28

/ï;6= 16,6132477

v/425 = 20,6155281 V/5

/i3j == 11,6I89/)oo

V^ == i5,620499î
V/38'3 = i9,62'i4î6<)

/:)47 =: 18,6279360
V/274== 14,628-388

\ / ï i3 == io,63oi|j8

V/468 == 21,6333077

^3n = 17,6351921

/786== i3 ,6381817

y/4^ =- 6,6332î9<»

/4^> ̂  20,6397674



- 176 -

640 à 679.

^T-:^ 16,6433170

/386=: 19,6468827

/93 = y,64365o8

/7 = î,64î75i3

^160 = i2,649110^

^a45 = 15,6024758

V/348= i8,654758i

^469=== 21,6564078 /32 == 5,6j6854-2

/4Ï7= 20,6639783

/75 = 8,6602570
V/T36== n,66i9o38
/2T5 ==14,6623783
/3T2== 17,6635217

V/Î7o=2i,67()4834

/387 = 19,6723156
^s == 16,6733320
/T87= i3,6747943

/i74 = 10,6770783
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680 à 719.

^349 = i8,68i547» /5(j = ;,6811457

V/246= l5,G84387i

\/Ti = 4,6904158

/4a8 == 20^6881609 /Î6i == 12,6885775

^3i3 = 17,6918060

V/94 = 9,^953597
/ÏTT)== 14,6969385
/3^ = 19,6977156

v/^ = 21,7025344
/S^C) = 16,703293l

/îâ^ 11,7046999

^/45 == 6,7082039 /i5o=s; i8,7t)8'>Xy

/ii88 = i3,7113092
/429 == 20,7l23i5<î

/76 =. 8,7177979
/247 == i5,7i6'2336
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720 à 759.

V/:l == i.73-2o5o8

/TTô = io,7238o53

t/i6-2 = r2,7279-2-2i

V/ïT^ == i4,73o9*99

/28o = i6,733'2oo5
/357= i8,734994o

/^ =-20,736441^

/314 == 17,7'2oo4 3 1

/389= 19,7-230829

/472 = •2i,7-255()io

/74 = 3,74i6574

/33 = 5,7445G'2G
V/6o == 7,7459667

v^ === 9,7467943
/i38 = 1 1 , 7 4 7 3 4 0 1 /i89 = 13,7477271

/^8 == i5,7.480157 /375 = 17,748-2393 v^o = i9,7484i77 ^3 = 2i,7485(*3^
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760 à 799.
^431 = 20,7605395
/352 == i8,76i663o

/S8i == i6,763o546
V/2Ï8 = 14,7648231

/T63 = 12,767145?

^/n6 = 10,7703296

S/TT" == », 7749644

/474 = 21,771541l

V/39I == i9»77^7»99

V/3T6= 17,77^888

/249= i5,7797338

/46 = 6,78233oo

/Tcjo == 13,7840488 /43Ï = 20,7846097

^3^3 == 18,7882942

^23 ^= 4,79583iô

/9^ == 9»7979^90

/ïT9=== i4,7986486

V/i39== 11,7898261

/282= 16,7928550

V/4^5 =21,7944947

/392 == I9ï7989895
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800 à 839.

/4Ï3 = 2o,8o865^o

/l5o== i5,8n3883

^317= i7,8o44938

/r64 = 12,806-2483

/oir == 7,8102497

V/354 === i8,»i48877

/476 = 21,81:4242
/il: = 10,8i66538

/i^i = 13,8-2027 5o

/l83 = 16,8226038

/393 = 19,8242-276

/8" = 2,8-284271

V/34 = 5,8309519

/73 = 8,8317609
/i4o= 11,8321596 /î  == 14,8323970 v/3i8 == 17,8325545 ^434 ̂  20,8326667
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840 à 879.
V/4;7= >.i,84o3-297
/355= 18,841443;
/25l = l5,84-;»()795

/TôS == r>., 843-j>3-2(»

^ = 9,84885:8

/^)4== 19,849^

V/Ï84 = I6,85•2<2995

y/4^ = 6,855()">46
y/T^ === 1 3 , 8 î64<)6 ) /{ÏiÏ == -20,8566^36

^/3i9 = 17,8605711

V/^^ •21,86^111
V/n8 = 10,86-27803

V^Sî = 14,8660687
/356 = 18,86796-23

/r^ == 3,87-29833
V^ ^ 7î874oo79 /iTT == 11,874349.9. /î^^ 15,8745079 v/3()5 == 19,874606*.
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880 à 919.
/436 == ^o,88o6i3o
/Î85 = 16,8819430

/i66 = 12,8840987

/7y = ^8881944

V/479 == •21,8860686

/3ïo = 17,8885438

^193== i3,892444o

/357== 18,8944436

V/24 = 4^989795
^ == 9,899494<) V/Î2:2= 14,899^644 /^+19,8997487

/437 = 20,9045400

V/Ï53 == i5,9o59737

/il 9 = io, 9087 rai V/48o = 21,90890-2 3

V/Î86 = i6,91i5345

V/35 == 5,9160798 vA4'2 == ii ,9io3753 v/3Ïî ^ 17,91 Gj?'^
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920 à 959.
y/358 = 18,9208879

V/iu7 == i'2,9-2-28 4 80

/^ = i<),9^858<S

/48 = <),928'2o3-2 V^)4 = 13,9-28388 î \/rW = -2o,9'284495

V/48i = 21,931712-2

/223 == i4,933i845

^63 = 7,9372539 /2;')4 =-- 15,9373773

V'^7 == 16,9410743

/3Ï2 = 17,9443584

/359 == 18,9472953

V^ == 19.9499373

V/4^9 = 20,9323208

/482 ==21^9^449^4

/8o == 8,944-2719

/99 == 9î9498744

^/r2o = 10,954451'î

/i43 == ii,9582607



/i"68 == 12,9614814

/n)5 = i3,9<>4<4oo

/224 == i4}<)^)6-295

^255 == i5,9(>87i94

V/2SK= 16,970^2;

/^ == i7,972->.oo8
/3Go= 18,9736660
/399== 19,9749^44

/44o = 20,9761770
V/W == 21,9772610


