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SUR LES FRACTIONS CONTINUES ALGEBRIQUES;
Par M. R. pe MonTEssus.
Je rappelle, en modifiant un peu la forme, quelques notions

dues 2 M. Padé.

Considérons un Tableau de fractions rationnelles
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ou Uj, V£ sont des polynomes en z, respectivement de degré n

et p, choisis de mani¢re que le développement en série de la
. U2
fraction £
Vi

U’l
(1) v—ﬁ = So4 S1Z et oA Sppp TP 4 AZNHPH 4 pantprig,
n .

ail pour termes de degrés inférieurs & n + p +1 les termes d’une
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série illimitée donnée y,
Yy=S+ 81 +...+spxh+..., So #Z 0.

Cela permet de supposer que le terme constant de U" est s‘(, et
que le terme constant de V2 est I'unité.

Une fraction W du Tableau est dite normale, s’il n'existe

aucune autre fraction ayant pour numérateur un polynome de
degré n et pour dénominateur un polynome de degré p dont le
développement coincide dans ses n + p -+ 1 premiers termes avec
la série y. :

Nous supposons que la série y donne liew a un Tableau de
Sfractions normales. La condition nécessaire et suffisante pour

~qu'’il en soit ainsi est que tous les déterminants Ay, (p, g =o, 1,
2,3, ...)

Sp+1 Sp cor Spiti—yg

A = Sp+2 Sp+1 ... Spio—g

’)q - . .o
Sp+i+q Sp+q .o Sp+1

soient différents de zéro.
Une suite quelconque de fractions du Tableau,
U U, U;

(2) .‘TI, -V—;, LA ] v—i,

ceey

n
chacune étant plus avancée que les précédentes Ui est plus
p q P 7 p

avancée que 37 U sip+n>m-+ q) définit une fraction continue

appartenant 3 l’une des deux catégories suivantes :
I. Si

U1= a, V‘=l, U,= ay Qg+ %3, Vg:lg,
a;Ui-g+a; Uiy = U, '
\ #; Vieg+a;Viy=V; (‘=31 49 5,0.0)

. . . U . .
les fractions -V—i sont les réduites successives
i

A2
ap, al+;’ an+'——;;
2 3
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de la fraction continune

a
ay + 2
]
as—+
a,
iy + —
II. Si
Uy=a, Vi=ay, Us=aja,, Vo= ajaz+ a,
ajUjs+ a;Ui—y=U,;,
#;Via+a;Via=1V;
. U; I . ay )
les fractions v, sont les réduites successives T e
¢ ! ay + —2
ay
de la fraction continue
L
a
ay+ — L
a3
as -+ —

b

de sorte que !’étude d’une suite de réduites telles que (2) revient
a Uétude d’une fraction continue.

La réciproque est vraie : l'étude d’une fraction continue
revient a U’étude d’une suite de réduites.

Toute suite illimitée de réduites, chacune plus avancée que

les précédentes,
U, U, U;

VOOV WY

ou toute fraction countinue, représente une fonction. Cette suile
converge en méme temps que la série

(—1 Ap+t 4+ (—1)? Aps +...+(—|)'l—-A—"3i +...

(S' ) V_I'Vl'_“'l vp+l vp+2 V,,_, V’I
(Ai= Ui Vi—U; Vi),

dont I'étude, assez compliquée, se simplifie si les numérateurs A;
sont des monomes entiers en x

ANi=c;zm (ci const., m cntier et positif).

Cetle simplification a lieu si les réduites de la suite considérée
sont toutes consécutives, c’est-a-dire si, en posant

U; l_J_ﬂ Uiy _ E«';_'

= ) = T’
Vi V4 View VY,
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on a, soit
P+Il+ i =(1+"7c
soit
p+n-+2=q-+m.
En effet, si, dans ce cas, (C) est le cercle de la convergence de
la série de puissances

(s") (—D)A g+ (— 12 A e+ .+ (— DIApg+...,

la suite des réduites converge dans le cercle (C), sauf aux points
qui seraient des zéros pour une invinire. de polynomes V. Nous
disons une infinité, parce que dans I’étude de la valeur prise par
la fonction définie par la suite de réduites en un point d’affixe «

. Sy .U .
nous convenons de supprimer les réduites de rang fini g%, ou V,
. v r
a le point a pour zéro.
Si les polynomes V, tendent vers un polynome limite V, la

fonction représentée par la suite

U, U, U,

Ve Wt yhr e
doit étre regardée comme ayant pour péles les zéros de V se
trouvant dans le cercle de convergence.

Ces considérations et ce fait bien connu qu’il est possible de
déduire d'une série une fraction continue convergente parfois dans
une aire ot la série ne l'est pas, et réciproquement, conduisent a
la question suivante : Une suite de réduites consécutives d’un
Tableau de fractions normales définit-elle une fonction iden-
tiqgue a la fonction définie par la série qui a donné naissance
au tableau et, dans ’affirmative, la fraction continue corres-
pondant a la suite prolonge-t-elle la série en dehors de son
cercle de convergence? Je vais montrer que certains résultats,
dus a M. Hadamard, permettent de résoudre cette (uestion dans
le cas d’une suite de réduites consécutives

Uy U, U3 uz
S, Up, Ui Yo
Ve VP Ve \[

faisant loutes partic d’unc méme ligne horizontale d’un Tableau
de fractions normales.



— 32 —
1. Sil'on posc

Vi =1—B} 2 +BJ 22— ..+ (—l)' BYpxi4...+ (= 1)PB 2,

.. . . . U .
la condition imposée, & la fraction ¢ d’avoir pour les m + p
m
premlers termes de son développement en série les m + p pre-
miers termes de la série

©

i
2 Spxh,

0

nécessite que BY ,, ..., B} , vérifient le systéme d’équations

‘ Smar— BY psm4. .o+ (—1,P B sm—pr1 =0,

(2) ? ...... e e PR e )

Smap=— B pSmap—1=.. o (— 9L B;ﬁ pSm = 0.

M. Hadamard, recherchant un polynome P () tel que le produit
d’une série donnée f(x) par ce polynome soit une série conver-
gente dans un cercle de rayon supérieur au cercle de convergence
de f(x), amontré que, si les modules des poles a,, 2,, ..., ap,

%py1, -+ - de la fonction représentée par la série

E Sn xn

0
vérifient les inégalités

(3) |1x|§|¢2|§---~<_-|ap| <|1p+1|§_|41)+2]§~'-;

les coefficients B"‘ tendent, quand m croitindéfiniment vers des
Jimites B; , lelles que

Vo = lim VI, = (._ 5) (._ ﬁ) (,_f i),
m=w Ay Ay Ap

chaque pole multiple devant étre compté pour autant de pdles
~simples qu’il entre d’unités dans son degré de multiplicité.
Au contraire, si

lallélzilé---glupl =.!ap+l]§|ap+2|§-~-:

il se peut que les quantités B tendent vers des limites qui ne
soient plus les fonctions symélrlques des affixes des poles a,, ..., a,
et méme ne lendent vers aucune limite.
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2. Si les inédgalités (3) sont vérifiées, il est & prévoir que le
g ) 1 {
cercle de convergence de la série (s”) a pour rayon |=,,|. Kt, en
effet, posant

im . . o OP ' ) - P s
,:' =Sy (-‘Il.m n—4...-- Cfu Aem m |+ L’u,m x '"v

on a

AZ=Ul "V —UpVL = (s0+Ch o +...+Ch | an—1)
< [1—Bf x4+ .4~ (—0)PBL ,aP|
- (3".4._ CIl’.n""" +...+ C”,n""")
X1 =By jo . .- (—1)PB) ) rr],
el A;‘, se réduisant & un terme monome, puisque les réduites
sont conséculives

n o -
Ap = (—n)r+tCl , "Z.p anrr,

car le terme de degré z#+2 est ireéductible, comme unique de son
espéce.

Or les coelficients C?, ont pour expressions

Cll" m =8 — B’l"‘ pSos
GI;, m =S B’]". pS1t ng" pSos

he s e e e s e et ettt .s

— m
(4) J Cﬁ.m =Sp— I;l. pSp-1.. B (— l)p B%’, pSos

Clh o= $pak— B pSpakmr oo (= )P B 51

Teesee ey

— m . m o
Cx:,m =Sm— Bl.ll“”l—l + o+ (= ey B/:, pSm—p,

de sorte que P’élimination de BY , ..., By entre les équations
du systéme (2) et la derniére équation du systéme (3) nous
donne

S$m— Ch

m,m Sm—1 e Sm—p
Sm41 Sm cee Sm—p4
0,
Sm—+p Sm+-p—1 e Sm
v s
d’oul
Sm Sm—1 e Sm—p
Sm+1 Sm oo Sm—pt
PN . e e
cr _ Sm+p  Smp—1 ... Sm
myom — " N N
Sm Sm -1 cee Sp—p4
Sm+1 Sm eve Sp—pir2
Smyp=1t Sm+p—2 ... Sm

XXX.
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Quant a B, ,, le systéme (2) nous donne, au signe prés,

Sm+1 Sin cer Sm—pae
Sm+2 Sm+1 cie Sm—p+3
_ Sm+p  Sm+p—1 ... Sm+1
B, ==
2, -
f Sm P
Sm+1 Sm e S"l—]'-f—!
Sm+p—1 Sm+p—2 .. Sm
On a donc
Sn Sn—1 .. Sn—p
Sn+1 Sn <o Sp—p+1
S, — ces
AR =z Sn-+1 n+p—1 Sn
Sn—q Sn—2 e Sn—p
Sn Sn—1 cee Sn—p+t
Sn+p—2  Sn+p-3 .- Sn—1

Si l'on pose n — p = k, il s’agit don¢ de déterminer le rayon de

convergence de la série

Sk Sk+1 e Sk+p
Sh+1. Sk+2 cer Skip+1
(=
2 Sk+p  Sk+p+t oo Skap
F Sk Sk+1 oo Skyp—1
Sk+1 Sk+2 e Sk+p
Ska-p—1  Sk+p—2 <+ Sk+2p—2

xtp+k ,

ol ¢ est un nombre fini bien déterminé et invariable.

Dans la question du polynome P (z), M. Hadamard a trouvé,
lui aussi, ces rapports de déterminants. Ecrivant avec lui

Sm Sm+1 .o Sm+p

D | Sm+1 Sm+2 cee Smp—it
mp= )

Sm+p Sm+p+1 -oo Sm+3p
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nous avons a chercher le rayon de convergence de la séric

k=w D
2 —‘_.’.p_x'![)—hk_
Dy, p—1
i=q

On sait que ce rayon a pour expression

I|m =

i
Dy p| m - \/f Dy .v|
IDk,.—:I :.o{/“)‘ T l|
Mais, si les inégalités (3) sont vérifiées, on sait aussi que /D] p|

t

a pour limite - Le rayon de convergence de la série s”

|21, %85+« -1 @pa]
est donc bien |ap|.
3. Si, pour une valeur déterminée x, de la variable x, les
8] 0 )
U Uk
suites —% v’ V,'Z (k=nu, 2, ...) tendent Uune et U’autre vers des

limites déterminées, ces limites sont 1pENTIQUES.

, . Uk U k .
Il suffit de démontrer que si 'VIT:’ d’une part, et V;::: » de l'aulre,
&

tendent vers des limites finies et déterminées, la dlﬂ'erence de ces
réduites tend vers zéro.

Remarquons, pour cela, que |z,| <<|2p4], car les réduites

k
V5’ convergentes seulement dans le cercle de rayon |a,,,|, sont
k

supposées convergentes au point d’affixe z,, et que la différence

k k
Us _ Ubsy

) D+1
Vi Vi

peut s’écrire, comme le montre un calcul simple,

1 Dy,
\AG D;.',: ghrodt  (k—p+1=h)

Il sufit donc de montrer que

D,
P ke (2 =x,)
h,p—1

tend vers zéro quand &, c’est-i-dive &, croit indéfiniment. 1l en est
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bien ainsi, car la série

de rayon de convergence |a,.,|, est convergenlc au point o,
puisque, nous l'avons fait observer,

[@o] < lopsi

4. Tl ressortde ces considérations qu’étant donnée une série de
Taylor représentant une fonction f(x) dont les p péles les
plus rapprochés de Uorigine sont intéricurs a un cercle (C)
lut-méme intérieur aux péles suivants, chaque podle multiple
étant complé pour autant de poles simples qu'il existe d’unités
dans son degré de multiplicité, la fraction continue déduite de
la ligne horizontale de rang p du Tableau de M. Padé, ce
Tableau étant composé de réduites normales, représente la fonc-
tion f(x) dans un cercle de rayon |ap,|, oit 2y, est Uaffize
du péle le plus rapproché de Uorigine parmi tous ceux qui
sont extérieurs au cercle (G).

Si tous les pdles ont des modules différents, les fractions
continues correspondant aux lignes horisontales représentent
toute la fonction; s'il existe simplement des discontinuités dans
Pensemble linéaire des modules des pdles, les fractions continues
correspondant & des lignes horizontales convenablement choisies
représentent encore la fonction.

Si tous les poles sont simples, la représentation a liew dans
des cercles d’autant plus grands que la ligne horizontale
choisie est plus éloignée dans le Tableau. S’il y a des pdles
multiples, il y a stationnement, en ce sens que plusicurs lignes
horizontales consécutives représentant la fonction ont le méme
rayon de convergence. S’il y a enfin un point singulier essen-
tiel, le stationnement se prolonge indéfiniment, aucune des
JSractions continues considérées ne représente la fonction en
dehors du cercle sur la circonférence duquel se trouce le point
singulier essentiel le plus rapproché de Uorigine.



