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SUR LA FORME DES LIGNES GEODESIQUES A L'INFINI
ET SUR LES GEODESIQUES DES SURFACES REGLEES DU SECOND ORDRE

Par M. Hapamarn.

Dans un précédent Travail (') j’ai montré que, sur une surface
a courbures opposées, toute nappe infinie évasée (2) peut étre
considérée comme limitée par une géodésique fermée, qu'on
peut appeler la ligne de gorge de cette nappe, et telle que toute
géodésique qui traverse ceite ligne pour entrer dans la nappe
s’éloigne ensuite constamment et indéfiniment sur celle-ci.

Ne peut-on rien dire de général sur la forme des géodésiques
qui s’éloignent ainsi a I'infini?

L’étude du paraboloide hyperbolique, et surtout celle de
I’hyperboloide réglé, vont nous donner a cet égard quelques ren-
seignements, en méme temps qu’elles nous fourniront certaines
vérifications intéressantes des théorémes généraux.

Hyperboloide. — Soit I’hyperboloide a une nappe
rr oyt g2

—K—i——ﬁ—f—a‘——l (A>0,B>0,C<o0);

on sait que la théorie des surfaces homofocales permet de repré-
senler les coordonnées d’un point de cette surface par les for-
mules

It

/.z"-’ AA+ ) (A+p)
\ (A=B)A—=0C)"’
), _BB+MHB+p)
=B =C)(B—=A)’
22=C(C+X)(C+p),

(C—A)(C—B)

(1)

et que, dans ces conditions, I'élément linéaire prend la forme

ds? — A—n [ A d)z o @ dp?
7

4 (A2 (B+2)(C+2A) _(A+(J.)(B+[J.)(G—|—y.)]

h varie entre — A et — B, u entre — C et + o; de sorte que

(1) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. CXXIYV, p. 1503.
(*) Voir, pour le sens de ce mot, la Note citée.
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la surface cst représentée, surle plan des Au, par la région déli-
mitée sur la fig. 1. Cette région doit étre considérée comme la
superposition de huit feuillets qui se distinguent les uns des
autres par les signes des coordonnées z, y, z; la traversée de la

Fig. 1.
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ligne w = — C (ellipse de gorge) correspondant au changement
de signe de s, pendant que les traversées des lignes A= —A,
), =— B (hyperboles principales) correspondent respectivement

au changement de signe de x et au changement de signe de y.-
En vertu dela forme de I’élément linéaire, I'équation des lignes
géodésiques est

)
5 f‘“\/u B A F ) (BFACF )
VY

d
’ “f"*‘\/(p—k>(A+u><B+ D(C+ 1)

(les deux constantes avbitraires étant £ et la constante additive /
due aux quadratures); ou, sous forme différentielle

(2)

A
(A —A)A+A)B4+A)(C+Q)

‘d)\
<

(2)

_ @ _
( - d“\/(v—k)(A+H)(B+u)(C+ ") =dt,

t désignant une variable auxiliaire.



— 197 —
La quantité A doit étre comprise entre 2 et &, pour que le rap-

port Jd)\z soit réel. Si, par conséquent, nous envisageons d’abord
le parz;mélre i, nous voyons que cette quantité peut varier depuis
la plus grande des quantités — C, & jusqu’a + oo.

Si est croissant 4 un moment quelconque, il croit, dans toute
la suite, constamment et indéfiniment. Si, au contraire, u est ini-
tialement décroissant, il décroit jusqu’a ce qu’il ait atteint sa
limite inférieure, ce qui arrive, si k£ —C, lorsque ¢ a varié
d’une certaine quantité finie. u redevient alors croissant et aug-
mente indéfiniment.

Si la limite inféricure est — C, la géodésique traverse U'ellipse
de gorge et passe de 'une & I'autre des deux moitiés (nappes in-
finies) que cette ellipse détermine sur la surface.

Sila limite inférieure est k, il n’y a pas changement de feuillets
lorsque p atteint cette limite. La géodésique ne traverse pas le
cercle de gorge; elle vient de 'infini et y retourne sur la méme
nappe.

Nous trouvons bien la les deux catégories générales de géodé-
siques prévues par la théorie des surfaces a courbures opposces
et obtenues par Halphen (') pour le cas de I'hyperboloide de
révolution.

Si enfin k= — C et que p soit initialement décroissant, il sera
décroissant pour toute valeurde ¢ ct tendra vers -— C pour ¢t =10.

Quant a ), il est clair qu’il oscillera entre les deux valeurs — A
et —B si k> — B; a chaque oscillation simple, ¢ variera d’une
méme quantité, fonction de £, a savoir

. A / )
(3 L/_A M TTHAENEIETY

Nous pourrons, pour abréger, représenter cette expression par
le symbole [ — A, — B], en désignant, d’unc maniére générale,
par %y, 2:] 'intégrale analogue & (3) étendue entre les limites
hyy A et prise en valeur absolue.

Les contacts avec les lignes A=-— A, 5= — B correspondront
respcctivement, dans U'espace, a des changements de signe de @
et de y, de sorte qu'il n'y a retour au fewillet primitif qu'au

(') Traite des fonctions elliptiques, 1. 1L, Chap. V1.
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bout de deux oscillations doubles, ce systéme de deux oscilla-
tions doubles donnant une circulation autour de I’hyperboloide.

Combinons ce que nous venons de trouver relativement a la
variation de X avec ce qui a été précédemment obtenu pour p,
en prenant d’abord le cas de £ = — C (fig. 1). Comme, dans ce
cas, t augmente indéfiniment lorsque w tend vers — C, ) effec-
tuera une infinité d’oscillations; autrement dit, la géodésique
s'approchera indéfiniment de I'ellipse de gorge en s’enroulant
indéfiniment autour d’elle; c’est une asymptote a Uellipse de
gorge, derniére catégorie de géudésiques prévue par la théorie
et obtenue par Halphen sur I’hyperboloide de révolution.

Considérons au contraire, k étant quelconque, ce qui se passe
lorsque p. augmente indéfiniment. Dans ces conditions, nous
avons vu que ¢ reste fini. Donc A n’effectue qu’'un nombre limité
d’oscillations et tend finalement vers une valeur limite ) ; en
d’autres termes, la ligne figurative de la géodésique sur le plan
de Ap. a une asymptote verticale.

Si, pour fixer les idées, nous supposons le point (%, u,) pris
assez loin sur la géodésique pour que A et w n’atteignent plus
leurs valeurs extrémes entre ce point ct I'infini, la quantité ), sera
déterminée par la condition
(4) [Ro, M]=[p1, =],

Ao €5t ainsi exprimé en fonction des deux constantes arbitraires
k et { (car il est a noter que la constante [ figure effectivement
dans la relation précédente).

Nous avons supposé k> — B; dans le cas contraire ('), la
limite supérieure de A serait & et il semblerait au premier abord
que X puisse osciller un nombre quelconque de fois entre cette
limite supérieure et la limite inférieure —-A.

La théorie générale montre immédiatement qu’il n’en est rien
et que la géodésique ne peut rencontrer deux fois la ligne A ==—A;
car (en l'absence de toute rencontre intermédiaire avec A = — B)
P'arc de géodésique compris entre les deux intersections en ques-
tion formerait avec U'arc de I'hyperbole principale terminé aux

mémes extrémités un biangle géodésique réductible, ce qui ne se
pecut.

(") L’hypothésc & = — B n'oflre aucune particularité importante.
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D’ou provient ici cetle impossibilité? Comme la variation totale
de ¢, lorsque 'on suit la géodésique sur son parcours indéfini
dans les deux sens, est égale a 2[ — C, ], l'oscillation double
sera impossible si 'on a 'inégalité

2[— A, k] > 2[—-C, =].

Il est remarquable que 1a démonstration de cette inégalité ct
d’autres analogues que nous trouverons plus loin puisse sc faire
par la méme méthode que j'ai employée ailleurs (') a propos du
mouvement du corps grave de révolution, et qui consiste & em-
ployer la théorie des fonctions de variables complexes.

Nous considérerons, dans le plan de la variable complexe A :
1° un lacet L, (fig. 2) partant de A ==+ o et y revenant aprés

Fig. 2.

/(_Lg N T
<A

s B o -C

circulation autour du point A —=C, ce lacet étant parcouru
dans le sens positif sur sa branche supéricure; 2° un lacet L, ¢n-
p P ) 2
tourant les points A =— A, A = A; 3 un lacet L, entourant les
p 2l b 3
points A = — B, A = o, ces lacets étant, comme le premier, suivis
en sens positif sur lenrs branches snpérienres.

La fonction \/()\—/f)(A+)\))\(]3+)\)(C+)\) sera holomorphe

dans D'aire comprise entre ces trois lacets et un cercle de rayon

trés grand; si elle est positive sur la branche supéricure de Ly,
elle sera négative sur la branche supérieure de L, (I'argument de
la quanuté sous le radical variant de — aw lorsqu’on passe de
I'une a l'autre en restant dans la moitié supérieure du plan) et
positive sur la branche supérieurc de L;. Comme Pintégrale le

('Y Bulletin des Sciences mathematiques. 2* sévie, 1. XIX: octohre 1895,
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long du grand cercle est infiniment petite, lc théoréme de Cauchy
donne

2[—C, o]—2[—A, k]+2[—B,0]l=0o,
par conséquent le résultat demandé.

Examinons maintenant quelle sera, dans U’espace, l'allure de la
géodésiqué a I'infini. Pour cela, nous partirons de 1'équation
en ), 1, qui n’est autre que I'équation (4) olt X, et u, sont rem-
placés par ket p: nous développerons le premier membre suivant
les puissances de % —D,, et le second suivant les puissances

1 .
de —> soil
[J.

(X — ko) / Yo -
RN G IO (A k) (B - ) (G + Ry

1 k—=A—=B—-C
.

Vi Sp

Substituant dans les équations (1), il vient

TN T e diad S =B (B )€+ )
\me—a[ VAS Vi % el

~ -_— Ii 0 N /T ——()\O—A)(CT)\O)(A+)\|\)
G = \/(B B >[‘/”(B”°)‘/*‘+\/ » :
A SR e ()0-—.1.)(/\4—)\0)(3—4—)\0)
:=\/ E=AC=5) A)(CA_B)[‘/ (c+xo)¢p+\/ » ]

les térmes non écrits étant infiniment petits.
Donc, la géodésique est asymptote & une droite; et nous
noterons que la position de célle-ci dépend a la fois de A, ct de k.

Paraboloidé. — Les choses se passent d’une facon assez
analogue sur le paraboloide hyperbolique dont I’équation est

; y? . A
T\*—O—B—-—-‘Zo—o ( >0’ B<°)

et la représentation en coordonndées elliptiques

_ AA 4+ M)A+ p.)

B—A
(6) e B(B—l—-X)(B—*—p.)
L e

V23 =A+u+ N+ B
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La surface est représentée sur le plan des 'Ay. par quatre
feuillets recouvrant I'angle droit
A<l — A, w>—B

(fig. 3) et se raccordant entre eux suivant ses cOLés. Sur la sur-
face, ces feuillets correspopdent a quatre secteurs disposés autour

Fig. 3.

du sommet, de sorte que chacun d’eux est adjacent a deux autres
et opposé a celui qui reste.
L’élément linéaire élant

dsz-:.)\_p'[ A dA? wdp? }’

i LA B+-N A+p)(B+p)

une géodésique quelconque est représentée par 'équation

) _ ] 3
@ fa \/(x “HA VBN ‘fd“\/<.u~ BHA+ @B+ p’

les deux constantes arbitraires étant, comme précédemment, A et
la constante ! des quadratures. Nous désignerons par (hy, hs)

A
l’intégralef o /‘)(A}-)\)(B 5y prise en valeur absolue.
1' - I O

La formule (7) montre que k est compris entre k et i, et que
'une quelconque des quantités X, w, si clle a commencé i
croitre en valeur absolue, continue & varier dans le méme sens;

mais que, si elle est initialement décroissante en valeur absolue,
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clle atteint unc certaine valeur limite a partir de laquelle son
module redevient croissant.

En un mot, chacun des paramétres X ct u part de I'infini (né-
gatif pour A, positif pour @) et y retourne (') aprés avoir passé
par un certain module minimum (A ou — A pour A, £ ou —B
pour ). De ces minima de || et de , I'un au moins correspond
a un changement de feuillets; les deux, si & est compris entre
— A et —B.

L’intégrale (X4, A) estinfinie avec |A| : pour étudier Dallure de
la géodésique a linfini, nous écrirons la formule (7) sous la
forme

o Ao A 1 )N
]0"(:_4 )‘_1> +f;, - (ﬂ[l - \/(l—lf)(A+1)(B+k)]
[’
¢ ]
—£ d“[\/w—km+zz><B+m_E] =

(les radicaux étant pris positivement) : nous constatons alors que

N .. , .
n tend vers une limite ¢ donnée par I'équation

oz (%)« [ —ax|Lay/ A
S\T%) 7, Y C—BAF BN

+ o mn l‘ _
? "fp d‘*[\/(u-—/f)(r\+H)(B+H)~§J—0

®)

Mais nous pouvons développer les deux membres de I'équa-
. . . I I .
tion (7) suivant les puissances de — 5 et de o Tespeclivement,

puis intégrer : la relation précédente donne la valeur de la con-
stante d’intégration et il vient

log(—X) + é—_i——zB)\;—/: +...=log(—¢q)+logu+ A+rB—# “+...

20

ou, en passant des logarithmes aux nombres

A—f-—B-—/{
r+ ~T——-+...=—q(u+

A+~B— 4k >
—_— ),

les termes non écrits élant infiniment petits.

(') Iy a exeeption pour £ = N\ ou A - - B (asvmptotisme aux paraboles
principales).
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Donc, la ligne figurative de la géodésique a une asymptote.
La géodésique elle-méme a également une asymptote dans
l’espace : car, en substituant dans les formules (6) la valeur
trouvée pour A en fonction de p, il vient

[ ( ) A—i—B-—k<+1)
—agA _'/
Z‘:i‘/ BEA [J-—l-r > i .0 1y

(8" ( ) A—&-R—A( .l..>
-= A_B = oo
2;=y(1—q)+A+B—L_*—_—z—(l—.—q)+....

.

Nous avons, maintenant, @ nous demander ce qui, dans le cas
général, correspond aux résultats obtenus (relativement a la forme
des géodésiques) sur les nappes infinies de 'hyperboloide.

On peut remarquer, a cet effet, que, lorsque le point mobile
s’éloigne & l’infini sur la géodésique dans une direction déter-
minée, ]a représentation sphérique tend vers une position limite
déterminée; et c’est ce fait qu’on peut chercher a généraliser.

Seulement, la question ainsi posée ne dépend pas seulement de
I’élément linéaire; sa résolution exigerait que 'on ait déterminé
la surface elle-méme; et elle n’aurait aucun sens pour les pro-
blémes de Dynamique a deux degrés de liberté, autres que le
mouvement d’un point sur une surface.

Aussi la laisserons-nous de cOté et considérerons-nous la géné-
ralisation cherchée sous le point de vue suivant :

Représentons les points de la nappe infinie par leur distance «
(comptée suivant la géodésique normale) i la ligne de gorge et
I'arc ¢ de cette ligne, comptée depuis une origine fixe jusqu’au
pied de cette distance. Je dis que lorsqu’un point s'¢loignera
indéfiniment sur une géodésique, v tendra vers une limite.

Pour le prouver, counsidérons I'équation ditférentielle des

géodésiques
d?u du\ 2
rriakd A (Ts) ’
ou
- I 0C
G o

(dur+ C2 (Iv- étant Pélément linéaire).
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Si la courbure est négative, la quantité ; est décroissante

I
lorsque w« croit et I'on a, par conséquent,

1

| L
‘>u+lz’

I ¢étant une certaine constante; moyennant quoi, I'équation diffé-
rentielle montre que I'on a

du’\? 2 du
—leg[l—(m) ] > 7——7—7’

ct, par suite, que la quanl,ilé

’ d 2 d' 2
[1——(;&) ](u+h)z:[0(-l§(u+h)J

est toujours décroissante lorsque 'on s’¢loigne sur la géodésique.

Lt . L d) .
k désignant la valeur de I’expression (”E; (e~ 1) au point (uy, ¢y)

de la courbe, il vient

r T ds
V—Vo<1tf TUE Edu.

to

1s . a O T
Or le rapport :i_ft tend vers I'unité et quanta C,1l est égala w mul-

. g, . ., . . . . 02C
tiplié par une quantité non infiniment petite <a cause de 5 >o>.

Donc, U’intégrale du second membre est finie pour uw=o :
ce qu'il fallait démontrer.

*

Considérons une géodésique L qui ne sort el n’est sortie a
aucun moment de la nappe infinie, de maniére que « ait un cer-
tain minimum au point (u,, ¢,). Nous venons de voir que la va-
riation tolale de ¢, lorsqu’on s’éloigne (dans un sens déterminé
quelconque) depuis ce point (i, vo) jusqu’a l'infini, a une valeur
parfaitement déterminée.

On peut d’ailleurs considérer L comme définie lorsqu’on
donne w«, et ¢,.

Supposons que, sans changer vy, on augmente w,, de maniére
a substituer & L une nouvelle géoddésique L'. La variation totale
de ¢ a diminué par ce changement.

En effet, les valeurs de «, corvespondant a unc méme valeur
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de ¢ sur L et sur L/ ne sont jamais égzles : sans quoi lc point
d’intersection ainsi obtenu serait sommet d’un triangle, formé
par L, L' et la géodésique v = vy, triangle qui serait réductible et
birectangle : ce qui ne se peut. Donc, la valeur relative a L/ est
plus grande que la valeur relative & L, et, par conséquent, u
devient infini sur L’ avant de le devenir sur L.

Que devient cette variation totale de ¢ lorsque u, augmente in-
définimenL? Tend-elle vers zéro ou vers une limite non nulle? La
considération de la courbure totale va nous permettre de répondre
a celte question.

Considérons, en effet, la géodésique menée, normalement a la
ligne de gorge, par un point quelconque m(u, ¢) de L. L’angle «
que fait cette géodésique avec L tend vers zéro, puisque son

. du . T '
cosinus est T Or la différence 5~ n’est autre que la courbure

(prise en valeur absolue) du quadrilatére compris entre L, laligne

Fig. 4.

v=y,

de gorge et les deux géodésiques normales (celle que nous venons
de mener et la géodésique v =, (fig. 4), puisque ce quadrilatére
a trois angles droits.

Donc la valeur tinale de ¢ correspondra a une géodésique
v=v, (fig. 4) telle que la courbure totale de la région comprise
entre la ligne ¢ == ¢, — ¢, la ligne v = ¢y, la ligne de gorge et la

. T
ligne L tende vers - lorsque ¢ tend vers zéro.

Cela posé, deux cas principaux peuvent se présenter.
En premier lieu, la courbure totale de la nappe infinie peut
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avoir une valeur finie : il en sera alors de méme pour la courbure
de la bande comprise entre la ligne de gorge et les lignes ¢ = ¢,
v = v, : cette derniére courbure sera manifestement de la forme
F00) = f(v0).

La fonction f(¢) sera constamment croissante : il n’est pas
démontré qu’'elle sera continue, mais les expressions f(v 4+ 0),
f(v— o) auront évidemment un sens. Lorsque ¢ augmentera de
la longueur / de la ligne de gorge, f(v) augmentera de la quan-
tité K, qui est la courbure totale de la nappe infinie, prise en va-
leur absolue.

Dés lors, il résulte de ce qui précéde que, sur la géodésique L
considérée tout & 'heure, la variation totale de ¢ (depuis u = u,
jusqu'a u =oc) tendra, lorsque u,.augmentera indéfiniment, vers
la limite vy — ¢y, ¢, étant donné par I'équation

Lf (o] =S (00) = 7>

ou [f(vy)] désigne une quantité comprise entre f(¢,+ o) et
Sf(vi— o).
T

On remarquera que, si K est inférieur & -, L devra tourner
2
autour de la nappe infinie une ou plusieurs fois, et un grand

nombre de fois si K est petit par rapport a ;; cela, si grand que
soit ug.

Supposons, au contraire, que la nappe infinie ait une courbure
infinie. Alovs il est naturel d’admettre que la bande comprise entre
deux géodésiques normales a la ligne de gorge a également une
courbure infinie.

Les remarques présentées précédemment montrent alors que
la variation totale de ¢ est nulle pour u,—= .

Il ne reste, comme cas intermédiaire, que celui ou la nappe
serait divisée, par certaines géodésiques normales a la ligne de
gorge, en bandes dont les unes seraient & courbure finie et les
autres a courbure infinie. Il est clair que ce cas n’offre aucune
difficulté essentielle : la variation de ¢ tendra vers une limite nulle
si la ligne v = ¢, fait partie d’une bande de courbure infinie, et,
en général, vers une limite différente de zéro si la ligne ¢ = ¢,
fait partie d’une bande de courbure finie.
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Sur’hyperboloide, chaque nappe a unc courbure manifestement
comprise entre o et 2. Si 'hyperboloide est trés voisin d’un
cylindre, cette courbure étant trés petite, on voit que toute géo-
désique qui ne traverse pas lellipse de gorge doit tourner un
grand nombre de fois autour de Uhyperboloide.

En tout cas, la portion de surface comprise entre ellipse de
gorge et deux branches d’hyperboles principales différentes (au-
trement dit le huiti¢éme de la surface enti¢re) a une courbure in-

, . . T , , . . .
férieure & ~ donc, toute géodésique qui ne traverse pas I'ellipse

de gorge doit, si on la suit depuis son point le plus rapproché de
Pellipse de gorge jusqu’a I'infini, couper au moins unc des hyper-
boles principales, et, si on la suit depuis 'infini jusqu’a I'infini,
couper les deux hyperboles principales, 'une d’elles deux fois.

Ici encore on peut vérifier le résultat directement par des consi-
dérations d’intégrales imaginaires. 1l s’agit, en effet, de démontrer
que, pour kA > — C la variable @ ne peut venir de o0 & £ et re-
lourner 3 oo sans que A effectue au moins deux oscillations entre
— A et — B; autrement dit, de vérifier I'inégalité

2k, =) >2(— A, —B).

Or on a, par une voie toute semblable & celle qui a é1é suivie
précédemment, la relation
(9) 2(k,0) =2(—A,—B)+2(0,— C).

Ajoutons que des résultats analogues aux précédents pourraicnt
¢tre énoncés sur les surfaces & connexion simple, comme le para-
boloide hyperbolique, en considérant des coordonnées polaires
géodésiques wu, ¢ rapportées & un point O de la surface. Si la
courbure de la surface ne tend pas vers zéro a I'infini (exemple :
plan non euclidien), I'angle formé par les asymptotes mencées du
point O a une géodésique trés éloignée tend vers zéro. Si, au
contraire, la courbure totale de la surface est finie (paraboloide
hyperbolique), I'angle limite « est donné par la condition

a+K=m,

— K étant la courbure de la région indéfinic comprise dans cet
angle.

*

Je me propose enfin de vérifier. sur les quadriques réglées,
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quclques-uns des théorémes fondamentaux relatifs aux surfaces
a courbure négative, en étudiant les géodésiques qui joignent
deux points donnés.

Ily a lieu, ici, de commencer par le paraboloide hyperbolique,
qui est a connexion simple.

Partons des équations (6-7), et soit & faire passer une géodé-
sique par deux points dont les quatre coordonnées sont Xy, Xy;
Wiy P2 (a2 X5 me2 ). La variation de ¢, le long de I'arc de géo-
désique cherché, sera représentée par 'une des trois expressions

?n(/-') = (i, As),
¢2(A) = (r1, k) + (D, k),
Pa(h) = (A1, — A)+ (g, — A);

cetle méme varialion sera aussi représentée par I'une des trois
expressions ;

Y (k) = (pis p2),

Ya( k) = (K, 1) + (K, p2),

Ya(h) = (— B, )+ (— B, py),

ct c'est en égalant les deux valeurs ainsi obtenues pour la variation
de ¢ que nous obtiendrons I’équation qui nous lera connaitre 4.

Supposons, en premier lieu, que les deux points donnés soient
dans des feuillets opposés. Alars I’équation en £ sera

93(k) = 3 (k)
et k sera nécessairement campris entre — A et — B.

Or, lorsque k& croit, le premier membre est évidemment dé-
croissant el le second craissant. D’ailleurs 9, (4) est infini pour
k=—Aet (k) pour k=—B.

Donc le probléme admet bien une solution et une seule.

Soient maintenant deux points situés dans des feuillets adjacents
ayant, par exemple, des z de méme signe et des y de signes diffé-
rents; Ak sera déterminé par I'une des deux équations

(10) 'f'l(l‘)= q’-’i("-)v
(1) e2(k) = 3 (h);
il sera d'ailleurs compris entre les deux limites A, et — B dans le

premier cas; Aa et — A dans le second.
Envisagcant la prcmii:rc de ces deux relations, faisons dé-
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croitre k depuis — B jusqu’a A,. Le second membre, d’abord in-
fini, ira en décroissant, pendant que le premier ira croissant
Jusqu’a sa plus grande valeur o (2;). L’équation (10) aura donc
une solution (et une seule) si I'on a

P1(he) 2 Y3 (%)

Prenons maintenant I'équation (11), en faisant croitre & depuis
ha jusqu'a — A, 9,(%2) étant évidemment égal a ¢, (%,), le premier
membre partira de la méme valeur qu’avait atteinte finalement
o, (k). Je dis : 1° que ce premier membre est croissant; 2° que
Pon a g} (k) > ¥, ().

La dérivée 45 (k) est égale &

Py [
f ‘—u’vd7\+f —u'vdl,
—B —B

1 o — du _ 1
VA—k

dh T o —k)/A—=F
A .
°(}) Z\/(A+k)(B+k)~’

quant a la dérivée o, (k), elle a pour valeur

J,

en posant

u(l) =

k

k
uv’d)\—l—[ uo'dh + u(hy) o (Ay) + u (X)) o(Xs),
/s

ainsi qu’on le voit en faisant, dans I'intégrale ©,(£), la substitution
A =k —&. Cette dérivée est donc posilive, puisqu’on a

1
v =;<i—m—m)>°-
De plus, elle diminue de valeur lorsque, sans changer A, on rem-

place A et X, par des quantités plus petites (algébriquement)

A,, X,, car le terme
(A A1) 4+ (X5 Ae),

ainsi ajouté a ¢(k), est une fonction décroissante de £. La plus
petite valeur possible de ¢}, (k) s’obtiendra donc en remplagant %,
et A, par —x, soit

k
25 (k) > 2f uv' dX.

XXVI. th
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D’autre part, ¢} (k) atteint sa plus grande valeur pour py=wu,=cc.
Nous avons donc a vérifier I'inégalité

k ®
(12) ').f uv’d)\>2f —u'vdh.
—» —B

Nous considérerons, pour cela, trois lacets, le premier ¢, joi-
gnant le point A =-—o0 au point A= k, le second ¢, joignant le
point A& au point A = oo; le troisiéme c; entourant les points
A=— A, A=o. Le premier membre de I'inégalité sera

I=fuv’d)\= [—-u’vd)\
cy Je,

(le chemin ¢, étant parcouru dans le sens positif de I'axe réel sur
sa branche supérieure et le radical uv étant pris avec le signe +
sur cette branche); ces deux valeurs sont, en effet, égales entre

elles, parce que leur différence est égale a fd(uv) et que uy
¢y

est nul & 'infini. Le second membre de cette inégalité sera

K =f— uv dA,
Cs

le lacet ¢, élant également parcouru dans le sens positif sur sa
branche supérieure, sur laquelle on suppose u¢ positif.

Mais, si 'on désigne de méme par L l’inlégralef—- v dh
prise suivant le chemin ¢, dans des conditions de sens et de signe
analogues aux précédentes, le théoréme de Cauchy, appliqué a
Paire comprise entre les trois lacets et un cercle de rayon trés
grand, donne

K—I+L=o,
car la fonction — u'¢ est holomorphe dans cette aire, et si le ra-
dical wo est positif sur la branche supérieure de c,, il est négauif
sur la branche supérieure de ¢, et positif sur la branche supé-
rieure de L.

L’inégalité (12) est donc démontrée et il est élabli que, a elles
deux, les deux équations (10) et (11) ont une solution et une seule
dans les limites demandées.

Enfin le cas ou les deux points donnés sont dans le méme
feuillet n’offre aucune difficulté nouvelle; on a ici a résoudre 'une
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des trois équations

?l(/‘)=¢l(k)’ ( )\2</f<lJ'l)f
e1(k) =$a(k), (=B<h< ),

dont la premiére admet une solution sil'on a a la fois

o1 (A) > 1 (Re), 1)< i (p1);

la seconde, si l'on a

e1(r1) > $i ()3
la troisiéme, s11'on a

®1(A2) < $y(Rs)-

Sur I'hyperboloide a une nappe, la question se présente sous
un aspect un peu différent, puisque, la surface étant a convexion
double, deux points quelconques sont joints, non par une seule
géodésique, mais par une infinité de telles lignes, correspondant
aux différents types de chemins que I'on peut tracer de I'un a
I'autre. Donc, pour déterminer une géodésique passant par deux
points donnés, nous nous donnerons le type auquel elle appartient,
et c’est sous cette condition que la géodésique cherchée devra
exister et étre unique. Cette circonstance n’introduit d’ailleurs’
d’autre difficulté que celle de 'énumération des cas, la vérification
étant au fond analogue a celle qui était relative au paraboloide.

En désignant encore par Ay, ha; py, pa (avec A2 hy, pa2 )
les coordonnées elliptiques des deux points donnés, la variation §
de ¢ sur I'arc cherché, exprimée a I'aide de la variation de X, aura
P'une des expressions (')

(13) 0 =F,(k)=|[A1, Xs]+2n[— A, —B]| f("_>”B),
(13) 0 =d,(k)=|[—A, M]+[—A, s ]+2n[—A, —B]| ) \sirnzo
(15) 0= F(k) =[1, k][N, k],

(16) 0= ®(k)=[—A, hM]+[rs, £] y (—A<k<—B),

[— A, k]=a[— A, k]—[ %y, hs]

(') Il semblerait, au premier abord, que la variation de_¢ puisse étre encorc
exprimée par
(16") 8 =[— A NI+, K]+ [— A k] =2[— A K]+ M, M1,
mais c'est ce qui ne peut étre, a cause de 'inégalité 2[— A, 41> 2[— G, =] pré-
cédemment démontrée.
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(n étant un entier positif, négatif ou nul et le signe | | désignant
des valeurs absolues).

Le choix a faire entre ces différentes expressious, ainsi que
la valeur a prendre pour r, doit étre, en général, considéré
comme indiqué par la nature de la question, car I'indication des
feuillets dans lesquels sont situés-les points donnés permet de
choisir entre les équations (13) et (14) et fait connaitre la parité
de n, pendant que la considération du type achéve de déterminer
cet entier. Alors la courbe (), qui a pour abscisses les valeurs
de k et pour coordonnées les valeurs de 0, se compose d’un arc
asymptote 4 la droite k = — B, I'ordonnée § allant en décroissant
de + % a une certaine valeur finie lorsque & croit de — B asa
limite supérieure .

Il n’y a d’exception que pour n = o, cas auquel 6 peut parfai-
tement (sans que nous en soyons avertis par les données du pro-
bléme) étre fourni par la formule (15) et non par la formule (13),
ou par la formule (16) et non par la formule (14): dans ce cas, la

courbe (&) se compose de deux arcs, I'un, § = F (k) [ou 0 = ® (k)]

! Fig. 5.
; r, ]
H h '
| | i
[ '
Voo i
i £ 1
PR :
P '
LA 1
VA !
I S
. !
i , '
E = ko, ;
:' E\E
S P ™ Zmr v
asymptote a la droite k = — B et le long duquel 0 décroit de +

4 une cerlaine valeur finie pendant que A décroit de — B a A,;
Pauatre, § =F,(k)[ou 8 = ®,(k)], le long duquel § décroit a par-
tir de la valeur finie dont il vient d’étre question, tandis que k&
croit de A, & p,; ces deux arcs se raccordent entre eux au point
k=2, (et sont d'ailleurs deux arcs consécutifs d’'une méme

courbe analytique) (fig. 5).
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Pareillement, la variation §, de ¢, évaluée a I'aide de la variation
de u, aura I'une des expressions

(17) Olzn(k)=[—cy}'~l]+[_ C, ["-2] (k<_c)y
(18) 0y = W(k)=[11, 2],
(19) 0y =W(k)=[k, p]+[k, ] (k>—C),

le choix entre I'équation (17) et I'une des équations (18), (19)
étant indiqué parla situation des deux points donnés relativement
a Dellipse de gorge, mais non le choix entre (18) et (19); de sorte
que la courbe (®), qui a les valeurs de k pour abscisses et les va-
leurs de 8, pour ordonnées, se compose : siles deux points donnés
sont de c6tés différents par rapport a Iellipse de gorge, d’un seul
arc, 8, = II(k), le long duquel §, croit constamment et indéfi-
niment pendant que k croit jusqu'a — C; si les deux points
donnés sont du méme coté par rapport a cette ellipse, de deux
arcs, 0, =W (k)eth, = ~li"‘(/r) seraccordant entre eux pour k = p,,
de sorte que, dans la courbe totale, 8, croit encore constamment
et indéfiniment, mais que & croit de A, & &, pour décroitre ensuite
de py 3 —C.

La valeur cherchée de £ est donnée par 'équation 8, = § ou par
I'intersection des courbes (€) et (®): ces deux courbes ont bien
évidemment un point commun ; le fait qu’elles n’en ont qu’un
seul résulte de ce que :

Pour § =F, (k) ou ®,(k), avec 8, =II(k) ou W(£), b est dé-
croissant et 8, croissant;

Pour 6 = F (k) ou ® (k) [avec §, = II(k) ou W (k)], on a

a _ db,

dak dk
(démonstration analogue a celle qui a été faite plus haut, la li-
mite — oo étant simplement remplacée par — B);

Pour 8§, = W(k) [avec b = F, (k) ou ®,(k)], on a

do, | _ | db
rrikdriik

non point constamment (cela n’a évidemment point lieu si n est
trés grand ), mais (ce qui nous suffit) lorsque 6, — § s’annule.
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Pour établir ce dernier point, remarquons que I'une quelconque
des fonctions F, (k), ®,(k) peut toujours s'écrire sous la forme

0 =2n'[—A, —B]+[I],

n' étant un entier non négatif et 1 un intervalle ou un ensemble
d’intervalles (indépendant de k) intérieurs & l'intervalle (— A,
— B) et tels qu’un nombre quelconque compris entre — A et — B
ne soit pas situé dans plus de deux d'entre eux.

Faisons usage de I'équation

(9) 2[/("”]:2[—A7—B]+2[07“C]’

précédemment obtenue; soit d’abord n' = o; alors on aura con-

stamment
df

dk

d
:fﬂ[l]{<2

d
Fl=a =8|

<2

)

id d
7 Lk =] I < !ﬂ([/ﬁ pr]+ A, pa])

. e, d L
la seconde inégalité résultant de ce que —-[ o, — C] est négalif; la
troisitme, de ce que, comme précédemment, le minimum de
d .
lg,;([/fr e ]+[5 Hz])l a lieu pour py = py = oo.

Soit maintenant n' 3£ o; il suffit de montrer que I'inégalité

(20) |§;<zn'[—A,—B]+[IJ>]<z

k1|

a lieu, non point constamment, mais en vertu de I'équation
an'[— A, —B]+[1]=[4, j]+[4 1),

ou encore de 'inégalité qui en résulte

(21) a2n'[— A, — B]+[1]s 2[4, ]

Or, en vertu de la relation (g), les deux inégalités (21) et (20)
s’écrivenl respectivement
2(n'—1)[— A, —B]+[I]£2[0,—C],
; d
a(w == A, —Bl+[1){| <2 1o, €1

So

d
dk !

et il devient clair que la premiére entraine la seconde, car on
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passe de I’élément d’intégrale

X
[']=f,‘“ ‘/()\—/:)(A—r—)\)(B EEN

a l'élément d’ intégrale 7[,?1 en multipliant par ()‘ 3)

séquent, le rapport des premiers membres des deux inégalités pré-

et, par con-

. ] , . .
cédentes est ———> N étant compris entre — A et — B, tandis
2(k—N)

I N
que le rapport des seconds membres est A=) A" étant com-

pris entre o et — C.

En un mot, la relation (9) permet, 3 elle seule, de répondre a
la question dans tous les cas.

Si le nombre n qui figure dans les relations (13) et (14) est'trés
grand, O a nécessairement une trés grande valeur (puisque [— A
— B]ne descend jamais au-dessous d’une certaine limite lorsque &
varie de X, 4 w,); il doitdonc en étre de méme de §,, ce qui ne se
peul que si k est trés voisin de — C. Nous voyons donc bien,
conformément a ce qui se passe, d’une facon générale, sur les
surfaces & courbures opposées, que si l'on joint deux points
donnés m, m' par une geodésique effectuant un nombre de
plus en plus grand de circulations autour de U’ hyperboloide,
la direction initiale de cette géodésique en un quelconque de
ses points extrémes m, m' tend vers celle de I’asymptote menée
du méme point a Uellipse de gorge.

Supposons, au contraire, que la géodésique considérée varie,
d’une maniére continue, pendant qu’une de ses extrémités reste
fixe, mais que l'autre s’éloigne indéfiniment sur une géodésique
donnée L. Dans ces conditions, nous savons que la géodésique
variable tend vers une position déterminée L', qu’on peut encore
appeler une asymptote ou une paralléle lobatchewskienne (')
menée du point donné a la géodésique donnée. Il est aisé de
trouver ici cette position limite. La géodésique variable sera, en
eflet, déterminée par l'équation 8, =0, dans laquelle Xy, ua
seront les coordonnées du point mobile de L, et nous savons

(1) 11 est clair que les paralléles dont nous parlons ici ne doivent pas étre
confondues avec les courbes généralement désignées sous ce nom dans la Théorie
des surfaces,
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que A, tend vers une limite déterminée )y, pendant que u, tend
vers o : la valeur de £ relative a L/ s’obtient donc par la méme
équation 8, =0, ou I'on aura fait X, =X, ®y = 0.

I1 est, dés lors, évident que la limite analogue a A, relative a L/
est égale & Xy ; ainsi, les géodésiques asymptotes entre elles, sur
Uhyperboloide & une nappe, sont celles pour lesquelles la
limite du paramétre \ est la méme.

On sait que si, sur une surface a courbure négative, deux géo-
désiques paralléles (') entre elles restent dans une région finie,
ou si la courbure de la surface ne tend pas vers zéro, lorsqu’on
s'éloigne a l'infini, la distance mutuelle de ces deux géodésiques
tend vers zéro. En est-il de méme dans le cas actuel ?

La réponse est négative : elle résulte de ce que la valeur de &
est différente sur les deux courbes (nous savons, en effet, que la
quantité A, dépend des deux constantes d’intégration) et que, par
conséquent, d’aprés ce qui a été vu précédemment [formules (5)]
sur les allures des géodésiques a I'infini, nos deux courbes sont
asymptotes a deux droites différentes.

Les résultats sont tout semblables sur le paraboloide hyperbo-
lique : sur ce dernier, deux géodésiques seront paralleles si la

limite ¢ du rapport %’:, donnée par la formule (8), est la méme

pour I'une et pour I'autre; dés lors, si les deux courbes ne sont
pas confondues, les valeurs de k qui leur correspondent ne seront
pas les mémes, puisque la formule (8) contient la seconde con-
stante d’intégration. Donc aussiles asymptotes rectilignes |[for-
mules (8')] seront différentes.

Ainsi la théorie des géodésiques paralléles sur les surfaces du
second degré réglées, tout en étant, d’une facon générale, analogue
a la théorie des paralléles en Géométrie non euclidienne, s’en
éloigne et se rapproche de la théorie euclidienne par ce fait que
la distance de deux paralléles tend, non pas vers zéro, mais vers
une limite finie, propriété qui tient, bien entendu, a ce que la
courbure tend vers zéro sur les nappes infinies.

(') Voir la note dc la page précédente.
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