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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES;
Par M. E. Goursat.

1. L’équation aux dérivées partielles du second ordre

) . SZ""‘)\(-T:J')PQ—‘:O)

ol A(z, ) est une fonction quelconque de x et de y, peut se ra-
mener, par une transformation simple, & une. équation linéaire
qui sc rapproche des équations i invariants égaux. Posons

p=u? g =t
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I’équation (1) nous donne
( du T
S 2y =V

1 ;/Xu,

(2)

et I’élimination de ¢ entre ces deux relations condult a l’equanon
linéaire

(3) . Lr 78R Syu=o

Si u est une intégrale de 'équation (3), on en déduira une inté-
grale de I’équation (1) par une quadrature

u

z:L utdr + 3 (3}) dy,
et I'on obtiendra ainsi toutes les intégrales de cetle équation.
Lorsque la fonction A(z, y) est réelle, & toute solution réelle de
I'équation en u correspond une solution réelle de I'équation en s;
si u est de la forme ¢ f(z, ), f(x, y) étant une fonction réelle,
z est encore réelle. D’ailleurs, & toute intégrale réelle de I'équa-
tion en z, correspond une fonction u qui est réelle ou qui est de la
forme ¢ f(x, y). En remarquant que, quand on change « en i,
s se change en — 3, on en conclut que, pour avoir toutes les
intégrales réelles de I’équation (1), il suffit de connaitre toutes les
intégrales réelles de I'équation (3).
Les invariants de I’équation (3) ont pour valeurs

1 02logA .
2 d.td_y_+)\’

h =2, k=-—

les invariants de I’équation (E,), obtenue en appliquant a I'équa-

ou
tion (E) la transformation de Laplace «, = —, ont pour valeurs
p oy I
. Otlogh .
/z,__zh——/.—»m;—_/., ky = h.

Ils sont donc égaux a ceux de 'équation (E) pris dans l'ordre
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inverse; en d’autres termes, l’équation adjointe de l’équa-
tion (E) a les mémes invariants que ’équation (E,) qi’on dé-
duit de (E) par Uapplication d’une des transformations de
Laplace.

Si la suite de Laplace relative a I'équation (E) se termine dans
un sens, du coté des indices positifs, par exemple, aprés n trans-
formations, on sait que la suite relative 4 I’équation adjointe ou a
I’équation (E,) doit se terminer du coté des indices négatifs apres
n transformations également; comme, aprés une premiére trans-
formation appliqué a (E,), on retrouve (E), on en conclut que la
suite de Laplace relative a (E) se termine, du c6té des indices
négatifs, aprés n — 1 transformations.

Toute équation linéaire (E), qui est telle que 'équation (E,)
qu’on en déduit par la premiére transformation de Laplace ait les
mémes invariants que I’équation adjoinle de (E), peut se ramener
a une équation de la forme (3). En effet, en changeant u en
K(z, y)u, on peut toujours ramener l'équation linéaire a la
forme

o2u ou

W—!—b@—i—cu:o;

les invariants ont les valeurs suivantes :

_ob

h:—c, k—a—‘;—

c,

tandis que les invariants de la transformée (E,) sont

2
h.:——c——d—-b—d loge

oy " away ' i=—c

Pour que les invariants A, et k, de cette équation soient iden-
liques aux invariants k et A de l'adjointe, il suffira que I'on ait
hy =k, ou

b ologe,

29 = oy

I'équation doit donc étre de la forme

+cu =o,

2u (“)Iogc x)d_u
2 Ox

ox oy “\a Jdy

\
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x
f X dx
Xo

et il suffit d’y remplacer u par ue et ¢ par — ), pour re-

trouver I'équation (3).

2. A toute équation de la forme (3), intégrable parla méthode
de Laplace, correspond ainsi une équation (1) qui s’intégrera par
des quadratures. La détermination des valeurs de A pour lesquelles
il en est ainsi revient, d’aprés ce qui précéde, au probléme sui-
vant : Trouver toutes les suites de Laplace, terminées dans les
deux sens et composées d’un nombre pair 2n d’équations, telles
que deux équations & égale distance des extrémes aient les
mémes invariants disposés dans l’ordre inverse. On peut obtenir
la solution de ce probléme par des considérations analogues a
celles dont s’est servi M. Darboux pour obtenir toutes les équa-
tions & invariants égaux, pour lesquelles la suite de Laplace ne con-
tient qu’'un nombre fini d’équations. Il faut se servir d’équations
différentielles linéaires & une seule variable indépendante et
d’ordre pair, équivalentes a leur adjointe, au lieu des équations
d’ordre impair qui interviennent dans le probléme traité par
M. Darboux.

Lorsque I'équation (3) est intégrable par la méthode de La-
place, 'intégrale générale de '’équation (1) appartient a la pre-
miére classe d’Ampeére, ainsi qu’il résulte du théoréme général
suivant.:

Si Uexpression

(4) 92,7, X,X, ..., X®, Y, Y, ..., YP) do
=+ \lJ(.’l‘,}/,X’X’, cey X(p)’Y’ YI, ceey Y(P))d]’7

ou X est une fonction arbitraire de x, Y une fonction arbi-
traire de y, et ot © et Y renferment X et Y et leurs dérivées
jusqu’a un ordre déterminé, est une différentielle exacte
pour toutes les formes possibles des fonctions X et Y, on a

ftp dz +  dy ::fF(z-,X,X’, ...,X(P’)d.z'+fF,(_y, Y, Y, ..., Y®) dy
T Fa(zy 7, X, oo, X0 Y, Y, L Y1),

F ne renfermant que z,X, X', ..., X»'; F, ne renfermant
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que v, Y, Y, ..., Y, et Fy étant une fonction déterminée
des variables qui y figurent (V).

Supposons, pour fixer les idées, que les dérivées de l'ordre le
plus élevé des fonctions X, Y, qui figurent dans ¢ et ¢ sont
celles d’ordre p, de telle sorte que 'une des dérivées X, Y(P
entre dans I'une au moins des fonctions ¢ et ¢, mais qu’il n'y
entre aucune dérivée d’ordre supérieur a p. Par hypothése, on
doit avoir, pour toutes les formes possibles des fonctions X et Y,

de _ dy
dy — dz’
en posant
ds  do  do d¢ 5
7)7_—+5YY+ "'ow 7 Y7+ 5yim Y40,
dv,p_db Wi ou N o
dr =z T XX et XKoo X+ g XY
on voit que a ne contient pas Y+ et que i ne contient
9 P . dy
pas X»*+1), 1l faudra donc que I'on ait
9 _ o S
aXm =9 Xp =

c’est-a-dire que ¢ ne contiendra les dérivées de la fonction Y que
jusqu’a celles d’ordre p —1 au plus, et de méme ¢ ne contiendra

les dérivées de X que jusqu'acel le d’ordre p — 1 au plus. Alors % )

et par suite -d?, doit étre une fonction linéaire de X». On doit

dy
de
< dy)

[(oXTP)]2

donc avoir

=0,

(') La proposition s’étend sans difficulté aux expressions
o, dx,+ ¢, dz,+...+ ¢,dz,,
ol 9,9, ..., 9,r enferment n fonctions arbitraires X,,X,, ..., X, de z,z,, ...,

x, respectivement, et leurs dérivées en nombre fini, qui sont des différentielles
totales exactes pour toutes les formes possibles des fonctions arbitraires.



ou, ce quirevient au méme,
d[_9¢ T_
dy | xwE] =

. 02 < v,
ce qui montre que (—d‘(l?)'ﬁ est indépendant de y,, Y, Y/, ..., YP~1),

020 er o
R = o X, XX LX),

On en déduit que ¢ est de la forme

=&z, X, X', ..., X)) + & (2, y, X, X, ..., X-1, Y Y, ..., Ylo—-1)) X(P)
+ Py(2, y, X, X o, X1 Y, L YD),

et I'on démontrera de la méme fagon que ¢ doit éire de la forme

Y=V, Y,Y, ., YO) + ¥ (2,5, X, X, ..., XP-0, Y, Y, .., Yir-)) Y
Wy (2,1, X, X, o, XD, Y L YD),

’

0P ap o ay
Le coefficient de X(PY(P) est ——— Y<P 5 dans dy,et d‘((ll o dansd

on doit donc avoir
00, oW,
oY =D T gXp-1°
ce qui montre que ®, et ¥, sont les dérivées partielles par rapport
a X (P=1) et Y(P=1) respectivement d’une fonction

U(z, 7, X, X, .., X6-0, Y, Y/, ..., Yip-1) =fq>,dxur—n + W, YD,
La différentielle totale de cette fonction U a pour expression

oU U oU
J=(2= + 22X (p—1)
dl"(dz'_‘_dxk—" =) 5 X— >dx
oU  9U, oU (pet)
<5;+;YTY+“'+6_Y7”“'2"Y11 )d_}/
+ &, X dxr + ¥, YW dy,

et 'on peut écrire

f:ydx—i—'{;d_y :f¢dx+/ll"dy+U—o—[@ld.rA—tL,dy,



en posanl
U U, oU _
o1= 9, (E—F;—XX—E- + XK= o XP1 )
. U au , oU
4‘!=‘I‘2—-(;}/+WY o Sy YT “)

Remarquons maintenant que 9, dz —+ ¢, dy doit étre une diffé-
rentielle exacte pour toutes les formes possibles des fonctions
arbitraires X et Y, et que o, et ¢, ne renferment les dérivées de
ces fonctions que jusqu’a 'ordre p — 1 au plus. En répétant les
mémes opérations surf?,dx ~+ ¢, dy, et poursuivant I'applica-

tion du procédé autant de fois qu'il est possible, on finira par
arriver a une intégrale de la forme

f?p(w’yyx)dx+ Yp(z, ), Y)dy,

ou lexpression @,dz + d,dy doit étre une différentielle exacte
pour toutes les formes possibles de X et de Y. On doit donc avoir

%p _ Mo,
oy ox’
or ©, ne contient pas Y, il doit donc en étre de méme de ﬁ,

c’est-a-dire que ¢, est de la forme P(y, Y) + Q(z, y).
Onvoit de méme que ¢, doit étre de la forme M(z,X) +N(z, y),

.. . - . oN 0
et la condition d'intégrabilité devient — = 9Q,
oy ox

L’intégrale en question peut donc s'écrire

ff?pdw+¢,,dy =fM(x,X)dx +fP(y,Y)dy+dex+Qdy.

En réunissant tous les résultats obtenus, on obtient bien pour

l’intégralefcpdx ~+ ¢ dy une expression de la forme annoncée.

Remarque. — Si l'on suppose que les fonctions o et ¥ soient
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linéaires par rapport aux fonctions X, Y et a leurs dérivées, on
* retrouve le théoréme démontré par M. Darboux ('), et qui est
d’un grand usage dans I'étude des équations linéaires. En effet,
les fonctions © et ¢ sont alors de la forme

0 =A) X+ A X +...+A,XP 4+ B Y+BY~+...+B, Y1,
b=Co X +C X +...4+Cp s X0~ 4+ DY +D;Y ... +D,YP),

A;, B, C;, D; étant des fonctions déterminées de z et de y; si
P'on pose

U =A,X-0 4 D, Y1,
on peut écrire

f?d@+¢dy=U—f?ldw+%dy,

@4 et ¢, étant des expressions de méme forme que ¢ et ¢, qui ne
renferment plus que les dérivéesde X et de Y, jusqu’a 'ordre p —1
au plus. En continuant ainsi, on arrivera 4 une expression

aXdr + bYdy,

qui devra étre une différentielle exacte pour toutes les formes
possibles des fonctions X et Y, ce qui exige que @ ne dépende que
de la variable z, et que b ne dépende que de la variable y. Si ces
fonctions ne sont pas nulles, on fera disparaitre tous les signes de

1 Y] [
quadrature, en remplacant X par % et Y par %, X, et Y, dési-

gnant deux nouvelles fonctions arbitraires de z et de y respec-
tivement.

k
@+yp
k désignant une constante, les équations (1) et (3) deviennent res-
pectivement

3. Lorsque la fonction A(z,y) est dela forme A =

. 4kpgq
2____ —
(1) S resra ol
d_u
3y ou dy ku 0;

ozdy "y @ryr

(') Lecons sur la Theorie generale des surfaces, t. 11, p. 151.
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si 'on forme la suite de Laplace relative a I'équation (3)' du.coLé
des indices positifs, on trouve que les invariants successifs ont
pour valeurs

k k—1 k—4 . k — n?
@+yp (@+yp (@+y)p @y

Pour que la suite soit limitée, il faut et il suffit, d’aprés cela,
que k soit le carré d’un nombre entier.
Examinons les cas les plus simples. Si k=1, I'intégrale géné-
rale de I'équation (3), est
Y—-X

u=X + H
r+y

on a ensuite, d’apres les formules (2),
. Ou , (
v_(z—i—y)a; =Y+ ——
et 'intégrale générale de 1'équation
(5) s= 2Vpq
z+y

est, d’aprés cela,

—_— 2 —_— 2
(6) z:f(X’—;— _Y___7_(> dx+<Y’+ X Y) dy.
x+y z—+y

by

Si 'on applique a cette expression le théoréme général qui
vient d’étre démontré, on trouve qu’elle peul encore s’écrire

(Y —=Xp

——-—i—fX”dx +fY’2dy.
r+y

Pour faire disparaitre les quadratures, il suffira d’introduire
devx nouvelles variables indépendantes « et 3, en posant

3

X'zﬁ, \”—_—31 1'—-_—(?”(“)7 Y= V(B)’



ce qui nous donne

X=X dr= [x p"(@)dx=x ¢'(a)— g'(2),
fX"d.v = [a*zp"'(a)da = a2¢"(a) — 2a¢'(a) + 2¢(a),

et de méme

Y = B¢ (B)— ¥ (3),
fy'zdy= Bry”(B) — 2BY (B) +29(B).

L'intégrale générale de I'équation (5) est donc représentée par
les formules

‘z=q>"<a>, y=¥@)
(7) 5 =229"(a) —aag'(a) + 29(2) + B (B) — 2BY(B) + 24(8),
( [ () —g(a) —BY(B) + ¥ (B

¢"(2) + §'(B)

a et B étant deux paramétres variables, © et 4 deux fonctions arbi-
traires. On remarquera que l'intégrale générale de cette équation
contient explicitement les deux fonctions arbitraires, sans que
cette équation appartienne a la classe étudiée par M. Moutard.
Lorsque k& = 4, 'intégrale générale de I’équation (3) est

§X' 6X 2Y' 6Y

=X — -+ -+ — ~»
x4y (r+y)? r+y (x +)y)*

et la valeur correspondante de ¢ est

x+y Ju " 4Y’ 6Y 2 X' 6X
= e — = —_— -+ S+ - i
2 0y z+y (z+y)? z+y (x+y)?

L’intégrale générale de 1'équation

. 4vpg
Ty

est donc représentée par la formule

3 =fu2dw + v2dy,
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qui devient, en appliquant le théoréme général,

2] 9 ' 1 7 ry!
z:fX”’dz-&-fY”dy——Ax +Y +mXX+YY+4XY
zr—+y (x+y)? z+y

XY+ XY __n(x— Y):
(z+y) (z+y)3

Je citerai, comme autre exemple d’équation 2 laquelle on peut
appliquer la transformation précédente, I'équation s?= 4pq, qui
a été rencontrée par M. Thomas Craig dans certains problémes de

la théorie des surfaces, et que I’on raméne ainsi a I'équation bien
0

u
onnue =
¢ oz oy u

4. La transformation qui vient d’'étre étudiée peut étre ratta-
chée a une question plus générale. D’aprés la fagon méme dont
nous avons obtenu I'équation (3), si nous posons

I /ou\?
m=z(5) N=-w

nous avons l'identité

Pour abréger, convenons d’appeler multiplicateur d’une équa-
tion linéaire

02z 03 03
+b—+4+cz3=0

(8) F()= 5oy + 95~ 05

toute fonction p renfermant les variables z, y, 3, et les dérivées
partielles de z jusqu’a un ordre quelconque, telle que le pro-
duit uF (3) soit de la forme

oM OoN

b
M et N étant également des fonctions déterminées de z, y, 3, et
des dérivées partielles de 5 par rapport 2 z et & y. Nous voyons

2 RT . . .
que% T; est un multiplicateur pour I’équation linéaire (3).

Etant donnée une équation lindaire quelconque (8), on sait
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qu'il existe toujours une infinité de multiplicateurs u(z,y) ne
renfermant que les variables indépendantes z et y; pour que
u(z,y) soit un multiplicateur de F(z), il faut et il suffit que u
vérifie une équation linéaire de méme forme, qui est dite équa-
tion adjointe de la premiére

tu ou Ju da  0b
(9) G(u):W—a;;—-bq—y+<c————»—)u=o.

Si les coefficients @, b, ¢ de I’équation (8) sont quelconques,
on reconnait aisément qu’il n’existe pas d’autres multiplicateuars
que les fonctions u(z, y) qui satisfont & I’équation adjointe. Sans
vouloir entrer ici dans I'étude détaillée de cette question, nous
montrerons comment on peut prévoir a priori 'existence de cas
trés étendus ou il existe des multiplicateurs, renfermant non seu-
lement les variables z et y, mais aussi z et ses dérivées, jusqu’a
un ordre aussi élevé qu’on le veut.

Rappelons d’abord I'identité

oM OoN
(10) uF(z3)—3G(u)= Frins o’
ou l'on a posé

I 0z Ju

M=auz+ -(u——32-——|»

2( oy 0}’)

I 03z ou

N:buz+—‘<u§5~—zﬂ>-

Supposons que I'équation proposée F(z) = o soit telle que 'on
puisse passer de cette équation a son adjointe par une de ces
transformations (m, n), étudiées si complétement par M. Darboux.
En d’autres termes, supposons que 'intégrale générale de I'équa-
tion (g) est donnée par la formule

03 omz 03 onz

a; +...+Bmm +C‘B; +.0o+ C”bﬁ’

(11) u=Az+ B,
A, B,,...,Bn, Cy, ..., C, étant des fonctions déterminées de z
et de y et s 'inlégrale générale de I'équation F(:3) = o. Si l'on
substitue I'expression précédente a la place de « dans G(u), le
résultat devra étre identiquement nul, pourva que s vérific I'équa-
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tion F(z)=o0; on aura donc, en supposant « remplacé par I'ex-
pression (11), une identité de la forme

di+kF (z)

(12) G(lt):aF(z)—!—E Bikwr,

les coefficients a et B ne dépendant que de z et de y. Sil’on fait
la méme substitution dans I'identité (10), on arrive a une nouvelle
relation de la forme

, 9i+kF(s) _ 0P  0Q
(13) () + Y Bk i = 5z 5

P, Q o/, B, renfermant z, y et 5 ct les dérivées partielles de z.
Maintenant, une suite d’intégrations par. parties permet de ne
laisser dans le premier membre que des termes divisibles par
F(s). Par exemple, si i est positif, on peut écrire

()I-Q—kF(z) [ , di+k—1F(z)'J aB’M_ ,_-)i+k——lF(z)
= oz

ik "ozl gyk % Togitoyk | T Tox “omi-toyk ’

et ’'on a une formule analogue pour diminuer l'indice & d’une
unité. En continuant ainsi et en faisant passer toutes les dérivées
dans le second membre, on finira par arriver & une identité de

la forme

oR oS
wF(z)= Fye 5}-] ’
i+ pouvant contenir les dérivées partielles de 5 jusqu’a un ordre
quelconque, pourvu que m et n soient assez grands. Cette fonc-
tion p est, d’aprés I'identité finale, un multiplicateur pour I’équa-
tion F(5)=o.

On retrouve la transformation considérée au début de ce travail
en supposant que la transformée (E,) de I'équation (8) a les
mémes invariants que I'adjointe de cette équation; on peut alors
passer de I’équation (8) a son adjointe par une transformation de
la forme

0z
u_A@—i—Bz.



