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SUR LE PROBLÈME DE LA ROTATION D'UN CORPS
AUTOUR D'UN POINT FIXE;

Par M. G. KOBB.

Le problème de la rotation d'un corps autour d'un point fixe,
dans le cas de forces autres que la pesanteur, a été très peu étu-
dié. Il n'y a que le cas signalé par M. Darbpux, dans une Note de
la Mécanique de Despeyrous, où l'on ait réussi à intégrer les
équations du mouvement. Dans ce cas, l'ellipsoïde central est de
révolution et les surfaces de niveau sont des surfaces de révolution
dont Faxe passe par le point fixe. Quand l'ellipsoïde central n'est
pas de révolution, on ne peut pas, en général, intégrer les équa-
tions de mouvement, mais on en connaît trois intégrales, savoir:
l'intégrale des forces vives, celle des aires et l'intégrale particu-
lière des cosinus directeurs. M. F. de Brun ( ' ) a trouvé une forme
spéciale de la fonction de force qui permet d'obtenir encore une
intégrale, mais il n'a pas remarqué qu'on peut alors achever l'in-
tégration. Je me propose ici d'indiquer la méthode à suivre, moins
parce que le problème présente en lui-même beaucoup d'intérêt,
que parce qu'elle est aussi applicable au problème beaucoup plus
important où la force agissante est la pesanteur.

Soient 0 Ç, 0-iri, OÇ trois axes rectangulaires fixes, dont l'origine
est au point fixe. Dans le cas considéré par M. de Brun, la fonc-
tion de force a la forme

i^+cp^'^+Çî).

Soient Ox, Oy, Oz les axes mobiles et y, "/, y" les cosinus
directeurs de l'axe de z\ les équations d'Euler seront, en em-
ployant les notations usuelles,

A^=(B-C) (<7r -Â:YY)»

B^=(C-A)(,y-^^),

C^=(A-B)(^-/cn').

(*) Académie des Sciences de Stockholm, septembre 1893.
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Ces équations, jointes aux trois suivantes

^ , n ^' » d-t
^—Ï^T^ -^==^'-^î -37==ïy-Y^

déterminent les six inconnues /?, y, r, Y, y', Y".
Le principe des forces vives donne l'intégrale

A/?2 4- Bç2 4- 02 4- Â:(AYÎ 4- By'2 -4- CY2) = Â-i ,

et celui des aires donne

A/?y 4- B <y y' 4- C r^" = X^.
On a, de plus,

^2 4- ^2-4-^2 =i.

Enfin, M. de Brun a trouvé une quatrième intégrale, savoir

A2/?2 4- B2^2 4- G2/*2 — Â-(BCy2 4- CÀY'2 4- AB^2) = A-s.

Nous verrons qu^avec ces quatre intégrales on peut ramener le
problème à des quadratures.

Remarquons d^abord que, si Fon met les équations différentielles
sous la forme

-^•^^(x^x^x^x^x^xe), v = = = 1 , 2 , . . . , 6 ,

on aura
V = 6
Y^XV^=o.Â»ààx^Â^àx.
v==i

Le sjstème proposé admet, par conséquent, le multiplicateur
M = const. == i. Ainsi, nous pouvons obtenir une cinquième inté-
grale en employant le principe du dernier multiplicateur; et, en
exprimant avec ces cinq intégrales cinq de nos variables en fonc-
tion d^une seule, nous aurons enfin le temps par une quadrature.
Mais la cinquième intégrale notant pas très simple, il est mieux
de procéder autrement. Introduisons, au lieu de/?, q, r, y, Y', v',
les variables canoniques

» A àrr àT . ÔT

e,y, +; ^^ ^^ 4<1==^

où 0, îo et ^ sont les angles d^Euter et T la demi-force vive; on
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— W —

p = 'Y sin cp sin 0 -h O'coso, y -=s in%?in6 .
y == (j/cosco sin 6—0 ' sin ©, y' == cos® sinO.

/* == ^' -+- y cos 0 ; " { H == G^ ̂  '•

ou, en fonction de 9^ ©,, ^,,

i F sin o ~l
p == A smD ^1 ~~ ?1 cose^ "̂  el cos® >

i ^c o s î ; ) / . ^ ~i
== BLiiTTe (^i-Pi^^-^sinoJ,

-G

Avec les nouvelles variables, nos intégrales deviennent

Hl== ^[^i^1-?^080)-4-6^08?]2

+ 5 [S^ ~ ̂  cose)-elsin?]2 + ̂  ?î
-^ À: [A sin2^ sin2 6 + B cos2 9 sin20 + C cos2 6] == ̂ i,

(3) ^ H,=^=^.

Hs== ^^ (^ i—<picose )+e icosç l
r çog çû 1 2

-+- - ç ^ i —?i cos 9 ) — 6 1 sin (P -Kp?

-^[BCsin2<:psin294-CAcos2<&sin2e-^-ABcos2e]== ^3.

Nous observons d'abord que la variable A n^entre pas explicite-
ment. Formons les parenthèses de Poisson

[H,, H,], [H i ,H3] , [H^H,] .

On voit tout de suite que la première et la troisième sont nulles.
Quant à la seconde, elle doit être nulle, parce quelle est la con-
dition nécessaire et suffisante pour que (£[3 = k^) soit une inté-
grale de notre système. Les trois parenthèses de Poisson étant

nulles, si nous remplaçons les variables O ^ , (»< et ̂  par -^-> —r~
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à\Vet-,.-? les trois équations aux dérivées partielles
à^

/àW à\\ <AV \
1 1 1 (-W9 -^ -5T 97 ^=^1

H - f)w - k112 ~ ^~ - Â 2 ?

/(W (AV <W \113 (^ ^ ^? oî ^ = Â 3

sont compatibles, et la solution commune sera

w== /*(0i^o-4-îoi^+4/i^),

où l^on a remplacé 9i , y < , ̂  par leurs valeurs en 9 et cp données par
les équations (3). 1/expression

Oi cfO + (pi ̂  d- (^1 ̂

est bien une différentielle exacte. Les équations (3) renferment
trois constantes arbitraires, de sorte que W est une solution com-
plète de Inéquation aux dérivées partielles de Hamilton et de Jacobi,
et Fon aura la solution générale de notre système en differen-
liant W par rapport aux constantes Â'i, Â'a, ^'3.

I/équation Ha == Â'a nous donne ^ = k^, de sorte qu^il vient

W== Â-2^4- /'(6irf9-4- <pi^<p).

En substituant la valeur ^ == Â'a dans les intégrales H< == Â'i,
H;^ ==A'3,nous aurons deux équations du second degré en 61 e t A < ,
dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de cos9, sin9,
cosy et siny. Éliminons ^ < ; nous aurons une équation du qua-
trième degré en 9( et pour o< une fonction rationnelle de 9 < ,
cosô, sin6, costî et sinîT?. Posons

0 sptan^^==,r, tangî^y, Oi = z,tan^==,r, tang ^ =y, Oi =

nous aurons

et enfin
/^ ^ /_ / . . . . , . rf z ^ . R(^,^-S)

(pi == R(3,.r,r), /(-3,^,y)==o,

(4) w=^^^[^^-.^^i)^.

L'intégrale qui entre dans l'expression de W est une intégrale
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de différentielle totale appartenant à la surface /(^c,y, z) = o.
Formons maintenant, diaprés Jacobi, les intégrales de notre sys-
tème canonique; on aura

as <m \/c
"/((5 ) -

àW
àFi

< (W
à^

oW
(^3 :

= t -4- Â:^ = 2

A^ ==: ({/ -+- 2

-+- a?2

j^
^2

û?;T-+-
àki

l-hy

i -+-.y2 û?a"4-

^
^R
^2

i -^y^
()R
^3 ,

dy

/GÀ-, = 2 :3-. ̂  + dyi-+-r
L^équation f^x^y^ z) === o, comme la fonction rationnelle R,

renferme k\, k^ et k^\ on aura donc

EL
àk^

àf àz_
as àki

àR _ /àR\
% ~\àTi)

àR àz
~àz ~àk[

àR. ̂
àk^ àz '

àR àf
5r àJc\

Èf
àz

et les formules analogues. Les dérivées partielles de z et de R,
par rapport à k\, Â'a, ^"3, sont donc des fonctions rationnelles de
x , y , z.

Par conséquent, nous pouvons écrire le système (5) de la façon
suivante ;

(6)

[ t -+-^= f[^i(x,y,z)dx-^q,(x,y^)dy},
\ ^

^3 == y[P3(.y,y, s) dx -h Q30,y, -s) dy},

^ — ^î == j [ï\(^^. -3) dx 4- Qî(.y^, ̂ ) dy\,

/(•y»y^)=o,
les P et les Q étant des fonctions rationnelles.

La solution générale de nos équations de mouvement est ainsi
obtenue à Paide de trois intégrales de différentielles totales alla-
chées à la surface algébrique y(cT,y, z) == o. Il me semble que
c^est la première fois que ces intégrales, introduites dans la
science par M. Picard, se sont présentées dans Fétude d\in pro-
blème de Mécanique.
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Passons maintenant an problème, beaucoup plus important, où
la force agissante est la pesanteur. Avec les mêmes notations, les
équations cTEuler sont

( A ) A ̂  == (B - C) qr -+- Wg(y^"^- z ^ ' ) ,

(B) B ^ = = ( C - A ) ^ 4 - M ^ ( ^ Y -^o-f),

(c) C^=(A-B)^+M^o/-.m),

où M est la masse du corps et XQ, y», z'o les coordonnées du centre
de gravité. Les trois autres équations sont les mêmes qu'aupara-
vant. On connaît les intégrales

HI = PLp2^- B^2 -+- Oî—îM^a'oT+.yoT'-^^oT'') == ^i;
Ha = A/?^+Bç^-+-C/Y= A:2,

Y2 4- Y'2 -+- "{lf2 = i.

Dans un Mémoire, présenté à l'Académie des Sciences au con-
cours du prix Bordin pour l'année 1894, M. R. Liouville a donné
les conditions nécessaires et suffisantes pour Inexistence d'une
autre intégrale algébrique H3===Â"3. Cette intégrale une fois ob-
tenue, nous pouvons achever Fintégration en employant la même
méthode que je viens d^exposer.

En effet, après avoir introduit les angles d^Euler et les variables
canoniques ô ^ , ép i , d^, nous aurons les trois intégrales

H i = A : i , H 2 = ^ = ^ , H3=^

qui sont, évidemment, telles que les expressions

[Hi,^], [ H ^ H a ] , [H^Hs l

sont identiquement nulles. Alors, il n^y a qu'à répéter le même
raisonnement que ci-dessus et nous aurons la solution générale
sous la forme (6), c'est-à-dire à l'aide de trois intégrales de diffé-
rentielles totales attachées à une surface algébrique. On aura ainsi
la solution du problème de la rotation d'un corps grave suspendu
à un point fixe, dans le cas ou il est possible d'obtenir la solution
sous une forme finie.


