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Mémoire sur une application de la théorie des substitutions a Uétude
des équations differentielles linéaires; par M. CaMILLE JoRDAN.

(Séance du 8 avril 1874)

. Soit

dr a1
=p7x,,g+p,F!{+ o +py=0 .

1) P
une équation linéaire d’ordre n, dont les coefficients soient des fonctions
entiéres de x (ou plus généralement des séries convergentes dans toute
I'étendue du plan).

Choisissons & volonté la valeur initiale £ de la variable imaginaire x, en
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ayant soin d’éviter lesvaleurs «,B, ..., qui annulent p, et donnons-nous arbi-
rty
’ o0y T dx“ ‘
leurs de ces quantités correspondra, d’aprés Cauchy, une intégrale y, qui
variera avec z suivant une loi parfaitement définie, pourvu qu’on évite de
faire passer x par les valeurs «,8, ....
Soient d’ailleurs y,, ..., y, des intégrales particuliéres choisies de telle
sorte que leurs valeurs initiales et celles de leurs n —1 premiéres déri-

vées, (3,),..-»(Yn)» (%) ) eee s (dﬂ), ..., aient un déterminant différent de

trairement les valeursinitiales de e dy A chaque systéme de va-

dx
zéro; et soit’y une autre intégrale quelconque, correspondant aux valeurs

initiales (y), (%), .... On pourra déterminer des constantes C,, ..., C, par

Ies relations
(v) -—Ca(y.) + ... +Cylyy),

d*~ly d‘ 1y L [fdr 1
(__W_‘)—_—c, - ;)+...+u,,(__w_?{ﬂ).

On en déduira, en vertu de 1'équation différentielle,

() =0 (@) -+ (2)

et par suite on aura, d’'une maniére générale, dans toute la portion du plan
ou les intégrales sont développables en série convergente suivant les puis-
sances de r—&,

y=0Cuy, + ... + Cpyy.

I[. Supposons maintenant que x, aprés avoir varié suivant une loi déter-

minée quelconque, revienne a son point de départ, et suivons les variations
—1

de I'intégrale y, et de ses dérivées. Soient (y)’(%)’ ’G:;'i—_yt) leursva-
leurs finales. Nous aurons passé, comme on le voit, de I'intégrale y, 4 I'in-
tegrale y=Cyy, + ... + C,y,. On passera de méme de I'intégrale y, & une
nouvelle intégrale, de la forme Dy, + ...+ D,y, ; etc. Par suite, I'altération
produite sur le systéme des intégrales y,, ..., ¥, pourra étre représentée par
une substitution linéaire (*)

Yy Gy + ...+ Coy
Ys D+ oo + Dy |-

A=

(") Pour plus de détails sur ce sujet, consulter un mémoire de M. Fuchs (Journal de
M. Borchardt, t. LXVI).
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Si maintenant nous faisons varier z de toutes les maniéres possibles, de
maniére d envelopper successivement les divers points singuliers «,3, ...,
nous obtiendrons un certain nombre de substitutions dont la combinaison
formera un groupe G. Ce groupe sera susceptible de diverses formes, sui-
vant le choix des intégrales particuliéres y,, ..., y,. (Il est clair qu’on peut
prendre pour lntégrales indépendantes un systéme de n fonctions linéaires
quelconques de ¥;, ..., y,, pourvu que leur déterminant ne soit pas nul.)

IIl. Le groupe G caractérise dans ce qu’il a d’essentiel le type de I'équa-
tion différentielle qui lui donne naissance, et refléte ses principales pro-
priétés.

Ainsi cherchons a quelles conditions toutes les intégrales de I'équation
P =0 satisferont & des équations algébriques ayant pour coefficients des
fonetions synectiques de z.

11 faut pour cela que les diverses fonctions que les substitutions de G font
succéder 4 chacune des fonctions ¥, ..., 7, soient en nombre limité. Par
suite, G ne devra contenir gu'un nombre limité de substitutions. Et cette
condition sera évidemment suffisante.

IV. Voyons en second lieu (*) comment on pourra reconnaitre si I'équa-
tion (1) a une intégrale commune avec une équation analogue d’ordre inf¢-
rieur
dwy d—1y
dﬁ L |

Q=¢q + .+ qy=0
(en excluant la solution évidente y=0).

La fonction y étant supposce satisfaire & la fois aux équations P et Q, sa-
tisfera 4 I'équation

Ve

(2) R=¢gP —pQ*—> - len—v—i"""_/n—-():Oi

ou O désigne la e dérivée de Q, et ol f,, ..., fu —. sont des fonctions de

- . ! A
choisies de maniére 4 annuler les coefficients I I(, ceey l—'-/
a.r

Toutes les intégrales communesa P=0ct & Q = 0 satisferont a I'équa-
tion R==0, et réciproquement. Donc si R est nul identiquement, toutes les
intégrales de Q=0 satisferont 3 P=0. Dans le cas contraire, opérons sur R
¢t ) comme nous I'avons fait sur P et Q; nous obtiendrons une nouvelle
¢quation S =10, d’ordre moindre que R =0 ct & laquelle satisferont les in-
tégrales communes. Si 8 est nul identiquement, toutes les intégrales de
R = Osatisferont 1Q =0, et par suite & P—=0. Poursuivant ainsi, on arrivera

() Frosexiws, Sur Virvéductibilité des équations différentielles lincaires :
. Borchardt, . 1XXV1). q différenticlles linéaives (Journal de
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A une équation dont toutes les intégrales satisferont 4 P =0; car, sans cela,
on finirait par obtenir une équation de la forme

yo(x) =0,

laquelle n’a plus quela solution y=0.

V. Supposons donc qu'il existe une équation linéaire T=0, d’ordre
m <n, dont toutes les intégrales satisfassent 4 P=0. Soient X, ..., X,, un
systéme de m intégrales distinctes de 'équation T=0; y,, _ ,, ..., ¥,, d'au-
tres intégrales de ’équation P=0, qui forment avec les précédentes un
systéme de n intégrales distinctes.

Si I'on fait varier z d’'une maniére arbitraire, les intégrales X,,..., X,, de
I'équation T =0 seront transformées en des fonctionslinéaires deX,,...,X
par suite, toutes les substitutions du groupe de P seront de la formes

n?

x" "'!XIM fl) Occy flll

YmA-1s o0es Yy fm+h oy n

ol fy,..., f,, ne dépendent que de X,,...,X,, tandis que f, _,, ..., f, pour-

ront dépendre de toutes les variables Xy, ..., X, ¥, . (s ooy Uye
Réciproquement, sil’on peut chaisir y,, ..., y,, de telle sorte que G n’ait

que des substitutions de cette forme, ces m intégrales satisferont & I'équation

dy dny
Yot @
dy, d"y,
Yo T @ | =0,
‘l.'/_n_l a"yy,
Un Yy dz,

oui les coefficients de y et de ses dérivées ont pour rapporls des fonctiona
monodromes de z.

En effet, si I'on fait déerire & = un contour fermé quelconque, de telle
sorte que y,,Ys, ... soient changés en Gy ...+, 9, Dy 4. oDy ooy
les coefficients de I'équation (3) seront tous multipliés par un méme fac-
teur, & savoir le déterminant de C,, ..., C,, D,, ..., I, .... Leurs rapports
reprendront done la méme valeur, ct seront par suite des fonctions mono-
dromes de x.

VI. On voil par ces exemples que dans la théorie des équations différen-
ticlles lincaires, comme dans celle des équations algébriques, on aura
trois calégories de problémes & résoudre :

1° L’équation étani donnée, déterminer son groupe. Cette question estdn
ressort du caleul intégral ;
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20 Déterminer les condilions auxquelles le groupe doit satisfaire pour
que I'équation donnée jouisse de telle ou telle propriété;

3¢ Le groupe étant connu, vérifier s'il satisfait ou non aux conditions re-
quises. Cette derniére question ne dépend plus que dela théorie des substi-
tutions.

VII. A cette derniére catégorie se rapporte la question suivante, qui fait
Pobjet du mémoire actuel :

Etant donné un groupe G, derivé de substitutions linéaires A, B, ... entre n
variables, reconnaitre si I'équation différentielle linéaire qui a pour groupe G
est satisfaite par les intégrales d'équations analogues d’un ordre inferieur
& n, et determiner les groupes de ces équations réduites.

D’aprés ce qu’on a vu plus haut, ce probléme revient au suivant :

Déterminer de toutes. les maniéres possibles un systéme de fonctions li-
néaires X,, ..., X,, des variables y,, ..., y, telles que chacune des substi-
tutions A, B, ... dont G est dérivé les remplace par des fonctions linéaires de
Xieees Xpo

VIII. On peut d’ailleurs faire subir & cet énoncé une légére modification,
que nous allons exposer.

Soit X,, ..., X,, un des systémes de fonctions qu’il s’agit de déterminer. 1l
est clair que chaque substitution de G transformera les unes dans les autres
les diverses fonctions du faisceau (*) F formé par les fonctions linéaires de
X,y «++y Xp- Si d’ailleurs on choisit dans ce faisceau m fonctions quelconques,
linéairement distinctes, toutes les autres pourront s’exprimer linéairement
par celles-13, lesquelles formeront un systéme, jouissant évidemment de la
méme propriété fondamentale que X,, ..., X,,. En remplagant la considéra-
tion du systéme des fonctions particuliéres X, ..., X,, par celle du faisceau F,
on aura donc I'avantage d'un certain arbitraire dans le choix des fonctions
dont on le considére comme dérivé.

Dans cet ordre d’idées, le probléme pourra s’énoncer comme il suit :

Déterminer tous les faisceaux tels que chacune des substitutions A, B, ...
transforme leurs jonctions les unes dans les autres.

On aura toujours un semblable faisceau, formé par I'ensemble des fonc-
tions linéaires de y,, ..., y,. Siln’y en a pas d’autre, le groupe G sera dit
primaire, et I'équation différentielle correspondante sera irréductible. Dans
le cas contraire, 4 chacun des autres faisceaux, dérivés de fonctions dis-
tinctes X, ..., X,, en nombre <=, correspondra une équation différentielle

(*) Nous dirons, suivant un usage assez généralement admis, qu’un systéme de fonctions
lincaires forment un faisceau, lorsque toute combinaison lindaire de ces fonctions fait
elle-inéme partie de ce systéme. Un faiscean quelconque F contiendra un certain nombre
de fonctions lin¢airement distinctes, en fonction linéaire desquelles on pourra exprimer
toutes les autres, et dont nous dirons que F cst dérivé.

On voit que 1a notion du faisccau dans la théorie des fonctions lincéaires est analogue &
celle du groupe dans la théorie des substitions.
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réduite, dont le groupe sera formé par les altérations que les substitutions
de G font subir 4 X, ..., X,,.

IX. Nous commencerons par indiquer (3 II et III) un moyen de recon-
naitre avec certitude si G est primaire ou non, et de déterminer dans ce
dernier cas un faisceau contenant moins de n fonctions linéairement dis-
tinctes. Cette question résolue, il sera facile de déterminer tous les fais-
ceaux possibles; ce qui fera I'objet du g IV.

11

X. Soit
¥ Gyt ...+ Coyy
(4) A=y, Dy, + ... +Dy,

P'une quelconque des substitutions A, B, C,... dont G est dérivé. Nous
prendrons pour variables indépendantes au lieu de ¥,,y,, ... des fonctions
linéaires de ces variables, choisies de maniére &4 ramener A 4 sa forme ca-
nonique. Nous avons exposé avec détail dans notre Traité des substitutions,
livre I, chap. lI, les moyens d’atteindre ce résultat. Nous nous bornerons
icia rappeler briévement les points les plus indispensables & l'intelligence
de ce qui va suivre.

La question dépend essentiellement, comme on sait, de la résolution de
I'équation caractéristique

Ci—s € ...C,
D, Dy—s...D,

=0.

Soient a, b, ... les racines distinctes que cette équation comporte. A
chacune d’elles, telle, que a, correspondra en général une fonction
Y=, + ... + oy, que A multiplie par a; et les rapports des coeffi-
cients ay, ..., «, seront donnés par les équations

(C’ —'a) L3 +031«3 + ...+ (}"a” =0’
(6) Dy + (Dy—a)oy+ ... +D2,=0,

Mais si a annule non-seulement le déterminant (%), mais ses mmeurs
Qordre 1, ..., k,—1, les équations (€) laisseront indéterminés k,—1 de
ces rapports, et 'on aura k, fonctions distinetes , , ..., yi! que A multiplie
par a.

Dans le cas le plus géncéral, on pourra choisir les nouvelles variables
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. ’ -, 1] k . . .
Yas coor P Yaoooos Uil coes Uy s ooon U 31 5 evey 3L 2 5 ooy 23, oo de manidre &
ramener A i la forme

' k . k
Yoo ¥t Ay, .. ayt

’ k ' ’ ‘ k
Ygo-onnty aly,+y, )s..raly,?+9,%)

. . . . . . . . . . . o« e DY

_ ' K ' ' Ky, .k
A= yp.-0y? aly,+y,_ ). aly+yr ) )
' 1 ' 1
EAPRERNY X b:i,...,bzll

1
' 1 a ,
Z, 50050 bz, +21), .., b(z”’-i—zl'!)

. . . . . . . . . . . .

les entiers ky,ks, ..., 1,1, ... satisfaisant aux inégalités
Ek>k>...>kh L>L> ..., ...,

et ky+ky+ ... +k, L+ L+ ..., ... étant les degrés de multiplicité res-
pectifs des racines a,b, ....

Nous supposerons dans cette section que I'équation (5) a plusieurs ra-
cines distinctes a,b, ....

Les nouvelles variables pourront se répartir en classes y,, ..., A
%)y -ees 32, .03 Tespectivement correspondantes aux racines a,b, ....

XI. Soit maintenant F un faisceau tel que les substitutions de G transfor-
ment ces fonctions les unes dans les autres. Nous allons montrer qu’on peut
considerer F comme deérivé d'un certain nombre de fonctions distinctes, ne
contenant chacune que les variables d'une seule classe.

Soit en effet

(1) f=Y+h+...

Pune quelconque des fonctions du faisceau F, Y étant une fonction des in-
dices y de la premiére classe, Z une fonction des indices z de la seconde
classe, etc.; et soit @ le faisceau dérivé de fet de ses transformées f',f", ...
par les diverses puissances de A. Chacune de ces transformées, et, par suite,
chacune des fonctions de ¢, appartiendra au faisceau F.

(ela posé, admettons, pour fixer les idées, que p soit le maximum des
indices de celles des variables y qui figurent dans Y; ¢ le maximum des in-
dices de celles des variables 3 qui figarent dans Z; etc. ; nous établirons le
théoréme suivant :

TutonkMe. — Le faisceau & contient chacune des fonctions partielles
Y, 2, .... Il sera dailleurs dérive de p + a -+ ... fonctions distinctes, dont
p formées exclusivement avec les variables y, o formeées exclusivement avec
les variables z, elc.

XII. Nous allons montrer en premicer licu que le nombre des fonctions
distinctes que contient ¢ ne peut depasser p 4+ —-....
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En effet, le faisccau ¢, dérivé des transformces de f par les puissances
de A, est ¢évidemment contenu dans le faisceau ¢’ dérivé des transformées
des fonctions particlles Y,Z, .... Ce dernier s’obtient en combinant ensemble
les transformées de Y, lesquelles ne contiennent que les y, celles de Z, qui
ne contiennent que les z, ete.

Cherchons donc combien les transformcées de Y, par exemple, fourniront
de fonctions distinctes. Le faisceau ¢’ produit par ces transformées contien-
drala fonction

Y=wy+ryp+ .o+ Vg,
ou Y,_, ne contient plus que celle des variables y dont l'indice est

.<p—1.11 contiendra de méme la transformée de Y par A, que nous dési-
gnerons par Y,. Il contiendra donc la fonction

L, ,
(8) V=¥ -,

laquelle sera, comme on le voit aisément, de la forme
Y=y, 1 +ny, g+ ... +Y o

Y, ne contenant plus que celle des variables y dont I'indice est <<p—2.
On voit de méme que ¢, contiendra

O V=iV Y=g b et e Y

ot Y, ne contient plus que les variables dont indice << p— 3.
Jontinuant ainsi, on arrivera & une derniére fonction

o—1 10—2 o—2 , "
(10) Y =1 —Y =y oy,

pour laquelle on aura identiquement

1 .1 e—1
1 -Y, =Y =
(11) PR
Les o fonctions Y,Y, ... sont évidemment distinetes, chacune d'elles con-
tenant des variables qui ne fignrent pas dans les snivantes. D'ailleurs les
¢quations (R), (9), (10), (11) peuvent se mettre sous la forme

Y__\ =za(Y -- YY), \'\ cza(Y Y1), \'E‘\— Vozgye

Done a substitution \ transform echacune de ees fonetions en une fonetion:
linéaire de ces mémes fonctions. Cela amra lien évidemment quelque nom-
bre de fois que Fon vipete cette substitution. bone le nombre des fonetions
distinctes dont ¢ est dévive est précisément égal i p.
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Le faisceau ¢, formé par les transformées de Z contiendra de méme o fonc-
tions distinctes; etc. Donc le faisceau ¢’ dépendra de p+ o+~ ... fonctions
distinctes; et le faisceau ¢, qui y est contenu, dépendra tout au plus de ce
nombre de fonctions.

XIII. Nous allons prouver d’autre part que ¢ contient au moinsp—+a -+ ...
fonctions distinctes.

Pour démontrer cette seconde partie de notre proposition, nous remar-
querons que ¢ contient la fonction

(12) [=M, +¥y, + o+ Y I

Il contiendra sa transformée f, par A, et, par suite, la fonction

1
(13) == (A=)
laquelle est de la forme
(14) =¥, +Yy+... 4+ _+...+Z 4.,

Y’ étant une fonction analogue 4 Y, et Z’ une fonction analogue a Z, mais de
laquelle ont disparu celles des variables z dont l'indice est égal au maxi-
mum o.

De méme ¢ contiendra la fonction

(15) f:;—i—b(f;— b/’) =3y, +1yY + Y+

o 2" ne contient plus celles des variables z dont I'indice dépasse ¢ — 2.
Poursuivant ainsi, on voit que ¢ contient une fonction d’ou tous les indices z
ont disparu; s’il y a d’autres séries de variables u, ..., correspondant &
d’autres racines ¢, ... de I'équation caractéristique de A, on les fera dispa-
raitre de méme. Donc & contient une fonction ou ne tigurent plus que les
indices y et qui sera de la forme

(16) <p=1y?+).’y;+... +Cy’e_1.

Ses transformées par les puissances de A, combinées entre elles, donne-
ront p fonctions distinctes des seules variables y, appartenant 4 ¢ (voir la
premiére partie de la démonstration).

On verrait de méme que ¢ contient ¢ fonctions distinctes des variables z;
etc.; soit en tout p + o+ ... fonctions distinctes.

XIV. Le faisceau ¢, étant contenu dans ¢’ et dépendant comme ce der-
nier de p+ao— ... fonctions distinctes, se confondra avec lui. Donc il
contiendra les fonctions Y,Z,.... 'A fortiori, ces fonctions appartiendront au
faisceau F, qui contient ¢. Nous obtenons donc ce résultat :
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Si le faisceau F contient la fonction f=Y +1 + ..., il contiendra les
fonctions partielles Y,Z, ....

Cela pose, soient Y,,Y,, ... les fonctions linéairement distinctes et ne dé-
pendant que des variables y que contient le faisceau F ; Z,,Z,, ... les fonc-
tions distinctes contenues dans ce faisceau et ne dépendant que des indices
z; elc. Le faisceau F sera dérivé des fonctions Y,,Y,, ...,Z,,Z,, ..., .... En
effet, soit f=Y—+Z~ ... une quelconque des fonctions de F. Ce faisceau
contient Y, qui ne dépend que des variables y, et par suite sera une
fonction linéaire de Y,,Y,, .... De méme Z sera une fonction linéaire de
2,,1,,..., etc.

La propriété du faisceau F, énoncée au n° XI, se trouve ainsi démontrée.

XV. Nous venons de voir que les fonctions distinctes dont F est dérivé
peuvent étre choisies de maniére & ne contenir chacune qu’une classe de
variables. Il peut se faire que certaines classes ne se trouvent représentées
par aucune fonction. Mais, dans tous les cas, F contiendra, soit une fonction
Y des variables de la premiére classe, soit une fonction Z des variables de la
seconde classe, etc.

XVI. Premier cas. — Supposons que F contienne une fonction

) =2+ i+ =Y

des seules variables y. I1 contiendra ses transformées f3,fc, ... par les sub-
stitutions B,C, ...; ces nouvelles fonctions sont linéaires, d’une part, relative-

ment aux variables ,3, ..., d’autre partrelativement aux coefficients 1, ....
On aura d’ailleurs

(18) =P+ + ..., fe=Y42%4+..., ..,

Y%, YS, ... étant des fonctions des variables y, Z°,Z°, ... des fonctions des
variables z, etc. Enfin F contiendra les faisceaux dérivés des transformées

de fy,fc, --- par les puissances de A, lesquels sont, comme nous I'avons vu
(ns XII a XIV), dérivés des fonctions

v,y =tysy yB=dyB_ye
a A a A
C 1
Lrt="r
R
B ,8_ 1,8 B
7,1 :EZA—'Z'
€ g0 10 X
=511,

qui ne contiennent chacune que des variables d'une seule classe.

A
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XVII. Les fonctions Y2,Y®, ..., Y, Y¢, ..., 25,2, ..., 2%,Z°,... sont, ainsi que
f, des fonctions linéaires des produits P,P,, ... obtenus en multipliant suc-
cessivement les divers coefficients ), ... par les n variables y, 3, .... Si
quelques-unes de ces fonctions peuvent s'exprimer linéairement en fonc-
tion des autres et de f (ce qu'on vérifiera aisément), nous les effacerons.
Cette simplification faite, il nous restera un certain nombre de fonctions
distinctes f,f", ..., f".

XVIIL. Transformons maintenant la fonction /' successivement par B,C, ....
Les transformées f; , f; , ... seront de la forme

(20) f;=°y,“+%"+..., fa=q§°+%°+...,

ol ‘y“’y“, ... sont des fonctions des variablesy, %",25“ , ... des fonctions
des variables 3, etc.; et F contiendra les fonctions

TG A0 VAR L VA TR VAL TARSOE: S8 SO S

On déduira de méme de chacune des fonctions f”, ..., f" une série de fonc-
tions analogues & celles-ci, et toutes contenues dans F.

Les nouvelles fonctions ainsi obtenues sont encore linéaires, par rapport
aux produits P,,P,, .... Si quelques-unes d’entre elles peuvent s’exprimer
linéairement en fonction des autres et de f,f’, ..., f", nous les effacerons.
Soient f*+*, ..., f* les fonctions restantes aprés cette simplification. Opé-
rons sur elles comme nous I'avons fait d’abord sur f, puissur f*, ... f; nous
ohbtiendrons encore de nouvelles fonctions de P,,I,, ... contenues dans F.
Nous effacerons celles de ces nouvelles fonctions (ui s’expriment linéaire-
ment en fonction des autres et de f,f", ..., f*. Si, cette simplification faite, il
en subsiste quelques-uncs, telles que f***, ..., f', on opérera de méme sur
clles, etc. On ne s’arrélera que lorsque 1’on n’obtiendra plus de fonctions
nouvelles distinctes de celles déja trouvées, ce qui arrivera nécessairement,
le nombre total des tonctions linéaires distinctes que ’on peut former avec
les variables P,,D,, ... étant limité.

XIX. Les fonctions f,f’, ..., f', obtenues comme il vient d’étre indique,
jouiront de la propriété que chacune des substitutions de G les trausforme
en fonctions lin¢aires de f,f’,..., f*. Il suffit - ¢videmment de prouver la
chose pour les substitutions A,B,C, ... dont Gest dérive.

Soit, pour fixer les idées, f=Y® I'une de ces fonctions. En vertu des
équations (19), sa transformée Yy par A sera égaic & ¢(Y' +Y"); d’autre
part, ses trausformées par B,G,... sont respectivement ‘1}"+2&"+...,
‘y“ + %+ ..., .... Or chacune des fonctions particlles qui entrent daws ces
expressions est une fonction linéaive de 1./7, ..., f'.
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Le faisceau ¥, dérivé des fonctions f,f", ..., f* jouira donc de la propriété
que ses diverses fonctions sont transformécs les unes dans les autres par
les substitutions de G.

XX. On doit d’ailleurs remarquer que, d’aprés la maniére dont les fonc-
tions f,f", ..., f* ont élé obtenues, chacune d’elles ne contient que les va-
riables d'une seule classe.

Soient en particulier f,f,.f;, ... celles de ces fonctions qui ne contiennent
que les indices y de la premicre classe.

Le faisceau ¥, form¢ par celles des fonctions de ¥ qui dépendent des in-
dices y, sera dérivé des fonctions f,f,,f;, ..., ou, ce qui revient au méme,

des fonctions f,9, =f, + a\f, p=/f,+ wsf, ..., 00 wy,0,,... sont des con-
stantes arbitraires, que nous allons déterminer comme il suit.
XXI. La fonction f; est de la forme

(22) (ayy +by;+ ... +dy, 4. ) 4 (ayy + by + ... +dYys+ )+ o
et g, sera de la forme
(23) [(@+o)yi+by; +... +dy,+ ...]2
+ oy, + ¥ + o)y 4+ Ay + ]+
Cela posé, nous déterminerons o, de telle sorte que le déterminant
a4o, b d ...
(24) ¢ Vo, d ...

soil différent de 0, ce qui sera évidemment possible, car ce déterminant
égalé A zéro donne une équation en «, dont le premier terme a I'unité pour
coefficient. Il suffira d’éviter les racines de cette équation.
Les autres constantes w,, ... se détermineront d’une maniére analogue.
XXII. Cela pos¢, la fonction ¢, s’obtient en opérant sur la fonction

(29) f= 7.y; -+ y.y'; +...
1a substitution

Y. (a+o)y, + byi+ ..
(20) b=yl ayi+ o)y +-..

De méme les fonctions g,, .:. s’obticndront en opérant sur / des substitu-
tion B, ....

Par suite, il est clair que le faisceaa ¥y sera identique au faiscean dérive
des fouctions transforinées de £ par les substitutions du groupe I dérive des
substitutions JL,4, ....
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Nous supposerons que I’on sache reconnaitre si I est primaire ou non, et
que, dans ce dernier cas, I'on sache y déterminer un faisceau F dérivé d’un
nombre de fonctions distinctes inférieur & celui des indices y (et tel, que
chacune des substitutions Jb,3, ... remplace ses fonctions les unes par les
autres).

XXIII. 4° Si T n’est pas primaire, soit ¥ I'une quelconque des fonctions
de F; nous disposerons des coefficients indéterminés \,p, ... de maniére &
poser +

W+ py,+ .. =E

Les transformées &, ¢/, ... de cette fonction par les substitutions dérivées
de Jo,8, ... combinées ensemble, formeront un faisceau contenu dans &
et dépendant par suite d'un nombre p de fonctions distinctes au plus égal &
celui des fonctions distinctes que contenait F. Cela posé, parmi les fonctions
distinctes dont ¥ est dérivé, et qui ne contiennent chacune qu’'une classe de
variables, il y en aura p seulement qui contiennent les variables y, dont lenom-
bre surpasse p, par hypothése. Dans chacune des autres classes, il ne pourra
y avoir plus de fonctions distinctes dans ¥ qu'il n'y a de variables dont elles
dépendent. Donc ¥ dépendra de moins de n fonctions distinctes, que I'on ob-
tiendra sans peine en substituant dans f,f, ..., f*les valeurs particuliéres
de ),p, ... et effagant celles des fonctions de la suite qui peuvent s’exprimer
linéairement par les autres, une fois la substitution effectuée.

Ainsi, dans ce cas, G ne sera pas primaire, et nous aurons déterminé,
comme on le demandait, un faisceau ¥ contenant moins de = fonctions
distinctes.

XXIV. 2° Si r est primaire, quelque systéme de valeurs que I'on donne
aux coefficients ),,..., le faisceau ¥,, obtenu en transformant )y, +py, +...
par les substitutions de r, dépendra d’un nombre de fonctions distinctes
égal & celui des variables y. Donc il contiendra au nombre de ses fonctions
toutes celles que I'on peut former avec ces variables, et notamment y;.

Donc, dans ce cas, F contiendra nécessairement la fonction ;. On pourra
donc, sans nuire a la généralité de la question, poser A =1,p=...=0, et
vérifier si le faisceau ¥, formé dans cette hypothése, dépend de n fonctions
distinctes, ou d’'un moindre nombre. Dans le premier cas, F, qui contient ¥,
dépendra nécessairement de n fonctions distinictes. Dans le second cas, G ne
sera pas primaire, et les fonctions distinctes dont ¥ dépend formeront un
systéme de fonctions tel qu’on demandait de le déterminer.

XXV. Second cas. — Supposons que F ne contienne aucune fonction des
variables y.

Si F contient une fonctionZ des variables = de la seconde classe, on opé-
rera absolument de méme que dans I'examen du premier cas, et I'on déter-
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minera, s'il y a lieu, un faisceau ¥ contenu dans [ et dépendant de mowus d¢
n fonctions distinctes.

De méme si F ne contient aucune fonction des variables y, ni des varia-
bles z, mais une fonction U des variables de la troisi¢tme classe.

Continuant ainsi, on voit qu'on pourra toujours déterminer un faisceau ¥
dépendant de » fonctions distinetes, & moins que F ne contienne nécessai-
rement et daus toute hypothése = fonctions distinctes, auquel cas G sera
primaire par définition.

XXVI. La solution précédente suppose que I'on sache résoudre pour le
groupe I' (etses analogues) la question posée pour le groupe G. Mais le nom-
bre des variables est moindre dans I que dans G, puisque I ne contient que
les variables d'une seule classe. Le probléme est donc réduit, et pourra
étre considéré comme résolu, lorsque nous aurons examiné le cas que nous
avons négligé jusqu’a présent, & savoir celui ou I'équation caractérislique
de la substitution A n’a qu’'une seule racine.

11

XXVII. Admettons maintenant que 1'équation caractéristique de A n’ait
¢u’une seule racine a. Si, parmi les substitutions de G, on peut en détermi-
ner une S dont I’équation caractéristique ait plusieurs racines distinctes, on
pourra évidemment considérer G comme dérivé des substitutions S,A,B, ...;
et raisonnant sur S comme nous 'avons fait précédemment sur A, on ob-
tiendra la méme réduction que tout & I'heure.

XXVIII. Nous supposerons d’abord que G ne contient aucune substitution
telle que S. En suivant les conséquences de cette hypothése, nous montre-
rons que G n’est pas primaire, el nous mettrons ses substitutions sous une
forme-type qui mette cette propriété en évidence.

Cetle étude préliminaire achevée, nous montrerons comment on peut vé-
rifier immédiatement si I'hypothése admise est satisfaite, et, dans ce cas,
ramener les substitutions de. G & leur. forme-type.

Dans le cas contraire, nous ferons voir par quelle série d’opérations on
pourra obtenir, soit la détermination directe d’un faisceau ¥ contenant moins
de n fonctions distincles, soit une substitution S dont I'¢quation caractéris-
tique ait plusieurs racines distinctes ; ce qui fournira par suite la solution,
ou tout au moins la réduction du probléme proposé.

XXIX. Admnettons que G ne contienne aucune substitution dont I'équation
caractéristique ait plusieurs racines distinctes, et voyons ce qui résulte de
cette hypotheése.

Soient a la racine unique de I'équation caractéristique de A, b la racinc
unique de I'équation caractéristique de B, ete. On pourra poser

(27) A=ualb, B=03, ...

»
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a, b, ... représentant des substitutions qui multiplient toutes les varia-
bles par a, par b, etc., et Jb,B,... des substitutions de déterminant 1 et
dont I'équation caractéristique se réduira & (s — 1)"=0.
Soit T=A"B*...=a’}*... Ho"B*... une substitution quelconque de G; et

considérons la substitution & = J,*%B* ..., Soit

A=38 u

b

(28) A=

son équation caractéristique ; I'équation caractéristique de T aura évidem-
ment pour racines celles de 1'équation A= 0 respectivement multipliées
par le facteur constant (a*b” ...)". Mais, par hypothése, elle n’a qu’une ra-
cine distincte; donc il en est de méme de I'équation A= 0.

XXX. La racine unique de U'équation A== 0 se réduit & l'unité.

Nous allons démontrer que si cela est vrai pour deux substitutions 8 et G
du groupe G, cela sera vrai pour leur produit 8G. Comme cela est vrai pour
Jo,B, ..., cela sera vrai pour leurs produits deux a deux, trois a trois,
etc., et par suite pour toutes les substitutions de q

XXXI. Supposons les variables indépendantes choisies de maniére & ra-

mener S & sa forme canonique

Yy cvoslYp Yisoees Yy
8§ — By ooy Bt Yoo i Y,

(29) ’
Upy ooy Uy Uy 3y o0, Uy + 3
et soit
Yy e+ .. +bz 4. Fou ...
30 S B T
(30) % u, Ayl i+ .
on aura

Ar—1
Y (a,+b‘k+c, ( 3 )+...) T
G+ e+ )+ F e+ ) .

......................

(3) 8'G = O
u, (d‘+e,7.+f1 '()‘2 1)+...) T

+le+fir+ ) m (i )y+

.........................
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et son équation caractéristique sera de la forme

(52) A= et gt L =,

9,915 --- désignant des fonctions entiéres de 2.

La racine (unique par hypothése) de cette équation sera une racinen=e de
I'unité. En effet, cette racine a pour puissance n™¢ (au signe prés, si n est
impair) le dernier terme de ’équation (32) lequel est égal 4 (— 4)" D, D étant
le déterminant de $’G; lequel est égal  l'unité, car 8 et & sont des pro-
duits formés avec les substitutions Jo,3B, ..., qui toutes ont l'unité pour
déterminant. On aura done

(33) =(s—b)' =0,

6 étant une racine de l'unité.
On devra avoir

- —1) p-
(34) p=—nt, ="l

et, par suite,

" n B — n(n_i) n
(35) ¢'=(—n)" ¢f= 3 ] AEEEY

Ces équations sont satisfaites, par hypothése, pour toute valeur de 1;
comme elles sont d’ailleurs un degré fini en 1, elles doivent se réduire a
des identités. Donc ¢,¢,, ... sont des constantes, et A sera indépendant de ).
Or, en posant =0, on a, par hypothése, A = (s—1)"®. Donc les substitu-
tions 8%, ..., $’%, ... auront toutes la méme équation caractéristique
(s—1)"=0.

XXXII. Cela posé, choisissons les variables de maniére & ramener Jb 4 sa
forme canonique; et, pour rendre le raisonnement plus facile 4 suivre, fai-
sons une hypothése particuliére. Soit

(36) No=| Y Ys Ys, Ya Ys» Y25 Ys» Ys |,
3y, 2y, 35 St Yo Bt Y B+Y;

Soit d'autre part

.......................

o "1 e [Z I
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une substitution quelconque de q On aura

y? (a“+b )\J+ -+ (e, +b_)‘)y +a +buz1+
(58).&*%‘: e e e e e e e e e e e e e e e e e ,

et son équation caractéristique

ay +byr—s a9 + b2
gy + by Gy + b2 —s ... | =0

@ o o & 4 s 8 4 s e 4 & e o o o

(39) A=

aura, comme on vient de le voir, ses coefficients indépendants de ). Mais il
est aisé de voir que cette équation contient les termes

by byh—s by

by byt byr—s

byp—s Dy bysh
(40) i st

lesquels ne se réduiront avec aucun autre, et par suite devront s’annuler

identiquement, quels que soients et ).
Egalant s¢parément & zéro les termes en s, 2%s%, 23s*, il viendra

(41) byy + bsa+ b5 =0,
b, b boo by b.
42 11 12 20 |+ 53 31 I___ 0’
(2) b bw | F | baa by s by
| by bie by )
(43) byt by by | =0.
by by by

XXXIII. Nous remarquerons maintenant que l'on peut, sans altérer I'ex-
pression de la substitution Jb, prendre pour variables indépendantes, au
Jieu de y,,Y,,Ys, des fonctions linéaires quelconques de ces variables, pourva
quon opére un changement analogue sur les variables 3,,2,,%;. Nous allons
profiter de celte latitude pour simplificr I'expression de .

XXXIV. I’équation (43) nous montre (u’on peut déterminer des nombres
1,,,,1; satisfaisant & I'équation

(44)  U(by 5y + Dias + by 7) +L(Dag 5y + Dy 2y + Doy 35)
A= Uy (bsy 3y + Doy + Dz 35) = 0.

Si donc on prend pour P'une des nouvelles variables I'expression
Ly, + Ly, + Ly,, lexpression que G lui [ait succéder ne contiendra plus
les variables z. On aura donc, par celte transformation, fait disparaitre de
I'expression de © les coelficients by, b.,,0...
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Supposons cette opération fuite; I'équation (42) prendra la forme plus
simple
by bye

b’l bil

(45) | =0.

On pourra déterminer deux constantes m,,m,, telles que 1’on ait
(46) My (byg %)+ b1a 2a) + Ma(bay 2 + Dys)2 =0,

et si 'on prend pour nouvelle variable my, + m,y,, on fera disparaitre de
© les coefficients b,,,b,,. Cela fait, I'équation (41) se réduira & b, =0. On
voit donc qu’on peut supposer

(47) by =bgy =Dbge =135, = b3 =33 =0.

XXXV. Nous allons montrer en outre que si I'un des coefficients by, by est
nul, on peut admettre que l'autre I'est également.

Soit d’abord b,,=0. On pourra déterminer deux entiers 1,1, tels qu’on ait
Lbys+ Lbyy=0. Si bi;>> ou <0, [, ne sera pas nul, et 'on pourra prendre
pour variables mdependanles, au lien de y,,3, les suivantes Ly, + Ly,
1,z + L,3,, ce qui n’altérera pas 1'expression de Jbo, ettransformera © enune
expression analogue, mais ou le coefficient analogue a b,; aura disparu. Si
by;s=0, on arrivera au méme résultat en permutant les variables y,,2, avec
les variables y,,2,.

Soit en second lieu by; = 0. Si b,;=> ou <0, on fera disparaitre le coeffi-
cient analogue & b, en prenant pour nouvelles variables by, + b..y,,
by,%, 4 by5%; 4 1a place de y,,2;. Si by était nul, on obtiendrait le méme ré-
sultat en permutant y,,2, avecy;,%;.

XXXVI. Soit maintenant

.....................

une substitution quelconque du groupe g
La substitution G"q6, ol  est un entier indéterminé, sera de la forme

e 1

.....................
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en posant pour abréger

B0) B (o By b+ (0 B, + (e o+ b,
+ a?l bb' + b?i di’ + b?! d” + b?s dS”
et de méme pour les autres coefficients.
Les coefficients by,, ..., by doivent satisfaire, quel que soit 12, aux équations
(41), (42), (43). On aura donc en particulier

(51) by, + by + by, =0.

Substituons dans cette équation les valeurs de b}, by,, b;s, €t égalons séparé-
ment & zéro les termes qui multiplient . ; il viendra, en tenant compte des
équations (47),

(52) bgybyg + by, by s+ b3 by = 0.

XXXVII. Cette équationdoit tre satisfaite quelle que soit la substitution U
que l'on considére dans le groupe (Z Donc elle aura encore lieu en rempla-
cant les coefficients b, by,, b;, de W par lescoefficients correspondants de ©,
On aura donc, quel que soit g,

(53) bgybyg + b3ubys + blg bey =0.

Remplagons dans cette équation by, b;,, by, par leurs valeurs, et égalons

séparement & zéro les termes multipliés par p. Il viendra, en tenant compte
des équations (47),

(54) byg bys b}y =0.
XXXVIIL On peut satisfaire  celte équation: 1° en posant
(55) by, =0;
2¢ en posant b, by; =0, d’ou I'on déduira (35)
(56) big=0, byy=0,

puis, en vertu de I'équation (52),
(57) bz =0.

XXXIX. Il est maintenant aisé de voir que G ne peut étre primaire.

En effet, supposons d’abord qu’on puisse choisir W de telle sorte que
I'on ait b, > ou <C0. On aura les équations (47), (56) et (57), desquelles il
résulte que © remplace y,,.,y; par des fonctions de ¥,,y,,Ys,y, seulement ;
© désignant d'ailleurs une substitution quelconque du groupe ‘2

Cela posé, soient ©,0’, ... les diverses substitutions de ce groupe; Y,Y, ...
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les fonctions qu’elles font succéder & y,. Chacune de ces fonctions ne dé-
pendra que des variables y,,y,,ys,y,. Donc, le faisceau formé par les fonctions
linéaires de la forme «Y 4~ 'Y’ +-... contiendraun nombre de fonctions li-
néairement distinctes au plus égal a 4. Soient Y,, ..., Y, ces fonctions.

D’autre part, chacune des substitutions de g transforme les unes dans les
autres les fonctions Y,Y’, ...; car supposons que 1'une d’elles &, transforme
Y en Y, ; soit © la substitution qui transforme y, en Y; Y, étantla transfor-
mée de y, par & G, appartiendra a la suite Y,Y’, ....

Donc les substitutions de ¢ transformeront les unes dans les autres les
fonctions du faisceau «Y +o'Y'+.... Le nombre des fonctions distinctes
Y,, ..., Y; contenues dans ce faisceau, étant inférieur a celui des variables,
(} ne sera pas primaire; et si 'on prend pour variables indépendantes lesfone-
tions Yy, ..., Y, avec d’autres fonctions quelconques Y, ,, ..., les substitu-
tions de (} seront de la forme générale

Y" ""Yk ¢1Y1+-.-+¢kYk, ""ﬁiY£+"‘+BkYk

58 .
(58) oo WY 4. oo+, Y+

Supposons maintenant que P'on ait by, = 0 quel que soit W ; on arrivera 4
la méme conséquence. En effet, soient Y,Y’, ... les fonctions que les sub-
stitutions de q font succéder a y,; aucune d’elles ne contiendra z;. Donc le
faisceau formé par les fonctions Y,Y',... contiendra un nombre de fonctions
distinctes Y,, ..., Y, inférieur d’une unité au moins au nombre total des va-
riables y,, ..., 44,3, ---, %;. Gela posé, on achévera le raisonnement comme
dans I'autre hypothése.

XL. Supposons donc les substitutions de (} ramenées a la forme (58). Le
premier membre de I'équation caractéristique d’une substitution de cette
forme est évidemment divisible par celui de I'équation caractéristique de la
substitution a k variables

(59) I Y’, ""Yk a,Y‘+...+a,‘Yk, "')BiYi +... +BkYk I'

Mais, par hypothése, toutes les substitutions de g ont pourpremier mem-
bre de leur équation caractéristique une puissance des— 4. Donc il en
doit &tre de méme des substitutions partielles (59); donc le groupe (;‘ formé
par ces substitutions ne sera pas primaire si k>>1; et ses substitutions
pourront se mettre par un choix convenable des variables indépendantes

sous la forme

Yo ooV, (Yoo X)) o g(Yees Y))

. |
(60) OIS AP AU ARSIY ARG A

1 étant <k.
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Si I1>1, cn pourra de méme choisir les variables Y,, ..., Y;, demaniére a
meture les substitutions partielles

(61) (R TREES AL PN AR\ AR AN

sous la forme plus simple

YY,,...,Y,, T\ S A TR A AR A

(62) SUDPREIRS AR TS| APPT A PN N, AN 4

Continuant ainsi, on voit que I'on pourra choisir les variables indépen-
dantes de telle sorte que la premiére de ces variables, Y,, soit multiplice par
un simple facteur constant dans chacune des substitutions de G. Dailleurs,
ce facteur constant doit se réduire a 'unité; car, s'il était égal a « dans une
des substitutions de q, le premier membre de I’équation caractéristique de
cette substitution serait divisible par s — «; or, il se réduit 4 une puissance
de s —1, par hypothése. Donc a=1.

Nous avons donc ce théoréme :

Si toutes les substitutions de (‘; ont pour équation caractéristique (s —1)"=0,
il existe uné fonction au moins des variables y,, ..., y, qui w'est altérée par au-
cune substitution de §.

XLI 11 peut d’ailleurs exister plusieurs semblables fonctions. Supposons
qu'il en existe p distinctes. On pourra, en les prenant pour variables indé-
pendantes, mettre les substitutions de (} sous la forme

Y,....Y, AR

A
Yoinoo0ln Yot odaYy B Y+ .o B Y, |

(63)
Or, le premier membre de 1'équation caractéristique d’une semblable sub-

stitution est égal au produit de (s—1)? par le premier membre de I'équation
caractéristique de la substitution

68) | Yot oo Vo % Yppg 4+ oo a¥u ooy B i+ oo +B,Y, |

Donc les substitutions de cette forme, correspondantes aux diverses sub-

stitutions de (; auront toutes pour équation caracléristique (s —1)"~? =0.
On en conclut qu’on pourra choisir les variables de maniére & les mettre

sous la forme

) AT A ) AP A

65 ' . , S R
(65) Yorgwonv Yo tpuiYppi oot aYe oo, By Yousd oo 4-BY,
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Continuant ainsi, on voit que les substitutions de (} pourront se melire sous
la forme générale

Y,...Y, ) A 4

(66) LTI A AR N TR A2 ,
Yoo oYy Yoritfonn oo Yot f,
0l f,,y, ., fy sont des fonctions de Yy, ..., Y,; f, ., ..., f, des fonctions de
Yy ..., Yy, etc.

En particulier, les substitutions Jfb,%, ... dont (} est dérivé, seront de
cette forme. Cela est d’ailleurs suffisant, car le produitde deux substitutions
dela forme (66) est évidemment de cette méme forme.

XLIL Rien n’est maintenant plus simple que de vérifier si les substitutions
Jo,3,... sont ou non susceptibles d’étre réduites  la forme (66). On cher-
chera, par la méthode des coefficients indéterminés, s'il existe ou non des
fonctions des variables initiales ,, ..., ¥, qui ne soient altérées par aucunes
des substitutions Jo,B, .... On aura, pour déterminer les coefficients
d’une semblable fonction, des équations linéaires homogénes, en nombre
surabondant. Si ces équations peuvent néanmoins 8tre satisfaites, soit p le
nombre des coefficients inconnus qui restent arbitraires; on aura p fonc-
tions distinctes Yy, ..., Y, jouissant de la propriété cherchée. On cherchera
ensuite s'il existe des fonctions Y, ..., Y, que Jbo,3, ... accroissent simple-
ment de fonctions linéaires Yy, ..., Y, : ce qui conduira & résoudre un autre
systéme d’équations du premier degré, et ainsi de suite. Si I'on ne se heurte
chemin faisant & aucun systéme d’équations incompatible, il suffira de pren-
dre pour variables Yy, ..., Y,, Y, ,, ..., Y, ... pour ramener /b, %, ... et par
suite les autres substitutions de(; ala forme (66). Quant aux substitutions
correspondantes A—alb, B=>5%, ... du groupe G, elles se déduiront de
Jo,B, ... en multipliant toutes lesfonctions qui forment le second nombre de
leurs expressions par a, par b,....

Chacune des substitutions de G multipliera donc par un simple facteur
constant chacune des variablesY,, ..., Y,. On aura déterminé, par suite, de p
maniéres différentes, un systéme d’une seule fonction que les substitutions
de G remplacent par des fonctions linéaires de cette méme fonction; ce qui
résout le probléme que nous nous étions proposé.

XLIII. Supposons maintenant qu’en suivant la marche indiquée aun® XLII
nous ayons abouti 4 une impossibilité; ce qui indiquera que t;contient une
substitution, dont 1'équation caractéristique a plusieurs racines distinctes.
Pour résoudre le probléme dans ce dernier cas, on opérera comme il suit:

Prenons, comme précédemment, pour variables indépendantes, celles qui
raménent Jb & sa forme canonique, et supposons, pour fixer les idées, que
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eetie forme canonique soit celle que donne la formule (36). Nous détermi-
nerons ensuite les transformées de la fonction y, par les substitutions
. B, ....Si, parmi ces transformées, il en existe qui s’expriment linéairement
en fonction des autres et de y,, on les effacera : soient y, , ..., 3} celles qui res-
tent. En les transformant par Jb,3, ..., on obtiendra de nouvelles fonctions,
parmi lesquelles on effacera toutes celles qui s’expriment linéairement en
fonction des autres et des fonctions y,, y, , ..., y} . S'il en reste encore quel-
ques-unes y;**,...,y; , on les transformera par Jb,3, ..., et ainsi de suite,
jusqu'd ce qu'on n’obtienne plus de fonctions nouvelles, ce qui arrivera
nécessairement, car le nombre. total des fonctions distinctes que 1’on peut
obtenir ne saurait dépasser le nombre des variables y,, ..., ¥,.

Les fonctions y,, y,, ... ainsi obtenues jouiront évidemment de la propriété
que les substitutions Jb,3, ... (et parsuite toutes les substitutions de ) rem-
placent chacune d’elles par une fonction linéaire de y,y;, ... . Cela posé,
deux cas pourront se présenter.

XLIV. 1° Si aucune de ces fonctions ne contient les variables z,,%,,%;, leur
nombre sera au plus égal a celui des variables y,,9,,95,9, ; et,sans aller plus
loin, on aura obtenu un systéme de moins de = fonctions tel, queles substitu-
tions de §, et par suite celles de G qui n’en différent que par des facteurs
constants, les remplacent par des fonctions linéaires les unes des autres.
Le faisceau ¥ dérivé de ces fonctions satisfera & notre probléme.

XLV. 2¢ Si, parmi les fonctions y,,y;, ... il en est une y} qui contienne
%,%4,%;, ON arrétera la série des opérations précédentes au moment ou 1'on
arrivera 4 y? ; et,enrepassant la suite des transformations par laquelle on a
passé dey, 4y}, on déterminera aisément la substitution ©qui transforme y, en
3¢ - Cette substitution sera de la forme (37), et les coefficients b,,, ..., by, sa-
tisferont ou non aux équations (41), (42), (43).

S'ils n’y satisfont pas, on pourra déterminer une substitution de la forme
M dont I'équation caractéristique ait plusieurs racines distinctes. Pour
cela, on développera le déterminant (59), qui forme le premier membre de
I'équation caractéristique de % ; soit

A="+os"~ 18"~ +...=0

ce déterminant. On n’aura qu'a assigner & X une valeur qui ne satisfasse pas
aux équations (35). On y arrivera par une siite d’essais en nombre au plus
égal & nr, - étant le degré en ) de I'un des coefficients ¢,¢,, ... . On pourra
alors traiter le probléme comme il est indiqué au ne XXVII.

XLVL. Si les équations (41), (42), (43) sontsatisfaites, on pourra choisir les
variables indépendantes de telle sorte que les équations (47) le soient
(XXXIII-XXXIV). Si en outre on a by,by; =0, on pourra faire en sorte que by,
et by soient nuls séparément (XXXV). Mais b, sera différent de 0,
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XLVIL, Cela posé, déterminons les transformées de y, par les substitutions
J,B, ... . Effacons celles de ces transformées, s'il y en a, qui s’expriment
linéairement en fonction des autres et de y,. Transformons de nouveau
celles qui restent par Jb,3, ..., et ainsi de suite. Nous obtiendrons une suite
nécessairement limitée de fonctions distinctes y;,y. ,..., que les substitu-
tions de G transformeront en fonctions linéaires de y5,y; ... .

Si aucune des fonctions y,,y; , ... ne contient la variable z,, leur nombre
sera au plus égala n — 1, puisqu’elles ne dépendent que des n+— 1 variables
autres que z,; et I'on aura ainsi un systéme de moins de » fonctions, que
les substitutions de G remplacent par des fonctions linéaires de ces mémes
fonctions. Le probléme se trouve ainsi résolu.

XLVIII. Supposons au contraire que 1'une de ces fonctions, yz, contienne
la variable z,. La substitution U, qui remplace y, par y?, serade la forme
(48), et le coefficient by, y sera différent de 0. Par suite, les équations (52)
et (54) ne pourrront &tre satisfaites a la fois (XXXVIII).

Si U ne satisfait pas a 'équation (52), la substitution © = GA*U aura
laforme (49), et I'on pourra déterminer p de telle sorte que I'équation (51)
ne soit pas satisfaite (XXXVI). On pourra ensuite déterminer X de telle sorte
que la substitution SO ait une équation caractéristique autre que
(s—1)*=0.

Si c’est I'équation (54) qui n’est pas satisfaite, on déterminera . de telle
sorte que O ne satisfasse pas a 1'équation (53), analogue a (52). On raison-
nera ensuite sur © comme onvient delefairesur U dans le cas précédent.

IV

XLIX. Nous avons vu, dans ce qui précéde, comment on peut reconnaitre
sile groupe G est primaire ; et, s'il ne I’est pas, comment on peut choisir
ses variables de maniére & mettre ses subsitutions sous la forme

Y,....Y, o1 (Yoo n i) ooes (Y o000 X))

67 .
1) AREES AR\ ARPRE A RS AR A

Y

Si le groupe formé par ces substitutions partielles
(68) [ TS AN | AT A RN | A AN

n'est pas primaire, on pourra choisir les variables de maniére & mettre ces
substitutions sous la forme

Y, ..., Y, t,'z,(Y,,...,Y‘),...,¢,(Yl,...,Y,)
 ARTRRIE ARE T\ ARE A WRRUR WL AU A

(69)
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Sile groupe formé par les substitutions partielles

(10) R /RRTI AREY( AP A RUSR Y\ RO AN B

n’était pas primaire, on pourrait simplifier d’'une maniére analogue I'expres-
sion de ces substitutions. Continuant ainsi, on voit qu’on pourra mettre les
substitutions de G sous la forme

Yh--"Ym a1Y1+~°'+%Yma---,B;Y1+.-.+ﬂmYm

Vi , ’
LR NI A IS S S

le groupe formé par les substitutions partielles

(120 (Yoo Yo oYid oot agYo oo, BY 4 oo 4 By |

étant primaire.
L. Cela posé, si le groupe formé par les substitutions

(NI ITPRRTRS AL ST S S 1) CURTRTR MNP (P SRR ) A

n’est pas primaire, on pourra choisir les variables Y
niére a mettre ces substitutions sous la forme

w41 ooy Yy de ma-

(74) Y"“’-l' A ’—;n+1Ym+l+"'+”'lm'Ym""'rﬁ;r;+lYm+l+'n-+B;wYm'
Ym’-Hr ""Y'l ‘Tm+lyfn+l+ e + 'T'u Ym "-*8'm+iym+l+ e + 3'"Y,| !

les substitutions partielles

(75) l Ym+t""'Ym' “;n+iYm+t+ et ‘z;n'Ym" ""ﬁ’m-HYm+l+ +B;,,'Ym' I

formant un groupe primaire.
Les substitutions de G prendront alors la forme

Yoo Ym Yy + oo FagYy, oo B Y4 By
Yoo oo Yo 1'm+1Ym+l + ...+ “'m'Ym' +fm+l(Yh .. 'er)y ceey
But Ymas + -oe +B'lem'+fm:(Y“ . --,Y,,.) )
Yoip o0 Yy ‘?m’+l(Yu .. -’Yn)» ERRD ?n(Yh ERED) Yn)

Continuant ainsi, on voit qu’on pourra mettre les substilutions de G sous
la forme

Yooir s Yy a Y, + ooy Y BB Y o BV
Ym+l’ cre Ym' d';u-i- lYnH-i + cee “'m'Ym’ + fm+£(Yn L] Ym)’ AR
ﬁ'm+ lYm+ 1 +...+ ﬁ;)t'Yvn'—!"nn'(Yiy ] ,Ym)
) (PERURNE (WINE I APIIPE SIURIE S (ALY I | FROTITS ) ISR
ﬁ:n'+ lYm'+l'|' et ﬁ:n"ym"'*'fm"(Yh LA Ym')

...............................



— 125 —

les substitutions partielles

(77) l Y, .. Ym ) (P “:uYnn re ﬁl"i'i' et BmYn |
(78) l Yo to+00s Y °"m+1Ym+l+° . '+“,m'Ym" te B;n NI PR Y +B;n'Ym' I

formant autant de groupes primitifs.

LI. Voyons maintenant comment on pourra déterminer tous les faisceaux
tels, que les substitutions de G transforment leurs fonctions les unes dans
les autres.

Soit I un semblable faisceau. Nous dirons qu’il est de la premiére classe,
si les fonctions qui le composent ne dépendent que des variables Yy, ..., Y,;
de la seconde classe, si quelques-unes de ces fonctions dépendent des va-
riables Y,, ,_,, ..., Y, sans qu'aucune d’ellesdépende des variables suivantes;
et ainsi de suite.

Le groupe formé par les substitutions (77) étant primaire, par hypothése,
il n'existera évidemment qu'un seul faisceau de premiére classe, lequel
sera formé de toutes les combinaisons linéaires des variables Y,, ..., Y,,.

Nous allons donner d’autre part un moyen de déterminer les faisceaux de
la classe k, lorsqu’on connaitra les faisceaux des classes inférieures & k.
Connaissant le seul faisceau qui entre dans la premiére classe, on pourra
s’élever ainsi progressivement a la connaissance de tous les faisceaux pos-
sibles.

LIL. Soit pour fixerles idées k = 3. Désignons par F,F’, ... les divers fais-
ceaux de premiére et de seconde classe, par ¢ I'un des faisceaux inconnus
de la troisiéme classe. Les diverses fonctions de ¢ seront de laforme P 4-Q,
P,+Q,,..., en désignant par P,P, ... des fonctions de Y, ..., Y. ct
par Q,Q,, ... des fonctions de Y,, ..., Y,,. D'ailleurs les substitutions de G,
(ue nous avons mises sous la forme (76), transforment les unes dans les
autres les fonctions P+4-Q,P, +Q,, .... Il faudra évidemment pour cela que
les substitutions

- " 3 " " [
l }m'+v R Ym" I+ lym’—s-l +...+ am”Yn."v e Bm' + iYm’+ 1 +..o+ Bm”) m’ ,

transforment les unes dans les autres les fonctions partielles P,P,, .... Mais,
par hypothése, ces substitutions forment un groupe primaire I'; donc le
faisceau formé par les fonctions P,P,, ... contiendra toutes les fonetions li-
néaires des variables Y,, . ,, ..., Y, En particulier, il contiendra Y, , ,. Par
snite, & contiendra une fonction de la forme

f= Ym'+1+ 0 =Ym'-:-l+ YA A Yy

LII. Formons les transformécs [, ... de lafonction f par les substitu-
tions A,B, ..., en considérant Ay, ..., },, comme des indéterminées. Si, parmi
ces translorirées, il en est qui s’expriment linc¢airement en fonction des au-
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tres et de f, nous les supprimerons. Soient f’, ..., f” celles qui restent. Trans-
formons-les par A,B,... et supprimons encore celles de ces transformées
qui s’expriment linéairement en fonction des autres et de f, f', ...,f -
Soient f***, ..., f* celles qui restent; nous les transformerons encore par
A,B, ... et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on n’obtienne plus de nouvelles trans-
formées, linéairement distinctes des précédentes. Cela arrivera forcément,
car les transformées successivement obtenues, dépendant linéairement de
Yo 1yeees Yoo €t des m® produits 2,Y,,),Y,, ..., ,Y,,il ne peut y en avoir
plus de m" —m’ 4-m’® qui soient linéairement distinctes.

Soient f, ..., f* lesfonctions ainsi obtenues. En les combinant linéairement,
on obtiendra un faisceau de fonctions, que les substitutions de G transforment
les unes dans les autres. Ces fonctions sont respectivement de la forme
P+Q,P'+(,...,P'+0Q,P,P,..., P étant des fonctions de Yy, , 4, ..., Y, et
Q,Q, ..., ¢ des fonctions deY,, ..., Y, D'ailleurs les substitutions de ' per-
muteront évidemment les unes dans les autres les fonctions du faisceau formé
par la combinaison linéairedes fonctions partielles P,P’,..., P‘. Mais T est pri-
maire, par hypothése; donc, parmi les fonctions PP, ..., P, toutes formées
avec les m" —m’ variables Y. ,, ..., Y, il y en aura m" —w’ de dis-
tinctes.

LIV. Supposons, par exemple, que P,P’,...,P™ —™~!soient distinctes.
Soit 9= £+ 2 une quelconque des fonctions du faisceau &. La fonction £

des indices Y, , ..., Y,» pourra s’exprimer linéairement en fonction des
m" — m' fonctions distinctes P, ..., P™ =™ ~*, Soit, par exemple,

R=dP+ ., - g —w—1pm'—m—1,

On aura évidemment

o=df+ ... dV—m—im—n'—t_ g

2, ne dépendant plus que des variables Y,, ..., Y,,. Donc ¢ s’obtiendra en
combinant les m” —m’ fonctionsP, ...,P™ =™ ~* avec des fonctions 2,,2,, ...
des seuls indices Yy, ..., Y,,.

LV. Il peut se faire que 2,,2,, ... se réduisent toutes a zéro. Dans le
cas contraire, elles formeront un faisceau de fonctions que les substitutions
de G permuteront évidemment les unes dans les autres. Ce sera donc un
des faisceaux F,F, ... déja déterminés.

LVI. Parmi ces fonctions 2,,2,, ..., il en est qu'il est aisé de déterminer.
Ce sont celles qui appartiennent au faisceau dérivé de f, ..., f*, lequel est
¢videmment contenu dans¢. Pourles obtenir, onremarquera que les fonctions
™™, ...,f* se réduiront respectivement, par la soustraction de fonclions
linéaires convenables de f, ..., f™ ~™~*, & des fonctions 2" ~™, ..., 9 des
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seules variables Y,, ..., Y,,. D'ailleurs les coefficients des variables dans ces
fonctions seront évidemment linéaires par rapport a ), ..., A,.

LVIL Si I'on veut que 2,,2,,... se réduisent & zéro, il faudra a fortiori
que les fonctions 2™ ™™, ..., 9! qui font partie de cette suite s’annulent. Il
faudra pour cela que les coefficients de Y,, ..., Y,, s’annulent tous dans cha-
cune de ces fonctions, ce qui donnerapour ), ..., ), un systéme d’éguations
linéaires, en général surabondant. Si ces équations ne sont pas incompa-
tibles, & chaque systéme de valeurs qui y satisfait, correspondra un faisceau
#, dérivé des seules fonctions f, ..., ™ ~™—1,

LVIIL. Si I'on veut que 2,,2,, ... forment par leur réunion I'un des
faisceaux F,F’, ... déja trouvés, par exemple le faisceau F, il faudra que
Q™ =™ .., 2" appartiennent i ce faisceau. Or, soient x,x’, ... les fonctions
distinctes que contient le faisceauF ; les diverses fonctions de F seront de la
forme py—+p'x + ... ; et 'on aura A satisfaire aux conditions

QY A p e, QYT =y b ey e

Remplagant dans ces équations 2™ =", ..., 2, x,x» ... par leurs va-
leursen Y,, ..., Y,, etégalant séparément 4 zéro les coefficients de chaque
variable, on aura pour déterminer Xy, ...,\y, g’y «ovy fraliys oo <o UN SYS-
téme d’équations linéaires. Si ces équations sont incompatibles, il n’exis-
tera aucun faisceau ¢ de troisiéme classe et contenant F. Sinon, & chaque
systéme de solutions correspondra un faisceau ¢.

On remarquera cependant que si, dans ’expression

=Yoo+ MY+ oo+ 0¥,

Agy eeey Jy, Nt recu un systéme de valeurs permeltant de déterminer un
faisceau ¢ qui contiennc F, on obtiendra une infinité de systémes de valeurs
qui engendrent le méme faisceau, en considérant les fonctions de la

forme
f+vw+vY+..,

ol »,v' sont des constantes quelconques.



