
BULLETIN DE LA S. M. F.

CAMILLE JORDAN
Mémoire sur une application de la théorie
des substitutions à l’étude des équations
différentielles linéaires
Bulletin de la S. M. F., tome 2 (1873-1874), p. 100-127
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1873-1874__2__100_1>

© Bulletin de la S. M. F., 1873-1874, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1873-1874__2__100_1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


— 100

Mémoire sur une application de la théorie des substitutions à l'étude
des équations différentielles linéaires; par M. CAMILLE JORDAN.

(Séance du 8 avril 1874)

[. Soit

<1) ^^S4^1^4- - -^==0 •

une équation linéaire d'ordre n, dent les coefficients soient des fonctions
entières de x (ou plus généralement des séries convergentes dans toute
l'étendue du plan).

Choisissons à volonté la valeur initiale Ç de la variable imaginaire x, en
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ayant soin d'éviter les valeurs a,(3,..., qui annulent p, et donnons-nous arbi-

trairement les valeurs initiales de y, .À ...» , ^y* A chaque système de va-

leurs de ces quantités correspondra, d'après Cauchy, une intégrale y, qui
variera avec x suivant une loi parfaitement définie, pourvu qu'on évite de
faire passer x par les valeurs a,j3,....

Soient d'ailleurs y^, ...,y» des intégrales particulières choisies de telle
sorte que leurs valeurs initiales et celles de leurs n — i premières dèri-

vées,(yi),...,(yj, (^), — , (^),..., aient un déterminant différent de
zéro; et soit y une autre intégrale quelconque, correspondant aux valeurs

initiales (y), Q^, .... On pourra déterminer des constantes C^, ..., G» par
les relations

(y)::=W+ ... +Cn(y»),

( .̂O^)—^)-
On en déduira, en vertu de l'équation différentielle,

(S)-.(30— (̂S.).
et par suite on aura, d'une manière générale, dans toute la portion du plan
où les intégrales sont développables en série convergente suivant les puis-
sances de x—Ç,

y=Ciyi+...4-C^.

II. Supposons maintenant que x^ après avoir varié suivant une loi déter-
minée quelconque, revienne à son point de départ, et suivons les variations

( dv\ /dfl"'~iî/\de l'intégrale y^ et de ses dérivées. Soient (y), ,"). ... , ( , ^_i) leurs va-
leurs finales. Nous aurons passé, comme on le voit, de l'intégrale y^ à l'in-
tégrale y==C^-+-... 4-C^. On passera de même de l'intégrale yg à une
nouvelle intégrale, de la forme D^+ ...+D^;etc. Par suite, l'altération
produite sur le système des intégrales yi,..., y» pourra être représentée par
une substitution linéaire (*)

Vt Ci!/i+...4-C^ j
A== î/a î\î/i+... +ÏU» .

(*) Pour plus de détails sur ce sujet, consulter un mémoire de M. Fuchs (Journal fie
M, Jîorchardf,i.L\\l}.
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Si maintenant nous faisons varier x de toutes les manières possibles, de
manière à envelopper successivement les divers points singuliers a,^,..,,
nous obtiendrons un certain nombre de substitutions dont la combinaison
formera un groupe G. Ce groupe sera susceptible de diverses formes, sui-
vant le choix des intégrales particulières y^ ..., ̂ . (II est clair qu'on peut
prendre pour intégrales indépendantes un système de n fonctions linéaires
quelconques de ^,..., y,,, pourvu que leur déterminant ne soit pas nul.)

III. Le groupe G caractérise dans ce qu'il a d'essentiel le type de l'équa-
tion différentielle qui lui donne naissance, et reflète ses principales pro-
priétés.

Ainsi cherchons à quelles conditions toutes les intégrales de l'équation
P==0 satisferont à des équations algébriques ayant pour coefficients des
fonctions synectiques de x.

11 faut pour cela que les diverses fonctions que les substitutions de G font
succéder à chacune des fonctions ?/p ...,y^ soient en nombre limité. Par
suite, G ne devra contenir qu'un nombre limité de substitutions. Et cette
condition sera évidemment suffisante.

IV. Voyons en second lieu (*) comment on pourra reconnaître si l'équa-
tion (1) a une intégrale commune avec une équation analogue d'ordre infé-
rieur

'̂s+'.a—.^»
(en excluant la solution évidente y=0).

La fonction y étant supposée satisfaire à la fois aux équations P et Q, sa-
tisfera à l'équation

(2) R=<yP^Qn— , /.Qn-/-l_..._^Q=0,

où Q^ désigne la ̂  dérivée de Q, et où /i,.... fn -. sont des fonctions de x

choisies de manière à annuler les coefficients d—i/ (rîl.
a^-1 "' d.t"

Toutes les intégrales communes à P==0 et h Q==0 satisferont n IV'qnn.
tion R= 0, et réciproquement. Donc si R est nul identiquement, toutes les
intégrales de Q=0 satisferont à P==0. Dans le cas contraire, optons sur h
et Q comme nous l'avons fait s u r P c t Q ; nous obtiendrons une nouvelle
équation S ==0, d'ordre moindre que Pi==0 ot a laquelle satisferont les in-
tégrules communes. Si S est nul identiquement, toutes les int^niles de
R==0 satisferont a Q=0, e tpa r su i t eà P:=0. Poursuivant ainsi, on arrivera

.̂'l̂ ^ .̂̂ xÏÏ̂ '̂̂ ^ ̂  c(luaiîfm3 ̂ r^nliel^ i^al^ (,/̂ W ̂
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à une équation dont toutes les intégrales satisferont à P ==0 ; car, sans cela,
on finirait par obtenir une équation de la forme

!/<P(.^0,

laquelle n'a plus que la solution î/===0.
V. Supposons donc qu'il existe une équation linéaire T===0, d'ordre

w<n, dont toutes les intégrales satisfassent à P==0. Soient Xp ...,X^ un
système de m intégrales distinctes de l'équation T=0; y^^ •••»!/»» d'au-
tres intégrales de l'équation P==0,qui forment avec les précédentes un
système de n intégrales distinctes.

Si l'on fait varier x d'une manière arbitraire, les intégrales Xp. . . , X^ de
l'équation T == 0 seront transformées en des fonctions linéaires deXp ...,X,,(;
par suite, toutes les substitutions du groupe de P seront de la forme*

I Xp . • . » \m / l» • • •» /M»

î/w-t-l. • • - . yn fm+^ ••• ' /»

où /p ...,^ ne dépendent que de Xi, ...,X»p tandis que /^^,..., /„ pour-
ront dépendre de toutes les variables Xi, ...,X^, y^^^ ..., Vu'

Réciproquement, si l'on peut choisir y^..., y^, de telle sorte que G n'ait
que des substitutions de cette forme, ces m intégrales satisferont à l'équation

(5)

•' dx
î __;

Ji dx "• iW

(ïym ^'Hni
Jm cLv '" dx^

=0,

où les coefficients de y et de ses dérivées ont pour rapports des fonction?
monodromes de x.

En effet, si l'on fait décrire à x un contour fermé quelconque, de telle
sorte que î/i,^,... soient changés enCiî/i4'...-4-C^,p Diyi4-...-4-I\(y»p — >
les coefficients de l'équation (5) seront tous multipliés par un môme fac-
teur, à savoir le déterminant de Cp ..., C^, Dp ..., 1^, .... Leurs rapports
reprendront donc la même valeur, et seront par suite dos fonctions mono-
dromes dc.z.

VI. On voit par ces exemples qiio dans la théorie des équations différen-
tielles lincaires, comme dans colle des équations algébriques, on aura
trois calegories de problèmes à résoudre :

1° L'équation élaiil donnée, déterminer son groupe. Cette question estdn
ressort du calcul intégral ;
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2° Déterminer les conditions auxquelles le groupe doit satisfaire pour
que l'équation donnée jouisse dételle ou (elle propriété;

5° Le groupe étant connu, vérifier s'il satisfait ou non aux conditions re-
quises. Cette dernière question ne dépend plus que de la théorie des substi-
tutions.

VII. A cette dernière catégorie se rapporte la question suivante, qui fait
l'objet du mémoire actuel :

Etant donné un groupe G, dérivé de substitutions linéaires A, B, ... entre n
variables, reconnaître si Féquation différentielle linéaire qui a pour groupe G
est satisfaite par les intégrales d'équations analogues Sun ordre inférieur
à n, et déterminer les groupes de ces équations réduites.

D'après ce qu'on a vu plus haut, ce problème revient au suivant :
Déterminer de toutes, les manières possibles un système de fonctions li-

néaires ï^ • • •»X^ des variables y^ ...,y» telles que chacune des substi-
tutions A, B,... dont G est dérivé les remplace par des fonctions linéaires de
Xif«»A^.

VIH. On peut d'ailleurs faire subir à cet énoncé une légère modification,
que nous allons exposer.

Soit Xi , . . . , X^ un des systèmes de fonctions qu'il s'agit de déterminer. Il
est clair que chaque substitution de G transformera les unes dans les autres
les diverses fonctions du faisceau (*) F formé par les fonctions linéaires de
X^, ..., XCT. Si d'ailleurs on choisit dans ce faisceau m fonctions quelconques,
linéairement distinctes, toutes les autres pourront s'exprimer linéairement
par celles-là, lesquelles formeront un système, jouissant évidemment de la
même propriété fondamentale que X^, . . . , X^. En remplaçant la considéra-
tion du système des fonctions particulières X^, ...,X^ par celle du faisceau F,
on aura donc l'avantage d'un certain arbitraire dans le choix des fonctions
dont on le considère comme dérivé.

Dans cet ordre d'idées, le problème pourra s'énoncer comme il suit :
Déterminer tous les faisceaux tels que chacune des substitutions A, B,...

transforme leurs fonctions les unes dans les autres.
On aura toujours un semblable faisceau, formé par l'ensemble des fonc-

tions linéaires de y^ ..., y y S'il n'y en a pas d'autre, le groupe G sera dit
primaire, et l'équation différentielle correspondante sera irréductible. Dans
le cas contraire, à chacun des autres faisceaux, dérivés de fonctions dis-
tinctes Xi,..., X^ en nombre -<n, correspondra une équation différentielle

(*) Nous dirons, suivant un usa^c assez généralement admis, qu'un système de fonctions
linéaires forment un faisceau, lorsque toute combinaison linéaire de ces fonctions fait
elle-même partie de ce système. Un faisceau quelconque F contiendra un certain nombre
de fonctions linéairement distinctes, en fonction linéaire desquelles on pourra exprimer
toutes les autres, et dont nous dirons que F est dérivé.

On voit que la notion du faisceau dans la théorie des fonctions linéaires est analogue à
celle du groupe dans la théorie des substitions.
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réduite, dont le groupe sera formé par les altérations que les substitutions
de G font subir à X^, ..., X,^.

IX. Nous commencerons par indiquer (g II et III) un moyen de recon-
naître ave.c certitude si G est primaire ou non, et de déterminer dans ce
dernier cas un faisceau contenant moins de n fonctions linéairement dis-
tinctes. Cette question résolue, il sera facile de déterminer tous les fais-
ceaux possibles ; ce qui fera l'objet du g IV.

II

X. Soit

w A==
Vi C^-+-
ys DIÎ/I+

+c^
+DA

l'une quelconque des substitutions A, B, C,... dont G est dérivé. Nous
prendrons pour variables indépendantes au lieu de ^,y,,... des fonctions
linéaires de ces variables, choisies de manière à ramener A à sa forme ca-
nonique. Nous avons exposé avec détail dans notre Traité des substitutions,
livre II, chap. II, les moyens d'atteindre ce résultat. Nous nous bornerons
ici à rappeler brièvement les points les plus indispensables à l'intelligence
de ce qui va suivre.

La question dépend essentiellement, comme on sait, de la résolution de
l'équation caractéristique

W
Ci -s ^ ...C,

D. D,-<...1)_

Soient a, b, ... les racines distinctes que cette équation comporte. A
chacune d'elles, telle, que a, correspondra en général une fonction
y^=al?/l-^-•••+any» q^ A multiplie para; et les rapports des coeffi-
cients 04, ...,«„ seront donnés par les équations

(C)
(Ci-rt)fl4+C,a,+
Diai4-(Da—a)aa4-

4- ÇA == 0,
+1V-.=0,

Mais si a annule non-seulement le déterminant (F)), mais ses mineurs
d'ordre 1, ...,/^—1, les équations (6) laisseront indéterminés 1^—\ de
ces rapports, et l'on aura h\ fonctions distinctes y\ , . . . ,y/{1 que A multiplie
par a. .

Dans le cas le plus général, on pourra choisir les nouvelles variables
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yi i - - ,y îS2/2»- - -»y?» . . .» y?»-.-»?/^! î...,^,^,...,^2, ... de manière à
ramener A à la forme

2/i » • • •. 2/î1 ay\, ..., a^1

^ - • • » ̂ â û(y, + y[ ) , . . . , ̂  + ̂ 2)

^= ^•••^ fl(yp+^-i)-•-^+^_l)
.;,...,̂  '̂,..,^i

^,...,^ ^;+^l),...,^2+^2)

les entiers A;!,/^, ..., l^l^ ... satisfaisant aux inégalités
^>^>.. .>^, ^>^> ..., . . .

ctA;i4-/.'24- ...4-A:p ,^4-^+..., ... étant les degrés de multiplicité res-
pectifs des racines a,&,....

Nous supposerons dans cette section que l'équation (5) a plusieurs ra-
cines distinctes a, fr,....

Les nouvelles variables pourront se répartir en classes 2/1,..., y^-
^ ,..., ̂ î,...; respectivement correspondantes aux racines a,&,....

XI. Soit maintenant F un faisceau tel que les substitutions de G transfor-
ment ces fonctions les unes dans les autres. Nous allons montrer qu'on peut
considérer F comme dérivé d'un certain nombre de fonctions distinctes^ ne
contenant chacune que les variables d'une seule classe.

Soit en effet
(7) /-=Y4-%+...

Fune quelconque des fonctions du faisceau F, Y étant une fonction des in-
dices y de la première classe, Z une fonction des indices z de la seconde
classe, etc.; et soit ï le faisceau dérivé de/* et de ses transformées f,f\...
par les diverses puissances de A. Chacune de ces transformées, et, par suite,
chacune des fonctions de 4*, appartiendra au faisceau F.

Cela posé, admettons, pour fixer les idées, que p soit le maximum des
indices de celles des variables y qui figurent dans Y; o-lc maximum des in-
dices de celles des variables % qui figurent dans Z; etc. ; nous établirons le
théorème suivant :

THÉORÈME. — Le faisceau ^ contient chacune des fonctions partielles
Y, Z, ....// sera d'ailleurs dérivé de p -h <r 4- ... fonctions distinctes, dont
p formées exclusivement avec les variables y, <r formées exclusivement avec
les variables z, etc.

XII. Nous allons montrer en premier lieu que le nombre des fondions
distinctes que contient 4> ne peut dépasser p 4- v 4-....
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En effet, le faisceau <I», dérivé des transformées de f par les puissances

de A, est évidemment contenu dans le faisceau $7 dérivé des transformées
des fonctions partielles Y ,Z , . , . . Ce dernier s'obtient en combinant ensemble
les transformées de \, lesquelles ne contiennent que les y, celles de Z, qui
ne contiennent que les %, etc,

Cherchons donc combien les transformées de Y, par exemple, fourniront
de fonctions distinctes. Le faisceau $' produit par ces transformées contien"
dra la fonction

Y==^+A^4-. . .+y,- i ,
où Y^ ne contient plus que celle des variables y dont l'indice est

•<î p — 1 • II contiendra de même la transformée de Y par A, que nous dési-
gnerons par Y^. 11 contiendra donc la fonction

(8) p=ly Y,' ' rt A

laquelle sera, comme on le voit aisément, de la forme

Y'^^^I+A^-I+.- .+Y,^,

Y! ne contenant plus que celle des variables y dont l'indice est <p—2.
On voit de même que <l'y contiendra

(9) y.=^r^p=:>/^__3+>^^24- ... +y^

où Yg ne contient plus que les variables dont l'indice <^ p— 5.
Continuant ainsi, on arrivera à une dernière fonction

(io) ï?-l=^^'-Y?~'=^+^+..,
pour laquelle on aura identiquement

(ii) ^Yr'.-r-^o.
Lcso fonctions Y,Y7, ... sont évidemment distinctes, chacune d'elles con-

tenant des variables qui IK» fi^droiit pas dnns les suivantes. D'ailleurs lc^
équations (<S), (9), (10), (11) peuvent so inettro sous la formn

Y^-^(ï -{- V), \\ -. --//(V 4-V'-), . . . , VF 1 : -:̂  - 1 .

Donc In subsdiiilion A [riinsl'oi-iii eclmenno d<» ces Ibiiclions en une fonctior
lincairc (Je ces mêmes fonctions. Cola ain'a lien évidemment quelque nom-
bre (Je lois (|ne l'on rei^to celle substitution, houe le iioml>rc des (onction
distinctes dont <!•'est (!''•> ivé est précisément é^al a^.
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Le faisceau ̂  formé par les transformées de Z contiendra de même o- fonc-
tions distinctes; etc. Donc le faisceau $' dépendra de p4- 0-4-... fonctions
distinctes ; et le faisceau $, qui y est contenu, dépendra tout au plus de ce
nombre de fonctions.

XIII. Nous allons prouver d'autre part que 4» contient au moinsp4-<r 4- ...
fonctions distinctes.

Pour démontrer cette seconde partie de notre proposition, nous remar-
querons que $ contient la fonction

(12) ^=^4-^ 4- ...4-Yp_i4-Z4-....

Il contiendra sa transformée ̂  par A, et, par suite, la fonction

<15) ^=«—fr(/*-4
laquelle est de la forme

(14) ^=^4-^4-...4-Y,-^4-...4-Z/+....

Y' étant une fonction analogue à Y, et Z' une fonction analogue à Z, mais de
laquelle ont disparu celles des variables z dont l'indice est égal au maxi-
mum 0-.

De même $ contiendra la fonction

(15) ^=^L^- ̂  =,̂  +.>/̂  + ... 4-Y;_, 4- V 4- ...,

où V ne contient plus celles des variables z dont l'indice dépasse o- —2.
Poursuivant ainsi, on voit que $ contient une fonction d'où tous les indices z
ont disparu; s'il y a d'autres séries de variables u,..., correspondant à
d'autres racines c, ... de l'équation caractéristique de A, on les fera dispa-
raître de même. Donc $ contient une fonction où ne figurent plus que les
indices y et qui sera de la forme

(16) ?=^+^;-*---.+^-r

Ses transformées par les puissances de A, combinées entre elles, donne-
ront p fonctions distinctes des seules variables y , appartenant à $ (voir la
première partie de la démonstration).

On verrait de même que 4» contient o- fonctions distinctes des variables z\
etc.; soit en tout p 4- o-4- ... fonctions distinctes.

XIV. Le faisceau $, étant contenu dans ^ et dépendant comme ce der-
nier de p4-<r4-... fonctions distinctes, se confondra avec lui. Donc il
contiendra les fonctions Y,Z,.... '4 fortiori^ ces fonctions appartiendront au
faisceau F, qui contient *. Nous obtenons donc ce résultat :
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Si le faisceau F contient la fonction f= Y 4-Z 4- ..., il contiendra les

fonctions partielles Y,Z,....
Cela posé, soient Y^Y,,... les fonctions linéairement distinctes et ne dé-

pendant que des variables y que contient le faisceau F ; Z^Z», ... les fonc-
tions distinctes contenues dans ce faisceau et ne dépendant que des indices
z ; etc. Le faisceau F sera dérivé des fonctions Y^,Y,, ...,Z^,Z,,...,.... En
effet, soit f= Y+Z-h ••• une quelconque des fonctions de P. Ce faisceau
contient Y, qui ne dépend que des variables y , et par suite sera une
fonction linéaire de Y^,Y,, .... De même Z sera une fonction linéaire de
Zi,Z,,..., etc.

La propriété du faisceau F, énoncée au n° XI, se trouve ainsi démontrée.
XV. Nous venons de voir que les fonctions distinctes dont F est dérivé

peuvent être choisies de manière à ne contenir chacune qu'une classe de
variables. Il peut se faire que certaines classes ne se trouvent représentées
par aucune fonction. Mais, dans tous les cas, F contiendra, soit une fonction
Y des variables de la première classe, soit une fonction Z des variables de la
seconde classe, etc.

XVI. Premier cas. — Supposons que F contienne une fonction

(17) ^x^+^+.-^Y

des seules variables y. Il contiendra ses transformées f^fc,... par les sub-
stitutions B,C,...; ces nouvelles fonctions sont linéaires, d'une part, relative-
ment aux variables y,z,..., d'autre part relativement aux coefficients >,/A, ....
On aura d'ailleurs

(18) /^Y^Z^.... /c^Y^Z0^-..., ...,

Y®, Ve, ... étant des fonctions des variables y, Z^Z0,... des fonctions des
variables z, etc. Enfin F contiendra les faisceaux dérivés des transformées
de /B,/c, ••• par les puissances de A, lesquels sont, comme nous l'avons vu
(n03 XII à XIV), dérivés des fonctions

/ yB yB 1 yB yB v"B i yB yB
ï , 1 == - 1. — ï , ï == - ï . — Y . . . .a A f a A

y C ^ C ^ l y C Y C

a A

(19)
yB yB 1 »B yBL , Z ==:./. — L ,

7e, Z^^Z^-Z1 ' ' ,

qui ne contiennent chacune que des variables d'une seule classe.
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XVII. Les fonctions Y^r". ...J^r, ....Z1^...., Z^,... sont, ainsi que
/, des fonctions linéaires des produits Pi,?,,... obtenus en multipliant suc-
cessivement les divers coefficients >,a, ... par les n variables y , s,.... Si
quelques-unes de ces fonctions peuvent s'exprimer linéairement en fonc-
tion des autres et de f (ce qu'on vérifiera aisément), nous les effacerons.
Cette simplification faite, il nous restera un certain nombre de fonctions
distinctes f.f,...,/^.

XVIII. Transformons maintenant la fonction /' successivement parB,C, ....
Les transformées/a , fc » *•• seront de la forme

(20) ^q^ .̂.., /c=CUC+%c+..., ...,

où ̂  ̂ ^... sont des fonctions des variables y. S?® 2e, ••• des fonctions
des variables 3, etc.; et F contiendra les fonctions

w w=^; - .̂....y.y,...̂ 8.̂ ....,̂ ....
On déduira de même de chacune des fonctions /w,..., />r une série de fonc-
tions analogues à celles-ci, et toutes contenues dans F.

Les nouvelles fonctions ainsi obtenues sont encore linéaires, par rapport
aux produits P^,P,, .... Si quelques-unes d'entre elles peuvent s'exprimer
linéairement en fonction des autres et de /',/',..., f, nous les effacerons.
Soient/>r+l, ..^f les fonctions restantes après cette simplification. Opé-
rons sur elles comme nous l'avons fait d'abord sur /*, puis sur /"',... /y; nous
obtiendrons encore de nouvelles fonctions de P, ,?„... contenues dans F.
Nous effacerons celles de ces nouvelles fonctions qui s'expriment linéaire-
ment en fonction des autres et de /*,/*',..., f. Si, cette simplification faite, il
en subsiste quelques-unes, telles que f5"^1, ...,^, on opérera de même sur
elles, etc. On ne s'arrêtera que lorsque l'on n'obtiendra plus de fonctions
nouvelles distinctes de celles déjà trouvées, ce qui arrivera nécessairement,
le nombre total des fonctions linéaires distinctes que l'on peut former avec
les variables Pi,l\,... étant limité.

XIX. Les fonctions /',/*', ...,/t, obtenues comme il vient d'être indiqué,
jouiront de la propriété que chacune des substitutions de G les transforme
en fonctions linéaires de /*,/*',..., P. 11 suffit évidemment de prouver la
chose pour les substitutions A,B,C,... dont G est dérivé.

Soit, pour fixer les idées, ff=YÎS l'une de ces fonctions. En vertu dey
équations (19), sa transformée Y^ par A sera égaicî à a(Y "-4-Y'"); d'autre
part, ses transformées par B,G,... sont respectivement ^-^-S"-!-...,
^^ -h S?11-!- ........ Or chacune des fonctions partielles qni cntrciil dans ces
expressions est une fonction linéaire de /',/'',..., /'.
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Le faisceau y, dérivé des fonctions f,f,..., f jouira donc de la propriété

que ses diverses fonctions soni transformées les unes dans les autres par
les substitutions de G.

XX. On doit d'ailleurs remarquer que, d'après la manière dont les fonc-
tions/',/1', ...,/< ont été obtenues, chacune d'elles ne contient que les va-
riables d'une seule classe.

Soient en particulier f,f^fy ... celles décès fonctions qui ne contiennent
que les indices y de la première classe.

Le faisceau ̂  formé par celles des fonctions de ï" qui dépendent des in-
dices y, sera dérivé des fonctions /',A,^,..., ou, ce qui revient au même,
des fonctions /,yl==A-+-&)^/» Vs^fî-^^ • * • » où &)pc^,... sont des con-
stantes arbitraires, que nous allons déterminer comme il suit»

XXI. La fonction /^ est de la forme

(52) (ay;+^+.•.+^+•••)^+(^l+^+...+rf /y;+...)^4•...

et fi sera de la forme
(25) [(a+û),)y,+^;+...+^4-.. .]x

+ Wt + (^ + ^i) y\ + - + ̂  4-...] ̂  +....
Cela posé, nous déterminerons &^ de telle sorte que le déterminant

[ a 4- «i b d ...
(-24) a' ^-f-o, d' ...

soit différent de 0, ce qui sera évidemment possible, car ce déterminant
égalé à zéro donne une équation en ̂  dont le premier terme a l'unité pour
coefficient. Il suffira d'éviter les racines de cette équation.

Les autres constantes &>j, ... se détermineront d'une manière analogue.
XXII. Cela posé, la fonction ̂  s'obtient en opérant sur la fonction

(25) /==>^4-;^+...

la substitution

y[ (a-}-^)y\ -h ̂ ;+...
(20) Jb= y[ a^+(^+(0i)y;+...

De même les fonctions ^,... s'obtiendront en opérant sur / des substitu-
tion^,....

Par suite, il est clair que le faisccaj ^y sera identique au faisceau dérivé
des fonctions transformées de f par les substitutions du groupe r dérivi1 des
substitutions JL»^B,....
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Nous supposerons que l'on sache reconnaître si r est primaire ou non, et

que, dans ce dernier cas, l'on sache y déterminer un faisceau 9 dérivé d'un
nombre de fonctions distinctes inférieur à celui des indices y (et tel, que
chacune des substitutions JfcîiB,... remplace ses fonctions les unes par les
autres).

XXIII. 1° Si r n'est pas primaire, soit S l'une quelconque des fonctions
de 9'; nous disposerons des coefficients indéterminés >,^, ...de manière à
poser ^

^1+^14- ..==Ç.

Les transformées Ç, S', ... de cette fonction par les substitutions dérivées
deA>»3î, ... combinées ensemble, formeront un faisceau contenu dans 9
et dépendant par suite d'un nombre p de fonctions distinctes au plus égal à
celui des fonctions distinctes que contenait î. Cela posé, parmi les fonctions
distinctes dont y est dérivé, et qui ne contiennent chacune qu'une classe de
variables, il y en aura p seulement qui contiennent les variables y, dont le nom-
bre surpasse p, par hypothèse. Dans chacune des autres classes, il ne pourra
y avoir plus de fonctions distinctes dans Y qu'il n'y a de variables dont elles
dépendent. Donc Y dépendra de moins de n fonctions distinctes, que l'on ob-
tiendra sans peine en substituant dans f,f^ ..., f les valeurs particulières
de \,^,... et effaçant celles des fonctions de la suite qui peuvent s'exprimer
linéairement par les autres, une fois la substitution effectuée.

Ainsi, dans ce cas, G ne sera pas primaire, et nous aurons déterminé,
comme on le demandait, un faisceau Y contenant moins de n fonctions
distinctes.

XXIV. 2° Si r est primaire, quelque système de valeurs que l'on donne
aux coefficients î^a,..., le faisceau Yy, obtenu en transformant \y\ +^ 4-...
par les substitutions de r, dépendra d'un nombre de fonctions distinctes
é^al à celui des variables y. Donc il contiendra au nombre de ses fonctions
toutes celles que l'on peut former avec ces variables, et notamment y\.

Donc, dans ce cas, F contiendra nécessairement la fonction y\. On pourra
donc, sans nuire à la généralité delà question, poser ^==1,^==... = 0, et
vérifier si le faisceau Y, formé dans cette hypothèse, dépend de n fonctions
distinctes, ou d'un moindre nombre. Dans le premier cas, F, qui contient y,
dépendra nécessairement de n fonctions distinctes. Dans le second cas, G ne
sera pas primaire, et les fonctions distinctes dont Y dépend formeront un
système de fonctions tel qu'on demandait de le déterminer.

XXV. Second cas. — Supposons que F ne contienne aucune fonction des
variables y.

Si F contient une fonction Z des variables z de la seconde classe, on opé-
rera absolument de même que dans l'examen du premier cas, et l'on détcr-
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minera, s'il y a lieu, un faisceau y contenu dans F et dépendant de moins d&
n fonctions distinctes.

De même si F ne contient aucune fonction des variables y, ni des varia-
bles ^s, mais une fonction U des variables de la troisième classe.

Continuant ainsi, on voit qu'on pourra toujours déterminer un faisceau Y
dépendant de n fonctions distinctes, à moins que F ne contienne nécessai-
rement et dans toute hypothèse n fonctions distinctes, auquel cas G sera
primaire par définition.

XXVI. La solution précédente suppose que l'on sache résoudre pour le
groupe r (etses analogues) la question posée pour le groupe G. Mais le nom-
bre des variables est moindre dans r que dans G, puisque r ne contient que
les variables d'une seule classe. Le problème est donc réduit, et pourra
être considéré comme résolu, lorsque nous aurons examiné le cas que nous
avons négligé jusqu'à présent, à savoir celui où l'équation caractéristique
de la substitution A n'a qu'une seule racine.

III

XXVII. Admettons maintenant que l'équation caractéristique de A n'ait
qu'une seule racine a. Si, parmi les substitutions de G, on peut en détermi-
ner une S dont l'équation caractéristique ait plusieurs racines distinctes, on
pourra évidemment considérer G comme dérivé des substitutions S,A,B,...;
et raisonnant sur S comme nous l'avons fait précédemment sur A, on ob-
tiendra la même réduction que tout à l'heure.

XXVIII. Nous supposerons d'abord que G ne contient aucune substitution
telle que S. En suivant les conséquences de celte hypothèse, nous montre-
rons que G n'est pas primaire, et nous mettrons ses substitutions sous une
forme-type qui mette celte propriété en évidence.

Cette étude préliminaire achevée, nous montrerons comment on peut vé-
rifier immédiatement si l'hypothèse admise est satisfaite, et, dans ce cas,
ramener les substitutions de, G à leur. forme-type.

Dans le cas contraire, nous ferons voir par quelle série d'opérations on
pourra obtenir, soit la détermination directe d'un faisceau y contenant moins
de n fonctions distinctes, soit une substitution S dont l'équation caractéris-
tique ait plusieurs racines distinctes ; ce qui fournira par suite la solution,
ou tout au moins la réduction du problème proposé.

XXIX. Admettons que G ne contienne aucune substitution dont l'équation
caractéristique ait plusieurs racines distinctes, et voyons ce qui résulte de
cette hypothèse.

Soient a la racine unique de l'équation caractéristique de A, b la racine
unique de l'équation caractcribtique de B, etc. On pourra poser

(Ï1) \=aA>, B==M3, . . . »
n S
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a, &, ... représentant des substitutions qui multiplient toutes les varia-
bles par a, par 6, etc., et Jlo»®,... des substitutions de déterminant 1 et
dont l'équation caractéristique se réduira à (s — 1)"= 0.

Soit T=AaB?...=aatp... Jlo^8... une substitution quelconque de G; et
considérons la substitution S = Jb^...» Soit

(28)
X — 6 u.
^ (̂  — S ==0

son équation caractéristique ; l'équation caractéristique de T aura évidem-
ment pour racines celles de l'équation A== 0 respectivement multipliées
par le facteur constant (a^ ...)". Mais, par hypothèse, elle n'a qu'une ra-
cine distincte; donc il en est de même de l'équation A= 0.

XXX. La racine unique de l'équation A == 0 se réduit à l'unité.
Nous allons démontrer que si cela est vrai pour deux substitutions § et S

du groupe fî, cela sera vrai pour leur produit S6. Comme cela est vrai pour
Jfc,3}, ..., cela sera vrai pour leurs produits deux à deux, trois à trois,
etc., et par suite pour toutes les substitutions de fî*

XXXI. Supposons les variables indépendantes choisies de manière à ra-
mener 8 à sa forme canonique

yi» . . *»yr V^ • • • ' Vr
(29) S= z i 9 9 ' - z s ^-f-^•••^4-!/< ,

Ul,...,t^ Mi+2p ...,^+^

et soit
Vi ^yi 4- — + ̂  -h . • • 4- CiUt + . •.

(30) g= ^ ^+...4-^+...+^i-t- • • •

on aura

yi ^al+^+c/-(>-^+....^yl+..*

+ (&i + c^ + ... ) ̂  + ... 4- (^ + ... ) u, -r

(51) §^== * / * * * ' ' '^-i)' • • . • • • • •
Ut ( di + e^ +A —^— -h .. .J 1/1 + .. .

-+-(^-t-AX-^-••) ; s i+•••+(/^-^-•••)M l+•
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et son équation caractéristique sera de la forme

(52) ^==sn+({sn-i+^sn-î-^ ...==0,

y,^, ... désignant des fonctions entières de >.
La racine (unique par hypothèse) de celte équation sera une racine n"1® de

l'unité. En effet/cette racine a pour puissance n"1® (au signe près, si n est
impair) le dernier terme de Inéquation (52) lequel est égal à (— 1)" D, D étant
le déterminant de §^S ; lequel est égal à l'unité, car § et 6 sont des pro-
duits formés avec les substitutions Jlo,®,..., qui toutes ont F unité pour
déterminant. On aura donc

(55)

Q étant une racine de Funité.
On devra avoir

A== (5—6^=0,

w
et, par suite,

(55)

n(n—i)
^-rr-1

=(-^ [̂̂ J1,....
Ces équations sont satisfaites, par hypothèse, pour toute valeur de \;

comme elles sont d'ailleurs un degré fini en >, elles doivent se réduire à
des identités. Donc y,yi,... sont des constantes, et A sera indépendant de >.
Or, en posant >== 0, on a, par hypothèse, A = (s—1)". Donc les substitu-
tions S S, ..., S ̂ 5,... auront toutes la même équation caractéristique
(,-1)"==0.

XXXII. Cela posé, choisissons les variables de manière à ramener Jlo à sa
forme canonique; et, pour rendre le raisonnement plus facile à suivre, fai-
sons une hypothèse particulière. Soit

(56) Jk= ?/i» y^ î/5, !/4 y i. YÎ, y^ y*
Si, ,̂ ^5 z! + V^ - + Vî. ^ + 2/3

Soit d'autre part

y. ^ ? / . + • • - + ̂  y.+ ̂  ̂  + • • • + ̂ 3t /? ^"JL ?'<. *'4 ?l JL

(57) ^=
\ ^.y. + " ' ^ ^ y . +<.^+••-+<^r.? n ^i C4 */4 ' î'I 1
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une substitution quelconque de û. On aura

V, (^ + V) !/,+ ... + (^ + ̂ ) 1,, + a^ y, + ̂  ̂  +.
(58) J^©==

^ ( î + ̂ ix) ̂ + ... 4- (^ + d^) ̂ + ̂  ̂  + ̂  ̂  +

et son équation caractéristique

^ii+^i^- a.o + &iâX
(59) ^31 +^i>. «32 + b^\-

aura, comme on vient de le voir, ses coefficients indépendants de ).. Mais il
est aisé de voir que cette équation contient les termes

(40)
^P.~

)̂.
b^

^i^
- s h^\

h,\^s

^
b^—

b-^\
s4

lesquels ne se réduiront avec aucun autre, et par suite devront s'annuler
identiquement, quels que soient s et ^.

Égalant séparément à zéro les termes en )>s6, W, W, il viendra

^i+^+^==0»(41) ^i+^+^==0,

(42)

(45)

&n b^
^21 ^â

-f-

^11 ^12 ^15

b^ b^ b^
hi ^ hï

&â2 ^as
^52 ^55

+

===

&

b
53 ^31

i3 ^ll

0.

=0,

XXXIII. Nous remarquerons maintenant que l'on peut, sans altérer Fcx-
oression de la substitution Jlo, prendre pour variables indépendantes, au
lieu de y^y^Vy des fonctions linéaires quelconques de ces variables, pourvu
qu'on opère un changement analogue sur les variables Si,^,^. Nous allons
profiter de celte latitude pour simplifier l'expression de S.

XXXIV. L'équation (45) nous montre qu'on peut déterminer des nombres
h^k satisfaisant à l'équation

(44) /i(^i ̂  4- b^ -+- &i3^) 4-^(^1 ̂ i + ̂ ^ + ̂ 3)
+ l-^ ̂  -+- b^ î, + &33 ^5) = 0 .

Si donc on prend pour l'une des nouvelles variables l'expression
hî/î. + ^2/2 + ^?/5, l'expression que G lui fait succéder ne contiendra plus
les variables z. On aura donc, par celte transformation, fait disparaître de
l'expression clé Ç les coefficients b^ b^b^.



— 117 —
Supposons cette opération faite ; l'équation (42) prendra la forme plus

simple

(45) ^H ^12 1 __ A
» T | ——— U»

^Sl °21

On pourra déterminer deux constantes m^m^ telles que l'on ait

(46) w^n ̂  + &is ̂ 2) + Wa(&3i ̂  + M î̂ = 0,

et si l'on prend pour nouvelle variable m^ + m^g, on fera disparaître de
S les coefficients b^b^. Cela fait, l'équation (41) se réduira à 6^ == 0. On
voit donc qu'on peut supposer

(47) &H== ̂ i==^3===^ ==&33---==^==0.

XXXV. Nous allons montrer en outre que si l'un des coefficients b^b - est
nul, on peut admettre que l'autre l'est également.

Soit d'abord ^,==0. On pourra déterminer deux entiers l^ tels qu'on ait
^As+y^s^O- Si &i3> ou <0, Zg ne sera pas nul, et l'on pourra prendre
pour variables indépendantes, au lieu de y^g, les suivantes ̂  4-1 y,,
^i -4- ̂ 2» ce q111 n'altérera pas l'expression de Jb, et transformera © enune
expression analogue, mais où le coefficient analogue à b^ aura disparu. Si
&„==(), on arrivera au même résultat en permutant les variables y^z. avec
les variables y^Zy

Soit en second lieu ^3=0. Si b^> ou <0, on fera disparaître le coeffi-
cient analogue à b^ en prenant pour nouvelles variables b^^-b^,
^2+^3 à la place de y^Zy Si b^ était nul, on obtiendrait le môme ré-
sultat en permutant y,,^ avecys,^.

XXXVI. Soit maintenant

V, a^^4-...+a^^4-^^+...+^^e3 s
(48) %

c\iyi+•••+c'^+(ï^+• •+<,P PI*7!

une substitution quelconque du groupe Ç.
La substitution ©Jb^lfc, où y. est un entier indéterminé, sera de la forme

y, <^+---4-<^+^^+..-+^^
(49) Ç=

c' y, + • • • +<, y, + f r ^, + ... + <. ̂ .e n ^i ^ .1
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en posant pour abréger

(50) &;, = (^ + ̂  ̂  + (a;, + ̂  rî  -4- (^ + ̂ )^

•^^^U^U^^

et de même pour les autres coefficients.
Les coefficients b\^ ..., b"^ doivent satisfaire, quel que soitfx, aux équations

(Al), (42), (45). On aura donc en particulier
(51) ^+^+^=0.

Substituons dans cette équation les valeurs de V[^ &„, b'^ et égalons séparé-
ment à zéro les termes qui multiplient y. ; il viendra, en tenant compte des
équations (47),

(52) ^*« +^3+^=0.

XXXVII. Cette équation doit être satisfaite quelle que soit la substitution ̂
que l'on considère dans le groupe fi. Donc elle aura encore lieu en rempla-
çant les coefficients b'^, b'^ b^ de ̂ parles coefficients correspondants de V.
On aura donc, quel que soit ^,

(53) ^i»+^+^^=0.
Remplaçons dans cette équation fcgp &sp fegapar leurs valeurs, et égalons

séparément à zéro les termes multipliés par y.. Il viendra, en tenant compte
des équations (47),

(54) ^5^=0.

XXXVIII. On peut satisfaire à celte équation: 1° en posant
(55) ^=o;

2° en posant b^ 623=0, d*où l'on déduira (55)
(56) ^==0,^=0,

puis, en vertu de l'équation (52),
(57) ^=0.

XXXIX. Il est maintenant aisé de voir que G ne peut être primaire.
En effet, supposons d'abord qu'on puisse choisir ̂  de telle sorte que

l'on ait &^> ou <0. On aura les équations (47), (56) et (57), desquelles il
résulte que S remplace y^y^ par des fonctions de y^y^y^y^ seulement;
^ désignant d'ailleurs une substitution quelconque du groupe Ç.

Cela posé, soient S ï'6',... les diverses substitutions de ce groupe; Y,Y',...
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les fonctions qu'elles font succéder à y^ Chacune de ces fonctions ne dé-
pendra que des variables y^y^y^y^ Donc, le faisceau formé par les fonctions
linéaires delà forme aY+a'Y'-j-... contiendra un nombre de fonctions li-
néairement distinctes au plus égal à 4. Soient ¥4, ...,Y^ces fonctions.

D'autre part, chacune des substitutions de fi transforme les unes dans les
autres les fonctions Y,Y',...; car supposons que l'une d'elles 6 4 transforme
Y en YI ; soit S la substitution qui transforme y^ en Y; Y^ étant la transfor-
mée de y^ par S S^ appartiendra à la suite Y, Y',....

Donc les substitutions de G transformeront les unes dans les autres les
fonctions du faisceau aY+a'Y'-h ••• • Le noirtbre des fonctions distinctes
Yp ...,Y^ contenues dans ce faisceau, étant inférieur à celui des variables,
fi ne sera pas primaire ; et si Fon prend pour variables indépendantes lesfonc-
tions Yi,...,Y^avec d'autres fonctions quelconques Yj^p ..., les substitu-
tions de fi seront de la forme générale

(58)
Y,, . . . ,Yfc aiYi+...4-^Yfc,...,PiYi4-...+PtYjk
Y^f,... YJ,+...+Y, Y,+Y^J^,+...,..

Supposons maintenant que Fon ait &^ = 0 quel que soit ̂  ; on arrivera à
la même conséquence. En effet, soient Y,Y',... les fonctions que les sub-
stitutions de G font succéder à yg ; aucune d'elles ne contiendra Zy. Donc le
faisceau formé par les fonctions Y,Y',... contiendra un nombre de fonctions
distinctes Y^,..., Yj^ inférieur d'une unité au moins au nombre total des ysi-
riablesyi,...,^,^, •••,%s. Cela posé, on achèvera le raisonnement comme
dans l'autre hypothèse.

XL. Supposons donc les substitutions de fi ramenées à la forme (58). Le
premier membre de Féquation caractéristique d'une substitution de cette
forme est évidemment divisible par celui de Féquation caractéristique de la
substitution à k variables

(59) | Y,,... ,Y» o4Y,+...-t-a^,...,PJ,+...+MJ.

Mais, par hypothèse, toutes les substitutions défi ont pour premier mem-
bre de leur équation caractéristique une puissance des—1. Donc il en
doit être de même des substitutions partielles (59); donc le groupe (^ formé
par ces substitutions ne sera pas primaire si k > 1 ; et ses substitutions
pourront se mettre par un choix convenable des variables indépendantes
sous la forme

(60)

l étant <&.

Yi, . . . ,Y, 9i(Y,,...,Y^ ...,^(Yi,...^)
V^---^ ^,(Y,,...,Y,),...,^(Y,,...,Y,)
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Si Î>1, on pourra de même choisir les variables Yp t..,Y(, de manière à
mettre les substitutions partielles

(61) |Yi<. . . ,T(-9i(Yo. . . ,Y,) , . . . ,9^ , . . . ,Y,) |

sous la forme plus simple

(62)
Yo...,Y^ +i(Yi,...,Y^),...,^(Y,,...,Y^|
^•••^ ^-.^•••^-•-^••-^l

Continuant ainsi, on voit que l'on pourra choisir les variables indépen-
dantes de telle sorte que la première de ces variables, Y^, soit multipliée par
un simple facteur constant dans chacune des substitutions de (3. D'ailleurs,
ce facteur constant doit se réduire à l'unité ; car, s'il était égal à a dans une
des substitutions de Ç, le premier membre de l'équation caractéristique de
cette substitution serait divisible par s — a ; or, il se réduit à une puissance
de s — 1, par hypothèse. Donc a == 1.

Nous avons donc ce théorème :
Si toutes les substitutions de Ç ont pour équation caractéristique (s—1^=0,

il existe une fonction au moins des variables y^ ..., y^ qui nest altérée par au'
cune substitution de G.

XLI. Il peut d'ailleurs exister plusieurs semblables fonctions. Supposons
qu'il en existe p distinctes. On pourra, en les prenant pour variables indé-
pendantes, mettre les substitutions de & sous la forme

(65)
YA, .. .,Yp Y^, . , .,Yp

Y^,...,Y, a^+-...+a^....pJ,+...+PA

Or, le premier membre de l'équation caractéristique d'une semblable sub-
stitution est égal au produit de (s—1)^ par le premier membre de l'équation
caractéristique de la substitution

W |Yp+t,...,Y, ^^Y^,+...+^,....P^,Y,+...4-PA|.

Donc les substitutions de cette forme, correspondantes aux diverses sub-
stitutions de fî, auront toutes pour équation caractéristique (s — l)""^ == 0.

On en conclut qu'on pourra choisir les variables de manière à les mettre
sous la forme

I V V Y Y i. lp+l, • • . » Ip+Ç ip+iJ • • • » ip+q

{wî Yp^^,...,Y, a^.^,4-...+a;^,...,p;^Yp+i+...+PXr
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Continuant ainsi, on voit que les substitutions de & pourront se mettre sous
la forme générale

YI» • • * » Y p Yp ••. ,Yp
^-m-^Y, Yp.^+/p^, ..,Y^4-^
-î-4-i» • • •>^r ^î-n+^+n • • • Yf+^r

où fp^,..., /ç sont des fonctions de ¥4, ...,Yp; /^,..., ̂  des fonctions de
Y,,...,Y,, etc.

En particulier, les substitutions Jlo,%,... dont Ç est dérivé, seront de
cette forme. Cela est d'ailleurs suffisant, car le produit de deux substitutions
de la forme ^66) est évidemment de cette même forme.

XLII. Rien n'est maintenant plus simple que de vérifier si les substitutions
JbïîB,... sont ou non susceptibles d'être réduites à la forme (66). On cher-
chera, par la méthode des coefficients indéterminés, s'il existe ou non des
fonctions des variables initiales^, ...,y» qui ne soient altérées par aucunes
des substitutions A,%, .... On aura, pour déterminer les coefficients
d'une semblable fonction, des équations linéaires homogènes, en nombre
surabondant. Si ces équations peuvent néanmoins être satisfaites, soit p le
nombre des coefficients inconnus qui restent arbitraires ; on aura p fonc-
tions distinctes Y^,..., Yp jouissant de la propriété cherchée. On cherchera
ensuite s'il existe des fonctions Y^, ...,Yç queJb,îB,... accroissent simple-
ment de fonctions linéaires Yp ..., Yp : ce qui conduira à résoudre un autre
système d'équations du premier degré, et ainsi de suite. Si l'on ne se heurte
chemin faisant à aucun système d'équations incompatible, il suffira de pren-
dre pour variables Y^,..., Yy, Yp^ p ...,Yg,... pour ramener Jfc»fB,... et par
suite les autres substitutions défi à la forme (66). Quant aux substitutions
correspondantes A==aA, B===&9î,... du groupe G, elles se déduiront de
A?,%,... en multipliant toutes les fonctions qui forment le second nombre de
leurs expressions par a, par b,....

Chacune des substitutions de G multipliera donc par un simple facteur
constant chacune des variables Y^,..., Yy. On aura déterminé, par suite, de p
manières différentes, un système d'une seule fonction que les substitutions
de G remplacent par des fonctions linéaires de cette même fonction; ce qui
résout le problème que nous nous et ions proposé.

XLI1I. Supposons maintenant qu'en suivant la marche indiquée au n° XLII
nous ayons abouti à une impossibilité ; ce qui indiquera que & contient une
substitution, dont l'équation caractéristique a plusieurs racines distinctes.
Pour résoudre le problème dans ce dernier cas, on opérera comme il suit:

Prenons, comme précédemment, pour variables indépendantes, celles qui
ramènent Jb à sa forme canonique, et supposons, pour fixer les idées, que
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TOtte forme canonique soit celle que donne la formule (56). Nous détermi-
nerons ensuite les transformées de la fonction y^ par les substitutions
J\D ,%, ....Si, parmi ces transformées, il en existe qui s'expriment linéairement
en fonction des autres et de y^ on les effacera : soient y\,..., y[ celles qui res-
tent. En les transformant par Jb»%,..., on obtiendra de nouvelles fonctions,
parmi lesquelles on effacera toutes celles qui s'expriment linéairement en
fonction des autres et des fonctions y^ y\,..., y [ . S'il en reste encore quel-
ques-unes yî^1,...,^ , on les transformera par Jb,S, ...,et ainsi de suite,
jusqu'à ce qu'on n'obtienne plus de fonctions nouvelles, ce qui arrivera
nécessairement, car le nombre, total des fonctions distinctes que l'on peut
obtenir ne saurait dépasser le nombre des variables y^ ...,^4.

Les fonctions y^ y[,... ainsi obtenues jouiront évidemment de la propriété
que les substitutions Jb,i8,... (et par suite toutes les substitutions de fi) rem-
placent chacune d'elles par une fonction linéaire de y^yp.-. Cela posé,
deux cas pourront se présenter.

XLIV. 1° Si aucune de ces fonctions ne contient les variables z^ZyZy leur
nombre sera au plus égal à celui des variables y^y^y^y^ ; et, sans aller plus
loin, on aura obtenu un système de moins de n fonctions tel, que les substitu-
tions de fi, et par suite celles de G qui n'en diffèrent que par des facteurs
constants, les remplacent par des fonctions linéaires les unes des autres.
Le faisceau y dérivé de ces fonctions satisfera à notre problème.

XLV. 2° Si, parmi les fonctions y^y\,... il en est mey[ qui contienne
z^z^z^ on arrêtera la série des opérations précédentes au moment où l'on
arrivera à y[ ; et, en repassant la suite des transformations par laquelle on a
passé de y^ à yj, on déterminera aisément la substitution S ;qui transforme ̂  en
y^. Cette substitution sera de la forme (57), et les coefficients b^ ».., fegg sa-
tisferont ou non aux équations (41), (42), (45).

S'ils n'y satisfont pas, on pourra déterminer une substitution de la forme
Jfc^6 dont l'équation caractéristique ait plusieurs racines distinctes. Pour
cela, on développera le déterminant (59), qui forme le premier membre de
l'équation caractéristique de Jb^6 ; soit

Ar^-f-^-^-hPl^" +...==0

ce déterminant. On n'aura qu'à assigner à ̂  une valeur qui ne satisfasse pas
aux équations (55). On y arrivera par une suite d'essais en nombre au plus
égal à HT, T étant le degré en \ de l'un des coefficients y,yi,.... On pourra
alors traiter le problème comme il est indiqué au n° XXVII.

XLVI. Si les équations (41), (42), (45) sont satisfaites, on pourra choisir les
variables indépendantes de telle sorte que les équations (47) le soient
(XXXI1I-XXXIV). Si en outre on a ^g^==0, on pourra faire en sorte que b^
et ^soient nuls séparément (XXXV). Mais b^ sera différent de 0.
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XLVIL Cela posé, déterminons les transformées de y, par les substitutions
Jk,3i,.... Effaçons celles de ces transformées, s'il y en a, qui s'expriment
linéairement en fonction des autres et de ^5. Transformons de nouveau
celles qui restent par Jl;),S,..., et ainsi de suite. Nous obtiendrons une suite
nécessairement limitée de fonctions distinctes y^y^,..., que les substitu-
tions de G transformeront en fonctions linéaires de y^y^ ,....

Si aucune des fonctions y^,... na contient la variable z^ leur nombre
sera au plus égal a n — 1, puisqu'elles ne dépendent que des n-r-1 variables
autres que ̂ ; et l'on aura ainsi un système de moins de n fonctions, que
les substitutions de G remplacent par des fonctions linéaires de ces mêmes
fonctions. Le problème se trouve ainsi résolu.

XLVIII. Supposons au contraire que l'une de ces fonctions, y^, contienne
la variable z^ La substitution ̂  qui remplace y^ par y^ serade la forme
(48), et le coefficient b'^ y sera différent de 0. Par suite, leséquations (53)
et (54) ne pourrront être satisfaites à la fois (XXXVIII).

Si W ne satisfait pas à l'équation (52), la substitution V = SJb^U aura
laforme (49), et l'on pourra déterminer^ de telle sorte que l'équation (51)
ne soit pas satisfaite (XXXVI). On pourra ensuite déterminer > de telle sorte
que la substitution Jb^? ait une équation caractéristique autre que
(s—1^=0.

Si c'est l'équation (54) qui n'est pas satisfaite, on déterminera y. de telle
sorte que V ne satisfasse pas à l'équation (55), analogue à (52). On raison-
nera ensuite sur P comme on vient de lef aire sur % dans le cas précédent.

IV

XLIX. Nous avons vu, dans ce qui précède, comment on peut reconnaître
si le groupe G est primaire ; et, s'il ne l'est pas, comment on peut choisir
ses variables de manière à mettre ses subsitutions sous la forme

Yi,....Y, ?i(Yi,...,Y,), ...,^(Y,,...,Y,)
Y»+i» • • • » Y » y^^, ...,¥„),..., cp^,..., Yn)

(67)

Si le groupe formé par ces substitutions partielles

(C8) |Y i , . . . ,Y , <pi(Yi,... ,Y,),.. . ,^(Y^...Y,) |

n'est pas primaire, on pourra choisir les variables de manière à mettre ces
substitutions sous la forme

^ | ^•••^ ^...^...^(Y....^)
v / 1 Y^,...,Y, +^,(Y,,...,¥,),...,+,(¥„...,Y,)
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Si le groupe formé par les substitutions partielles
(70) |Y , , . . . ,Y , <l / i (Y, , . . . ,Y^. . ,^(Y, , . . . ,Y,) | .

n'était pas primaire, on pourrait simplifier (Tune manière analogue l'expres-
sion de ces substitutions. Continuant ainsi, on voit qu'on pourra mettre les
substitutions de G sous la forme

(71) YI....,Y^ aJ,4-...4-a^,...,PJ,+...+PA |
^4- l»---»Yn TiYi+...'+A.. ,^Y,4-...+V, F

le groupe formé par les substitutions partielles

(72) | Y p . . . , Y ^ a^4-.. .+aA,.. . ,p^+.. .+PA|

étant primaire.
L. Cela posé, si le groupe formé par les substitutions

(75) |Y^,,...,Y, Tm+iYm+t+...+-yJn,...,^^,+...+^Yj

n'est pas primaire, on pourra choisir les variables Y,,, ̂  p ...,Y^ de ma-
nière à mettre ces substitutions sous la forme

(74) Yw+f • • - » Y ^ c^n+^m+i-^- •••+ /4'Yw'» •••»POT+lYm+d-...4-P^Y^

Ym'+P • • • ' Y » -ym-^-lYm4-l+••• 4-TnY», ..., ̂ +^^.1 + . . . + ̂ n l

les substitutions partielles

(75) | Y^+,,...,Y^ am4-lYm+f+---+^Y^...,P^^^.^+...+P^ |

formant un groupe primaire.
Les substitutions de G prendront alors la forme

Yi... . ,Y^ a^ + •.. 4- a ,̂ ...,PiYi+...+PA

YW 4- i» • • • » Y^» ^i+lYm -+- i + • • • ~t~ '̂YOT' "+' /»n4-l(Yi» • • • > ̂ m)f • • • »

P;̂  iY,^t+...+fÇY^ 4- ̂ (Y,,...,Y^)
YW+I. . • • » Y,, 9m'4-l(Yi» • • • » Yn), . . ., <^(Yi, . . ., Y,,)

Continuant ainsi, on voit qu'on pourra mettre les substitutions de G sous
la forme

Yi. .. ., Y»,» a^ 4- ... 4- aA, ..., ?,Y, + ... 4-PA

VOT+I» • • • » Y ^ a^^^.i+ ...+a'^Y^+/,B+i(Yi, ...,Y,«), ..,

f<*+ iY,̂ i + ... 4- ̂ +/;n<(Y,, .. .,YJ
Y^p...,Y;u- <'^^4-...4-a;,,Y,,,4-^^(Y,,...J,^ '

Pw+iY»/-t-i-1- • • • + Pw»Y^4-/;^(Yi,.. ,Y^)
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les substitutions partielles

(77) | Y,, ..., Y,, ̂  -h ... + oA, ..., piY, + ... + PA 1

(78) | Y^+i,...,Y^ ^Y^4-...+a^Y^ ...X+iY^+...+P;A, |

formant autant de groupes primitifs.
LI. Voyons maintenant comment on pourra déterminer tous les faisceaux

tels, que les substitutions de G transforment leurs fonctions les unes dans
les autres.

Soit F un semblable faisceau. Nous dirons qu'il est de la première classe,
si les fonctions qui le composent ne dépendent que des variables Y^, . . .» Y,,,;
de la seconde classe, si quelques-unes de ces fonctions dépendent des va-
riables Y^. p • • • » YOT', sans qu'aucune d'elles dépende des variables suivantes;
et ainsi de suite.

Le groupe formé par les substitutions (77) étant primaire, par hypothèse,
il n'existera évidemment qu'un seul faisceau de première classe, lequel
sera formé de toutes les combinaisons linéaires des variables Yp..., Y^.

Nous allons donner d'autre part un moyen de déterminer les faisceaux de
la classe k, lorsqu'on connaîtra les faisceaux des classes inférieures a h\
Connaissant le seul faisceau qui entre dans la première classe, on pourra
s'élever ainsi progressivement à la connaissance de tous les faisceaux pos-
sibles.

LU. Soit pour fixer les idées k == 3. Désignons par F,F,... les divers fais-
ceaux de première et de seconde classe, par 4» l'un des faisceaux inconnus
de la troisième classe. Les diverses fonctions de ^ seront de la forme P +Q,
Pf-hQi,..., en désignant par P,Pp ... des fonctions de Y^^^,. . . ,Y^et
par Q,Qp... des fonctions de Yp..., Y^,. D'ailleurs les substitutions de G,
que nous avons mises sous la forme (76), transforment les unes dans les
autres les fonctions P4-Q,1\+ Qi,.... Il faudra évidemment pour cela que
les substitutions

I ^M'-t-l» • • • î ^m" ^u'-i- l^Nt'-t-l "4- . • • - + - v•m"^ll."1 • • • ' P»r -»- l^t'+l 4- • • • + PM{"\({" |

transforment ks unes dans lesautres les fonctions partielles P,Pp .... Mais,
par hypothèse, ces substitutions forment un groupe primaire r ; donc le
faisceau formé parles fonctions P,Pi,... contiendra toutes les fonctions li-
néaires des variables Y^p ..., Y^,. En particulier, il contiendra Y^^. Par
suite, 4» contiendra une fonction de la forme

/•== Y,,̂  + Q =Y^,4- >,Yi + ... 4- \A.

LIIÏ. Formons les transformées/'',... de la fonction/* par les substitu-
tions A,B, . . . , en considérant ^,..., ̂  comme des indéterminées. Si, parmi
ces trai.sfonréps,il en est qui s'expriment lineaircn^nt en fonction des au-



très et de/, nous les supprimerons. Soient f,..., f celles qui restent. Trans-
formons-les par A,B,... et supprimons encore celles de ces transformées
qui s'exprimettt linéairement en fonction des autres et de /, f, ...t/^.
Soient f'*'1,...,^ celles qui restent; nous les transformerons encore par
A,B,... et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on n'obtienne plus de nouvelles trans-
formées, linéairement distinctes des précédentes. Cela arrivera forcément,
car les transformées successivement obtenues, dépendant linéairement de
Y^+i,—,Ym"e t ries w" produits ^Yp^,..., >^,il ne peut y en avoir
plus de m"—m' 4- m'2 qui soient linéairement distinctes.

Soient f,..., f1 les fonctions ainsi obtenues. En les combinant linéairement,
on obtiendra un faisceau de fonctions, que les substitutions de G transforment
les unes dans les autres. Ces fonctions sont respectivement de la forme
p ̂ .Q, p'+ (y,..., p< -4- Q1,?,?',..., Prêtant des fonctions de Y^+i,...,Y^ et
Q»Q', •••» Q* des fonctions de Y^,..., Y^,. D'ailleurs les substitutions de r per-
muteront évidemment les unes dans les autres les fonctions du faisceau formé
par la combinaison linéairedes fonctions partielles P,P',..., P1. Maisr est pri-
maire, par hypothèse; donc, parmi les fonctions P,P',..., P*, toutes formées
avec les m"—m' variables Y^^.p •••»Y^, il y en aura m"—m' de dis-
tinctes.

LIV. Supposons, par exemple, que P,?',...,?"1"""*"'""1 soient distinctes.
Soit y== 3Î-4-2. une quelconque des fonctions du faisceau $. La fonction S
des indices Y^+i, •-»Y^ pourra s'exprimer linéairement en fonction des
m^ — m'fonctions distinctes P,..., p"1"-"1'-1. Soit, par exemple,

$==dP+ .. + d^-^-ip^-^-i.

On aura évidemment

y==d/>+...+rfm"-m'- l/•w"-w'- l+â^,

â^ ne dépendant plus que des variables Yp ...,Y^. Donc * s'obtiendra en
combinant les m" —m'fonctions P,..., P"1" "" m< "l avec des fonctions â^âg,...
des seuls indices Y^, . . . , Y^.

LV. Il peut se faire que â^,^,... se réduisent toutes à zéro. Dans le
cas contraire, elles formeront un faisceau de fonctions que les substitutions
de G permuteront évidemment les unes dans les autres. Ce sera donc un
des faisceaux F,F',... déjà déterminés.

LVI. Parmi ces fonctions 2^,2^,..., il en est qu'il est aiséde déterminer.
Ce sont celles qui appartiennent au faisceau dérive de /,..., f\ lequel est
évidemment contenu dans<l». Pour les obtenir, onremarquera que les fonctions
^•'-m'^ ^i se réduiront respectivement, par la soustraction de fondions
linéaires convenables de/', ....f""""1"1, à des fonctions 2"'" """'',..., â^gg
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seules variables Yi,..., Y .̂ D'ailleurs les coefficients des variables dans ces
fonctions seront évidemment linéaire s par rapport à \,..., >„,.

LV1I. Si Fon veut que 2 ,̂... se réduisent à zéro, il faudra a fortiori
que les fonctions â^-"',..., 2/ qui font partie dé cette suite s'annulertt. Il
faudra pour cela que les coefficients de Y^. .... ¥„ s'annulent tous dans cha-
cune de ces fonctions, ce qui donnera pour ^,..., ̂ , un système d'équations
linéaires, en général surabondant. Si ces équations ne sont pas incompa-
tibles, à chaque système de valeurs qui y satisfait, correspondra un faisceau
$, dérivé des seules fonctions /,..., /•"*"-»1'-^

LVIII. Si l'on veut que 2 ,̂ ...forment par leur réunion l'un des
faisceaux F.F',... déjà trouvés, par exemple le faisceau F, il faudra que
à l OT,..., Q1 appartiennent à ce faisceau. Or, soient ^,/,... les fonctions
distinctes que contient le faisceau F ; les diverses fonctions de F seront de la
forme ̂ 4- ̂ /4-... ; et l'on aura à satisfaire aux conditions

âmtf-"l'=^+^+..., â^'-^^ ̂ +a,7/+........

Remplaçant dans ces équations à"1""'»1', ..., à1, ^,^', ... par leurs va-
leursenY^,... ,Y^ et égalant séparément à zéro les coefficients de chaque
variable, on aura pour déterminer >„ ...,^,^, ...,̂ ........ un sys-
tème d'équations linéaires. Si ces équations sont incompatibles, il n'exis-
tera aucun faisceau $ de troisième classe et contenant F. Sinon, à chaque
système de solutions correspondra un faisceau $.

On remarquera cependant que si, dans l'expression
/=Y^+xA+...+^,

>i» • • • » > » » ont reçu un système de valeurs permettant de déterminer un
faisceau $ qui contienne F, on obtiendra une infinité de systèmes de valeurs
qui engendrent le même faisceau, en considérant les fonctions de la
forme

/•+v^+vY+...,

où v,/ sont des constantes quelconques.


