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SUR UN THEOREME DE M. BERTRAND;
Par M. E. Cartan.

1l existe un certain nombre de démonstrations du célébre théo-
réme ¢énoncé et démontré pour la premiére fois en 1845 par

M. J. Bertrand :

Toute fonction rationnelle de n lettres (n £ 4), qui n’est ni
symétrique ni alternée, prend aw moins n valeurs distincles,
lorsqi’on y permute ces lettres.

Ce théoréme a é1é démontré depuis par Cauchy, Serret et
M. Jordan. Mais les démonstrations que ces gécmélres en ont
données sont assez longues et exigenl des connaissances assez
étendues surla théorie des substitutions. 11 me semble qu’on peut
le déduire immédiatement de deux lemmes, connus d’ailleurs de-
puis trés longtemps, et dont la démonstration se fait d’une facon
tout a fait élémentaire. Voici comment on peut présenter la chose,
en ne supposant connues que les notions de substitutions, de
produil de substitutions et de groupes de substitutions.

1. Soit F(a, b, ¢, ..., {) une fonction rationnelle des n lettres
a, b, ..., !, prenant p valeurs distinctes

Fl‘: Fly F27 F;, ceey FP’

lorsqu’on y permute les lettres @, b, ..., { de toutes les facons
] y Yy ) C

possibles. Si l'on eflfectue sur une quelconque de ces p fonctions
une substitution des n lettres, cela revient d ellectuer sur F deux
substitutions successives, c’est-a-dire qu’on obtient encore une des
fonctions F,, Fa, ..., F,. De plus, une méme substitution, ellec-

) P b

tuée sur deux fonctions distincles, donne naissance a deux fonc-
tions distinctes. 1l en résulte qua chaque substitution S des n
lettres @, b, .. ., { on peut faire correspondre une permultation

des p quantités Iy, Iy, ..., ), & savoir
F,S, F,S, ..., F,S,

en désignant par F;:S ce que devient I; par la substitution S. On

obtient ainsi N = n! permutations des p quantités .

(:(35 N per—



— 231 —

mutations ne sont pas nécessairement toutes distinctes. Une quel-
conque d’entre elles coincidera avec (¢ —1) autres, s'il y a ¢
substitutions n’altérant aucune des quantités ¥,, Fy, ..., Fp,
et réciproquement. Soient

I, Tlv Tzv Teey T{]—l

toutes les substitulions qui jouissent de cette propriété. Nous au-
, N . .o ) .
rons formé y permutations distinctes des p quantités Fy ) F,, ... F).

Il est évident que le produit de deux quelconques des substi-
tutions T est encore une substitution T, car ¢’est une substitution
qui n’altére évidemment aucune des quantités F. Donc les substi-
tutions T forment un groupe I'. 1l y a plus. Soit S une substitution
quelconque des n lettres @, b, ..., . On a, quel que soil 2,

FuST; = FyS,

d’oti, en effectuant sur les deux membres la substitution S~ in-
verse de S,
FyST;S-1=F,SS-1=Fy,
et, par suite,
ST;S-t=T;y.
La substitution ST;S~! est dite transformée de T; par la substi-
tution S=*. On voit done que toute substitution de I' est transfor-
mée par une substitution quelconque en une autre substitution
de I'. Pour cette raison T' est dit invariant dans le groupe total
des substitutions des n lettres @, b, ..., { ou, autrement dit, dans
le groupe symétrique de ces n lettres.
Sil’on remarque que, parmi les%r permutations des p quantitésF,
il y en a au moins p distinctes, puisque la premiére quantité¢ Fy de
la premi¢re permutation peut devenir Iy, Fy, ..., Fp, on voit
qu’on peut énoncer la proposition suivante :

Si F est une fonction rationnelle des n lettres a, b, ..., 1
prenant p valeurs distinctes lorsqu’on y permute ces lettres,
. . . n! . ..

il existe un systéme de -~ permutations distinctes de p lettres,
q

o q désigne le nombre des substitutions d’un groupe de n
lettres invariant dans le groupe symétrique, et de plus on @
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les inégalités

n!
ps--<p!
7 Vs

2. 1l s’agit maintenant de chercher toutes les valeurs possibles
du nombre ¢, parmi lesquelles se trouve évidemment la valeur 1,
si aucune substitution ne conserve loutes les fonctions Fy,
Fa, ..., Fp.

Si I'on remarque que toute substitution peul étre oblenue par
une succession de Iranspositions de deux leures, le nombre de
ces Lransposilions conservant toujours la méme parité, de quelque
fagcon qu’on procéde, il est clair que I'ensemble des substitutions
résultant d’un nombre pair de transpositions forme un groupe u.
Ce groupe est invariant dans le groupe symétrique, carsi T est une
de ses substitutions, S une substitution quelconque de r lettres,
STS~! résulte évidemment, comme T, d'un nombre pair de trans-
positions. Ce groupe G s’appelle le groupe alterné, et il con-

. .., . . . g n!
tient la moitié des substitutions de n leltres, c’est-a-dire R I

peut évidemment étre obtenu au moyen des substitutions qui sont
les produits de deux transpositions, substitutions qui sont de la
forme (abc) ou (ab)(cd), suivant que ces deux transpositions
déplacent ou non une letire commune('). ll suffit méme de prendre
les cycles de trois lettres, car on a

(abe) (abd) = (ad) (be).

Sinestdifférent de 4, il n’y a pas d’autre groupe inca-
riant dans le groupe symétrique que la substitution identique
et le groupe alterné. Pour le démontrer, je rappelle que, si une
substitution T est décomposée en cycles

T=(ab...d)(ef...) ..,

la transformée de T, par une substitution quelconque S, est formée
du méme nombre de cycles, chacun d’eux échangeant le méme
nombre de lettres. Car, si S remplace respectivement a, b, ..., d
par o, 3, ..., 6, lasubstitution S™*TS contiendra manifestement

, . . . . 3 . . .
() Je désigne comme d’habitude par la notation (2%...%) la substitution cir=
culaire (ou cycle) cllectuée sur les lettres 2, 3, ..., A
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le cycle (af...8). C'est pour cela que S~'T'S est dite semblable
aT, et si T fait partie d'un groupe invariant dans le groupe symé-
trique, il en sera de méme de toutes les substitutions semblables
aT.

Cela étant, soit T un groupe invariant dans le groupe symé-
trique. « Supposons en prémier lieu que, parmi les cycles d’une
de ses sabstitutions T, il en existe un contenant plus de deux
lettres, T = (abc...d)(ef...).... Soient a, 8, & trois lettres
quelconques; v, ¢, ¢, ... les autres. Les subslitutions

Ty=(28y...8)(co..)oe. et To=(Bay...8)(ep...)...,

semblables a T, faisant partie de T, T,T]' en fera également
partie; mais celte substitution se réduit au cycle (2f33) des trois
lettres arbitraires a, 8, 8.

» Si tous les cycles de T contiennent au plus deux lettres,
solent 2, 8, 7, 6 quatre lettres arbitraires; ¢, o, ... les autres;
[ contiendra les deux substitutions T, =(ap)(y3)(ep)...,
Ty= (ay)(R3)(sp)..., et par suite T="T,T, = (ad)(Py). Si
n> 4, T contiendra de méme X, = (a)(B37), ot { est une lettre
arbitraire autre que , B, v, 9, et, par suite aussi, EZ,=(a8) (*). »

Donc dans tous les cas T’ contient tous les cycles de trois lettres
et, par suite, toutes les substitutions du groupe alterné. S’il en
contenait une autre non alternée S, en désignant par U une trans-
position quelconque, il contiendrait la substitution alternée US
et, par suite aussi, (US)S~'="U, donc toutes les transpositions
et toutes les substitutions de n letires.

La proposition est donc démontrée, et g ne peut avoir, si n est

. n!
différent de 4, que 'une des valeurs 1 ou S

3. Cela étant, le théoréme en vue se démontre immédialement.

Si g est égal a 1, les inégalités
P<”!<pv
=73

. . . ‘ . . . !
exigent que p soit au moins égal a nj si q est égal a 5 les

(') JorpaN, Traité des substitutions, p. 63.
XXIL. 16
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mémes inégalités exigent que p soit égal & 2 et alors la fonction F
admet le groupe alterné, c’est-a-dire est alternée.

On peut démontrer que, dans le cas de n 3£ 4, le groupe alterné
n’admet aucun sous-groupe invariant. L’application des mémes
raisonnements montre alors que toute fonction non alternée de
n lettres prend aw moins n valeurs distinctes par les substi-
tutions du groupe alterné.

I’.-S. Depuis la rédaction de cette Note, j’ai appris que M. E.
Maillet, ingénieur des Ponts et Chaussées, avait, dans une thése
parue en novembre 1892, donné du théoréme de M. Bertrand une
démoustration fondée sur des principes analogues a ceux que j’ai
exposés. M. Maillet, en partant da fait que le groupe alterné
n’admet pas de sous-groupe invariant, en déduit (p. 20-21) que
toute fonction non alternée de n lettres prend au moins n valeurs
distinctes par les substitutions du groupe alterné, d’ou résulte faci-
lemeut le théoréme en question. On voit que ma démonstration
ne suppose pas connue la propriété du groupe alterné invoquée

par M. Maillet.



