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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS.

Sur des couples de surfaces applicables;
par M. TH. CARONNET.

1. Étant données deux surfaces applicables Pune sur Fautre, la
dislance Mi Ma des points correspondants varie en général avec
la position de ces points sur les surfaces qu'ils décrivent.
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Nous nous sommes demandé s'il existait des couples de surfaces

applicables pour lesquelles cette distance fût constante. La solu-
tion de cette question, que nous donnons ici, montre que notre
hypothèse était plausible; il existe, en effet, des surfaces appli-
cables l'une sur l'autre et telles que la distance M^ Ma de deux
points correspondants est invariable.

Ces surfaces peuvent se diviser en deux groupes. Les coordon-
nées rectangulaires d'un point quelconque d'une surface du pre-
mier groupe dépendent de deux fonctions arbitraires d'arguments
différents.

Les surfaces du second groupesont réglées et se correspondent
par génératrices parallèles et de même sens; elles dépendent de
deux fonctions arbitraires d'un même argument.

Au point de vue de la déformation, ce dernier résultat n'est
pas nouveau; M. Beltrami a montré effectivement qu'î7 existe
toujours deux surfaces réglées applicables l'une sur Vautre
et dans lesquelles les génératrices correspondantes sont paral-
lèles et de même sens ( f ).

2. Soient deux surfaces (M< ), (Ma) applicables Pune sur l'autre
et telles que la distance Mi Ma des points correspondants soit con-
stante et égale à l.

Appelons a:^y^,^^ ; x^y^z^ les coordonnées des points M(, Ma ;
x^ y, z celles du milieu 0 de la droite qui les joint, et Ç, r\^ Ç les
cosinus directeurs de cette droite.

Nous aurons

b^.riî ^i=^y» -s-H^^O:^
(0

( a*2,y2» Zî=x, y, - s — ( S , ï î , Ç ) ^ -

Les deux surfaces en question étant applicables l'une sur
l'autre, il vient

§^î=§^
ou bien

(a) ^dxd^=o.

(*) Voir G. DARBOUX, Leçons sur la Théorie générale des surfaces. Troi-
sième Partie, p. 298.
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Par conséquent, la surface lieu du milieu 0 correspond à la
sphère par orthogonalité des éléments ; et, après avoir posé

, a-+-P . a — ( î .. i—ap
^TT-a^ ^=lT^9 ^TTaf

nous aurons
^\ r\à^ àx
(3) Û5a^=o î

I à^ àx
—. o,

,^ o^S àx(4) asp^^
(5) SSa^^S^^" 0 1

Les équations (3) et (4) s'écrivent encore

o-^g^^^^g-^S-0-
(I-a2)^- l( i+a2)^~-2a$=o'

et nous donnent après intégration

(3)' (i~pî)zp+t(i+p»)^~2p5=:B(p),

(4)' ( i—a2)a7—i( i+a2)y—2a^=A(a).

Quant à l'équation (5), on peut récrire

S à^ _ i à n ()$ i à n ^
^a^^ - a Sa Ô^ + 2 5p Û^^a'

ou bien, en tenant compte des équations (3)' et (4)' qui per-
mettent d'exprimer le second membre exclusivement en fonction
de a et de jB,

(a-p).r-+-i(?-a)y-(i-ap)^

(5y ^^(A^B^ÊA^B.
4 v / 2 '2

Les coordonnées .r, y,'-s de tout point de la surface (0) seront
donc fournies par les trois équations linéaires (3)', (4)' et (5)'.

Les formules (i) feront connaître ensuite les surfaces (M<)
et (M,).

La recherche des surfaces focales de ta congruence rectilîgne
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(MI Ma) présente quelque intérêt. Examinons donc comment sont
distribués les points focaux sur la droite Mi Ma.

Nous avons pour les coordonnées d'un point quelconque de la
droite M< Ma

X,Y,Z==.r,^,^-h(ç,ï),ap*

Les développables de la congruence sont définies par l'équation
qu'on obtient en éliminant p entre les équations

dx •+- p d\ ^_ dy -\- p di\ _ dz -h p d^
— — ç - ^ - ç ,

ce qui donne, en ayant égard à l'identité (2),

c^+^+^^o
ou

dy. rfp = o.

Les développables en question correspondent donc aux géné-
ratrices rectilignes de la sphère, et nous avons pour les p des
points focaux

S àx à^ r\ àx_ àt^
_ àî à^ _ Qà^ àa

pl~"~ o^^.' P2~ 0^.^'
0 ày. à^ Û ày. à^

L'équation (5) nous montre d'ailleurs que l'on a

p2==—Pl î

par conséquent, les points focaux sont équidistants du milieu 0.

3. Dans l'analyse précédente, nous avons supposé dès le début,
en partant de l'identité (2), que les droites M< Ma étaient sus-
ceptibles d'avoir une direction quelconque, c'est-à-dire que le
point (Ç, TÏ, Ç) pouvait occuper toute position sur la sphère de rayon
unité; il convient maintenant d'étudier le cas où ce point décrit
seulement une courbe sphérique (3===/(a). La surface (0) qui
correspond à cette courbe par orthogonalité des éléments sera
nécessairement une développable.

D'ailleurs, l'équation (2) nous donne

O/^ ,w^\àxîn^^^;^^
O/^ . ^à^\àx
O^-1-^^'^
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et, en reprenant le calcul indiqué plus haut pour la recherche des
développables de la congruence (M^Ma) , on voît que les dévelop-
pables d'une famille sont données par |â === const. Elles corres-
pondent donc aux génératrices de la développable (0). On
reconnaît en outre aisément que les points focaux relatifs à ces
développables coïncident avec les milieux 0 des segments M< Ma.

Pour achever la question, considérons la surface (0) et rappor-
tons-la aux courbes enveloppes (^== const.) des droites M^Ma ,
et à leurs trajectoires orthogonales (u ==• const.). Son élément
linéaire sera de la forme

(6) ^^As^+C2^.

Les coordonnées des points M< et Ma s'écriront

-. , l à{x, r, ^)
(M,) ^y^z^x^y.^^ au /

( Ma ) x^ y^z^ = x, y , z - ̂  à(x^ z ) .

D'après l'hypothèse, les surfaces (M<), (Ma) étant applicables
l'une sur l'autre, nous devrons avoir l'identité

dx\ 4- dy\ -+- dz\ == dx\ 4- dy\ -+- dz\,

qui s'écrit, après substitutions,

s^as)-0
Développons et annulons les coefficients de du2, de dudv et

dedv2: nous obtiendrons

S àx à_ ( ï_ d^v _
Tv àv \A au) ~~oî

S ^ à ( L ̂ ^ C! àx. à ( I à:v\ —
Tv 'au \K au) ^ Oàu àî> \ï au) ~~ (

ou finalement, après réductions,

àA _ àC _
~àv ~~oi ~àu ~~0<
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Par conséquent, Pélément linéaire (6) pourra s'écrire

(7) ds2 == du^ 4- ^p2.

La surface focale (0) est donc une développable, comme nous
l'indiquions plus haut, et les développables de la congruence
(M^Ma) sont constituées par les plans tangents d'une part et les
tangentes aux géodésiques v ===• const. de cette surface d'autre
part.

Remarquons que ces géodésiques coupent une même généra-
trice (g~) de la surface (0) suivant le même angle; quand le point
milieu (0) décrira la droite (^-), les points M, et Ma décriront
dans le même sens deux droites (G<) et (02) parallèles à (g) et
équidistantes de cette dernière.

Il suit de là que les surfaces (Mi) et (Ma) sont réglées, qu'elles
se correspondent par génératrices parallèles et de même sens.

Mais, comme le fait prévoir leur mode de génération, les sur-
faces réglées (M^) et (Ma) ne sont pas quelconques; pour plus
de précision, nous allons calculer les expressions de leurs coor-
données rectangulaires.

Soient
x == ai u -+- &i,
^=a2^-+-&2,
2 == Os U •+• bs

les coordonnées d\in point quelconque de la développable (0).
Nous pouvons toujours supposer

a] -+-a| -haj == i,
a'f 4- a'f -+- a'f = i,
(t\ b\ 4- <%2 ^2 -+-' <ï3 '̂3 == 0 ;

et la surface étant développable, nous aurons

ci'\ a 3 _ 03 i
b\ = ̂  "" ^ """"a*

Pour ramener l'élément linéaire de la surface (0) à la forme (^)
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il faut effectuer les substitutions suivantes :

u'= ucos(v-\-/n)-^- f asin(p-+-/n) dv,

sin(p-4-w)— facos(v-ï- m)dv,v = u sin (P -4- i

où m désigne une constante arbitraire.
Ceci posé, nous aurons pour les coordonnées du point M<

, àx
X\ = Oi U -+• b\ -+- ——, y

OIA

, ày
y^a^u-^ b^ ^,y

, àz
jSi == 03 ̂  -(- 63 4- T— »du

ou bien

a*i== <%iM 4- éi-+-- [û4cos(P + w) — ai sîn(^-+- /n)]y

(Mi) < yi== <^2^-+- ^2-»-- [a2cos(^ 4- m)—a^si î ï (v-{ -m)] ,

Zi == 03 u -+- &3 -+- - [«3 cos(^ + 7?z) — 03 sin(^ H- m)],

Les coordonnées du point Mg s^obtiendront en changeant / en
— / dans les expressions des coordonnées de M < .

Les surfaces réglées (M,) et (Ma) dépendent donc des deux
fonctions arbitraires qui définissent la développable (0).


