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Sur les principes généraux de la Thermodynamique
et leur application aux corps élastiques;

par M. GUSTAVE CELLÉKIEH.

Les recherches suivantes ont pour but de déterminer les équa-
tions générales permettant d'introduire, dans l'étude des corps
élastiques, les termes d'ordres supérieurs au premier par rapport
aux grandeurs des déformations. Les premiers paragraphes sont
consacrés à quelques théorèmes relatifs à l'emploi des principes
thermiques, en vue de préciser le nombre et le choix des variables
indépendantes, ainsi que de connaître avec certitude le degré de
généralité que l'on doit attribuer aux équations thermiques.

Nous cherchons ensuite la valeur du travail infinitésimal dégagé
par l'élément de volume d'un corps parfaitement élastique, quand
il passe d'un état déjà déformé à un élal infiniment voisin. Et, en
appliquant à celte expression les considérations préliminaires,
nous pourrons déterminer, pour cette famille de corps, la forme
la plus générale de la fonction caractéristique, des valeurs des
pressions, et par suite des équations de l'équilibre intérieur d'un
corps élastique homogène inégalement déformé en ses divers
points, sans restriction aucune sur l'ordre de grandeur des défor-
mations.

Comme exemple d'utilité possible de ces équations, nous
citerons leur application éventuelle à la Chronométrie, science
dont les progrès incessants exigent de jour en jour des moyens
plus précis.

1. — PRINCIPES FONDAMENTAUX.

Principe de l'équivalence. — Appelons rfQ la quantité de
chaleur reçue par un corps pendant une modification infinitésimale
de son état, dL le travail dégagé, et A la constante numérique de
l'équivalent calorifique du travail; considérons, pour ce corps, un
cycle fermé, c'est-à-dire une série de modifications successives à
la fin desquelles le corps se retrouve identiquement dans l'état où
il était primitivement; le principe de l'équivalence s'exprime ana-
lytiquement en écrivant

( l ' » /'(^/Q -- A d\.} -=. o../"•
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où l'intégrale est étendue à toutes les évolutions successives du
cycle que nous venons de définir.

Cette équation n'existe d'ailleurs que si la chaleur et le travail
sont seuls en présence.

Principe de l'énergie intérieure. — Ce principe est une con-
séquence du précédent, participant de la sorte à sa généralité,
indépendamment de toute autre conception. L'existence de l'é-
nergie intérieure résulte des deux théorèmes suivants :

i° Uexpression rfQ — A dL a pour terme principal un poly-
nôme différen tiel de la forme X dx -^-Yrf^•>+-Zû?.3-}-...+ R dr,
x ^ y ^ 5, ..., r étant les variables indépendantes qui déterminent
l'état du corps.

En effet, nous pouvons poser, entre deux étals voisins,

û?Q — A dL == f(x,y, z, ..., r, dx, dy, dz, ..., dr),

f convergeant vers une fonction homogène du premier ordre en
dx^ dy^ etc. Formons un cycle infinitésimal, à partir de l'état
»r,y, ..., /•, dans lequel la première modification porte sur toutes
les variables, qui deviennent x -h dx^ y 4- dy, . . *, r + rfr, tandis
que chacune des modifications suivantes n'affecte qu'une seule
des lettres en lui rendant sa valeur primitive; ce cycle sera fermé;
les valeurs successives de/seront

f(x,y, ...,r,^,o^, . . , , d r ) ,
f(x + dx,y 4- dy, ..., r 4- dr, — dx, o, o, ..., o),
f^^y-^-dy, ...,r-hâ?/',o,~<^,o, ...,o),

/0,y, . . . , r -(- dr, o, o, . . . , — dr) ;

et, en appliquant à ce cycle l'équation (i), négligeant les termes
du deuxième ordre, on aura

f(x,y, . . . , r , d x , d y , ..., dr)-^f(x,y, ..., r, — dx, o, ..., o) -+-...
-+-/(^ y, .. ., /', o, o, . .., - dr) = o,

ce qui équivaut à la forme énoncée

/(^,y, ...,/ ' , û?a7, dy, . . . , r f r) == X dx + Y dy -t-.. .-h R dr,

X, Y, ..., R désignant des fonctions finies des variables.

^ i ) Sous cette dernière forme^ rlQ—ArfL est fa différen-
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tielle exacte d'une fonction de x, y, . . . , /', que Von désignera
par AU, U étant l'énergie intérieure du corps.

Il suffit de prouver que — =; —, car on démontrerait de

même les relations analogues pour les autres lettres. Faisant donc
varier x et y seuls, traçant les points dont les coordonnées sont
a*, y, leur lieu, pou'r un cycle fermé, est une aire fermée, que
nous pouvons prendre de dimensions infinitésimales ; soit un point
intérieur fixe XQ^ y^^ et posons x = XQ-\- ç, y == yo4- ^î nous
aurons, pour ce point de la courbe, en négligeant le troisième
ordre,

X^+Y^=(Xo+^^^^-.(Y^^^^,)^,

dont Pintégrale, en application de Inéquation (i), se réduit à

à\Q r ,, ()YO /• ,
^•J^^^J^^0'

Or f y» rfÇ, f Ç rfïi sont, de signes contraires, égaux à l'aire infinité-

simale, qui n'est pas nécessairement nulle; il en résulte, pour le
point XQ^ Vo? l8 relation qu^il fallait prouver

^X _ à\ _
ày àx ~ '

Conformément à la désignation ci-dessus, nous écrirons donc

(2) JQ==A(r fU+^L)

où d\] seul représente une différentielle.

Principe de Carnot. — Ce principe n'existe que dans les cas
où l'on peut regarder comme réversibles les modifications ther-
miques d'un corps. Il fait survenir Inexistence d^une fonction
toujours croissante avec la température, quantité que Pon adopte
pour exprimer la mesure T de la température. Sa démonstration est
d'ailleurs faite sur des bases incontestables, indépendamment du
nombre ou de la nature des variables indépendantes.

Le cycle de Carnot est parfois appelé cycle parfait, ou cycle de
rende ment maximum; et quand le principe d'un moteur thermique
réalise ce cycle, on regarde la machine comme théoriquement par-
faite. Telle esl rapplîcalion d\m corollaire soit du principe de
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Carnet, soit de la méthode même de sa démonstration, corollaire
qui peut s'exprimer ainsi : Si, pour un cycle réversible fermé,
la température d'un corps est comprise entre les extrêmes^' et
T', le rendement de ce cycle ne peut être supérieur au rapport

———? le cycle étant parcouru dans le sens qui rend positif le

travail résiduel.

2. —— THEOREMES FONDAMENTAUX POUR LES CHANGEMENTS

RÉVERSIBLES.

A. — Pour des modifications réversibles, la quantité rfQ a
pour terme principal un polynôme différentiel linéaire, tel
que X dx 4- Y dy -+- •..+ K dr ; dL par suite a la même forme.

Cette propriété résulte du corollaire énoncé ci-dessus, appliqué
à un cycle infinitésimal; pour un tel cycle, SrfQ représente le
travail, tandis que la chaleur fournie au corps peut s'exprimer par

SrfQ'; on a alors J^^Î^I^ or, ici, T'—T est infinité-

simal du premier ordre, SrfQ' également, de sorte que SrfQ ne
peut être que du deuxième ordre au moins; en posant

o?Q ==/(a7,^, . . . , r , dx ,dy , ..., dr),

on démontrera, comme au n° 1, qu'aux termes près du deuxième
ordre, rfQ a la forme énoncée, et, à cause de l'équation (2), dL
également.

B. — compression —- est une différentielle exacte.

D'après le théorème précédent, on a la forme

dq __ X dx -h Y dy -+-...+ R dr
"T "~ T

Concevons un cycle de Carnot où x et y varient seules; si T
dépend de ces deux lettres ou de l'une d'entre elles, on peut dé-
montrer le théorème comme dans le cas d'un fluide, où il n'y a
que deux variables, et l'on a

-(iL-d)
à y àx
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Si au contraire ï est indépendant à la fois de x et y, pour
tout cycle où ^, ..., /* restent constants, T ne varie pas; le rende-
ment de ce cycle ne peut être supérieur à zéro, et par suite

(\\dx-^\dy)=^
d'où

à\ __ ^Y
ày àx ?

et ce qui revient au même ici

-(rL-d)
ôy àx

Ce résultat subsiste donc dans tous les cas, et l'ensemble des rela-
tions analogues en z, ..., r justifie l'énoncé du théorème.

Nous écrirons donc

(3) Û?Q==AT^O), ^U+^L=T^co,

rf(o étant la différentielle d'une fonction.

G. — Si le travail extérieur dL est exprimé par le poly-
nôme Xûte+Yûf^-4- ... -l-R dry les lettres x^ y y s, ..., r
ne peuvent à elles seules déterminer l'état du corps.

En effet, la forme énoncée de dL résulte d'une forme primi-
tive telle que SPûk, où les quantités P sont des projections de
forces, et les quantités ds des arcs élémentaires décrits par les
points de la surface du corps; si le corps ne subit aucune défor-
mation, toutes les quantités ds sont nulles; et comme un des
termes tels que XAz* provient du groupement d'un certain
nombre de termes P ds, dx est nul dans le même cas, ainsi que
dy^ dz, ..., di\ Dans l'hypothèse contraire à l'énoncé, cTT serait
nul aussi. Or on sait que l'on peut chauffer ou refroidir un
corps sans qu'il subisse aucune déformation superficielle. Il
existe donc d'autres variables indépendantes que x, y, ..., r,
pour déterminer soit la fonction T, soit l'état du corps.

D. — Si dL est exprimé par un polynôme de n termes, le
nombre des variables peut être réduit à n -h » .
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On posera

(4) o ) T — U = 6 , d'où dL == d^ — o> <fT,

9 étant une fonction dite caractéristique. Considérant x^ y,
^, . . . ,r,Tcomme variables indépendantes, et appelant a, [3, y, ...
les autres, cette nouvelle forme de </L conduit aux relations

/., y àQ r» ^ ^ ^0 àQ(5) X = ^ , ..., R = ^ , œ=^ , 0 = ^ = ^ = : . . . ,

et l'on voit que 9, et par suite û), X, ..., R, U sont indépendants
de a, j3, y, .... On obtient donc le résultat proposé en considérant
9 comme fonction de x^ y, z^ ..., r, T.

E. — Les quantités T, 9, o, U ne peuvent dépendre que de
variables représentées dans ^expression du travail extérieur.

Si a est une variable non représentée dans rfL, elle ne saurait
être x^ y, ... ou /'; c'est donc ï qui pourrait en dépendre; mais

vy fW

de ce que — === o, il résulte — === o, à cause des équations (5);

cette lettre ne peut donc exister nulle part.
De ce théorème il est aisé de déduire le corollaire suivant :

Si l^ expression de rfL peut être ramenée à la forme
^d\ -+- SVfLdy. + aK» d^ -f- .. .4- <^.rfp, où \ [JL, v, ..., p sont des
fonctions de Xy y, ..., r, en nombre inférieur à celui de ces
dernières variables, et où ̂  5iL, a)ï», ..., Jl sont des fonctions
de \ [JL, v, ..., p, les quantités 9, ... seront des fonctions de
)., [JL, v, ..., p, T, sans dépendre autrement de x, y, z^ ..., r.

D'après ce qui précède les équations thermiques peuvent
s'écrire

(6) ^L=^+^+...+?^,v / àx ày " àr

(7) to=^ U=T^;-6, 8=/0r,^, . . . , r ,T),

/ à^ , à^ , ^0 , ^e —\(8) d^^^(^d^^dy^..^^dr^^,drîY

Dans ce qui suit, nous conserverons aux seules lettres A, Q, L,
U, T, 9 leur signification actuelle.
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3. — — I K V V A I L É L E M E N T A I I I E POUK LES COUPS ÉLASTIQUES.

On peut fixer, au point de vue physique, l'étal d'un corps en le
comparant à un état initial déterminé. Soient donc x^^ yo, ^o ^es

coordonnées d'un point matériel dans cet état initial; la position
actuelle du même point, que nous désignerons par x, y, ̂ , peut
être représentée par diverses équations entre x^ y, z^ .2*0, yoi ^o et
un certain nombre de paramètres a, jî, ... indépendants de^o' yo,
5o ; on pourra écrire

;y=FiOo,yo,^a, P, ...),
(9) .r^Y^yo,...),

z== ¥3(0-0,^0, ...).

Si le corps se déforme, ce sont les paramètres a, j3, ... qi^il
faut faire varier dans ces équations, et non x^ yo? ^o ; de sorte
que les mouvements élémentaires des points sont exprimés par

(a) 8.=^5a-.Ço^... ou °.=2^^ • • • •

Supposant donc .r^yo? ^o éliminés entre ces six équations (9)
et (a), Pon exprimera le résultat de celte élimination sous la
forme

(b) oa*=/i(.z-,y,-s), 5y=/2(.y,y,^), 8s =/3(a*,y, <),

où les fonctions /i, /a, /a contiennent, outre .r, y, z, les lettres a,
?, ^.. . ,3a,8p,SY, ....

Il importe d^exprimer ici la valeur des dérivées de ces trois
fonctions par rapport à *^,y, z. Identifiant (a) et (^), on a

. V ̂ i ^ f Y ^2 ^
^-^-^^ ^-Jd-^-0^ • • -

d'où, regardant .z-oî yo? 5o comme fonctions de *y, y, ^,

^/i ^ y /^FI ̂  ^Fi ^o ^J^ ^o\ .
^ ^\()a^o 'à.y ^oiro ^ ày. àzo àx ) ̂

ce qui peut s'écrire

àfi ày^/àF^ à^/à^\\ QZ^/àFA
^=^ote;+^o(^;+^o[^)•

Nous représenterons les neuf dérivées des fonctions F,, Fa, F;»
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par les notations

(10)

co^==

^=
y-->-=

à¥!,
àxo9

<^
àxQ 9 .

àF3.
àxQ ?

Py^

^=

Xy==

^J,
^yo^
^2
^0'

()F.3
^/o9

?^=

^=
x^=

(̂ FI
àzo'
àF,
àz^

àFs
àzo9

de sorte qu'on écrira

àft _ àx, , ^Yo . ÔZa(c) ^=^^+^s?r+^^.

Différentiant par rapport à x les équations (9), on obtient
à.To

1 =<?,"?+y ^^.^LO
àx t j àx • " àx
àX(, ày. ÔZn0=+,-0+^ y-^+^-î-Y
^ ïy ̂  î '^ ~~ ^•

,^o ^o ^or^ ̂ ^^-^^r;
d'où, posant pour abréger

(n)
on tire

(12)

A == y.^y7^+ Cpy^/^4- <P^.r%y

-Z^y-^.^- ̂ y^,

1 ^A-A ^7-
i à^
A ^<p.r

<^0^ ^o
'àx

l_ à^
A ^<p^*

àxQ
~àx

On obtient donc en définitive pour la valeur ( c ) et ses ana-
logues

(i3)

^
àx

àfi
ày

àA
àx

l /à\
-î^5?

l / ^ A ,-H^0^
l /<)A

-s(<^

^-+

,r-+

^A „
h ̂  ̂ +

à\ ,
h^00.^

, ()A

'^^'^

()A , \
5y;^'
^A , \w^)'
dA \

^6tl'z)'

On peut remarquer que les quantités y,, ̂  ...^ représentent
les composantes de la dilatation du corps, de l'état initial à l'état
actuel. Et si l'on désigne par u,, u le volume spécifique pour ce<
deux étals, on a tout d'abord

w. ==^1
'-> àx

àfï . àfs __ 5A
ày ^'àz ~T9

X X I .
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d'où, par intégration,

04) U=UoA ,

de sorte que A représente la dilatation en volume.
Considérons un élément de volume du corps, de poids £, limité

par une surface fermée (A). Soient x^ y, z les coordonnées d'un
point situé à l'intérieur de ce volume; et rfco un élément superfi-
ciel dont les coordonnées actuelles sont x + ç, y 4-^, ^ + î et
dont la normale extérieure fait avec les axes de coordonnées des
angles de cosinus X, y.^ v. En appelant p^ pwyi pwz les compo-
santes de la pression sur rfco, une déformation infinitésimale déve-
loppe sur cet élément superficiel un travail extérieur égal à

( d) (Pwx ̂  -+- Pwy ̂  -+- p^ (̂  ) dw.

L'intégrale de cette expression, étendue à toute la surface co et
divisée par s, exprimera la valeur de rfL, s'il n'y a pas d'autres
forces extérieures.

On a du reste, ç, YI, Ç étant infinitésimaux,

" /̂̂ ,.)^^ .̂̂ ç|̂ .;̂ .̂...
O^^Ê+r^-^-4-••••
^ - „ àf^ àfs ^ àft

^=^^ -^^y^^^'--
et, désignant d'ailleurs par/?^, p^y ..., p^ les composantes de la
pression au point .2*, y, z, nous aurons encore

Ptù^= A(/?.ra.4- dp^) -4- ̂ (p^y^- dp^y) -}- v(/?^+ dpxz\ . . .,

en faisant

^—^Sf-^-^-^-^2^--.
La quantité û?L à obtenir étant une limite se rapportant à l'unité

de poids d'un corps qui serait constitué identiquement à l'élément
infinitésimal situé au point a-, y, ^, cette quantité est de même
ordre que/^/2,/3 et leurs dérivées. Comme du reste la valeur
de e, qui doit diviser l'intégrale de l'expression (rf), est du troi-
sième degré par rapport à Ç, -sq, Ç, il sera inutile de conserver,
dans (</), les termes de degré supérieur au troisième. De la sorte,
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on ne gardera, dans le terme /^.SÇrfo), que l'expression

^ 07^+ ̂ + v^) (/i + S ̂ - + ̂  ̂  + S^) ̂ o

-4- (X dpxx-^ ^ dp.ty-+- v dpxz)fv dw,

où dp x x ' ) • • • seront remplacés par leurs termes du premier degré.
Pour l'évaluation d'intégrales telles que

(V) y X û?co. ^ (Jt. û?cu, ^ ^Ç û?tt), f \r^d(û, ...,

l'on décompose a) en menant une infinité de prismes parallèles à
l'un des axes de coordonnées, Ox par exemple, ces prismes ayant
des dimensions transversales très petites par rapport à celles de co.
L'un quelconque d'entre eux, de section û?o)', rencontre la surface
fermée a> en un nombre pair de points, où \ sera alternativement
positif et négatif; comme, au signe près, en ces points, \ rfco vaut
dis)', et que Yi, Ç restent les mêmes, on a pour ces points

S \ dtf) ==o, 2 Xr^ dw •==- o, 2 ). Ç cAo == o,

tandis que S î; rfto est la partie du volume du prisme commune au
volume e. Il en résulte que les seules intégrales (f) qui ne soient
pas nulles sont

f l^dw, f p,rj f/cu, f vÇ <^to,

dont la valeur commune est égale au volume de l'élément, c'est-
à-dire à eu, u étant le volume spécifique au point x^ y , z.

On obtient alors, pour l'intégrale de l'expression (<?)

(^ ..[̂  -^ ̂ " S-^Cï? - fa -<-te)}
Or on sait que les pressions sont soumises aux équations

^Prx , àpxy àp.vz ,.
~àx~ 4" -ày- + ~à^ ^ xî

(l5) àp^y ^ Ôpyy ^ 0? y
Y,

àx ày àz

àp^ àpy^ àp^
\ —^—— ~T" """^——— "+" "~:—— == t ' -\ à.r ày àz

où X, Y, Z représentent les forces étrangères, y compris l'inertie,
rapportées à l 'unité de volume.
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Le dernîer terme de l'expression (g) vaut donc euX^, ou
eu X 8.2*, un des termes du travail des forces extérieures. L'en-
semble des termes tels que ( g ) représentant le travail des pres-
sions, il faut retrancher le travail des forces extérieures, qui est
reçu par le corps, pour obtenir le travail élémentaire o?L dégagé.
Ce qui revient à faire abstraction de X, Y, Z dans les expres-
sions (^). Divisant ces dernières par e, on aura alors

(16)
.̂[̂ -^^•^M)

—fê-g)—œ^)].
expression où les dérivées de f^ f^^ f^ doivent être remplacées
par leurs valeurs (i3).

4. —— FONCTION CARACTÉRISTIQUE.

En faisant la substitution que nous venons d4ndiquer, et rem-

plaçant de plus - par la constante i»o? nous aurons

(i7)

dL == uo
JA à\à\ à^ \^p^^p^)1{^à^^^à^

/ d\ à\
[P^^T^P^Wy^^^r^à^y

à\
^

ai

à\ à\ à\
[^à^^^w^^ô^

Les quantités 3y.r, ... sont des variations relatives à un chan-
gement de l'état du corps, auxquelles on peut identifier celles
désignées au n° 2 par dx^ dy^ .... Par suite l'équation (6) doit
être identifiée à l'équation (17), et il résulte des considérations
du n° 2 que la fonction caractéristique 9 dépend de dix variables,
qui sont îpj", y y, y^, ..., yz, T, ainsi que les relations

à\()6
à^x

à^S

^y

à^

^

= ^o U>xx

== ^0 (^PXX

=^^Pxz

Ô\

^.v
à\

^y

à\
()©;

^-Pxy

-^-Pxy

-+-Py^

à^

à^x
à\

Wy

à\w.

-+-PXZ

-^-Pxz

-^-Pzz

()A \
àjlc)
àl\

^yf

à^\

^..-J

(18 )



- 37 —

De ces neuf équations, on peut tirer les valeurs des six quan-
tités/?^^, jp,cy, ..., et il restera trois équations de condition entre
les dérivées de 9 et les neuf variables y.y, ..., y^;. Tenant compte
des identités telles que

à^ d^(p -+- <p — -4
T ^ ^à^y

on aura aisément

^ v
"^^

à\ à^+<?r^^
c)A

''iz à^., elc.

(19)

/

^Pxx =

U^==

^•y =

^

°a-
<}-.

'{'̂
fx

à^
à^x
à^
à^c

àQ
à^x
à^

à^c

àQ
"^^y

, àQ
"^^

, ()6
+ ^ y — — — —

^y
^9

-+- Oyï,-
^y

+<?î
+^

++.
+<f•s

()0
5^'
()0
^?

àQ
à^^
àQ

Wz7

La double valeur de pxy donne lieu à Féquation de condition
, . , àQ , àQ , ô^ àO àO ()0
(,o) ^^^^^+^^-^^-^^--^^==0,

et il est aisé de voir qu'elle est satisfaite par six valeurs parti-
culières de 9, ayant pour types

pâ+4^ ?^-r-<^ti^,
et aussi bien par

?î-+-4'î-+-yj^ p^p+'M^x^-
forme permutable qui supplique alors à l'ensemble des trois
équations telles que (20). La forme la plus générale de 9 est donc
une fonction de T et des six quantités

(21)

?=?î++î+7^,
+ =?y- t-+y+Xy»
Z =?!-+-+!+X?»
?'= ?y®=+ ̂ y^-+- XrX^
y=^?^+^^+7^X^

\ /^^Py-^^+y-t-y^Xy;
et l^on pourra écrire

(22)
^0 ,

âfL = —— 80 -i-
ÔQ

 t

^0.. ^0 , ,
— 0'^ 4-.. . -1- —, oy .n^ ' ^7
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Pour passer du premier système au second, on aura les for-
mules de transformation telles que

o6
<^
o6
^
o6
0 .̂

06
= ^A-T-

* 00

o6
= ̂

o6
"^oo

o6

" œ r ^
o6

4- 2ÎPy -,-
•*' 0^

. 06

-r- ^^

OÔ

-+-^^?

oO
4- 03 3-,)

oco

-4-A--^
'1- • ' ̂ ' '

(9.3)

et inversement

(24)

/ c^O
[ ^ ~
} oO

ÔQ'-

l / à()
T^\à^

î / oO
1 [à^Y

î / 06
^ l̂

OA
0^

oA
^
oA

^y

oO
^à^.

06 oA
4- 0 .̂ 0^ -4"

06-h^

OA
^•+

dA

Wy^

06

^

o6

^Xy
o6

^

à\\
ày^/
^\

àïJ
à\ \^r

Pour représenter géométriquement la déformation, on conçoit,
dans l'état initial, une sphère infinitésimale qui devient un ellip-
soïde dans l'état actuel; amplifiant leurs dimensions à une échelle
telle que le rayon de la sphère soit représenté par l'unité de lon-
gueur, les trois rayons MoAo, MoBo, Mo Co parallèles aux axes de
coordonnées deviennent trois demi-diamètres conjugués MA, MB,
MC de l'ellipsoïde, les points A, B^ G ayant, relativement à M, des
coordonnées

A:<p;c, ̂  %.r; B:^, ̂  y^; C:^, <} ,̂ y^;

de sorte que les six variables y, (^, ..., y' dépendent des éléments
du tétraèdre MABC

——-2 ———2 -——2 —— —— ^\
< p = M A , 4 / = = M B , y ,=MC , 9 '=MB.MCcosBMC,

On peut tirer de là tous les angles du trièdre, et Fon trouve

^\ tu'
cosBMC== - Y ,

V^
sinBMCi =l/-^L,

V +7,
ou

? i==4 ' z—? ' 2 »
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et de même, pour le dièdre d'arête MA
__ /\ ___

A / V A " * ^ / ° sm MA / ©<LyMA == A l/ —— » ——-^— == A 1 / —• A -,
y Y i 7 i ^\ V o i^ iY i' T l /-1 _:„ r» iia/-i »• t 1 ! * / ^ 1

• iti^ * ^ / ° sm MAs i n M A = = A l / — — , — — — — — = = A (
V/ +171 ^\

• / - s inBMC
d'après l'identité

A2 = (p^y^ 4- 20^'^'— t^'î— ̂ '2— y/'2-

Les axes de symétrie de l'ellipsoïde proviennent de trois dia-
mètres rectangulaires de la sphère initiale. Soient Ço? f\o-> Ço les
coordonnées du sommet de l'un de ces diamètres, prises rela-
tivement à Mo; S, TI, Ç les valeurs actuelles de ces coordonnées
relatives, pour le sommet correspondant de Fellipsoïde; y/ï la
longueur du demi-axe correspondant; on aura

S l - ^ 5 + Ç S = = ï , S2-^2-^2^,
?^+7/^0-+-^'Ço=<TSo,

7/So+^e -4-o'Ço= ^o,

^So+®' 'y io—/îo =^0,
et, posant

^ = 9 -t- ^ -+- /.
(25 ) ^ = ^y^ 4- c&y 4- ç>^ — o'2— <{/^-— y'2^

v =: cp<j/y -h '2<o'(j/y'— (pc?^— ̂ 'î— yy'2,

les trois valeurs de o- résultent de l'équation

(T3 — X(T2 + (JKJ — V == 0.

On a encore les relations

SC?:r-^-^-+-Î7.;r==^o,

^-+-ïî^4-Ç/y=(TT,o,

Sys-+-^^4-ç^=^o.
On peut aussi donner une interprétation géoméiriqu-e a-ux dé-

rivées de la fonction caractéristique.
Les angles que fait le plan BMC avec- Les. plans coordonnés ont

pour cosinus
i à\ ft à^ î- à\

\/^ ̂ > /Ci 4^' 7^ ̂ ?

et, au moyen des équations (18), on trouve que

^ à^_ i ()0 t ()0
•joVoT0^? uo /^^ < r̂.) u77^ J^
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sont les composantes de la pression sur le plan BMC; désignant
par Pu la force qui agit ainsi sur le parallélogramme BMC, on
aura, pour ses composantes,

p _ i ^0 _ T <)ô _ i ^0
r ux — ~— ~»—— ? * u Y — — "Ti— T 1 u z — — ~\— ?

^u ̂  ' ,̂0 ̂  ^o ̂

et si (^, w représentent les parallélogrammes CMA, AMB, on a de
même

àQ __ àO __ ^° _ n
^-Uoi^, ^-'JOF^ • • • ^ ^y;-^0 '^ '

tandis qu'en décomposant lés pressions normalement aux; trois
plans obliques, on obtient aisément

— 2A ^e — ^ àO __ A (̂ ) ^
Pitit —— ~ \ ? PUV —— , " ^ / î PtlW —— ————7~ ^ 1 T.", î

•^?l ^ ^ Uo/9i^i ()/ "0^1/1 ^

on retrouve ici puv=p^ui ce qui existe d^ailleurs pour un système
d^axes quelconques.

5. — EQUATIONS D'ÉQUILIBRE*

Quand les divers points d'un corps élastique sont soumis à des
pressions, dilatations ou températures différentes, les quantités
^xi 'fy? • • • ? y^ varient d'un point à l'autre. Toutefois, si le corps
reste physiquement homogène, on doit regarder, pour tous les
points, la fonction 9 comme invariable de forme. Dans ce cas, les
équations d'équilibre peuvent subir une transformation.

En général, si S est une fonction quelconque de x^ y, ^, on
l'exprimera, au moyen des relations (12), en fonctionde.ro.yo,^,
par les identités telles que

àS __ \_f à\ àS à^ àS. à^ àS \
àx ~ A\^cpa. ÔXQ à(fy àfQ àvfz àzo/

La première des équations (i5) peut alors s'écrire

/oc == {-à^ àpxx -+- à^- àpxy -4- -^A- àpxz \
\à^3c àxQ à^sc àxQ ày^ àx^ )

/ à^ dpxx à^ àpxy à^ àp^z\
\à^y à^o à^y à^o à^y à^o }

( à^ àpxtt' -+- à^ ^P^ -4- à^ àPXZ \
\à^s, àjZQ à^z àzQ ày^ àzQ '
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En remplaçant dans le premier membre A par — et en tenant
compte des équations (18), on obtient

„ à / à^\ à / àQ\ à I (?6 \
ux = —— ( -.— l - ^ - T — ( ï — l - ^ T — ( ï — ) — ̂ ( ^Pxx-^- H/^y4- ̂ Pxz\^(A^c/ à^o\àQy/ àzo\à(fz/ v v Jr^ Jrtry ^-^

oa Pon a fait, pour abréger,

_()_/^\ ^ / ( ) A \ ^ / ^ ^
^o V^^/ o^o V^yy/ ^o \^./

H - / ' ^ U ^ W 4 - ' /()A^_()_/_(^\ _à_/^\ à 1 à\ \
~ àx, \à^J + ̂ o \à^y) 4" ^o V^./

—- (L/-^^ JL(à^,\ f) l à l \
~ ^o \^/ ^o \^y/ ^u \^/

K
^o \^/ ^oV^y/ ^u\^

Or, en substituant

()A , , ^A .
^ == ̂ -/.- ^3/y, ^ == ̂ Z.- ̂ ^, etc.,

et en tenant compte des équations (10), il est aisé de voir que G,
H, R sont identiquement nuls 5 de sorte que les équations d'équi-
libre intérieur d\in corps élastique homogène seront les suivantes :

1 ^ ^ _ ^ / _ ^ \ J^/^}^
1 ~ ÔXQ \àQx) à^o \àQy) "̂

_ _à_ f àQ \ à / <)6 \ à / à()
~ ÔXQ \àQx) àfQ \àQy) ~^ àz^ \à^z^

_à_ f àO \ à / r)0 \ à ( à^ v

àxQ \ à^^ ) àfo \ à^y f àzo \ à^z /

à / _à0_\ _à_ [ ()0 \ à ( à^ ^

' àx^ V^7 + ̂ o V^y) + ̂ o \^/

1 -, à / <)0 \ à / ôQ \/ ^ v à l à() \ à 1 f)o \ à / à^ \
^ ^-^(^J^^te-^^ote

\ 7 — ô l àfL\ _à_( ^ \ à / à^\
l ~ àxQ \à^) + àyo \à^y) + àzo \à^~J '

Dans ces équations, il faudrait, par exemple, remplacer le terme
à f àQ \ ,,

^(^}pa^lexp^esslo^

<)29 <)T ^ à2^ à'^Fï à^Q ô^F^ à^Q ^Fi
à^ y: àT à^Q ô^ àx'^ à^y: ô^y àxQ ày^ à^x à^z àxQ à^o

^0 ^Fç ()2Q ^2 Fg ^o ()2F2

'̂fa: ̂ .r <^^ à^x à^y ÔXQ àyQ à^x à^z àx^ àzo
^e ^Fs ^e ^F3 d^e ^F3

^?^ à^x àx^ à^x à^y àxQ ày^ à^jc àjz àx^ à^o '

le premier terme étant relatif au cas d'une température variable.
Si le corps est en mouvement, l'on remplacera de plus 'jX, 'jY,
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uZ respectivement par
i / ^p,\ , / ^F,\ i / ^Fa\
•y^--^)' ï\^--^)' ^(R;--^

R^., Ry, R^ étant les composantes de la résultante des forces exté-
rieures agissant sur l'unité de masse, g- la constante de la pesanteur,
et t le temps.

Il faudrait encore introduire, dans les équations (26), les dérivées
àQ àQ ,. , àQ àQ— y Tr? • • • ? au heu de ^—; • • • ? —•
OtD Ô^ OQy: Ô"^

^m fW y)T

Les quantités -,—9 -,—? -— dépendent de la manière dont lai àxQ ày^ àso *
chaleur est distribuée à l'intérieur du corps. D'ailleurs Féquation
(8) devient, pour le cas présent,

(27)

^ATo(^)

-^fA8^-^/-20^8^^^)\à^xàT • ày^àT /- <^T2 /,à^ àT i x ' " " ày^ àr /^' ^T2

f ^6 ^ ^6 , , ^6 ,
.^TT0^ •-^•••^^T^ +^<

^( ^e . _ ^ e . , ^6. \
-^(^TT^ -^•••^^T x ^cnr^-

La quantité û?Q comprend ici deux parties : l'une est la chaleur
fournie ou soustraite aux divers points du corps par des causes
extérieures; l'autre provient des phénomènes de conductibilité,
par lesquels chaque élément du corps subit une action thermique
des éléments avoisinants. Voici deux exemples de cas où l'on peut
faire abstraction de la conductibilité.

Si les modifications du corps sont lentes et qu'il possède une
température uniforme à chaque instant en tous ses points, les

MT» /W f)T

dérivées -—» -.—? -— sont nulles, et les termes qui en dépendent
ÔXQ àyQ àzy ' ' r

sont détruits dans les équations (26), qui se réduisent ainsi à un
système de trois équations à trois inconnues Fo Fa, Fa.

Si, au contraire, le corps subit une déformation très rapide,
pendant un temps assez court pour que la conductibilité puisse
être négligeable, et que d'ailleurs cette déformation soit adiaba-
tique en tous points, on aura <^Q == o, et par suite

, /()9\
^^)-0'
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Si donc au commencement de la déformation -„- vaut À, h pouvant

du reste varier d'un point à l'autre, de la relation

ÔQ -
_ = /i(.ro,yo, z^)

on devra tirer la valeur de T pour la substituer dans les équa-
tions (26).


