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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

Mémoire sur les surfaces gauches rationnelles ;

par M. GeNTY.

1. Les équations d’une droite, en coordonnées rectangulaires,
étant |

T—& _y—y1_ 3—5

u [ w

2

la droite est enticrement déterminée par les six quantités
3

W, ¢, w.

E=wys— ¢34, 6= US| — Wy, {=va—uy,

que nous appellerons les coordonnées homogénes de la droite et
qui sont liées enltre elles par la relation identique

(1) Ui+ e+ wl=o.

Dans une Note insérée aux Nouvelles Annales de Mathéma-
tiques, 3° série, t. VI, p. 401, nous avons déja donné Ja définition
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de ces coordonnées et nous en avons fait une application a 'étude
du complexe de Reye; le but du présent Mémoire est de montrer
combien leur emploi facilite I'étude des surfaces gauches ra-
tionnelles.

Mais, avant d’aborder cette étude, nous allons rappeler quelques
formules de la Note précitée et en donner quelques autres qui se-
ront utiles par la suite.

2. La plus courte distance de deux droites, («...) el (& ...), a
pour expression
bt wmt)

by
0 = ——

ol I'on a posé

S(ub+ wb)=ubj+ on+ w4+ w§ +on+w g,

S(owy— oy w 2 =(0w— 0w )2+ (wu;— wy )2+ (uvy— uy¢).

Si les deux droites sont infiniment voisines et si 'on pose
I

uy = u —+ du, ¢ =9 4+ dy, R
il vient
N Y du df
(2) 0= i

VE(vdw —w dv)ﬁ’
si de est 'angle infiniment petit des deux droites, on a

_ VE(vdw — w dv)?
T owrr ot el

®

(3) d

La condition pour que les deux droites se rencontrent devient

(4) Sdudi=o,
et leur point d’intersection a pour coordonnées
: _ ndf—1Ldy, _LdE—tEdg _ fdn—nd:
) z= 2idu Y= Tt du 5= TXtdu
La perpendiculaire commune aux deux droiles a pour coor-
données s
(vdw—wdv)E(vdw —wdv)?,
(wdu—udw)E(vdw — w dv)?,
(udyv —vdu)Z(vdw — wdv),
(6)

P(uZudu—duZu?) — Q(uldu— duludu),
P(vZudu — dv 2u?)— Q(vEdur—dvEudu),
P(wSludu —dwIu)— Q(wE du?— diw S udu).



¢n posant
d; dqg 2 A
(7) P=] « =« w o, Q=] u ¢ w |
i
du dv dw du dv dw |

La droite (« ...) et la perpendiculaire commune a cetle droite
et ala droite infiniment voisine sont dans un plan quia pour équa-
tion

(8) (vx +vy +wsz)Xudu —(rdu—+ yde+ s5dv)Sur= Q.

et leur point de rencontre a pour coordonnées

(9)

,— Pu—Qdu-+(vdw —wdv)tdu
- S(odw — wdy)? !
3. Soient maintenant w, ¢, ... des fonctions entiéres d’ordre n

d’une variable arbitraire ¢, de la forme

U=dy+ayt+ati+...+a,l"

v=Dbo+ajt+...+ b,tn,
(10) LS e

L T T I T I I

la droite («, ...) décrit une surface gauche.
L'identité (1) montre d’ailleurs qu’on a entre les coeflicients
des expressions (10) les 227 41 équations de condition

1

s anz(,: 0.
. S(agay+ ay2y) = o.
(1)
( Tapap=o.
La surface gauche est d’ordre #. En effet, son intersection avee

le plan
Ar+By+Czs+D=o

est veprésentée par les équalions

Bf— Cq—DE

(1) T T AuLBr+Cw’

¢’est donc une courbe unicursale d’ordre n.
Nous appellerons surface gauchce d’ordre n, ou, pour abréger.
surface (3, toute surface réglée dont les génératrices ont pour
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coordonnées des fonctions entiéres d’ordre 2 d'une variable arbi-
traire /.

Nombre des conditions nécessaires pour déterminer
une surface C,.

4. Les expressions des coordonnées de 'une quelconque de ses
génératrices contiennent 62 -+ 6 coefficients indéterminés, liés
entre eux par les 2n —+ 1 relations (11).

D’upn aulre coté, on peut remplacer ¢ par une aulre variable <,
qui lui soit liée par une équation de la forme

att+0t+ct+d=o,

et 'on peut disposer des coefficients arbitraires a, b, ¢ ct d pour
déterminer & volonté quatre des coefficients des expressions (11).
Il ne reste donce que

6n+6—(2n—+1)—4=4n+1

coefficients indéterminés; tel est par suile le nombre des conditions
nécessaires pour déterminer une surface G,.

Ce qui précéde montre d’ailleurs qu’on peut choisir & volonté
les valeurs de la variable auxquelles correspondent trois généra-
trices de la surface.

Une génératrice donnée de la surface gauche équivaut évidem-
ment & trois conditions

Une directrice rectiligne donnée équivaut a n +1 conditions.
En effet, si w«,, ... sont les coordonnéés de cette directrice, on
aura, quel que soit #,

S(ub i+ uw E)=o,

ce qui fournit les » + 1 conditions
(13) S(aoki+ urm) = o,

Si la directrice rectiligne n’est pas donnée, ses coordonnées dé-
pendent de quatre coefficients qu’on pourra éliminer, pour n > 3,
entre les n + 1 équations qui précédent, et il restera n — 3 ¢équa-
tions de condition cntre les coefficients de la surface gauche;
3 n -+ 4 conditions nouvelles suffiront pour la déterminer.

Pour n = 3, on a quatre ¢quations de condition qui permettent
de déterminer les coordonnées de la directrice. Ces qualre équa-
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tions représentent des complexes lindaires ayant deux droites
communes. Donc une surface C; a en général deux directrices rec-
tilignes.

Enfin, pour n = 2, les équations (13) sont au nombre de trois
ct ne suflfisent pas pour déterminer w,, ¢y, .... Ainsi une surface
réglée du deuxiéme ordre a un nombre infini de directrices recti-
lignes.

Revenons au cas général, et supposons que la directrice recti-
ligne donnée soit I'axe des 2. On aura £ = o pour toute valeur de ¢,
d’ou

n=—woe(l), [=vg(i)

A chaque valeur de ¢ cdrrespond une généralrice renconltrant la
directrice en un point dont1’abscisse est ¢(¢). Et réciproquement,
par un point situé sur 'axe des = a la distance p de l'origine
passent toutes les génératrices correspondant aux valeurs de ¢
fournies par I’équation

w(t)=p.

Si donc la directrice donnée est une droite simple de la surface,

on a nécessairement

at +b

) = ————
(&) ct+d

-G

ct, par suite, le rapport anharmonique des points de rencontre de
la directrice avec quatre génératrices quelconques de la surface est
égal a celui des valeurs de ¢ auxquelles ces génératrices corres-
pondent.

On a d’ailleurs pour les coordonnées u, ... des expressions de
la forme

w= fi(t), v = (ct +d) fo(2), w=_(ct+d)f[fs(t),
t=o, 1 =— (at+ b) f3(t), L= (at+b)fa(t),
ou f, et f; sont des fonctions d’ordre n — 1 au plus.
Si I'axe des x était une directrice double, ‘on trouverait de

méme, pour les coordonnées d'une génératrice, les expressions
suivanles :

u="F,(2), ¢ = (dt2+ et + f) f2 (1), w = (dt?+ el + f) f3(¢),
£ =o, 7, =—(al2+ bt +c) f3(¢), ¢ = (aty+ bt +c¢) fa(¢t).

Ja et fy étant d’ordre n — 2, et ainsi de suite.
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On reconnait facilement d’ailleurs que, quel que soit 'ordre de
multiplicité de la directrice, les expressions de «, ... conticnnent
réellement 3 n coefficients indéterminés.

Si la directrice rectiligne est située tout entliére a 'infini, la
surface a un plan directeur.

On a, dans ce cas, uv;=¢,= =0, et les équations (13)

deviennent
anéi = 0,

En éliminant §,, v, et {, entre ces équations, il reslera n —1
rvelations indépendantes entre les coelficients de la surface gauche.
Par conséquent, le nombre des conditions nécessaires pour déler-
miner une surface C, a p]an directeur est égal a

fn+1—(n—1)=3n-+2.

On verrait d’ailleurs trés simplement que, si le plan directeur
est le plan des yz, et si la droite située a l'infini dans ce plan est
une droite multiple d’ordre p de la surface, les coordonnées de C,

-ont des expressions de la forme

w=o, e=—FOUD,  w=fD)e(D),
E=Fi(0)  n=/(09(0), L=,

F éiant au plus d’ordre n, p et 4 d’ordre p, et f et f, d'ordre n —p
par rapport a ¢.

Si enfin une surface G, a deux directrices rectilignes, I'une O,
Pautre située a I'infini dans le plan des yz, et telles que la pre-
miére soit sur la surface une droite multiple d’ordre p, et la seconde
une droite multiple d’ordre ¢, les coordonnées d’une génératrice
de la surface auront des expressions de la forme

u

=0, "zf(t)‘?(t)’ w=f(t)d(t),
E=o0, 7n=—/ 1)), E=Lfi(t)e(t);

w el ¥ sont des fonctions d’ordre ¢; f et f, des fonctions d’ordre p,
el l'on a, comme cela doit étre,

p+q=n.

3. Comme application, cherchons les équations d'une surface
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régléc du second ordre déterminée par trois de ses génératrices

(g, oo 0)y (U2y o), (wgy.nl).

On aura évidemment pour «, ... des expressions de la forme

ag iy Qg Uy azls
= ’
t—t =t t—ts

ti, 1y, t3 étant les valeurs de la variable choisies a volonté qui
correspondent aux trois génératrices données; nous détermine-
rons les coefficients @, @,, @; en exprimant que la condition (1)
est satisfaite pour toute valeur de ¢.

Cette condition étant déja remplie pour trois valeurs de la
variable, il suffit d’exprimer qu’elle ’est encore pour deux autres
valeurs quelconques, par exemple pour ¢ = o et t = .

On obtient ainsi les deux équations

‘ A Bt Ct;
—_ .__.__+_ - 2 -
4 ¢ “
( A . G
— — 4+ — =o0,
ay b. cy

ot I'on a posé
A = S (ups+ usky),
B = Z(u3ki+ wiés),
C = =(uks+ k).

Des équations (14) on tire

A . B _ C

). 3= . . <.
to— &3 tz3— 1y {H— 1y

On a donc enfin

Aw,y + Bu, - + Cus
= ’
(ta—t3)(t—t1)  (L—t)(t—1t) (L—1)(t— 1)

Pour ¢,==o0, t;=—=o0 et t3=1, les expressions de «,... pren-
nent la forme plus simple

(15) w=ANu — ?ﬂ—l- ’Cii

) DY}

Les résultats qui précédent permettent d’obtenir trés simple-
ment les conditions qui expriment que quatre droites ne se ren-
contrant pas deux a deux sont situées sur un méme hyperboloide.

Soient (w,...), (1z...), (2s...) et (u,...)les quatre droites
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données, ¢t posons dés maintenant

LG+ wb) =D,  E(wbi+uby) =E S(ugb+ uky) =Ty
. (Ugy 03, w4 ) = Uy, (us, 01, w,,) = Uy, (uyy 92, wy) = Us,

(uh V2, W3) = U,.

Les équations (15) représentant les coordonnées d’une généra-
trice quelconque de I'hyperboloide déterminé par les trois pre-
miéres droites, on devra pouvoir poser

Bu, Cus
su, = Awuy — —= + -
4 1 P t—-l,
* X Be Co
(16) sv, = Ap, — lz+t *l,
Bw Cw
sw,= Awy — Tz 7 xl,

B¢, Ct,
sk, = AE — ; + t-—-?x'
N Br Gy
(7) s =Ang— =P+
B 92 CC
Sc;:ACi—— f‘ +t—;1l’

s et ¢ étant deux coefficients inconnus. Or on a

ll«,r,Uv,: u,U,—e— Uy U-2+ u3U3.
0, Uy = V‘U1+ [} U2+ 93U3,
w, Uy = w, Uy 4+ wy Ug+ w3 Us.

En comparant ces équalions avec les équations (16), il vient

) A_U B__ U _C U
(18) s U’ st U, s(t—1n U’
et, si 'on élimine s et ¢ entre ces équations, on a

(lg) AU2U3+BU3U1+ CU1U2=-‘0:

c’est 'une des conditions cherchées.
Si maintenant nous additionnons les équations (16) et (17)
aprés avoir multiplié les trois premiéres par &, 7,, {, et les trois
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aulres par u,, ¢4, (v, respectivement, il vient
st (t —1)D = BC:

remplacant dans cetle équation st et £ —— 1 par leurs valeurs tirées
des équations (18), et lenant compte de ’équation (19), on a

1\[I2I_};;+ DUlUr,z 0.
On trouverait de méme

BU;;U)—F EL’2U5:: o,
CUU,+FUU,=o.

Les trois équations (ui préccdent se réduisemt d’ailleurs & deux
en vertu de l'identité

AU, U3+ BUU;+ CUU,= DU, U, + EU,U,+ FU,U,.

6. Cherchons encore I'expression générale d'une cubique régléce
dont on donne quatre génératrices.

Soient oz, o, 1 et 7 les valeurs de la variable qui correspondent
aux quatre générah‘ices données. On aura pour w, ... des expres-
sions de la forme

bu, cus du,
2 +—

(20) e R =

Ces équations renferment quatre coefficients indéterminés;
mais il existe entre eux trois relations que nous. obtiendrons en
exprimant que I’équation (1) est satisfaite identiquement. Or cette
équation est du sixiéme ordre et elle est déja satisfaite par les
guatre valeurs o, 0, t et T de la variable; pour qu’elle soit iden-
tique, il suffit qu’elle le soit encore pour trois autres valeurs de la
variable.

Mais, si équation (1) est satisfaite identiquement, il en sera de
méme de sa dérivée

(21) S(ut'+u't)=o0

etréciproquement ; sil’équation (21) estidentique, I'expression S« &
sera constante et, comme elle est nulle pour quatre valeurs de ¢,
elle sera identiquement nulle. En exprimant que P’équation (21)
est satisfaite pour les valeurs o, o et 1 de la variable, nous obte-



— 79 —

nons sans peine les conditions suivantes :

cA+—~_~o

T

(22)

\bC-*—cB—f-(lD_-o,
<
\

b\+

Si I'on ajoute ces équations aprés les avoir multipliées respecti-
vement par A, B et C, il vient

(23) ADz2— (AD + BE — CF)t 4+ BE =

Il est facile d’interpréter cette équation. En effet, < est le rap-
port anharmonique des quatre valeurs oo, 0, 1 et = de la variable.
D’ailleurs la surface cherchée a deux directrices rectilignes, qui
sont les droites A et A, rencontrant les quatre droites données;
I'une est une directrice simple, I'autre une directrice double.
Or nous avons vu que, lorsqu’une surface C, a une directrice
simple, le rapport anharmonique des points ot quatre génératrices
rencontrent cette directrice est égal a celui des valeurs de ¢ aux-
quelles elles correspondent. L’équation (23) a donc pour racines
les rapports anharmoniques des points ol les quatre droites don-
nées sontrencontrées par A et A’ respectivement. Si 'on adopte la
valeur 1, A sera la directrice simple de la surface et A’la directrice
double, et inversement.

Si deux des droites données se rencontrent, la directrice double
est déterminée et I'équation (23) se réduit au premier degré

Dans le cas général, les équations (22) montrent qu’on peut
prendre

et les expressions des coordonnées prennent la forme

_— Fu, + Eu, Au,
u=a —
Tt T (=1 =<’ ’

ou 'on doit remplacer t par 'une des racines de I’équation (23);
elles ne renferment plus qu’un seul coefficient arbitraire a.
Remarquons encore que, si I’équation (23) a ses deux racines
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égales, cest-a-dire si l'on a

A2D2 B2E2+4 C2F2— 9BCEF —- 2 CAFD — 2 ABDE = o.

il n’y aura qu’une droite A rencontrant les quatre droites données
et, dans ce cas, 'une quelconque des quatre droites est tangente a
I'’hyperboloide déterminé par les trois autres.

La condition qui préctde peut encore s’écrire sous la forme bien
connue

o G B D
C o A E
=o0
B A o F
D K F o

7. Courbe double d’une surface C,. — Nous avons vu que la
section plane d’une surface C, est une courbe unicursale d’ordre

(n—1)(n—2)
2

n, ayant par suite points doubles. La surface a donc

(_n:z_)_(;z_;z), dont nous allons cher-

une courbe double d’ordre

cher les équations.
Soient {u;...), (u,...) deux génératrices qui se rencontrent, s et ¢
les valeurs correspondantes de la variable. On a

(24) E(ugks + uks) = o.

Le premier membre de cette équation, ainsi que sa dérivée par
rapport a ¢, s’annule pour ¢ =s; en supprimant ce facteur, I'é-
quation n’est plus que d’ordre n — 2 par rapport & ¢ et s, ce qui
montre qu'une génératrice d’une surface C, en rencontre n — 2
autres.

La courbe double a d’ailleurs pour équations
_ el — sl _ Lk — Gk _Eems — s
v = Suct: ’ Y= Sust; 2= Su.t

s et ¢ étant deux variables arbitraires liées entre elles par ’équa-
tion
S (uske 4 wiks) —0
(t—syp 7

On démontrerait sans difficulté que 'ordre de cette courbe est

(n—1)(n—2)
—

bien égal a (A suivre.)



— 8l —
8. Génératrices singulicres d'une surface C,. — Nous avons
trouvé pour I'expression de la plus courte distance de deux droites

infiniment voisines
X du d:

S(vdw —w dv)z'

i =

Si ces deux droites sont les génératrices d'une surface C,, il
vient
Su't

>
0= —m———————————
VE(va'—wo')?
Les génératrices singuli¢res de la surface sont donc fournies par
I'équation

(25) Su't=o.
Cette équation est d’ordre 2(n —2); on a, en eflet,

2ut=o,
E(u't+uf)=o0
et, par suite,
S(nu—tu)(nt—tt)=03u'f.

Or le premier membre de cette équation est d’ordre 2(n — 1),
donc 2/ est d’ordre 2(n — 2); tel est, par suite, le nombre des
génératrices Singu]iéres de la surface.

Si I’équation’(25) est satisfaite identiquement, la surface C, est
développable. Cette équation étant d’ordre 2(n — 2), la condition
d’identité fournit 2 n — 3 relations, en sorte qu’il faut

fn+1—(2n—=3)=2(n—+2)
conditions pour déterminer une surface développable rationnelle

d’ordre n.

9. Point central, ligne de striction, plan central et para-
metre de distribution des plans tangents d’une surface C,. —
En appliquant au cas de deux génératrices infiniment voisines de
la surface C, les formules du § 2, et en posant

sl 7‘/ :/ E .,‘ : i
P=]u ¢ w)]|, Q=|u v wl,
w0 W 7
Pr=S(vw —woe')?,

XIX.
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on a pour les coordonnées du point central de la génératrice

> = Pu—Qu +(vw'— wv’)EEu',

2
. Po— Qo+ (wt' —uw')2Eu
(26) (y= Q (Pz L
_ Pw—Quw'4+(uv'—ou)SEu
| 2= p? ’

Le numérateur et le dénominatcur des expressions (206) sont
Q’ordre 4(n —1); tel est, par suite, I'ordre de la ligne de striction
de la surface C,,. Ces expressions peuvent, d'ailleurs, se melire sons
la forme

_ (=)  uZu¥

(7) z Eu pritu e

>

et il est facile de voir que le poinl quia pour coordonnées

(¥ —ta)

r= St

est le point de contactde la génératrice () avec le plan mené par
cette ligne et l'origine, c’est-a-dire le point correspondant de la
“courbe de contact avec C, du cOne circonscrit a cette surface et
ayant son sommet a l’origine. Cette courbe est donc unicursale et
d’ordre 2(n —1).
Dans le cas d’une génératrice singulicre, on a

rper
Su't'=o,

et le point central se confond avec le point d’intersection de cette
génératrice et de la génératrice infiniment voisine.

Si la surface C, a un plan directeur, quel que soit d’ailleurs
'ordre de multiplicité de la directrice située dans ce plan, ordre
de la ligne de striction diminue de moitié.

On a en effet, dans ce cas, le plan directeur étantle plan des ys,

u=o, v=—f()d(1), w=f(t)p(2),
E=F, n=/fi(H)oe() E=/1(£)(2).

ol ¢ ¢l ¥ sont des fonctions d’ordre u, f ¢t f, des fonctions dordre



n—u en t, et 'on trouve aisément pour les coordonnées du
point central

Flu— Fu'— ffiloy —9'})

= Sl —9'd) ’
- Fe—Fo

VTRV -9

;. Fw—Fa |

A CET 7,

le dénominateur et les numérateurs de ces expressions ne sont
plus que d’ordre 2(n — 1).

Ainsi la ligne de striction d'un paraboloide hyperbolique pour
I'un des systémes de génératrices est une conique : la forme méme
des expressions de z, y et 2 monlre que cette conique est une para-
bole.

Le plan central relatif a la génératrice (« ...) a pour équation
(28) (ux +voy +wz)Suw' —(u'z + o'y + w'3)Su2=Q:

il enveloppe une développable dont la classe est égale a an — 2.
Enfin le paraméire de distribution des plans tangents le long
de la génératrice (u . ..) a pour expression

(29) k— )Zu*[iu'ﬁ'.

Comme exemple, cherchons le paramétre de distribution des
plans tangents le long de la génératrice («, . ..) de 'hyperboloide
représenté par les équations (15) du § 5, et, pour simplifier, sup-
posons que le centre de la surface soit & I'origine, ce qui entraine

Suyky = Susks,

Susly = Zuyls,

Su kb, = Suyt,.
On a alors

w=At(t —1yu;— B(t —1)u; + Ctu;,
w=A(at—1)u—Bu, —+ Cus,

et pour { =o0
U = Uy, v = ¢z, w = w,,

u'=Cuy— Ay — Bu,,
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On ure de la
Sul=u3+ i+ wi,

2wt =— ABC,

ew' — o'w = A(wyv; — vaw) + C(vawz — 03w,y)
= 2(Usba+ 937124+ w3la) (v wa— rawy)
+o(w s o1 a4 w1 L) (va Wy — 03 wy)
= 2B [Ug (a3 — 03w3) + Uz (vy Wy — 0y wy)]

+ 2(Nave+ Laws) (v ws— p3wy) = 2,
en posant
wy  uy U

A . 1 29 Y3 |,
| w1 w2 w3
d’olt
Pr= 42283+ ni+13);
on a donc enfin
ABC u}+o}+w}i V

o =222 P2 P Y
AN gl 2

en appelant V le volume du parallélépipéde déterminé par les trois
droites (#y ...), (¢ta...) et (us...) et p la distance de l'origine
a la génératrice (u, . ..). On sait d’ailleurs que le parallélépipéde
construitsur trois génératrices quelconques d’un hyperboloide a un
volume constant (*). Donc, si £ est le paramétre de distribution
des plans tangents pour une génératrice quelconque d’un hyper-
boloide, p la distance du centre i cette génératrice, le produit ko*
est constant.

10. Plan tangent, paraboloide des normales. — Un point
quelconque d’une surface gauche C, ayant pour coordonnées
vl —wn
x:—w——ksu, Y =eeey B =y
ces équations seront celles de la surface gauche elle-méme, si l'on
y regarde s et £ comme deux variables indépendantes. Les quantités

dz dy  dz . . . ,
=, et —= ortionnelles aux cosinus directeurs d’une
—1’ = €4 z; seront prop t es ec s

tangente a la surface et le plan tangenL en un point quelconque
sera ainsi compl¢tement déterminé.

(") Ce théoréme n’était pas connu quand nous I'avons énoncé dans les Nou-
velles Annales, 3¢ série, t. 1V, p. 248.
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Soit I'axe des z une génératrice dela surface, ona pour les coor-
données de cetle droite

u=v=o, w=I, E=v={=o.

La condition 2(u§ -+ «'E) = o donne alors {'= o, et les coor-
données de la génératrice infiniment voisine sont

u'dt, o'dt, 1+w'dt, tdt, n'dt, o.

Ceci posé, le plan z=3s mené par un point A de l'axe des 3
paralltlement au plan des yz rencontre cette génératrice infini-
ment voisine en un point B ayant pour coordonnées

— 7+ su' E'+ sv'

= ————— dt = 2———dit, =s.
x 1+ w'dt ! Y= T radt 2=

La normale & la surface gauche au point A est perpendiculaire
4 Oz et a2 AB; donc ses cosinus directeurs sont proportionnels aux
quantités & 4 s¢', ' — s’ et o, et elle a elle-méme pour coordon-
nées
uy=t"+ sv’, on=1 — su', wN= 0,

§x=s’u'-§r,’ nN= st'+ s2¢, Evn=o0.

Si dans ces équations on regarde ¢ comme une conslante, s va-
riant seul, elles représentent le paraboloide des normales le long
de la génératrice O z.

Dans 'hypothése actuelle, on a

P=ur"—vC, Q =o, *u't=o, pr=u't+ o2
on a alors pour les coordonnées du point central de O =

(ur) —vE)u
/z¢’+v

Si donc on suppose en outre que le point central a é1é pris pour
origine, on a

(30) u'rn'— 't =o;
on a alors pour le paramétre de distribution des plans tangents

_uE+y /E"—G—n
Wi T o

Si d’ailleurs nous appelons 6 I'angle de la normale au point A
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avec la normale a 'origine, nous aurons

vosh = EE ) w (i —su) Vi
VR (s (T —sw} VT ni s (ui o)

et par suite

comme cela doit étre.
Cherchons enfin le paramétre de distribution des plans tangents
le long de la génératrice (uy . ..) du paraboloide des normales.
Si nous désignons par des accents les dérivées prises par rapport
a s, nous aurons

uy =t + sv', oN=1'— su’, wN= 0,
Ex=s2u'—sv, wn=sf+s?, E=o,
uy="v', nwW=—u, wy =0,
’ ' ’ ’ rro__
Ey=2su'—7', wy=F+os, E=o,

Suf=E24 724 2 (w24 ¢'2),
Suntv= (W& +¢'y),
pr= (g + o),
et par suite
4 s2(u2 - 0'2) 2 o2 k

ky= = -
! u't'+ o'y cos20(u't’+ v'y') ~ cos2b’

expression bien connue.

11. Hyperboloide osculateur. — Nous avons trouvé au § B
pour les coordonnées d’un hyperboloide déterminé par trois de
ses génératrices (&, ...), (uy...), (uy...) des expressions de la
forme

Aul Buz Cu3
u= - -+ — - . )y
(Ti—=Te(T—Ty)  (Ts—T)(T—Ty) (Ty—Te)(T—Ts)

Si nous supposons que les trois droites données soient Lrois
génératrices infiniment voisines de la surface gauche C,, nous ob-
tiendrons I'hyperholoide osculateur de cette surface.

Posons donc

Ty=1t—3t, T,=t. T;=1t+ 0ot
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On aura
Ny
u.=u—u'3t+u”£, ey
uy=u, N
u,-,:u—l—u'r}t—'r—u”%z,

Si d'ailleurs on tient compte de 'équation Suf = o ct de celles
qu’on en déduit par des dérivations successives, on trouve, par des
calculs faciles,

o , 3¢ , ot ,
A=— c2Zu'f — T“(u &”—e—u”E’)-—-—t;—?—['zE(u'&’”—a—u”’E)—|—3Zu”§”]+...
¥ £ D12 g 8”’ ren "yt
B = — 430230t ——zTE(u&-&—u E)+...
e Df2 rer 813 v ren "yt 8[’* - rgm mgr nen
C=— de23u't — —‘l—..(uE+uE)—~E[22(uE+u EY4+ 32| +...

et I'on obtient, pour les coordonnées de I’hyperboloide osculateur
des expressions de la forme

up=ru—+2p(T — t)u'+2v(T —t)2u", ...,

%, w et v ayant les valeurs suivantes :

>~

=432 Ut —o(T— S (W + ')+ (T —¢t)22u't’,
p=a23ut — (T—)S(u'E+u't),
v = Zu’E'.
Si «, 8 et y sont les coordonnées du centre de I’hyperboloide
osculateur, on trouve

(3[) y— uE(u”E'-— u'E")—l—u'Z(uE”——u”E)+ uuz(urs — u&l)
= S ’

en désignant par S le déterminant

Le dénominateur et les numérateurs des expressions (31) sont
d’ordre 3(n — 2). Donc le lieu des centres des hyperboloides os-
culateurs d’une surface gauche rationnelle d’ordre n est une courbe
gauche unicursale d’ordre 3 (n — 2).

Les génératrices de la surface gauche pour lesquelles I'hyper-
boloide osculateur se transforme en paraboloide sont données par



I'équation

clles sont donc au nombre de 3(n — 2). Si celle équation est
satisfaite identiquement, la surface est a plan directeur.

12. Surfaces développables. — Nous avons vu que la surface
réglée est développable si I'on a, pour toute valeur de ¢,

(32) Xu't'=o.

11 est facile de voir, d’aprés cela, qu’il n’y a pas de surface déve-
loppable non conique de degré inférieur & 4.
Si I'on prend, en effet, les dérivées successives de I'équation
Sut =o,
il vient
S(u't + ut')=o,
St +u't+2u't)=o0,
S(ut"+u"E+ 30 +3u"t )=o.

Mais si I'on prend la dérivée par rapport a ¢ de I'équation (32), il

vient

(W +uwt)=o.

On a dés lors '
‘ Sut =o,

S(ut’' +~u' §)=o,
( S(ut"+u"t)=o,
S(ut"+ u"E) = o.

(33)

Ceci posé, soient (u;...), (u;...) deux génératrices d’une sur-
face réglée; la condition pour qu’elles se rencontrent est

(34) S(uski+ uks)=o.

Or le premier membre de cette équation et ses Lrois premiéres
dérivées s’annulent pour ¢ = s, en vertu des équations (33). Donc,
si u... sont d’ordre inférieur a 4, '’équation (4) est satisfaite
identiquement, ce qui montre que deux génératrices quelconques
de la surface réglée se rencontrent : cette surface est donc un plan

ou un cOne.

12. Soienl maintenant (u...) les coordonnées d’une génératrice
quelconque d’une surface développable C,.
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Le point de Paréte de rebroussement situé sur cclle génératrice
a pour coordonnées (27)

_ =t
35) =S

» oo

Le plan tangent le long de cette génératrice a de méme pour équa-
tion

(36) (o' — o' w)x +(wu'—w'u)y +(uv'— u'v)s = Zu't.

11 est facile de voir que les numérateurs et le dénominateur des
expressions (35) ont un factcur commun, et qu’il en est de méme
des deux membres de I’équation (36).

Considérons, en effet, les valeurs de 7 pour lesquelles on a
Yu'E = o, sans qu'on ail en méme temps

r

(37) wiviw=u:v:w.
Des équations
Yut =o, Xu't=o0
on tire
Eiril=(vw' — o' w):(wt'— w'u):(u—u'v).
Des équations
Stu =o, 2tu'=o0
on lire de méme

iy il=(vw'—o'w)i(wt'—w'u):(u'—u'v)=F:7:1.

Donc les valeurs de ¢ considérées annulent les numérateurs des
expressions (33).

On verrait de méme que les valeurs de ¢ qui annulent X ', sans
qu’on ait en méme temps

(38) nil=E1y,

annulent le premier membre de I'équation (36).

Or les valeurs de ¢ pour lesquelles les équations (37) sont satis-
faites correspondent aux points de I'aréte de rebroussement situés -
al'infini. De méme les valeurs de ¢ qui satisfont aux équations (38)
correspondent aux plans tangents de la surface C, qui passent par
Porigine. Si donc nous appelons m 'ordre de I'aréte de rebrousse-
ment et ¢ la classe de la surface développable, les numérateurs et
les dénominateurs des expressions (35) ont un facteur commun
d’ordre ¢, et les deux termes de I’équation (36) un facteur com-
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mun d’ordre m. D’ailleurs X’ est d’ordre 2(n —1); donc on a
(39) c+m=2a(n—1).

Soit maintenant /- le nombre des points stationnaires de I'aréte
de rebroussement et s le nombre de ses plans stationnaires.

On obtiendra le nombre des points stationnaires en exprimant
que trois génératrices infiniment voisines de la surface passent par
un méme point, ce qui donne

(40) &, )=o.

On obtiendra les plans osculateurs stationnaires en exprimant
que trois génératrices infiniment voisines de la surface sont situées
dans un méme plan, sans passer par le méme point, ce qui donne

(41) (u, 'y w")=o.

Les équations (40) et (41)sont d’ordre 3(n — 2) en ¢; mais des
solutions de I’équation (40) il faut retrancher celles des équa-
tions (38), qui sont évidemment étrangeres. '

De méme, des solutions de I'équation (41), il faut retrancher
celles de I'équation (37).

D’ailleurs ces solutions étrangeéres sont racines doubles des équa-
tions (40) et (41), car elles annulent les dérivées des premiers
membres de ces équations. On a donc enfin
(r=3(n—2)—2c;

(42)

{s=3(n—2)—2m.

Des équations (39) et (42) on déduit facilement
r=axm-—n—2,

§ =2¢C —n-—2,

et comme ces nombres 7 et s ne peuvent étre négatifs, on a néces-
sairement

13. Les résultats qui précédent nous permettent d’établir Lrés
simplement la classification bien connue des surfaces développables
rationnelles,-qui comprennent, ainsi que I'a démpntré M. Schwarz,
toutes celles des sept premiers ordres.
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Développable du quatriéme ordre : n = 4. On a
m-+c =26,

et les inégalités du § 12 démontrent qu’on doit prendre
d’otr

Ainsi la développable du quatriéme ordre est de la troisiéme
classe et son aréte de rebroussement est une cubique gauche qui
n’a ni point de rebroussement, ni plan stationnaire.

Développable du cinquiéme ordre : n =15. On a

m+c =8,
et les inégalités
msI, s
obligent & prendre
m=c=4,
d’onr
r=s=i1I

La développable du cinquiéme ordre est donc de la quatriéme
classe et elle a pour aréte de rebroussement une quartique gauche
ayant un point de rebroussement et un plan stationnaire.

Développable du sixiéme ordre : n =16. On a

m —+ ¢ =10, ms§, c34.
Il y a trois cas a considérer :
° m = 4, c =6,

d’ou
r=o, s =4.

La développable est de la sixiéme classe et elle est osculatrice
a4 une quartique gauche unicursale ayant quatre plans stationnaires
et pas de point de rebroussement.

2° m =135, c =25,

d’ou
r=3§=—2.

La développable est de la cinquiéme classe et elle a pour aréte
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de rebroussement une quinuque ayant deux points de rebroussc-
ment el deux plans stationnaires.
3° m = 0, c=1,
d’ou
r=4¢4, s=o.
Ce cas est réciproque du premier; la développable est de la qua-

triégme classe et elle a pour aréte de rebroussement une sextique

gauche ayant quatre points de rebroussement et pas de plan sta-
tionnaire.

Développables du septiéme ordre : n =175. On a

m-—+c =12,

’ c

9,
2

vil

On obtient trois surfaces distinctes :

1° m =), c=7,

d’ol
r=iu, s =5.
La développable est de la septiéme classe el elle est osculatrice
4 une quintique gauche ayant un point de rebroussement et cing
plans stationnaires.
2° m =0, ¢c=6,

d’ou

La développable est de la sixiéme classe ; son aréte de rebrousse-
ment est une sextique gauche ayant trois points de rebroussement

et trois plans stationnaires.
3° m=7, c=35,.

d’ot

Ce cas est corrélatif du premier.

La développable est de la cinquiéme classe; son aréte de re-
broussement est une courbe du septiéme ordre ayant cinq points
de rebroussement et un seul plan stationnaire.
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14. Nous ne pousserons pas plus loin celte énumération et nous
nous bornerons & montrer comment les résultals qui précédent
permettent encore de déterminer un maximum pour le nombre des
points de rebroussement d’une courbe gauche unicursale.

On a
r=am-—n—2,
d’on
n=om——r, c=2(n—1)—m=3m—06—2ar.
Or on a
n

+

2
[4

b

vl

2
ou, en remplagam ¢ et n par leurs valeurs,
6m—i12—4rsam—r,
d’ou
4gm —i2

r 3

Al

On obtient donc une valeur maximum de r en prenant le plus
m—12 . . .

4—3——- Ainsi une cubique gauche n’a

pas de point de rebroussement, une quartique gauche en a un au

plus, une quintique gauche deux au plus, etc.

_ grand entier contenu dans



