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Nouveaux principes de la théorie des congruences de droutes;
par M. 'abbé Issanv.

-

(Séance du 5 novembre 1885.)

Le but principal de ce Mémoire est de montrer comment on
peut, par une voie nouvelle et trés simple, faire dériver les pro-
priétés les plus importantes des surfaces et des lignes que I'on
peut tracer sur elles de celles dont jouissent spécialement les
systémes généraux reclilignes doublement indéterminés ou con-
gruences.

l.a méthode adoplée nous permettra incidemment de mettre en
lumiére ce fait remarquable que, dans tout calcul relatif au sujet
qui va nous occuper, on peut et 'on doit faire abstraction des
paramétres différentiels E, F, G de Gauss.

Et en effet, outre quc notre étude sera, par elle seule, une dé-
monstration permanente de cette assertion, plusieurs exemples
que 'on trouvera indiqués dans nos derniers paragraphes feront
voir clairement que, si ces paramétres laissent aux formules une
simplicité apparente, ils les surchargent, en réalité, de facteurs
inutiles qui disparaissent d’eux-mémes lorsqu’on a soin de donner
i ces formules toute la simplicité qu’elles comportent.

Pour atteindre ce résultat, nous prendrons, dés le début,
comme lignes coordonnées, une double série de courbes fonc-
tions du temps, variant d’une fagon continue de forme et de po-
sition, et ne se coupant entre elles qu’aux infiniment petits du
second ordre prés.

On verra que, malgré cette condition, de tels réseaux peuvent,
par le simple jeu des coordonnées, c'est-a-dire par la variation
arbitraire du rapport de leurs arcs infinitésimaux, engendrer des
lignes ou trajectoires de toute nalure.

Aprés avoir établi trois catégories de formules fondamentales
d’une grande généralité, nous étudierons en détail les courbures
de divers ordres de ces trajectoires.

Cest en s’annulant que les plus simples de ces courbures pro-
duisent les lignes si remarquables que nous qualifions, par ana-
logie, de lignes géodésiques, lignes asymptotiques, etc., en atta-
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chant toutefois & ces dénominations un sens plus large que s’il
s'agissait des lignes de méme nom situées sur une surface.

Aprés une exposition sommaire des principales propriétés de
ces lignes, nous abordons celles que I'on connait déja sur les pin-
ceaux ou congruences élémentaires de droites, en les faisant dé-
pendre, pour la plupart, de théorémes généraux qui ne paraissent
pas avoir été encore signalés.

C’est la surtout que nos coordonnées obliques, dont I'introauc-
tion peut ne sembler tout d’abord qu'une complication stérile,
nous permettent de pénétrer avec succés dans I’étude si intéres-
sante des foyers et des plans focaux.

Aprés Malus, Sturm, Dupin, Hamilton, A. Serret, MM. Ber-
trand, O. Bonnet, Mannheim et autres géométres célébres qui ont
enrichi la Science de leurs découvertes en cette matiére, nous
citerons spécialement la premiére Théorie générale des con-
gruences de M. E, Kummer, dont la traductior par M. Dewulf
fut presque aussitdt insérée (1862) dans les Nouvelles Annales
de Mathématiques.

On remarquera avec quelle netteté, absolument exempte de
tout élément parasite, les belles recherches de I’habile géométre
allemand se déduisent de nos propres formules.

Quant aux travaux des Pliicker, Klein, Lie, que M. Koenigs a
si bien résumés dans la Thése qu’il a présentée a la Sorbonne en
1882, nous ne saurions les mentionner ici, attendu que le point
de vue auquel ces auteurs se sont placés doit nous rester étranger,
la géométrie euclidienne et l'espace a trois dimensions devant
suffire pleinement & toutes nos investigations.

Préliminaires.

1. Les coordonnées d’un point quelconque M d’une surface
donnée F(z, y, 3) = o pouvant étre considérées comme des fonc-
tions de deux paramétres variables u, et u,, la surface elle-méme,
on le sait, peuat étre regardée comme engendrée par un double
systéme de courbes S, et S, se coupant en chacun de ses points.

Soient MM, = ds, et MM, =ds, deux arcs infiniment petits



de ces lignes; MT,, MT, leurs tangentes respectives en M; le
plan T,MT, sera, en ce dernier point, le plan tangent a la sur-
face F.

En devenant S| et S),, aprés leur variation, les génératrices S,
et S, se coupent toujours rigoureusement en un nouveau point
M'; mais, si I'on congoit que la surface éprouve, tout autour du
point M, une déformation infiniment petite suivant une loi

donnée, puis que 'on prenne ', par exemple, sur la surface pri-
mitive, et S) sur la surface déformée, ces courbes n’auront pas,
en général, de point commun.

Désignons par u, et u, le point M’ d’intersection ainsi dédoublé.
La ligne de jonction p, ., sans étre, dans le cas général, nor-
male 4 aucune des deux surfaces, aura cependant une direction
bien déterminée. Nous dirons qu’elle est une pseudo-normale, en
faisant voir toutefois qu’elle n’est autre que la verticale au plan
horizontal TMT, dans sa position infiniment voisine.

Rien n’empéche, du reste, pour le calcul, de substituer aux
points w, et i, le pied M’ de cette verticale, puisque ces deux
premiers points sont généralement distants d’'un infiniment petit
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du second ordre du plan horizontal primitif. Entre autres avan-
tages, nous y trouverons celui de pouvoir remplacer par I'aire du
quadrilatére infinitésimal fermé MM, M'M,; la somme des aires des
deux triangles non contigus MM,y et MM, ,, éléments de ce
que, par un néologisme un peu hardi, on poarrait, ce nous
semble, qualifier de pseudo-surface.

Quoi qu'il en soit, il importe d’observer que notre maniére
nouvelle d’envisager les congruences de droites sera plus géné-
rale que la méthode ordinaire, puisque, en nous donnant une con-
dition de plus, nous serons conduits aux surfaces proprement
dites et non pas seulement avx surfaces réglées.

2. Définitions et notations. — Désignons par (a,, by, ¢,),
(a@s, b, c4) les cosinus directeurs de MT, et MT, par rapport a

. . ’ . I 1 s
trois axes rectangulaires donnés. Soient -~ et — les premiéres
1 2

courbures des lignes S, et S, au point M, courbures que nous
supposerons portées, comme les rayons r, et r, eux-mémes, sur
les normales principales correspondantes et qui, par conséquent,
seront respectivement situées dans les plans normaux perpendi-
culaires aux tangentes ‘MT, et MT,. Soient enfin ds,, ds, les
angles de contingence, on aura les relations bien connues

1 ds, cos(ry,z) day
= 5> —_— = g
ry d.H ry d.ﬁ
do, cos(ry, x) das
-_—= —_— I —— .
rs ds, ra dsy

Si maintenant on pose, par analogie,

1 dg cos(py, x) _ da,

nTd o T dn
_ds, cos(ps, ) _ day

pr ds’ pr dsy

1 T .
les nouvelles courbures o et 5 qui empruntent, pour leur for-
1 2

mation, l'arc a une série et I’angle de contingence & I'autre, rece-
vront convenablement le nom de courbures corrélatives ou alter-
nantes des lignes associées S,, S,, que nous considérerons
comme lignes coordonnées.
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On voit, en effet, que L est le rapport a I'arc ds, de I'angle de
contingence ds; que font‘ entre elles les tangentes menées aux
courbes S, et S, aux points infiniment voisins M et M, situés
sur S,, la seconde tangente pouvant, si 'on veut, étre transportée
parallélement & elle-méme en M; d’autre part, Plz est le rapport a
I'arc ds, de I'angle ds, que font les tangentes aux courbes S, et S
aux points M et M, situés sur S,.

Mais, disons-le de suite, il est bien plus avantageux d’introduire
dans les formules les projections de ces courbures sur le plan hori-
zontal et sur la verticale ou, autrement dit, leurs composantes ho-
rizontales et verticales. '

Pour distinguer ces composantes, nous conviendrons, dés
présent, d’affecter les premiéres d’un seul accent, et les secondes
de deux.

I1.
Relations de premiére espéce.

(Valeurs finies.)

3. Prenons MT,, MT, ( fig. 2) et MN pour axes des X, des Y et

Fig. 2.

2 Ty
desZ, etappelons § I'angle T, MT,. Soit MT une semi-droite quel-
conque située dans le plan des XY, et faisant avec MX et MY des
angles respectivement égaux a 6, et a 8.
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Soit aussi MH la perpendiculaire élevée dans le sens direct,
sur MT dans ce méme plan T,MT,; on aura pour coordonnées
du point pris & 'unité de distance sur chacune de ces directions

X ¥
sinf,  sin®;  sin0’
X” Y” 1

-—cos0y,  cosf;  sinb

Cela posé, si I'on rapporte ces deux points aux axes rectangu-
laires Mz, My, M3 de méme origine, dont il a été question pré-
cédemment, et qu’on représente par (a, b, ¢), (2, B, 7) les cosinus
directeurs de MT et de MH sur lesquels ils sont situés, on aura
d’abord les formules de transformation

r=a X +aY,

y=b6X +0,Y,

z=c1X 4 ¢Y
et, par suite,

a _ b _ c .
a; sinfy, + aysinfy 7~ b, sin0, + by sin 0, T ¢y sinl, + ¢y sin0y -
* _ 8 _ Y _
v — ay €080y - ay cos0; T — b, coshy - by cosh; T — ¢, cosly —+ ¢y cosy
4. Cas particuliers. — 1° Lorsque § = ~, il vient simplement

a= @ cosfy + aysinb,

(2) . .
% = — ay sin0, + ay cosfy,

et ainsi des aulres.

2° Sil’on pose §, = o, 8, =0, MH coincidera avec MH,, et la
seconde des équations (1) nous donnera pour les cosinus de cette
derniére direction

%2 . 32 _ 2 _ '
a, —aycosl by — bycosh ¢y —cycosl  sinl

(3)

3° On obtiendra de méme les cosinus (2, B, 'Y.') de MH, en
posant 4, =10, QQ:O. Toutefois, pour que les deux triedres
MNT, T, et MNH, H, soient supplémentaires, et aussi pour que
nos formules ultérieures y gagnent en symétrie, nous prendrons
pour MH, le sens opposé a celui que la construction de MH lui
assignerail, ct nous aurons ainsi, pour les cosinus de ce prolon-

1
s
sin 0
T
sinf
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gement,

) a By i !

@) —a;0080 by —bycos0  cg— cyc0sB  sin

Toutes les formules que nous venons d’établir, que 6 soit aigu
ou obtus, et que § = 6, + 0, soit une somme arithmétique ou algé-
brique, seront générales, pourvu que l'angle 6, soit consécutif
de 0, c’est-a-dire, que son premier c6té soit le second coté de
Pangle 6,.

111.
Relations de deuxiéme espéce.

(Dérivées partielles.)

5. 1° Dérivées partielles relatives aux lignes coordonnées S,
et S,. — L’angle T,MT, ayant été déja désigné par 0, on a
d’abord

cos0 = ajas + b1by +cycy.

Différentions par rapport a s, et a s, qui sont les arcs des
courbes S, et S, en prenant ces arcs comme variables indépen-
dantes; nous aurons

—Sm()——z 13)(;1 +E ‘()m
~—-sm0—— E Oa, 21(3)(::

Or, si I'on désigne par (aj, bs, ¢3) les cosinus directeurs de
MN, par (4, my, ny), <oy (Aiy pay Vi), « .- ceux des rayons de
courbure absolus et corrélatifs des lignes S, et S,, le théoréme
des projections joint aux formules (3) et (4) nous permet d’écrire

(n°2)

(’a‘ ll Ay as a; Ao , as
——:T:T—l—'—”—:—TCOLO —l——A;:COSCCo—f‘_,,)
05y rnoor ™y y " Ty
day oy a a a a
\ 3 1 . 2 3
— = — == 4+ — = —cosétchd— —coth —+ —,
Js 7 7 7 7 "
(5) Jad 1 P1 P1 P1 P1 P1
da, ly % a; a, , sy a;
=== = — coséch — — coth -+ =
0s, re 1 ry o 7y o
da, ha Ay a
=2_2 2

a @y, a
R R =— Stcoth -+ = coséch 4 — -
$2 0 P2 Py P Pa P2 P
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Substituant, on obtient les identités

[C

VT T

6

(6) 1t 1 o8
-+ =+ == =o,

L P2 9sy

ou bien,‘en introduisant les angles de contingence,

dd’y + d¢y +di6 = o,
ddy + dgy + dyb = o,

(6) 2

relations importantes que 'abbé Aoust a signalées le premier,
bien que leur haute généralité lui ait complétement échappé.

Il est & remarquer que du systéme (5) on tire pour les compo-
santes verticales ces valeurs simples

[ 2“ Ja; 2 das
e Sosy Y os,’
R
P dsy
! _Ea 92, __za %
ry 305, 2 0s;
=St e Tl
Pl’z = 3';3? = 1 05+
2° Dérivées partielles relatives aux trajectoires orthogoales
des lignes coordonnées. — L’angle H,MH, de ces trajectoires
étant égal a = — 0, on a
—cos0 = 23 -+ B4 Bs + v172-

Différentiant, par rapport a s, et & s,, on trouve

dag - ay + as 1 cosB
dsy ~  ry  sinf\p} r)’
day _ a as I cosf
E”—E+5ﬂﬁ—ﬁﬁ’
(7) \
day  a, - as (1 cosf
osy  ry  sin\p} ry )’
dag _ ay as (1 cosf
\ Os,  pp « sinb \ry [
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On en déduit, pourles composantes horizontales,

L 02y - da,
Bt Fu,
(’1| d(l:
S o
b et = B
- % 952 195,
_ 012 daz
'p_; —*2“1 05y —211 953
Il résulte de nos formules que toute fonction des courbures

horizontales et verticales de S, et S,, et notamment celles-ci

I 1 I 1
- T - — T
T A A
peut s’exprimer au moyen des cosinus (ay, by, ¢,), (as, bs, c2) et
des variations de ces cosinus.

3° Dérivée partielle relative & la verticale MN. — Nous par-
tirons de ces formules connues

a, bs c3 I

bics—ciby  cias—ajcy;  ay by —bia;  sinb

En différentiant la premiére, par exemple, on trouve, a l'aide

des relations (5) et (6),

Ja ! 1
—51ﬂ9+a36050—6 =—E,,3-—-a—,,’——a3cose(l,+—,),
954 S1 y P1 \P1 ry
ﬂz——smﬁ—l—a;,cos()gg_—.—-ﬁ,} __5”3 —a3c050<~l,—+i,>-
0s3 S2 P2 Ty Pa e

Or, les deux derniers termes se détruisent dans les deux
membres, en vertu des identités (6), et 'on a finalement

( 0a3 . 2g — ____0050 @+ 1 cosG a
dS‘ 1 Pl rul "2y

-—?ﬂsin’e— (_l__ cosﬁ)a +<_f_ _cosﬁ>a
e VA AV A

Application. — Si I'on compare 'aire dQ du triangle infinité-
simal MM, M, a l'aire dw de son image mm,m, sur la sphére

(8)
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dont le rayon est égal a 'unité, on aura

das das
k=£‘2= d“'i d.f;- . a; Ay -—-!,A<_.l 1 >
do oby 0by | | by by | sin?0\ <1y T ey
95y 05

C’est le rapport généralisé de Gauss relatif a la courbure des
surfaces.

Iv.
Relations de troisiéme espéce.

( Dérivées totales.)

6. Dérivées totales relatives aux lignes coordonnées. — Re-~
marquons d’abord que I'arc MM’ ou ds (fig. 1) est fonclion des
deux variables indépendantes s, et s,, car I'un quelconque des
deux triangles dans lesquels se décompose le quadrilatére infini-
tésimal fermé MM, M'M, donne

ds, ds, ds

(9) sin 0, = sin 0, = sin0’
ds? = ds} + ds} + 2ds, ds, cosh.

D’aprés cela, on a

‘ da; _ day sin, da, sin 0,
(10) ds ~ 0sy sin0 - Jsy sinB’
10

? das 0da, sinby,  da, sinb,

s ds, sin -+ ds, sinf ’

Or, si I'on remplace les dérivées partielles du second membre
, P P
par leurs valeurs (5) et que I'on pose, pour abréger,

sin 0, sin sin 0
g T _i_ ]4/_‘ ’

(10" ) P2 1,2
sin sin 0, sinf
il e

2 P1 12,4

‘ sinfl,  sinf, sinf
—i i

(10") JEA Pa Ly,
sinf, sinfl,  sinf
T + 7 TR0

3 P1 Lia
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il viendra, en se bornant aux premiers indices, qui peuvent suffire,

day ay as , as
. —— =— —cotd —+ —-cosécl+ —,
o ‘ ds . L i L
? day _ @ coséed— 2 coth 4B
—— = T o T
. ds L, L, L

expressions de méme forme que la premiére et la troisi¢éme des
formules (5).

On en tire comme corollaire

1 da‘ da3
[ N 5gq, 84
=2y Mg
1 da, dag
=2, 28 54,228,
L) s Zas ds
Identité. — Comme application des formules (11), différen-

tions par rapport a s la valeur

cosl = aya; + b1 by + ¢y0y;
nous aurons

/0
d‘ :Eazl-ﬁz—l +Ea,%ls—2-

—sinf 7 A

Substituant, on obtient I'identité
(12) Lo (1 d
L, ds ~ ~\L; " d)’

que I'on peut aussi écrire
(12') —l “+ =
c’est la généralisation des relations (6).

3° Dérivées totales relatives aux trajectoires orthogonales
des lignes coordonnées. — En suivant la méme marche que ci-
dessus, on trouvera

glﬁ a, a; L cosf
ds sin0 \I7 ~ L} )’
cﬁ a, as ( 1 0050)

ds - T:'_: * a0 r’; - —l—,';_

(13)

I
I
=

/
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d'ou I'on conclut

1 da, da,
— == —_ =Xz
L s s
1 da, da,
— =—3Xay;— = Sy ——-
L} s s
3° Dérivée totale relative a la verticale MN. — Puisqu’on a

das _ das sinf, + daj sinb,
ds = 0s; sinb Js; sinf

il vient immédiatement, au moyen des formules (8),

das . 1 cosf T cosf
& —_— 20 = — — -
) z 0= (g = 3 )+ (1 — 5 )
v
On parviendrait du reste 2 ce méme résultat en différentiant
par rapport a s la formule

a3 sin® = bycy — ¢y by,

et tenant compte, dans le calcul, de I'identité (12').

V.

Application des relations précédentes a l'analyse
des premiéres courbures composées ou déviations d'une ligne quelconque.

7. En devenant M'T’, la tangente MT a la courbe produite S dé-
termine les variations simultanées M'N’ et M'H’ de la verticale
MN et de la tangente MH & la trajectoire orthogonale de S ; mais
il est & remarquer que de ces trois semi-droites MT varie seule
dans la direction de I'arc élémentaire ds.

Désignons par dz, dv, de les angles de contingence engendrés
et posons
ds 1 dv 1 de

’ bl

I
r ds w ds ¢ ds

I .y .
Dans ;. on reconnait la premiére courbure proprement dite de

la ligne S. Nous I'appellerons plus spécialement ici la déciation
initiale ou donnée.

Quant aux deux autres courbures, nous les qualifierons respec-
tivement de déviation horisontale et de déviation verticale de
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cette méme ligne S, 4 cause du lien de dépendance qui les rat-

tache a la tangente MT.
Il s’agit de calculer ces trois déviations :

1° Déviation initiale ou donnée. — Soient (ag, bs, c5) les co-
sinus directeurs de la normale principale ML de la courbe S
(/fig. 1); nous avons les relations connues

ag _ bs Cx 1 1 r

da~db~dc” Jdari dbt+ dor ds ds

ce qui nous conduit a calculer da ar exemple
q 2 P pie.

Or, d’aprés (1),
sinf, v a sinfy
sin0 *sinb ’

) . \ da1 daz
par conséquent ('), substituant a - et leurs valeurs (11), et

développant les deux derniéres dérivées, on trouve, eu égard a

Pidentité (12),

da _ (__[_-i_ﬁ)_‘_ a; <sin92+sin9,)_

a=a,

s TN\ T ds ) s \ L ]
Posons
I{ I df,
\r=m+a
(1%) |1 I sinfl;  sinf;
7= s (g~ )
1l viendra
da _ a 4+ &
ds 1 r

et, par suite,

(*) Bien que les dérivées totales %, %%’ (n° 6) deviennent ici des dérivées

. da .
partielles, par rapport a 75’ Dous avons cru devoir leur conserver la caracté-

d.
ristique d.
da _ day sinf, N das sinb, a d [sinf, ta d /sin8,
ds ~ ds sinb ds smo g\ S *ds \ sinf
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Ainsi, par les formules (15) nous connaissons les expressions
générales des deux composantes horizontale et verticale de la dé-

. e , I
viation donnée =

Comme corollaire, on voit que ’on a aussi
) q

-l—,= Sa d——a=—2ad—a,
r ds ds
I da da
—,,:_.as—-:-——f,a,——s.
r ds ds

2° Déviation horizontale. — Soit MU la direction du rayon «
de cette courbure nécessairement située dans le plan normal NMT.
Représentons par (ay, by, ¢,) ses cosinus directeurs.

Comme ceux de MH sont (a, 3, 1), nous aurons

a, b, ¢

A= dy T AT Jaw s dvadp A ds

Calculons dx,
ds

D’aprés (1),
cos ), cosf; |

o= —a; — as ——
sin 0 %2 sinb ’

différentiant, on trouve, aprés réduction,

gg____a _I.+—¢ﬁ)_1 o cos sy cosf,
ds L ds sin0 \ LT~ L} )

Posons, en vue de ce qui doit suivre,

(16) T __ b (cosh, __cosh,
ry sin0 \ Lj L,
il viendra
do  «a + a;s
ds ~  r ro’

et, par suite,
s da\? _ [dv\? 1 1 1
ds) ~\ds- —F_r’i_‘-;g

On en déduit aussi
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3° Déviation wverticale. — Désignons par MV la direction du
rayon ¢ de cette courbure, et soient (a., b, c) ses cosinus di-
recteurs.
Nous savons que ceux de MN sont (as, b3, ¢3); donc, on a

a; b c: ) I T v

— _E=?i-.

das ~ dby ~ des  \Jaai & bl + det

. \ da . .
Ici nous n’avons pas a calculer ==, caril nous est donné direc-
I ds

tement par la formule (14). En y remplagant § par sa valeur
0, + 0,, on peut I’écrire

day _a sinf, 4 sinf,; o cosfly cos9,
T ds T sinb\ L] L, /  sinf "L} Ly /)’

ou bien, d’apres (13) et (16),

day a a
ds ' re
On en déduit
daz\? dz\? I I I
(%) =(Z) =a=m+mw
avec
| das da
;ﬁ_—Za—d—s-_Eaal—i—;,
I das da
;‘)_—Za—a—;_zaai—l}-

. . . I .
En résumé, si I'on observe que la composante — est une ¢our-

. I 1 |
bure de niveau, —5 une courbure de profil et -~ une courbure de.
0

front, on peut dire :
1° La déviation initiale est la résultante orthogonale de la pre-
miére courbure de niveau et de la premiére courbure de profil.
2° La déviation horizontale est la résultante orthogonale de la
premiére courbure de niveau et de la premiére courbure de front.
3° La déviation verticale est la résultante orthogonale de la
premiére courbure de profil et de la premiére courbure de front.

8. Donnons, en terminant, quelques autres expressions fort
utiles de ces courbures élémentaires que nos calculs viennent de
mettre en évidence. _

XVI. 3
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A cet effet, représentons par ¢ 'angle aigu dn plan osculateur

,TML de la ligne S et du plan de profil ; par w I'angle aigu du

plan HMU de la déviation horizontale et du plan de front ; par w

Pangle aigu du plan NMV de la déviation verticale et du plan de

profii, nous pourrons, comme conséquence des valeurs trouvées,
écrire les trois systémes suivants :

1 _ sing 1 sinw 1 cosw
r - r r- u ” v ’
(17)
I cosQ U cosw, 1 sinw
rToor e u ’ ro - v
et par suite les trois équations
sing do = — sinw db,
(17") —coswde = cosedo,
coswdv = sinwds;

d’ot I'on voit que, puisque les angles ¢, w, w ont été choisis ai-
gus, il est nécessaire que les quantités —:; ’ ;l;, dv, de soient désor-

mais considérées comme implicitement négatives.
o

Des formules précédentes nous déduisons cette relation fort
simple
(18) tangp = tangw tangw,

qui donne lieu 4 I'énoncé suivant :
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Tutorime. — En tout point d’une courbe quelconque tan-
gente & U'une des arétes d’un triédre trirectangle dont ’'une
des faces adjacentes est prise pour plan horizontal : 1° le plan
horizontal et le plan de la déviation donnée;-a* le plan de
Jront et le plan de la déviation horizontale; 3° le plan de
profil et le plan de la déoiation verticale forment entre eux
trois angles tels que, s¢ dans chaque couple on prend Uangle
aigu corresponiant, le produit de leurs tangentes trigonomé-
triques est toujours égal a Uunité (V).

Corollaire. — Des trois systémes (17) on peut déduire aussi
I'expression de chacune des différentielles dp, dw, dw en fonction

. . . I 1 . .

des trois courbures élémentaires 55 o et de leurs variations.
0

On a, en effet,

1 1 I 1 1
mde = d(5) —7 4(7)>
[ ] 1 1] 1 1
I L} 1 I [ §
e =74(3)=74(z)
d’out
’;r-:—dcp+r—u?dm+r:,:"dw=o
ou bien
de dwo dw

q = - “+ = ’
smz(p SinaA® sSin2w

relation différentielle qu’on peut, comme vérification, déduire di-
rectement de I’équation (18).

(*) Quant & la disposition de ces plans, on peut ajbuter que, dans tous les cas,
le symeétrigue du second plan de chaque groupe pris par rapport a son conjugué
coupe les deux autres seconds plans suivant une méme droite.
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VI

De quelques formes remarquables de la déviation verticale.

9. Il résulte du paragraphe précédent que I'on a

cosw 1 1 /sin®, sin®,
v~ r  sinf\ Lj =)
(20)
sinw 1 1 cos0, cosfy
v ro  sinb\ L] L),
On en tire
(21) sin?f 1 I cosH
BCZRER VERES vl 8 VA

C’est une premiére expression générale de la déviation verticale.
Quand les lignes coordonnées sont rectangulaires, elle se ré-
duit a

i 2 i 2
(ar') I_ (cosﬁ, - smO,) + <sm0, + cosﬂ,) .

2 Lo Ul " U
v ry P2 rs P1

Faisons,danslaformule (21), (8, = o, 6, =0), puis (6,=16, 8, = o0);
nous obtiendrons les déviations verticales relatives aux lignes
coordonnées, savoir

sint _ 1 1 _ ,co88

(22) | o TR TR
sinz2§ 1 1 cos0

( o TR TR e

et, comme I'angle des directions ¢, et ¢, est égal a § + (v, — w,),
. )]
on en conclut cette seconde expression de
sin20 sin20, sin? 0, sin 0, sinf,

21" = -+ —2 cos( ¢, ¥9).
(1) 03 v} 03 V199 (91, 92)

Il est facile de dégager les courbures de front qui entrent dans
les formules (22) et de fixer leur signe ; il suffit pour cela de re-

monter a la valeur (16) de ,l et d’y introduire les hypothéses ci-
0
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dessus. On trouve ainsi

== — =

S sin 6 1 cos 0

n
(23) To,1 P1 Ty
sin f 1 cosf’
e e
roa P sy

et 'on vérifie aisément que I'on a bien

I_. I I
T Ay
I __I 1

Cherchons, enfin, une troisiéme -expression générale de la dé-
o . I . . . .
viation - qui, dans la suite, ne nous offrira pas moins d’avantages

que les précédentes.
A cet effet, observons d’abord que la projection M'Q (fig. 4)

de la pseudo-normale (n°® 1) M'N’ sur le plan horizontal est une
droite parallele & MV. Abaissons sur elle la perpendiculaire MV’
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et soit P leur point de rencontre ; MP sera la projection de la plus
courte distance IK des deux droites MN et M'N/.

Soient K, K, les traces de M'N’ sur les plans normaux NMT,,
NMT, menés suivant les tangentes aux lignes coordonnées. Dé-
signons par Py, P; les projections sur le plan horizontal de ces
traces et posons K,P,={,, K,P,={,.

Des triangles M'K,P,, M'MP, on ure, en valeur et en signe
(n° 8), ) ‘

M'P,=(,ds=(,% = sils]?‘:——ljd;—‘—)
et, par suite,

sin(w —0,)  sinf,;

Q. &
On obtiendrait de méme
sin(w +08;) _ sin0,
¢ - (€Y

Ca étant positif et §; négatif implicitement.
Cela posé, les formules (20) nous donnent

sin(w—0,) _ sinf, + cosy  sind,
v i r ro 14}

§in(¢o+ 6s) _ sin Oy +.c030, o sinfy
(4 - r o - c, ’

d’oll, par une combinaison évidente,

sin;, 1 xr _c_osﬁ)
¢ sin0\L; L7 )’

g sinfy 1 _l___cosﬂ
[ ~ sin0 L'; '.3

D’autre part, la formule (14), pouvant s’écrire

L L_c.".““) L (L cost
v ®Tsmo\LT T Iy )M T sme\ DT T T ) %

revient a

(24)

sin0 sin 0y sin 04

—_——ag=

ay + as.
v G G

On cn tire immédiatement I'expression cherchée

sin20 _ sin?0, sin20, sin 04 sin 0,

- e T A

(21") 0s 0.
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VIIL

Des composantes générales de la déviation verticale
et de leurs propriétés.

11. Soit MH; une semi-droite menée par le point M dans le plan
horizontal et faisant, dans le sens direct, avec MT un angle quel-
conque ¢ consécutif de w; le systéme (20) nous donne

cos(w—+ ) _ cosi si_n!,'_ 1 [sin(0p—13)  sin(0;+47)
@B) ——— =75 —m[ 7 ] &

. . . ) . T
Si maintenant on remplace dans cette formule ¢ par i — 5

ce qui revient'a considérer une seconde droite MT;, telle que MH
soit élevée par rapport 3 elle dans le sens direct, on trouve

(26) — sm(w+:Z) sini  cosi 1 [cos(B,—¢) cos(Bi+1i)
) T S T T, Tamel I |

On est ainsi conduit & poser

cos(w—+1i) 1 sin(w—+1i) 1
v Y v ~ v

puisqu’il est évident que ces quantités ne sont autres que les pro-
jections positives ou négatives (selon la valeur qu’on attribue a 7)

1
de 5 sur MH; et MT;.
Leur variation est facile & suivre; car si, parmi les valeurs (ue
P’on peut attribuer a ¢, on choisit les suivantes

i T T
—_—— —W o - —w —
y ’ 2 ’ 2

qui correspondent aux directions — MH, MV, MT, MV’, MH, les

. . 1 1 .
projections -, -~ prendront les valeurs simultanées
i Y

12. Propriétés de ces composantes. — 1° Si, dans I'équa-
tion (25), on remplace successivement ¢ par i — 8§, et i+ 0,,
puis, qu'on multiplie la premiére des équations ainsi formées par
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sinf,, la seconde par sinf, et qu’on les ajoute, on obtiendra pour
résultat une expression du second degré homogéne en sinf, et

sinf,, ou bien en ds, et ds,, que nous retrouverons, du reste, un
peu plus tard :

- .. .
_sin2b _ [L'” sin(8— ) ‘)] sin?0,
Vi P1 ry
25") (- -+ ; [SI_J“'}‘-FM)]_[LT_M]ssinO‘sinOz
. P2 ry P1
. [SL';_‘ _ sm(ﬁﬁ—z)] sin?6,.
Pa re

On en déduirait immédiatement I'expression correspondante de

] . . T 2
;- en changeant i en i — —; elle est de méme forme que la précé-
J

dente.

2° Menons les plans normaux NMH; et NMT ;. Soient K;, K les
traces de la pseudo-normale M'N’ sur ces plans et P;, P; les pro-
jections horizontales de ces traces. On obtiendra, ou par la consi-
dération de nouveaux triangles, ou bien en posant simplement dans

7 T . - .
les valeurs trouvées au n° 10 : §, = S —iet 6, =1, les formules

. cos(w ¢ cost  sini cosi I

(20”) — —(—————-2 = — _— = —_ = — —
v 7 ro 4} o7

(26" sin(w-+1¢) _ sing  cosi  sint _ 1
(4 - r’ Iy - ci - Vj,

dans lesquelles {; et {; sont les deux ordonnées K;P; et K;P; con-
struites dans les mémes conditions que g, et {, respectivement.
3° Du systéme (24) on tire

‘ sin0 sin 0, sinf,
_— = cosl + ’
Ly & )
(27) . . .
sin _ sinf, + sinH, 050
Ly @ & '

Or, si l'on substitue ces expressions dans les formules (20), on
trouve

si i . in6 .
(25") sinf = cc:sz nb = sind, cos(0, — 0)+ ke cos(8; -+ 1),
v 9} G [
" sinf sint . sinf; . . sinfy . .
(26"). — =— ——sinf = sin(8, — 7)— sin(y + ©),
vj & 4} &3

. 1 I
ce qui montre quc ;- et >

=i cj

o . . ) | 1
s’expriment linéairement cn - et 5+
S SRS
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VIIL

Secondes courbures ou flexions d’'une ligne quelconque.

(Méthode géométrique.)

13. Soient MTLL, MHUU’, MNVV'les triédres trirectangles re-
latifs aux trois déviations ( fig. 4). Afin d’obtenir des résultats plus
symétriques, nous supposerons que dans le second la disposition
des arétes est inverse, ainsi que la figure l'indique d’ailleurs.

Désignons par (ag, b5, ¢5), (ay, by, c,), (ac, be, c; ) les cosinus
directeurs des trois arétes ML/, MU', MV’ de ces triédres. D’aprés

ce qu’on a vu au n° 10, nous pouvons écrire

s cos(N, L") = azag—+ b3bs+ c3cs = sin g,
(28) cos(N,U")= azay—+ byby+ csecy = sinw,
( cos(T, V)= asa: + b3be + c3ce = sinw,
avec les conditions que nous fournit la théorie
gauches :

da = agds, das = agdr,

di = aydv, day = ayds,

da, = a.de, da; = a.dn,

des courbes

et ol 'on a représenté par dr, ds, dy les angles de contingence
relatifs aux variations des troisiémes arétes des triédres.
D’autre part, la Trigonométrie sphérique nous donne

cos(V,L')= " coso sinw,
cos(V,U')=— cosw cosw,
cos(L, V)= sin g cosw.

Différentiant les formules (18), il vient
dr = dp —sinw ds,

(29) ds = dw — cos¢ dbo,
dn = dw — sino do,

ou bien, en introduisant les rayons de courbure

1 dy 1
t ds  r

(29') = =d—w——",s
m ds r
1 dw I
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Nous donnerons & ces nouvelles courbures les noms respectifs
de flexions : 1° de front; 2° de profil; 3° de niveau, parce qu’elles
sont situées, comme les courbures élémentaires correspondantes

1 I ) { .
a=1l=1 dans les plans de méme désinence.

ro r
_ IX.
Expressions analytiques des trois flexions et de leurs composantes
orthogonales.

14. 1° Flexion de front (ou torsion) de la ligne S. — Nous
commencons par cette seconde courbure, parce que, 4 la maniére
de la déviation initiale, elle est intrinséque a la ligne S et n’est
pas, comme les deux autres flexions, introduite par le systéme
que définissent les variations du tri¢dre MNT, T,.

Soient donc (as, bq, ¢;) et (ag, b;, c;) les cosinus directeurs
de la normale principale ML et de I’axe ML’ du plan osculateur
de S. D’aprés les formules préliminaires (1’), on a, dans le plan
normal NMH, _

ar=— a.cosQ -+ a;sing,
ag = asing + azcosy,

et par suite, d’aprés (1) et (17),

tdac _as_  ay cosby ay cosby as

rds 7 7 smb 7 sb o~
Différentiant la premiére, nous connaitrons deux valeurs iden-

. 1 dag g .

tiques de - —~- Egalant entre eux les coefficients de a,, la ques-

tion se trouve résolue, car cette condition d’égalité revient &

L_ii(s +;(9ﬁfh_c_°ﬁ)
t rds\r sinf\ L'~ Ly
Ajoutons que si, aprés avoir formé deux équations, analogues

pour les coefficients de @, et a;, on multipliait la premiére par
sinf,, la seconde par sinf, et qu'on les ajoutit, on trouverait,

. . I
comme seconde expression de l'inconnue 3,

\

v ord/r) 1 /cosly cos 0,
t=—2 %(5)+ a( )
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On constate l'identité de ces deux valeurs en différentiant les
relations '
r=r'sing = r"cosg,
ce qui méne a cette troisidme forme que nous avions surtout en
vue de retrouver :

1 __dy 1 /cosBy  cos®,
(30) i~ 3 T <‘L",' - "‘L;‘)
ou enfin
1_4dy_ 1
t ds ro

Il importe de remarquer ici que les rayons de torsion ¢ et de
déviation initiale r coincident, en direction, suivant ML, puis-
qu'on a

ag = = cos(r, x),

"

.......................

On en conclut ces relations, souvent utiles, entre leurs compo-
santes de méme nom :

2° Flexion de profil. — Les cosinus directeurs de MU et de MU
étant respectivement (ay, by, ¢,) et (ay, by, ¢,), la formule (1'),
appliquée a ces directions dans le plan normal NMT, nous donne
a, =— a cos® + a;sinw,
ay,= asin® -+ a3cosw,
et, par suite, on a

ay _ a, siny  a, sinb, Lo

0 ey ’
u ro sinf ro sind r
U . .
‘'m day a, a; siny ay sinb, a3
—_——= = = —— — 4 -
u ds u r' sin r' sin@ ro

Différentiant la premiére et égalant entre eux, ici encore, les

’

. . r da
coefficients de a, dans les deux expressions de - Tsu’ on lrouve

immédiatement

L=~13£(2) L (sinds Sm%>

— - —_— + —
q " "
sinf\ L' Ly
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Une combinaison convenable des deux conditions relatives a «,
et a, donnerait

L _r~' d/u 1 /sinfy + sinfy
m~ u ds\r sinf\ L L )’

et, comme on a (17)

U = rycosw = — r'sinw,
on en conclut
1 sin® sin®
(31) I_dm_ Lk, doh
m ds sinf\ L} Ly
ou enfin
I do 1
m-d

comme précédemment.

Quant aux composantes suivant MN et — MT, la coincidence,
en direction, des rayons « et m suivant MU permet d’écrire

v u  u
—_—=— = =
m m m
avec U'=ryet u"=—r'.
3° Flexion de niveau ou courbure pseudo-conjuguée. — Il

nous faut partir ici des cosinus directeurs (a, b, c¢) de MV et
(az, b., c;) de MV'. On a

ag = acosw-+ asinw,
@; = — asin W + acosw
et, par conséquent,
a: a;cosb, ascosdy a
—_— = e — = ——a —
v 7" sin® r” sinf ro
wdag a; a;cosly a, cosb, a
v ds ¢ re sinb ro sinf r’

Sil'on différentie la premiére et qu’on égale les coefficients de as,
. ~ I .
onretcmbe simplement sur la valeur connue (16) de ——- 11 devient
0
donc nécessaire et non plus facultatif, comme dans les deux pre-

miers cas, de combiner entre elles les conditions qu’on obtient en
égalant entre eux les coefficients de @, et de a,. On trouvera ainsi

[L(_I__cos())__sinﬂgcosﬁ,( I >]d_0,‘
(32) L = ‘v‘f Ly \L, L] ' sinf riry  piey/ 1 ds _(_1,_+1(h>’
w  sin%f ( _ [ 1 ( 1 cosﬁ) __sin 0.00502< 1 I >] db, Ly ds

77 \§77 = o i e
Ly sin0 ryry  eipy/ 1 ds

A
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d’oli 'on voit que, pour que la concordance de nos formules soit
manifeste, il nous reste a faire voir que cette derniére revient a
1 - dow 1
w ds 1
A cet effet, remarquons d’abord qu’en désignant par 8, et §) les
angles que MV’ fait avec les axes coordonnés, on a, dans les con-
ditions de figure ot nous nous sommes placés (n° 8),

1= (2

(33)
e 2 0):
d’out
v, = dby — do,
vy = dby + duw,

double systéme dont chacun ne fournit plus qu’une équation lors-
qu’on suppose les coordonnées rectangulaires.
D’autre part, pour ce méme cas d’orthogonalité, ’équation (32)

se réduit a
1 [ 2( 1 1 >] de, I
—=]l1—02( — =
w ryry 9192 r

¢ étant alors donné par la formule

| cosf; sinf;\2 sinf, cosf;\2
o2 = ] -+ G -+ 0 -+ Q *
v ™ P2 4 P1

La question est donc ramenée a prouver que l'on a identi-

o _ [ _ ;__l_‘]ﬂ
ds i 9’29’;) ds’

ou mieux encore

quement

db, = o2 <—‘~ L. )de,
ryry Pt P

Or, sil'on intégre cette expression, on trouve

(34) X (tangfh + tang0’1> + tangftangh _

i Pa P T ’
relation que nous reconnaitrons plus tard étre celle qui lie les di-
rections pseudo-conjuguéesMT et MV'. Elle exprime que ces deux

semi-droites sont deux directions homologues dans deux faisceaux
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homographiques. La propriété des tangentes conjuguées dans les
surfaces n’en est qu'un cas particulier correspondant i I'hypothése
Bl—f = ;l”;, mais nous ne saurions insister davantage, en ce moment,
sur ce point.

Quant aux composantes orthogonales de ‘—:’ » observons qu’a

cause des relations connues (17)

p =rosinw =—r'cosw

@_21.9__dd L2
d:_vds(r’ - vaTs<r.,’

on a d’abord

en posant ¢' =r, et ¢ = —r".

X,
Troisiémes courbures ou courbures rectifiantes.

12. Troisieme courbure absolue. — La théorie des courbes
gauches nous fournit d’elle-méme les trois relations suivantes :
da a4 das ag dag a ag

(35) &= =%, 2% __ 32 G,

ds_r' d ] ds r Tt

Jusqu’icinousn’avonsutilisé queles deux premiéres. Considérons
actuellement la troisiéme. La courbure qu’elle définit est relative a
lavariation delanormale principale, ML, ¢’est-a-dire, de la direction
commune des rayons r et ¢.

Comme on a manifestement

dag\* 1 1 1
4E??ﬁ+ﬁ=?’

on nomme = la troisiéme courbure absolue de la ligne S.

Soit MD (fig. 3) la direction du rayon p. Elevons sur le plan
LMD la perpendiculaire MD' du cété de MN; pous obtiendrons
la droite rectifiante (absolue) de la ligne S en M. Il s’agit d’évaluer
les cosinus directeurs de MD et de MD'.
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Pour cela, remarquons que le tri¢dre trirectangle MLDD' est
dans les mémes conditions que le trieddre MTLL'; les formules (35)
lui sont donc applicables. Or de la premiére on tire

cos(D,z) dag,
P T ds’
d’oti I'on conclut, d’aprés la troisiéme,

cos(D,z)

(36) P

uant 3 MDY, on a pour déterminer cos(D’,z), par exemple :
P par ¢ P

cos(D',z) _ dcc dby ¢ cg b by
—p =begy —ca gy —“(;+7)”¢+(7+7)“m
d’ou
cos (D', a
(37) o2 (D7) g _ 2,

¥4 oor t

18. Propriétés. — On sait que les deux droites MD et MD’ sont
situées daus le plan rectifiant, c’est-a-dire dans le plan de la tan-
gente MT et de I'axe ML’ du plan osculateur.

A cette propriété nous adjoindrons celles que renferme le tableau
suivant :

cos(D,L) =— £, cos(D,L = 2,
cos(D,T) =— }'::' cos(D',T) =_1_t’.,
QOS(D:N) = %» cos(D’,N) = rﬁ,,
cos(D,H) = £, cos(D', H) =— .
cbs(D,U)= :—f_’,—;u—ﬁ cos(D, U )= :‘_’e _,.%f%,
cos(D,U') = "f,o + g5 cos(D', U’y = -t"if'_,; e,
cos(DV)=—:—§_;_f.’. cos(D",V') = — vp_,_:’f’

Ces valeurs sont indépendantes de tout systéme de coordonnées.
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On s’est aidé pour les calculer de ce que 'on a (n° 14)

Quant aux cosinus des angles que font MD et MD' avec les
lignes coordonnées, on trouve

cos(D, T))=— {: sin; — %’ cos 0y,
cos(D, T,) = 5, sin 0y — 5 cosfy;
cos(D, T,) = % sinf, — %” cos 0y,
cos(D',Ty) =— é),, sin 6y — ? cos f,.
17. Troisiémes courbures dérivées. — Considérons mainte-

nant les courbures relatives a la variation de MU qui est la direc-

. I . . . .
tion de S et de i » et & celle de MV qui est la direction de % et de

—:;- Nous avons
; da,\? T I I
E(z>=m+m=;’
da:\? I I i
ECE)—5+5=F
I y aurait donc lieu de construire deux nouveaux triédres ana-
logues au triédre MLDD' et dont la troisiéme aréte serait, pour
chacun, la droite rectifiante dérivée de ces nouvelles courbures.
On pourrait enfin dresser, pour ces courbures rectifiantes ex-
trinséques, deux tableaux qui auraient de grandes analogies avec
le précédent. Nous nous contenterons d’écrire les trois formules

qui suivent et dont la composition symétrique suffira pour jus-
tifier, & vue, pour ainsi dire, notre assertion :

1 '+;>+ do __ 1Y’
p? A\ r'2 ds ro ’

|

Que si maintenant on convient de porter ces trois courbures



sur les arétes d’un triédre trirectangle quelconque, on aura pour
la courbure résultante ou totale de la ligne S

[_[ I I
EEpE Tt

Elle sera donc parfaitement déterminée en grandeur et en direc-
tion.

XL

Premiére application des théories précédentes a diverses lignes remar-
quables et d’'une définition généralisée. — Lignes géodésiques, lignes
asymptotiques, etc.

18. Lignes géodésiques. — Par analogie avec ce qui a lieu
pour les surfaces, nous appellerons lignes géodésiques de tout
systéme défini par la variation du triédre MNT, T, donné celles
pour lesquelles la premiére courbure horizontale ou de niveau %
est nulle en chacun de leurs points. Leuar équation est donc

LA
I ds

=0

ou, plus explicitement,

i a0 1 o0
(5 ) = (7 )
On remarquera, en effet, que, dans tous les calculs qui nous

, I
ont donné la valeur dep, nous nous sommes constamment

. .. 1 ¥ .
affranchi de la condition o = & qu comme on le verra dans la
1 2

suite, est la condition caractéristique des surfaces.

19. Indicatrice. — Reprenons l'expression de la premiére
courbure verticale (15), savoir

sinf _ sin0, sin

r’ L% L5
ou, en développant,
sin2)  sin%0) I 1 . . sin20
(38) —= — 2o + = sin0; sin0, + —; L.
r "y \P1 P2 Ty

XV1. 4
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Posons
sinfy ,5 sinfy ,— o
s V7 =% V=Y
il viendra
2 2
(39) wor ()XY 5=,
ry P1 Pa re

équation d’une conique située dans le plan T{MT, et qui appar-
tient aux genres ellipse, hyperbole ou parabole, selon que la

quantité
1 1 ( 1 + 1 )2
iy 4\py Pl

est ou positive, ou négative, ou nulle.

Nous ferons observer que c’est la aussi I'indicatrice proprement
dite d’une surface auxiliaire ou fictive F, qui aurait pour courbure
normale alternante de ses lignes génératrices la moyenne arithmé-

tique des courbures ;,—, et E’IT des lignes S, et S,.
1 2

Cette surface moyenne pourrait, ce nous semble, étre substi-
tuée avantageusement en tout point M au réseau discontinu des
triangles MM, ., MM, }«'-4‘ , dontil a été question aun®1, s'il s’agis-
sait, par exemple, de définir la courbure d’une pseudo-surface
autour de chacun de ses points; mais de telles considérations, sur
lesquelles nous comptons revenir, ne sauraient trouver place ici.

L’équation aux carrés des inverses des demi-axes de l'indica-
trice (3g) est

Sin_’ﬂ_[_L+_'_(.L+L)Coso]_'.+[;_l(L+ 1)’]~0
R 1A ey et R LA d\ei " /17"

ce qui fournit les rayons de courbure R’ et R relatifs aux plans
dits principauxz NMA,, NMA, du systéme rectiligne considéré, et
permet d’écrire les invariants :

I

sin30 =K TRy
1 1/1 + 1 )’
hry 4\pY  eh/ _ 1
sin?0 R7R]
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Rapportée a ses axes de figures, 'indicatrice prend la forme ré-
duite

, X: Y?
(39")

=+ 5y =1
R, "R
en méme temps que la courbure verticale ci-dessus s’écrit

L cos?0,
R}

sin20,
R

(40)
20. Nouvelle forme de !’équation de ’indicatrice. — En
vertu des formules (5), on a

I 1
= ',T(lial“‘ my by + nycy)
1

r
ou hien
sin 0 1
- =n [l1(B1cs — c1b3)+ my(cyas — ayca) + ny(ay by — by ay)),

ce qu’on peut écrire

a a IA ox or Jz
! 2 ry dS‘ 5.;; ds{
sinf my| _|dy dy 9y | .|
= by by 7| = |9 9n %7 = A}
o o M 0z 03 03
t 2 ry dS‘ ng 0.9}

sin 0 . . .
On trouvera pour valeur de 7~ un nouveau déterminant A} qui .
2

ne différera du précédent qu’en ce que les éléments de la derniére
iy Iy oz

colonne y seront remplacés par FrRPra T b

En troisiéme lieu, on a

L

-P—l;(l,a,—o- @1 b3 4+ vyic3);

P
d’oun
oo M| | o re
t "2 P1 Osy Osg Osy 0s,
sin 1 dy dy oy
il R Rl F A vl
vy 05 dz 03
g ds; ds; 0sy 05
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sin0 . .y .
Enfin, pour—P—,,—, on obtiendra un quatri¢éme déterminant ne
2

différant du précédent qu'en ce que les ¢léments de la derniére
02z 2y 023z
0s1 0s; 05y 0s; 05105,

Ce n’est que lorsque les lignes S, et S, engendrent une méme

colonne y sont remplacés par
o

2z 02z .
surface F que 'on a —— — — ", et, par suite, A>=A! ou
q 0s3 05, 0s; sz p L 2
1 1 L. . .
encore a=r Hors de la, il n’existe pas, comme on le sait, de
1 2

fonction I'(z, ¥, 5) = o dont les dérivées partielles puissent servir
a exprimer les coefficients différentiels qui entrent dans nos dé-
terminants.

De ce qui précede, il résulte que, pour toute pseudo-surface ou
pour tout systéme rectiligne, on a

(41) riAl =ry A =p) A} = py A} =sinb.
Donc l'indicatrice correspondante peut se mettre sous la forme

(39" AlX24 (A2 A})XY + A3 Y2 = sin0.

21. Lignes asymptotiques. — Nous appelons lignes asympto-
tiques celles pour lesquelles la premiére courbure verticale ou de

1 ’ .
profil 7 est nulle en chacun de leurs points.

Leur équation est conséquemment

ds? [ 1 I ds?
-+ <—" + T)dﬁ ds;+ —2 =o,
4 P1 P2 Ty
ou bien

Al ds? 4+ (A} + AY) dsy dsy+ A% dsi = o.

On peut obtenir immédiatement I’équation de ces lignes en po-

sant les conditions
('l_a»e db3 d63

= — = —

E 1
et exprimant que ces rapports sont indépendants de @, et de a,.
On trouve ainsi (1) et (14)
1 cosf 1 cosb
L} L - L L
— cosf, cos,

)
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d’ou, en réduisant,
sin 0, sin f),
L, L

= o,
ce qui est la forme primitive de ces lignes.

22. Lignesde courbure. — L’analogie nous conduit a désigner

de la sorte les lignes pour lesquelles la courbure de front ,l est
0

nulle en chaque point.
Leur équation est donc tout d’abord (16)

cosf, cosf,

I/ A
Mais
ds cos0; = ds,+ dsq cos0,
ds cos9y = dsy+ ds) cosf.
Substituant, on a

(-5
P1 ry

(42) ¢ o 0 0
[ +[(5—20) (5= asida— (5 =50 Jas=o,
re Pa ry P1 P2 "y
ou bien

(A} — Al cos®) ds}
+ [(A3 — AL cos0) — (Al — A% cos0)] ds; ds;— (A} — A3 cos0) ds3 = o,

Ces lignes de courbure, obligues ou angulaires entre elles, évi-
demment ('), mais toutefois d’égale inclinaison sur les axes de
I'indicatrice du systéme rectiligne auquel elles appartiennent, sont
telles que les deux pseudo-normales qui ont leur pied a P'extré-
mité M’ de leur premier élément rencontrent la verticale MN, cha-
cunc en un point qu'en Optique on nomme foyers du rayon MN.
Ceci est la conséquence de I'équation ou plutdt de la définition
méme de ces lignes.
Cherchons a déterminer ces foyers.

(*) Ce ne sont donc pas les lignes de courbure proprement dites de la surface
auxiliaire F,, lesquelles sont représentées par I’équation bien différente

/1 1) cosf o |1 1 ) ‘ T/ 1 ) cosb|
l2<9,, -+ oy) T ] dsi -I- (: e ds,ds, - 3 (\E -+ o) ds} = o,

1 / 2/



cos, _ cosb,

Pour cela, observons que I’équation =T revient a
1 2
ds ds ds ds
— + = =+ =
ry P I P2

dsy—+ ds; cos® — dsy+ dsy cosB

ds} (1 1) ds}

— + (o + = | dsg dsy+ —2

="’i P1 P2 TR
ds?

I
-

d’ot1 I'on tire
('-'l,—;—-’—.,> dsy +<-;T’-—2rs,—e)ds,=o,
1 cos®
(5= ) e (- 3)n o

Pour que ces équations soient compatibles, il faut et il suffit que
Pon ait

sin?0 1 1 1 1
93 [e 4o )5 (i)
(43 f Ty re Pi1 P i "1": P1P: o

Telle est I'équation, de méme forme, mais plus simple, que celle
qu’a donnée M. Kummer dans sa théorie générale des systémes rec-
tilignes pour la détermination des mémes points, qui fournit les
distances r, et r;, de I'origine M a chacun des foyers.

On en déduit aussi les relations suivantes

Tt
r, rn, Ry Ry
I w— -
Trh Ry R,

en désignant par R, , R, les carrés des demi-axed de I'indica-
trice

X2 Y?
o oo =1
Ry, Ry,
ou
2 2
(44) P S L

ry vVeie: T2

d’une seconde surface auxiliaire F, correspondant 3 la moyenne
P moy
géométrique (supposée toujours réelle) des courbures normales
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1 . . o N
o et 517 » comme l'indicatrice de la surface F, correspondait tout a
1 2

I'’heure a la moyenne arithmétique.

En introduisant ce nouvel élément de calcul, on peut dire que la
condition nécessaire et suffisante pour que les lignes de courbure
obliques d’un systéme donné soient réelles est

1/ 1 I 1
o Ul U
2 (Rl Ra) = Ry, Rv,

Quant a I'angle I qu’elles font entre elles, on trouve aisément,
pour le déterminer,

g
=
[ -]
L0
I
:Z’
',\"

1 1 I

sinf \ p Pa
Les deux termes de cette expression sont des invariants, et le dé-
nominateur, en particulier, est égal 4 la somme des courbures de

front relatives & deux directions rectangulaires, somme nulle, on
le sait (23), dans le cas des surfaces.

23. Vu I'importance des lignes qui nous occupent, nous allons
indiquer briévement deux autres méthodes pour les obtenir.
Et d’abord, il suffit de poser, par analogie avec les lignes asym-

totiques
PROMAE day _ dby _ des

= == = —

a b c
ce ui donne
1 (_:056 1 cos 0
L0 Ly L
sinfp, ~  sin0,

cosf, cos0

oD T L
On les obtient aussi, et cette remarque nous sera fort utile, a
I'aide des formules (24) mises sous la forme

sin20 ( I cosﬂ) 1 /1 cos9®
=\ww——7 )+ \7— == )’
4] s P2 m\ py ry

sin20 ( 1 c050> I cos0?
-+ m ),

(45)

- - T A
P2 Ty

= -

€ \ T P1
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aprés qu’on y a fait

sinby _ dsy

sinfl, — ds;

Il suffit effectivement d’égaler les seconds membres pour re-
tomber sur I'équation (42).
Enfin, il n’est pas sans intérét d’observer que, lorsque la condi-

. 1 1 . , . .
tion —; — —— = o est remplie, I'équation des lignes de cour-
ry7y f1Pe

bure se décompose en deux facteurs réels du premier degré et
donne pour ces lignes

(=2 sy (=20 o=,
Ty P

Pl 'y 2

I cos()> I c050>

- = ds -_— - = v ds = 0,
<P| Ty ! ("1 P1 :

ou bien équivalemment

L PR E R PP
\p r

\ 7y P1 2 2
1 cosb t cos
(—u'———u—>d81‘—'(7— 7 )d32=0-
T2 P2 P2 T2
24. Lignes pseudo-conjuguées sous angle constant. — Pour

. . 7 A ’ l
obtenir ces nouvelles lignes, on égalera a zéro la composante P
i

de la déviation verticale (25'), ce qui donne

sini sin( — i)] ds?

N
(46) ¢ L [sing sin®@ = fsing_ sin(0+ 07,0
(L7 P2 ry P1 |
_ [Sl_?t _ sm(0”+ z)] dsi=o.
P2 Ty

Ces lignes, non encore signalées, croyons-nous, généralisent les
précédentes; car, pour i =o0, on retrouve les lignes asymptotiques,

. T . i .
et pour i =~ ona les lignes de courbure angulaires (42).

Nous indiquerons dans 'un des paragraphes suivants une mé-
thode plus directe pour les obtenir

. . . . P , . X
Enfin, si 'on change i en { — = dans 'équation (46), on aura
2
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une équation de méme forme représentant les courbes complé-
mentaires des précédentes, c'est-a-dire des courbes qui se cou-
pent sous le complément de I'angle constant ¢ donné.

XII.

Examen du cas ou les lignes précédentes appartiendraient
a une surface.

23. Considérons, durant tout le cours de ce paragraphe, les
arcs ¢lémentaires ds, et ds, des lignes coordonnées S, S, comme
fonctions des paramétres u, et u, dont nous nous sommes occupés
au n° 1; on aura

dix = a,ds,, dyx = ayds,;
d’ou
dydyx = dya,ds, + aydydsy,
didsxr = dyasds, + asdyds;.

Les premiers membres étant égaux, par hypothése, on doit avoir

) 0
—-‘—l—‘ ds, d82+ ay dgtlsl = ——{1—2‘ dsy ng -+ dgdl dSQ.
053 ds;

Si Pon substitue a ces dérivées partielles leurs valeurs (5) et
qu’on égale, dans les deux membres, les coefficients de a,, a.,
a;, on trouvera

_dsydsy (1 cosO
it (1 22),
dy dsy = d.c}dsg <L' cols(i)’

sinf \ py f1

L.

P1 %

Telles sont les conditions déja connues qu’il nous faut intro-
duire dans nos formules pour passer du cas général des systémes
rectilignes a celui des surfaces.

Voyons d’abord ce que deviennent les rayons de premiére cour-
bure horizontale et verticale (qu'il conviendra d’appeler, pour la
circonstance, rayons de premiére courbure tangentielle et nor-
‘male).

Nous emprunterons la premiére de ces expressions a I'abbé
Aoust qui, aprés avoir donné les conditions ci-dessus, 'en fait
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sortir par un calcul facile et trouve (voir Analyse infinitésimale
des lignes tracées sur une surface)

(a) ds,d.:‘,, sin0

= dj (ng COSO,) —_ d,(d.ﬁ 0050!).

Cela étant, posons avec Gauss

oxr \* oxr ox oz \?
@) =" =" Xm)=o

il viendra
cosﬂ=-£~, sinﬂ:‘/gg—ﬂ::——s—,
VEG EG EG
en faisant
l E F |= 5
F G

D’autre part,
ds cos0; = ds; + dss cosb,
ds cos 0y = dsq+ dsy cosH.

ds ] dS,

Multipliant respectivement par o d e substituant, on aura

cette forme nouvelle
, 8 0 (Fduy+ Gdu, 0 (Edu;+ Fdu,
(@) P\ T &) T\ T @ ’
avec
ds*= Edu} + aF duydus+ G du}.
Quant a la premiére courbure normale, si, dans son expression

générale (38), on fait -P—I,,— = -P—l,,- » il vient
1 2
ds? _ ds{ dﬁ dlg dS; .
) TR TR

d’ou, par I'introduction des paramétres différentiels E, F, G,

dst _E du} + 2 VEG

T

duyduy+ ;,,Ci du}.
2

.

0]
1

1l n'y a plus qu'a trouver les valeurs de = - -+ Or nous
1

AT



avons
A iz 1 Oz
7= %1 —E o’
Ay 2 1 2z

E = 054 054 = ;/E_(-} ous duy’

..... Cereneesetanaienecnney
d’ou I'on voit que, si, pour abréger, on pose

Jor OJz Jzx
ou; Ouy m
Ar g = dy dy oy
DT Oup Ouy duf
03 0z 0%z
ouy Ouy ouf

puis qu’on représente par A, ; ou A, ,, indifféremment, et par
A,,; deux autres déterminants qui ne différent du précédent qu’en
i oty 90z

ce que la derniére colonne ait pour éléments Suroms’ du o durom

. 2 2 2
dans le premier et z—f, d—‘l;, 9% dans le second, on aura d’abord
u}” ou}’ ou}

. . E A1‘| “EG’ A|‘g
c —_— I — ——
() 8’ P1

]
1

~,

et, par suite, la valeur de la courbure normale que nous voulions
obtenir pourra s’écrire

(d) -8_ _ Aj‘i du} -+ ZA.L’ du‘ du’ -+ Ag" du} .
7~ Edu}+2F duydu, + G du}

Faisons quelques applications de ces diverses formules.

26. 1° Rien ne change dans ’équation générale des lignes géo-
désiques lorsqu’on passe des systémes rectilignes aux surfaces
(n° 18); mais, outre cette forme, nous avons, par la formule (a’),
celle-ci, qui est plus avantageuse pour le calcul :

/] (qu1+Gdu’) ds (Edu1+qu,).

(e) o ph = Zm &

Premier exemple. —Posons u, = z, uy =y, ds=pdz+ qdy;
on trouve '
E =1+ p3, F = pq, G=1+q
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Par suite, I'équation des lignes géodésiques est, dans ce cas,

9 [pqde+(+q*)dy| _ 0 [(1+p?)de+pqdy
oz ds oy ds ’

avec
dst= (1+ p?)dz?+2pqdr dy + (1+ q2) dy?.

On en tire, en faisant

025_r ?z d’z_t
oxt T d.z'dy'—s’ o
(pdy —qdx)(rdz?+2sdrdy +tdy?)— (14 p2+ Q*)(der d2y — dy d?x) =c.
Or ceci équivaut a
p(dyd?z —ds d?y) + q(dz d*x — dx d*z) — (dz d*y — dy d*x) = o,

siI'on a soin d’éliminer de celte derniére les différentielles totales
de z. On retrouve ainsi I'équation ordinaire des lignes géodé-
siques.

Deuziéme exemple. — Considérons, comme cas particulier,
’hélicoide gauche a plan directeur représenté par le systéme

r=pcosw, y=psinw, z=aw.
En posant uy=w, uy=p, on a

E = p?+ a?, F =o, G=1
et, par suite,

_(l[ dp ]_ 9 (p2+ a?)dw .
0w | \/do?+ (p?—+ a?) dw? dp | dp*+ (p+ a?) dw? |’
d’oli, en prenant w pour variable indépendante,

a?\ d? dp
<9+ ?>3w—§ —24,—(p*+at)=o,

équation différentielle de la projection, sur le plan directeur, des
lignes géodésiques de I'hélicoide.

o . o . I
2° L’indicatrice d’une surface s’obtiendra en posant o=
A g

dans I’équation (39). On a donc
X XY v

7

o =I
"y

. A
ou bien
Al.l X2 2-\1)2 XY + Ay Y?=3.
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L’équation aux carrés des inverses de ses demi-axes \/R,, \/R‘_,

étant
sin20 (!+l 2c050>1+< I l) o
Te — \Tr T A T n T T e =0,
R2 ryor et /R riry PP
on saura former I’équation réduite de 'indicatrice

Xz Y2
E+E—2 =I.

3° Pour avoir les lignes asymptotiques d’une surface, il suffira
. . N T . ‘ . T
d'introduire I'hypothése o = -9-1,7, soit dans leur équation géné-

1 2
rale (n°21)
sinf2  sinb,
| TR #1

= o,

soit dans les conditions

ce qui donne
ds? ds, ds; ds3
2+ =2 =0
ry P1 sy

ou encore

( f) Ai,i du% -+ ‘ZAI‘Q duy dus+ Ag‘g = 0.

En tout ceci, nous avons fait abstraction de I’équation de I'in-
dicatrice qui, comme on le sait, pouvait nous les donner directe-
ment.

Faisons dans cette derniére équation u,= z, uy= y, on aura

A=, A1 2=5, BAga=1t;
d’ou la forme connue
rdx?+a2sdz dy + tdy?=o.
S’il s’agit, en particulier, de I'hélicoide gauche,
Ay =o, Ajo=—a, Ag9=0;
conséquemment il vient
pdpdw=o,

ce qui donne, sur le plan directeur, des circonférences concen-
triques et leurs trajectoires orthogonales qui sont les rayons.
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4° Les lignes de courbure d’une surface, c’est-a-dire, celles
pour lesquelles la courbure de front — (bien inexactement appelée
To

seconde courbure géodésique ou torsion géodésique) résulte,
soit de leur équation générale (n° 22)

cos 0y cosf,
o2
IJ,; L”’

soit des conditions

On a ainsi
(g) (L—ﬂ) ds? + <_I_. ____I.)ds ds .__.<‘_l_ —_ ﬂ)dsl_u
P 7 B Y A A A =
ou bien, d’aprés les formules (¢) ci-dessus,
(EA".—- FA]A) duf—}- (EAQ‘Q— GA]J) du1 du,—-— (GA‘J — FAQ',) du; = 0.
En posant uy =z, u; =y, on a vu que
A=, LYRECKEHN Apa=1t,
E =1+ p? F = pq, G=1+q%
d'ou
[(v+ p*)s— pqr]dz?
+ 1+ Pt —(+qh)r]jdedy —[(1+q*)s —pqt] dy*= o,
ce qui est bien I'équation ordinaire des lignes de courbure.
Entre autres propriétés, observons que, si I'on pose

d&'g .
—EI =m,
I’équation (g) de ces lignes prendra la forme

d
M +m+@mi=o;

la condition d’orthogonalité

Ao+ € —bcosd =o
est donc satisfaite.
Il y a plus, cette équation (g) est explicitement de la forme

(B—Acost) +(C—A)ym —(B —Ccosb)m?=o;

les lignes de courbure d’une surface sont donc tangentes aux sec-
tions principales.
. . 1, T (Ao
Supposons que I'on ait —- — i =0 I'indicatrice se réduira
172 1
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a deux droites paralleles et 'on sera dans le cas des surfaces
développables. L’équation des lignes de courbure se décompose

alors en
1 cosO> : ( 1 cosﬂ)
—- — — ds, + - — ——— dss=o0
(Px ' o ry 1 ! !

(_ln' - cogﬂ) dsy — ('lT - c—ofe) dsy = o,

P ry ry P1

et il est aisé de reconnaitre dans la premiére équation de ce sys-
téme la direction de la génératrice rectiligne ou la'tangente a
I'aréte de rebroussement de la surface, etc.

50 Les lignes conjuguées qui se coupent sous un angle con-
stant { ont pour équation (n° 24)

‘ [%'}—l—l— sm(ﬂ”—.z)] ds?

1 ry

o a N [sini+ sin(e_i)] _[:si‘_fl:g_sin(:’;+ i)]zd-ﬁ s,
__-[

rs P
ﬂ - 1___sm(0v+ ) ds}=o.
P1 Ty
. . . . T
Pour i = o, on retrouve les lignes asymptotiques et, pour i = _,
les lignes de courbure.
Enfin, on obtiendrait les lignes complémentaires des lignes (&),

en remplagant dans leur équation ¢ par { — 1—;

XIII.

Deuxiéme application : recherche de quelques lieux -géométriques.

27. Aprés cette digression sur les surfaces, revenons & consi-
dérer s, ets; comme variables indépendantes.

Formules préliminaires. — Calculons, en premier lieu, les
cosinus directeurs (ag, b;, c;) de MV/, troisiéme aréte du triédre

trirectangle MNVV' (fig..4).

On a
a’a _ d03 dba
T =hE e
et par suite (14)
(42) % Gino= 7 — 21

i Rt 9
L L
2 1
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ais la premiére des formules (1) nous permel d’écrire
Mais la p des f les (1) P td’

a;  sinby, a; sinf)  a,

v ¢ sinf v sin0

Comparant, il vient

( sin0} I
S v - Ly’
(48) . '
( sinf, 1
(%4 - L”i
. . in0 ds’y
On en conclut aussitot, en faisant oot = Z°2 — pyf,
sin b, ds'y
; ds,  ds,
(49) A v

et, successivement,

dsy ds' + ds; ds' " dsy ds', o ds; ds',

W " U
™ P2 P1 ry
, I m m' mm'
(49") — +|z+ 5 )+—F=o
ry Pe P ry

formule qui généralise, pour les coordonnées obliques, la rela-
tion (34), et qui, conjointement avec I’expression connue

(m'— m)sin®
(+(m—+ m')cosd +mm'’

tangi =

fait retomber, par I’élimination de m, sur I'équation des lignes
. s A . .
pseudo-conjuguées (46). Cest la solution que nous avions an-
noncée au méme lieu.
Quant aux cosinus des angles 0, et 0, relatifs a MV’, on peut
les tirer des valeurs (48) qui donnent (n° 9)

[ cosOy 1 (L _ cosO) _ sin@
(50) 5 v sino \L3 L, I3 »
( cosb, 1 1 cosB\  sinf,

v~ sinb \L] [y @)

2° Il nous sera utile de résoudre, par rapporta 0, et 0,, les for-
mules (48) et (50).
En posant, pour abréger,
sinf,  sin®;  sin0
— o =
y P4 Ly

sin0),  sin0;  sin0
— 4+ — = =)
"2 P2 430



conjoinlement avec

i ( . ) -k
sinfO \riry pipy/
on trouve
s kosinby= g
(51) |
ko sin®y = — —,!,—
‘ T
résultat qui permet de mettre la relation fondamentale (4g) sous

la forme
dS( dS,

T +_I” =0,
1’ le

et qui nous donne aussi, pour les cosinus correspondants,

I I cos0
ko cosby = — ———('T - _u‘>
(52) ! sinf \ L}, A
kocoshy= (L _cos8)
\ 2 sint \ L7, Py

Finalement, on a donc, comme nouvelle expression de la dévia-
tion verticale,

. T 1 cos0
k29251n2°-—_—_+__2._—.
7R VRl 9

On verra, par 'application que nous allons en faire, I'utilité et
I'importance de ces formules auxiliaires.

28. Prosrime I. — Ligne de striction axiale. — Cherchons,
en projection horizontale, le lieu que décrit 'extrémité K de la
plus courte distance de la verticale MN & la pseudo-normalc
M'N’, lorsque celle-ci tourne autour de MN en s’appuyant sur une
courbe infinitésimale située dans le plan horizontal ( fig. 4).

On a d’abord (33)

d\ = dssinw = ds cos(0), — 0;) = ds cos (0, — 03);

d’oti, en développant I'une ou I'autre de ces relations,

g 1 fcosB  cosh
(53) /wd)\_gin—e( T, I )ds,

Parc ds n’étant assujetti qu’a la condilion de rester infiniment
petit.
XVI. 5
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Cette formule résout la question pour le cas trés général ol

I'on voudrait rapporter la direction MV’ du rayon vecteur MP a

deux directions quelconques MT, et MT,. Mais il est plus simple

de supposer ces deux directions rectangulaires entre elles, et I'on
aura alors, dansle systéme de coordonnées polaires d et §),

sin 0 I I . cos26’
— 4 ( — — = ) sin® cos 0} —- L
Ty T 2

53’ dh = —F£1
(53 \/<cosﬂ’, sin 0 \ 2 (sinﬂ', msO',)’
0 -+ '_'—.—‘) -+ ] -+ 7
ry P1 s Pa

ds étant une fonction quelconque de 6, et par conséquent de 6.
Sous cette forme, on voit aisément que dA s’annule dans la di-
rection des trajectoires orthogonales des lignes de courbure an-

)

gulaires, ainsi qu’on pouvait le prévoir.
Nous donnerons ultérieurement a te lieu une forme plus
simple.

29. ProsriMe II. — Conoide de striction axiale. — Propo-
sons-nous maintenant de trouver le lieu des perpendiculaires
communes & MN et 8 M'IV'.

Soit 7' la distance au plan T,MT,, mesurée dans le plan pro-
jetant NMV’, de la perpendiculaire 1K.

Nous partirons des relations évidentes (n° 8)

?‘,, désignant la courbure normale relative a la direction MT.
T
En exprimant cette courbure au moyen des angles §, et §, par

les formules (51), on trouve

1 sin20), I 1\ . . sin20’ sin20
(54) u;/ — 5 ) &'= —F2 + (7 + = ) sinb sin0y + —1 = ——,
ryre P1P2 ry P1 Pe rs ry

v

1 désignant la courbure normale relative a la direction MV’
.
pseudo-conjuguée de MT.
Cette équation représente le lieu demandé.
En cherchant par la méthode ordinaire les valeuars limites de z',
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on trouve qu’elles sont lournies par I’équation quadratique

‘ (ks')? sin26 — [;[T e (-'7 + 0050] k3’

(33) < 1Ty \Pt P

I 1/1 I \2
w7 — 7|7 T = = 0.
\ ryTe 4 \pP1 P2

Celle que donne, pour le méme objet, M. Kummer, dans sa
Théorie générale des systémes rectilignes, bien qu’'équivalente &
la précédente, est moins simple; car elle renferme, comme élé-
ments surabondants, les déviations verticales relatives aux lignes
coordonnées. Elle peut s’écrire, en effet, ainsi

sin2(oy, v3) , I I 1 1\ cos(eyq, ;)
(u_:_)z,_[ , ( + ) (¢4, r)Jz,

s 3 TS a7+
1¥v3 riv: ry i P1 P2 9192

[z=iG 2]
iy 4d\ey ey/ 1T

Cette équation, avons-nous dit, est équivalente a la nétre (55),
comme on peut le vérifier, en s’aidant des relations suivantes, fa-
ciles a établir :

sin(og,9s) 1 1 I
V1 0g sinf

o ) = k sinb,

ity P1P:
cos(vg, 03) 1 I I cos® 1 /1 cosf\’
==\ )+ \7—— ) |
0192 sin?0 | 7y \ Py Ty P1\7y P2

w I I . ..
Lorsque § = 3’ la somme (ﬁ —+ P_',) relative aux plans princi-

paux est nulle et I'on a, au lieu de 'équation (54), les axes de
I'indicatrice servant d’axes de coordonnées,

( T I ) 2 cos?0  sin20) 1
" R P = 0 7 = =5
R R, PP, K] R, 7

c e 1 1 e
Mais I'invariant KR, P peut étre remplacé par I'invariant

,,l,,, relatif aux foyers (n° 22); on a donc, pour le maximum z et
2

TRTS,
pour le minimum 3, (R} étant supposé plus grand que R'),

U " ” "
5, = ChTh r =TT,
1 " 2= "
R} Ry

Ces- formules nous paraissent plus simples que toutes celles qui
ont été présentées jusqu'ici, 2 notre connaissance du moins.



30. Prosrime Hl. — Surface d’un pinceau circumazial de
pseudo-normales. — Il nous reste & trouver I'équation de la sur-
face gauche, lieu des pseudo-normales M'N'.

En représentant par dt, dv, et % les coordonnées courantes, et
cela a cause du peu d’écart des droites M'N’ par rapport a la ver-
ticale MN, on aura, pour les équations de I'une quelconque d’entre
elles, les axes étant supposés obliques sur le plan des XY,

d sinf) — ds sin 0, dr; sin) — ds sin0, 4

drsinh, — ds sin®, ~ dksin0, — dssin0; 3
En supprimant, dans ces trois dénominateurs, le facteur com-
mun M'P ou dscosw qui s’y trouve impliqué sous les formes
équivalentes ds sin(0; — 6,) et dssin(¥, — 0,), il vient
disin —dssin0, _ drsin® —dssinl; _ {ds,
- cosh T =’

’
— cosfj

puis, finalement, au moyen des formules (50) :

df — ds,
(lﬁ —(Bfi))dsl+(—l,,—_.&f’0)ds2
ry P1 P2 )
= dn — ds, — 4 )
<Lu—co—,‘f(—)>cl.c.—i-(l,,__‘3_"_"5_0)ds2 sinzh
e ™ T2 P2
On en tire
0\
| = [l_ s (rl - 25“) %+ oy (','7 - c$6> dn,
(56) < 2 P2 4 % A

_ 8 (L _coshy, (-t
(Ai"dsz——simo P ry ST s e )] &

en posant
- g I 1 T [ 1 1 1
&1 =g (e —er) A~ () oo

on bien (43)

o 88

Il n’y aura plus qu’a substituer ces trois expressions dans 1’é-
quation Fy(ds,, ds,) = o de la directrice donnée pour avoir, dans
chaque cas, la surface du pinceau correspondant.
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Les sections horizontales de tels pinceaux de droites jouissent
de cette propriété, que le rapport de leur aire a celle de la direc-
trice plane donnée est égal & A, ; mais cette propriété, toute re-
marquable qu’elle est, n’est qu’un cas particulier d’un théoréme
général que nous établivons & la fin de ce paragraphe.

Supposons que la directrice soit le cercle

ds} + ds} = ds?,

. ™ .
ce qui suppose § — —, la surface du pinceau correspondant sera
q Pl 3 I

(=)l [ (= D)o
<

1 1 I I 2
W T T "> —2;(—,, -1--;) +1]| ds?,
" 7y P1P2 "y "2

et 'on vérilie aisément, pour 'aire Ay, que l'on a bien

4\: _

e = e

Le cOne des directions asymptotiques, qui est le cone directeur
du pinceau, ayant pour équation

di _dnNt fde  du\r_ /vt N\,
w— =)+l —=) =77 — ) §2ds?,
7y P 1 ry 717y Pie2

l’aire a; de sa section par le plan s ={_ donnera de méme, com-
4 P ’
parée au cercle directevr,

ay ( 1 1
> =02 — — ——r ) = L2

s =¢ (am —am) =40

et, si I'on pose { =1, ce rapport sera égal a k, propriété connue

(n° 3, Application).

31. On peut se demander, comme développement de la ques-
tion présente, si la surface d’un pinceau est susceptible d’étre en-
gendrée, dans tous les cas, par le mouvement d’une droite s’ap-
puvant sur une courbe infinitésimale plane et sur deux droites
obliques entre elles et paralléles au plan de la courbe.

Pour le reconnaitre, reportons-nous aux formules (45). Si 'on
o . e 1 1 . . .
v fait § = = - = — =0, il vient S=Ryet Le=NRy,ce quiestle

2 1 Y

cas des vraies normales, s'appuyant toujours sur deux droites rec-
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tangulaires paralléles aux tangentes des sections principales
(Sturm).
Mais, dans tout ce travail, le § XII excepté, nous avons supposé
1 1 N . . .
que & z 7 d’ott 'on voit que §, et §, ne peuvent devenir simul-
1 2
tanément constants que de deux maniéres : ou bien parce que m
1 ) . .
et — sont eux-mémes constants, ou bien parce que les coefficients

de ces quantités sont nuls.
°Si m est constant, le pied de la pseudo-normale M'N’ par-
court 'élément fixe MM’ ou ds et le lieu de cette génératrice doit,
@ priori, éire un paraboloide hyperbolique.
Effectivement, les équations de M'N’ pouvant s'écrire, dans le
cas le plus général,

d: = (1—%—) dsy,
dn = (l-— —é—l) dss;

on en déduit, pour le cas présent, le paraboeloide hyperbolique

(58) (l——%)dn—m(x—-é)di.

. . 1 ’ . -~
2° Si les coefficients de m et de —» dans les équations (45),
sont nuls, c’est que I'on a

"
. r r
(59) -1 = 22 = cosH,
P1
ce qui entraine

y r
L= 1y o= r Apy=(1—= (l—-l ’
1 2 %2 19 1) I"; s ’_,./-.

A 3
dsy = dz _ _dq

d’out on voit que, dans ce cas du moins, le lieu est produit par le
mouvement d’une droite s’appuyant sur la directrice donnée et
sur les droites (z =0, 2 =7r) et (y = 0, 5 = r')) respectivement
situées dans les plans des coordonnées. Or il est aisé de prouver
que ces plans ne sont actuellement autres que les plans focaux.



En effet, les conditions (39) pourront s’écrire :

1 cosh
Pul ’III — %
1 cosh
Py T

On en conclut (23) '

f 1
—_— = — =
79,1 To;2

Ainsi, les courbures de front relatives aux lignes coordonnées
sont nulles. Les axes OX et OY sont donc tangents aux lignes de
courbure obligues du systéme, ce qui démontre la propriété.

Il devient dés lors nécessaire de remplacer dans nos derniéres
formules r, et r, par 7% et 1/, et § par I, qui désigne déja I'angle
des plans focaux.

32. Venons enfin au théoréme que nous avons annoncé (n° 30).

Tutorime. — Soient deuzx courbes fermées ¥o(x,y)=o0 et
Fo(z,y)= o, situdes dans un méme plan 11, et rapportées & des
axes obliques d’angle § pris dans ce plan.

Supposons que les aires A, et -\, de ces courbes soient égales et
considérons les deux surfaces représentées par les équations

. . [Mz+Ny Pzx+ A Mz+Ioy R+ 9y
(()0) I‘o(———D——-'—y) ——D&’)zo, jo( ® _}” (D-\)")>=0,
dans lesquelles
M N AN 6
D= , ®=|" ,
P Q ® 9 |

et oii, I'axe des z ayant une direction quelconque, les coefficients
M, N, P, Q et oL, 9%, &, 2 sont des fonctions continues de cette
variable, telles que, pour z= o0, on ait les valeurs correspon-
dantes

M0=Q0=Do=ll ot gNo=Po=o,

Me= g=0Wy=1 ) o= By = o;

le rapport des aires des sections faites dans ces deux surfaces

s s ; ; . D
par un méme plan paralléle au plan donné est égal a &
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Coupons, en effet, la premiére surface parle plan s = { et dé-
signons, pour un instant par &, 7' les coordonnées d’un point
quelconque de la section produite.

La différentielle de son aire aura pour valeur

dAy= 3 (¥ dr) — v’ d')sinb);
or, & cause des relations

l\lgl Nv ’ ’
o= ,-»l; ' y=PE—BQT‘-

cccl revient a
dAy=4iD(xdy — y dr)sin® = D dAg.

On en conclut, en supposant la constante nulle,

mais la seconde surface donnera a son tour

=0,
ct puisque, par hypothése, A = A, on a donc
A¢ =D, C. Q. F. D.
Mg O
Corollaire 1. — Soient m, n, p, q, M, 1, P, g les termes qu’il

faut prendre dans les fonctions de s correspondantes pour con-
stituer les cOnes des directions -asymptotiques respectifs, ces
termes étant, comme on le sait, ceux du degré le plus élevé lors-
qu’il s’agit de fonctions algébriques. Si I'on pose

m n

P q

d=

-

les équations des cones considérés pouvant s’écrire généralement

mzr+ny pr—+qy\ _ z (mzr—4-ny pn-+ay _
F"( a0 d )”0 'V"( R ,)"0'

il suit de la démonstration précédente que lc rapport des aires
des sections produites dans ces cdnes par le plan 5 = est égal
. d

L Bt
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Corollaire 1I. — Prenons deux surfaces réglées ayant pour
génératrices, I'une, un syst¢me de pseudo-normales relatives a l'in-
dicatrice de la surface Fy (n°19), l'autre un systéme de vraies
normales relatives a l'indicatrice de la surface F, (n° 22), leurs
directrices planes respectives étant supposées a aires égales. Cou-

pons les deux surfaces par le plan z = {; il résulte du théoréme
précédent que 'on aura

proportion dans laquelle on a posé (n* 30)
g 1 Ry 4 I 1 I 1
%—aﬁbﬁ—ﬁﬁ)smdz+z (v ) o]

v ) . 1 +_1_ cosf 41,
V7 sin20 \ 7 r2 p,p,) 51026 ry Ty \/P y

ou bien
= (1= ) (- ),
w= (=) ()
1 )

- étant les courbures normales des lignes de courbure obli-
rnolr

A 1 .o
ques, et R les courbures normales principales de la surface
v, Va

F, au point M.

Lorsque 0§ == :2", on voit que A, = A,. Donc aussi A;= g, pro-
priété remarquable qui n’appartient qu’a ce cas.

Quant aux cones directeurs, comme le rapport des aires des
sections faites dans chacun d’eux par le plan z= ¢ a I'aire com-
mune des directrices planes est égal a K, {2, dans tous les cas,
ces sections sont équivalentes.

Cas particulier. — Lorsque les équations (Go) sont de la
forme

] ¥4 3

J—— - — — — J— —

ry 8, ry ry

i r ¥ x \
y Z’ — \ = o, Fo ’ 2 ) =o,

clles représentent deux sufraces réglées produites par le mouve-
ment de deux droites s’appuyant respectivement sur les directrices
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planes F, et %,, et sur deux parallé¢les au plan commun de ces
courbes (n° 31). Comme le théoréme est applicable & cette caté-
gorie de surfaces, il 'est aussi aux pinceaux de pseudo-normales
a lignes de courbure réelles qui rentrent toutes dans ce type.

33. Nous terminerons ce paragraphe par la remarque sui-
vante :

La pseudo-normale M’'N’ est une génératrice commune a trois
paraboloides hyperboliques ayant, pour I'un de leurs plans di-
recteurs, les plans des x).. Le premier de ces paraboloides (58)
qui contient I'axe des 3 a son équation a coefficients réels ou imagi-
naires, selon que les lignes de courbure obliques sont réelles ou
imaginaires. Quant aux deux autres, qui passent respectivement
par les horizontales (d§ =ds,, {=10) et (dq =ds,,{=0), ils
sont toujours réels : seulement ils dégénérent en deux couples de
plans sécants lorsque les lignes de courbure sont réelles.

XIV.

Etude nouvelle des foyers et des plans focaux.

34. 1. Transformation préalable de nos principales for-
mules. — Examinons d’abord ce que deviennent nos plus impor-
tantes formules, lorsqu’on prend pour plans des ZX et des ZY les
plans focaux du systéme donné, lesqucls sont supposés faire entre
eux l'angle aigu J.

11 suffira d'introduire, dans chacune, les conditions (59).

D’aprés cela, la premiére courbure de profil (15), et la premiére
courbure de front (16) devront s’écrire, en posant J, + J, =3,

5":,3 = MS,S' sinJy + cos'IS‘, sin%J,,
. ¢ rf, TS
(61) .
sinT I 1\ . .
' =(T_ —,,->sm3, smf)‘,,
To rf rf,

ce qui généralise les formules d’Euler et de M. Bertrand.
De méme, la déviation verticale prendra, entre autres formes
(woir 21"), la suivante

sin?3y  sin?3,  sint3, sinJy sinJ,
(62) o2 = g o] -+ 2 T 531
re T TfTte



el ses composantes générales (25" ) et (26" ) pourront, tout spécia-
lement, s’écrire, & cause de {; =/, et {,= 1,

— ﬂn_S’ = cosi sing = c___os(S:+ 2 sinZ, + ___cos(&ﬂ,— ) sinJ,,

(63) vi 9] T Tf
—_ ___sm3 = I ing _______sm(S:+ Y sinJy— Stz b) (3:_ t)sinS‘l.

7 9] rf, Th

Quant aux lignes pseudo-conjuguées (46) qui se coupent sous
P’angle ¢, leur équation deviendra

c_os_l dst+ [cos(3"+ 1) -+ cos(S‘”— l)] dsy dsy+ -—“’f’ds; =o,
TS, A T TSy
el ainsi de suite.
35. II. Propriétés diverses. — 1° L'équation de la ligne de

striction axiale (53) se transformant en

i (7, — r7,) cos T cosT,

ds,

- ”’ 2 ’ 'I’ 2 ! — " " ! 4
Vrt cost Ty + 172 costT, — ary ), cosT) cos, cosT

il s’ensuit que, tandis que I'arc ds tourne autour du point M, le
point représentatif de M. Mannheim, c’est-a-dire, le point x de IK,
tel que Mx = v, et par conséquent tel que

, . v2
Ix =r'=yv¢sinw —,
To

décrit, en projection horizontale, la courbe
(%) r'sing = (1}, — r}) cosF| cosTy;
et comme, d’aatre part, on a aussi

d\

Ix = ds .
= Zi—‘:: Siuw = z’
on voit que le lieu obtenu de la sorte mesure, par ses rayons vec-
teurs successifs, la variation du paramétre de distribution des
plans centraux des pseudo-normalies MNM'N'.
2° Quant au point ¢ de IK, a partir duquel on apercoit con-
¥ " U .
stamment le segmenl focal, 1y — 1, sous un angle droit, on
trouve a l'aide des relations

r1=(rp,— &) (5= rp),

. . [ [ . ~, ~
&'sinT = ;7 sinT| cosT}, + p, sinT) cos T .
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dont la seconde n’est que la formule (54) transformée, on trouve,

dis-je, que le lieu que ce point décrit sur le plan horizontal est la
courbe

Q) r'2sin?3 = 1 (rp— )2 sin2J) sin2J,.

T N .
3° Lorsque I = 5 c’est-a-dire, dans le cas des surfaces, les

deux lieux (x) et (y)se transforment simultanément en la rosace
4 quatre branches,
r'= %(Rg—— B‘) sinzﬂ',.

4° Si I'on cherche, au moyen de la seconde des formules (63),
I’équation du conoide que décrit I'horizontale I;K; ( fig. 4) durant
q q 1 (Jtg- 4
la rotation de l'arc ds, on trouvera

2+ +ofncosT g2 [sin(3+i) 1 sin(3—1i) 1

2
i T . " g 7 ] E‘li -+ -n—”- .
4 rf, sin ¢ ry, sint ry,. g,

Le conoide décrit par ’horizontale I;K; peut s’en déduire en

. . ™
changeant f en 7 — ~.
2

Enfin, on peut remarquer que, lorsqu’il s’agit d’une surface, le
premier de ces deux lieux géoméiriques devient

‘32__*12. o S -+ coti I —_— ! XY 12
Z "R ‘(111 B/ TR
36. 1Il. Formule d’Hamilton. — Reprenons la valeur de 3

écrite plus haut. En annulant sa dérivée, on est conduit i résoudre
I’équation
cos(¥,—TF,) =o.

Cette équation fournit un maximum '

| correspondant a la di-

.3 T .. . . .
rection 5 — 7’ €t un minimum 5, correspondant a la direction
4

I = .. ..
S+ Donc ces valeurs limites correspondent aux plans princi-
4
paux NMA, et NMA,, ce que I'on savait déja par I’équation (55).
Du reste, ces valeurs maxima et minima, déduites de la valeur

v

générale de 7', vérifient le systéme

"

~ o — N
G+ 5y =1y, 1y

-

o LT

~ T Ay —_—
! 2 sinJ



— 77 —
Rappelant que on a aussi (n® 29)

on en conclut

=z} cos? [3’1 +§ (1-: —3)]

. 1 /7 . C ey
-+ %) sin? [3’1+ ;(; —3‘>] = 3 cos?® + z, sin20],

I'angle polaire 6, étant compté a partir du premier plan princi-
pal NMA,. C’est la formule d’Hamilton.
[l en résulte qu’on peut écrire ces relations nouvelles

I 1 I 1 T

p— .

= T R RT R S R LT T Twar
rsry,  RyR,,  Rizy  Rys, 'l

37. Comme complément, proposons-nous aussi de fixer les
traces horizontales des pseudo-normales limites, c’est-a-dire de
celles qui correspondent aux valeurs limites de z'.

En désignant par m, et m, les coefficients angulaires des rayons
vecteurs qui aboutissent & ces traces, un calcul divect donne d’a-

bord
r!l S
4fl ﬂ
=— 2L _——

m, ” ang(4 2>,
r” . .\

m,=——-,’,"cot (E—g)-
Th i 2

Il s’ensuit que ces quantités sont les racines de ’équation du se-
cond degré

non

A

Th "o
m—+ rg =o.
cosT S

Il’
rimt+ 2

On en déduit facilement, pour les angles que les deux rayons
vecteurs font soit entre eux, soit avec la trace du plan principal le
plus voisin,
o1y 1Y intS

7,77, sin
tang(my, my) = — —— L _ =

g(my, ms) (rh—Trp)? cosT ’

tang(my, Ay) _ tang(Ay, my) _ tangd
7 = 7 == —) 7
3 3y %(rf’— %)

ce qu’on peut vérifier directement par des considérations géomé-
triques analogues a celles du n* 9.
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38. IV. Formule de Kummer. — Son extension. — Considé-
rons les deux plans normaux NMH; et NMT; dont il a été question
au n° 12. Ces plans interceptent sur la pseudo-normale M'N
(fig- 4) un segment K;K; dont la projection sur MN est I1;.

Soient §;'et {j les deux segments partiels (le premier positif et le
second négatif, tant que I'angle donné ¢ satisfait 4 la condition
©-+(> 1;) » suivant lesquels le plan horizontal T,MT, coupe le

segment total. Il s’agit d’évaluer §; et §; en fonction de I'angle
constant ¢ et des valeurs maxima et minima que prennent ces
deux segments partiels, lorsque MM’ ou ds tourne autour du
-point M.

C’est, au fond, I'étude de l'intervalle compris entre les deux co-
noides co-segmentaires, que nous avons fait connaitre dans la
quatri¢éme des propriétés signalées au n° 35, qu'il s’agit d'opérer
sommairement.

A cet effet, nous partirons successivement de chacune des
équations (63).

1°On a d’abord

sin sing = s___in(3: + i)sinS',— S—*in(s‘,,’_i)sinﬁ,.
& h Th
h

Différentiant, on trouve que les valeurs limites de 7
i

correspon-
dent & I’équation
sin(ﬁ'l— 33—!— i) =o0,

c’est-a-dire aux angles 3, — 4+ i=o et I — 4+ i=mn.
I

. I . o« . 1 . .
Soient ; et -; le maximum et le minimum de =, il vient .
Y

[N ¢
sing . o _ sin?3(F+10)  sin(T—1i)
’ b " 0] b
4 Ty, T,
sini . costi(F+¢ cos?i(F—1i
—- siny = — 2(‘/, ) + ’(,,, )5
i ry, A

d’ott 'on tire

1 costi(T—1i)  sin(F—1)
- = 7 -+ 7 ’
s 4] i

1 _cos*-‘,-(3'+i)+sin1§(3+i)

"

7 ,y", gy {
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2
les produits et les puissances des lignes trigonométriques par les
sommes (algébriques) qui leur sont équivalentes, on aura, aprés
réduction,

Substituant dans 'expression de -, en ayant soin de remplacer

[T 4 i

Mais, si 'on prend la trace MA, pour axe polaire, on a

sl=ei“i<g_s)’

I/n . . I /m .
cos? [0,—— - (— — 1.)] sin? [0,— - (— — z)]
I _ 2 2 + 2\2 .
4, 4] ;
C’est la célebre formule de Kummer sur les segments relalifs au
rayon axial d’une congruence élémentaire.

2° Considérons, en second lieu, la premiére des équations (63)

1 cos?[F — (T —1)] " sin?[ 2 — H(& — )]

donc

cost . cos(Jy+ 1
sind = .._("_"_.2

sin Iy + 00s(Ja—¢) 3,,’_ 9

sin 1.
9 T, Th

Ici les valeurs limites de ~ dépendent de I'équalion

&

cos(Iy— T3+ i) =o,

Y : . ki1 . . .
c’est-a-dire des angles 3, — Jy+i== 3’ directions perpendi-
culaires a celles trouvées dans le premier cas.

, . I . . I . 1
En désignant par 7 le minimum et par 7 le maximum de 7 et
J J J
substituant inversement, si I'on veut, les sommes algébriques aux
produits, on-trouve

3 l-—sin(S—-i)+ 1+ sin(J — i)
)

;"f: 4 4]
2 14+sin(T+i) 1—sin(I 1)
- = 7 -+ 7 ’
r'fy CJ Cj
d’ott
. cr)s’[&‘,—-'—("—t +3‘—-i)] sin1[3,—l(f +3’—z>]
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et, finalement,

., 0 i

sin2| 0y + -) cos?( 0+ —

_ 2/ 2/
& 9 Y

Clest la formule complémentaire de celle de Kummer, qui n’avait
pas encore été remarquée, croyons-nous.

39. 1l ne sera pas inutile de montrer, en terminant, comment
on pourrait parvenir aux mémes résultats en prenant comme point
de départ la formule (58), savoir :

(l——é—z) dn:m(l——é)d&.

11 suffit d’observer pour le premier cas, par exemple, que d§ et
dn ne différant pas des coordonnées horizontales de 'extrémité K;
de I;K;, on doit avoir

_dsy _sin3y dn _ sin(J+10)
“ ds;  sing,’ & " sin(J;— 1)

Faisant, aprés cela, {=1{;, {,=r}, et {y=1r}, afin de prendre

pour plans des coordonnées les plans focaux, on retombera sur la

seconde des formules (63).

Pour le second cas, il faudra remplacer ¢ par i — g dans le rap-
d v " R
port d~g » poser {={j avec §, =r}, et {;=1%, et ces hypothéses,

introduites dans I'équation (58), feront obtenir la premieére des
formules (63). Les calculs s’achéveront ensuite comme précé-
demment.
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