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Sur certaines suites de fractions irréductibles;
par M. Maiurice p'Ocacne.

(Séance du 7 avril 1886.)

Soit

I T TR
(bt’bz‘ba’ ’bm, )
une suite de fractions proprement dites, irréductibles, rangées par
ordre de grandeur croissante, et telles que, pour toute valeur de
I'indice m, on ait

bm+aa, <N,
@ étant un entier positif, nul ou négatif, N un entier positif. Nous

supposons d’ailleurs que %: est la plus petite des fractions satis-

faisant a la condition requise.
Nous représenterons une telle suite par la notation £ («. N), ct
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nous dirons que « est la caractéristique et N la base de la suite
considérée. Lorsque la caractéristique est nulle, on retombe sur
- les suites dites de Farey, étudiées par Cauchy (Bulletin des
Sciences, 1816), et M. Stouvenel (Journal de Liouville, t. V,
1840). .

M. Halphen, dans une remarquable étude sur ce sujet (Bulletin
de la Société mathématique de France, 1877), a fait connaitre
une classe étendue de suites de nombres commensurables jouis-
sant de la propriété démontrée par Cauchy pour les suites de
Farey, a savoir que le numérateur de la différence de deux
Jractions consécutives est égal a lunité, d’ou I'on déduit que

(1) Am _ Am—1 + Cm+
om bm—1+ b

En particulier, les suites S, ci-dessus définies, jouissent de cette
propriété. Nous avons déduit de 13, au sujet de ces suites 9, un
certain nombre de remarques dont nous allons énoncer les prin-
cipales (1).

La propriété (1) permet d’abord de trouver la loi d’enchainement
des termes successifs de la suite $(«, N). Cette loi est contenue
dans les formules suivantes :

ay =1, as=1;
by=N—a, by=N—a—1;
an=Aam_1—am_s

bm = )\bm—l — b

) (N —+ b+ aa,,,_g‘),
bm_y+ 2y

E(z) représentant, suivant l'usage, la partie entiére de la quan-
tité 2. Mais j’ai remarqué que la connaissance d’une suite de
caractéristique nulle 8 (o, N) entratne la connaissance mmmi-
piATE de toutes les suites de méme base B (a, N). Ventends par
1a que 'on peut, connaissant la suite (o, N), écrire immédiate-
ment un termé de rang quelconque de la suite §(a, N), ce qui
dispense des longs calculs qui résulteraient de I'application des
formules précédentes.

(*) Nous renvoyons les lecteurs qui voudraient prendre connaissanee de nos
démonstrations au Mémoire d’ott ces remarques sont extraites. Ce Mémoire pa-
rattra cette annéc dans les Annales de la Societe scientifique de Bruxelles,
recueil que notre Société recoit, bien qu’il ait été omis, par mégarde, sur la liste
des échanges placée au commencement du présent Volume.
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J’ai, en effet, démontré le théoréme suivant :

Am

Tutorime I. — Si le mééme terme de la suite $(o, N) est T
m
le miéme terme de la suite B (o, N) est —m .

bp —aap

Ainsi, de la suite §(o, 9), qui est

Tornofnaroa1 323 g
9 8 7 6 5 9 4 7 3 8 5 7 9 2
5435253745673
9-7 583 7 495 6 7 89
on déduit immédiatement
I 1 1 1 1 2 1 2 1 3 2 3 4
5(1,9)ceennnnn 8§ 5635373333373
I 1 1 1 12 1 2
5(2,9) ........ —7_63233-2__3-
. I 11 1 v 2
5(3,9) 0c.nnn. 8§ 535333
. I 11 1
5(4,9)ceeennnn 573 5
-~ I 1 1
5(5,9)..... 7033
< I I
5(6,9)c..unnn. 3 5
I
5(7,9) ceennnn 3

Lorsque la caractéristique a est négative, auquel cas nous met-
trons son signe en évidence en posant « = — f3, le théoréme I-a
besoin d’étre complété. En effet, une suite £ (— B3, N) a un nombre
illimité de termes. A cet égard, j'ai démontré les théorémes sui-
vants :

Tutorime 1. — Si la suite 8(o, N) se compose de p —1

termes, le piéme terme de la suite S(— B, N) est égal a ‘T_',—_—‘

Tutonime IIl. — p étant le rang du terme —— dans la suite
B+1
5(—B,N), le terme qui, dans cette suite, occupe le pi™e rang
) bm—(p_l)am )
(3 -+ l)bm - ﬁzam

Y . A ¢ N
aprés un terme quelconque 3> est égal &
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. .a . .o
Corollaire. — Si " est le terme qui occupe le pi™ rang
blr1+p )
a
aprés le terme 4™, on a
m

bm+p— Bam-i-p =bp— Balw

Les théorémes I et II font connaitre immédiatement les p pre-
miers termes de la suite & (— B, N). Le théoréme III permet de
déduire, sans calcul, de ces p premiers termes, les groupes suc-
cessifs de p termes de cette suite illimitée.

Représentant par @(1,N) le nombre des termes de la suite
B (a, N), lorsque a n’est pas négatif, on voit immédiatement que,
si o( k) représente, suivant I'usage, le nombre des entiers non su-
périeurs a I'entier £ et premiers avec lui, on a

k=N
(a) (o, N) = Y (k).
k=2
J’ai démontré aussi la formule, moins facile a obtenir,
k=N—oa-+1
(b) GMM=§22MM

En vertu du théoréme II et de la formule (@), on voit que le
nombre p, pour une suite 4 caractéristique négative et de base N,
est donné par la formule

k=N
(e) p= 9k
k=1

Les théorémes précédents recoivent une interprétation géomé-

. . - . , . a
trique fort simple, si I'on convient de représenter la fraction  par
le point dont les coordonnées rectangulaires sont

.z'=b, y =a.

Dans ce systéme de représentation; toutes les fractions propre-
ment dites sont données par les sommets d'un réseau a mailles
carrées, compris entre I'axe Oz et la bissectrice de ’angle z0y .
Le point représentatif de toute fraction irréductible est tel que le
segment de droite, qui unit ce point & I'originé, ne contient aucun
autre sommet du réseau.
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Imposer & une fraction % une certaine condition, telle que
f(a, b)<N,

c’est astreindre le point représentatif de cette fraction 4 se trouver
dans une certaine région du plan, limitée par I'axe Oz, la bissec-
trice de I'angle Oy et la courbe dont Iéquation est

f(x!y)_'N=07

ce point représentatif pouvant d’ailleurs se trouver sur cette courbe
elle-méme. Dans le cas des suites 5, auquel se rapporte la présente
Note, cette courbe est une droite. Ranger les fractions irréduc-
tibles qui répondent & la condition requise par ordre de grandeur
croissante, cela revient a prendre ces fractions dans I'ordre ou leurs
points représentatifs sont successivement atteints par une droite
pivotant autour de I'origine O, dans le sens de Ox vers Oy.

La propriété fondamentale liant deux fractions consécutives

A . , . L.
=L et %i"—, dont les points représentatifs seront désignés par
m

bm—1
A,._i et Ay, propriété qui s’exprime par I'égalité

Ambmy— Amr by =1,

se traduit géométriquement comme suit : La surface du triangle
1

ALA,_ O est égale a 3.

Le théoréme I conduit 4 'énoncé géométrique que voici :

Les points représentatifs des termes de méme rang, dans
toutes les suites de méme base, sont réguliérement espacés sur
une paralléle a l'axe Ox; Uéquidistance de ces points com-
prend autant de divisions qu’il y en a entre cette paralléle et
laze Oz.

Quant au corollaire du théoréme III, il se traduit ainsi :

1 . .

p étant le rang du terme g dans la suite $(—B, N), st
Uon prend, dans cette suite, tous les termes de p en p, a partir
d’un terme quelconque, les points représentatifs de ces termes
sont régulierement espacés sur une droite dont le coefficient
. ’ [N ¢

angulaire est égal a g

XIV.
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