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Sur U'équation indéterminée z*+ y*= z3;
par M. R. Perrin.

(Séance du 6 mai 1885.)

1. On sait que Fermat a annoncé'impossibilité de décomposer
un cube cn deux autres cubes, et généralement une puissance
quelconque en deux puissances du méme nom, au-dessus de la se-
conde; mais que cette impossibilité n’a été démontrée jusqu’ici
que pour les puissances dont 'indice est un multiple de 4 (*). Je
me propose de montrer, pour le cas particulier du cube, que si
I'on peut déterminer une solution, en nombres entiers et pre-
miers entre eux (on peut se borner a considérer les solutions de
cette nature ), de I'équation

(1) 734 y3 = 33,

on cn déduira immédiatement une séric indéfinie d’autres solu-
tions, toujours en nombres entiers et premiers entre eux, toutes
différentes entre elles ; chaque solution de cette série comprend
en effet, surles trois entiers qui la constituent, un entier au moins
égal atrois fois le produit des trois entiers constituant la solution
immédiatement précédente; et la série peut ainsi étre considérée
comme fournissant des solutions indéfiniment croissantes.

2. Pour arriver a ces résultats de la maniére la plus simple, je

(*) Le théoréme de Fermat a été démontré pour un trés grand nombre d’indices
premiers impairs et en particulier pour l'indice 3. Nous insérons néanmoins ’ana-
lyse de M. Perriy, dont on peut se servir pour simplifier la démonstration de
cette impossibilité. (Note de la Rédaction.)
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partirai de I'identité
(2) (a+b+cP=ad+ b3+ c3+3(a+ b)(b+c)(c+a),

a laquelle satisfont trois quantités quelconques a, b, c. Si I'on
suppose que a, b, ¢ soient trois entiers, positifs ou négatifs, sa-
tisfaisant & I'équation (1) mise sous la forme symétrique

(3) a’+ b3+ c3=o,
ils satisferont donc par cela méme & I'équation
(%) (a+b+cP=3(a+b)(b+c)(c+a);

et réciproquement, les équations (3) et (4) sont entiérement équi-
valentes. Si de plus on suppose «, b, ¢ premiers entre
cux, il en sera de méme de @ 4+ b, b + ¢, ¢ + a : car tout fac-
teur premier de a + b, par exemple, divise @ + b + c et par suite
c en vertu de (4); s’il divisait encore b + ¢ ou ¢ + a, il diviserait
h ou a en méme temps que c, ce qui est contraire & I’hypothése.
Dés lors, a-+ b, b+ ¢, ¢+ a doivent étre des cubes parfaits, abs-
traction faite des puissances de 3; et si I'on désigne par o, B, y
trois entiers premiers entre eux et avec 3, et par n un entier
positif au moins égal a 1, 'équation (4) ne peut étre satisfaite
qu’a la condition de poser

a—+ b =33n-143,

(5) b+ c=ad,
¢+ a=§3;

d’ou

(6) a+ b+ c=3nafy.

a, 3, y seront donc liés par I’équation de condition
(7) ad 4 B34 33n-1y3— 9 37afy = o,
et a, b, ¢ auront pour expressions, en fonction de «, §, v,

a= a(3an_a2)1
(8) b =B(3ray —f2),
c = 3"‘(((1{3—— 32n—1y2),

Trouver trois entiers @, b, ¢ premiers entre eux satisfaisant a I'équa-
tion (3) revient donc a trouver trois entiers «, (3, y premiers
entre eux et avec 3, satisfaisant a I'équation (7).
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3. Posons maintenant

ay bi = 9a3b3c$’
(9) bi+ ¢y = (a2b + b2c + cta)’,
i+ ay=(a%c +c?b+ bra).

Je dis qu’on aurd
(10) (ay+ b+ c 3= 3(a;+ by)(b1+¢y) (e + ay),
ct, par suite,
(11) a} + b} +c} =o.
En effet, la relation (10) revient, en vertu de (g), a celle-ci

[ga3b3cd3+ (a2b + b2c+ c?a)®+ (a%c + c2b + bta)’]?
= 8.27a3b3¢c3(a?b + b2c + cta)¥(a%c + c2b + b2a),

c’est-a-dire a

ga3bicd+ (a?b + b2c + cta)®+ (atc + ctb+ b2a)?
= 6abc(a?b + b2c + cta)(ac + ctb+ b2a),

laquelle se vérifie immédiatement, en développant el tenant
compte de (3).
D’ailleurs I’équation (10) donne, en tenant compte de (9),

a;+ by+ ¢y = 3abc(ab + bic + c2a)(alc + ctb + b2a)
et, par suite, a,, by, ¢, ont respectivement pour valeurs

ay=3abc(a3b3+ b3c3+ c3ad+ 3a?b2e?) — (a?b + bic+ cta)?,
(12) § by=3abc(a3b3+ b3c3+ c3ad+ 3a2b2c?) — (atc + ctb + b2a),
? ¢y = 3abe(ad b3+ b3c3+ c3ad),

@y, by, ¢y sont premiers entre eux. En effet, puisque ¢ admet le
facteur 3 4 la puissance n, et que a et b ne 'admettent pas, c,
I'admettra a la puissance n + 1; mais a, et b, ne I'admettront pas,
comme on le voit & I'inspection des formules (12). Soit ensuite
un facteur premier, autre que 3, commun & @, et ¢, par exemple;
il divisera aussi b, en vertu de (1 1), donc aussi @, + b,, donc aussi
a, b, ou c en vertu de la premiére des équations (g). Divisant
a, et a, par exemple, il devra diviser a?b + b%c + c*a en vertu
de la premiére des équations (12), c’est-a-dire b2c, c’est-a-dire
b ouc en méme temps que @, ce qui est contraire a ’hypothése.
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Donc enfin a,, D, ¢, fournissent une seconde solution en nom-
bres entiers et premiers entre eux de 'équation (3). D’ailleurs ¢,
étant au moins égal, en valeur absolue, & 3 abe, cette solution est
essentiellement distincte de la premiére.

En opérant sur a,, b,,c, comme il a été fait sur a, b, c, on ob-
tiendra évidemmment une trqisiéme solution, distincte des deux
premiéres, et ainsi de suite indéfiniment, ce qui est bien le résultat
annoncé.

On peut remarquer que, sil’on veut introduire pour la seconde
solution (@, by, ¢,) des quantités a,, 3, v, analogues aux quantités
a, B, Y, considérées pour la premiére, on aura les groupes de rela-
tions

‘ 1 = atb + b2c+ cta,
(13) ) B1=atc+c*b + bla,

s

ay + bl = 3"+2“{?,
(14) ?b:—i—m:a )
c.+a,=ﬁ 5

’

—co O

a; =2, (318, y,— 2}),

(15) ¢ by = By(3n+tayy, — B1),
¢y = 3n+1y (B — 32+1y3),

et enfin, entre =,, 34, 14, la relation de condition
(16) a3 + B3 + 33r+2y3 — o . 3n+1q, By, = o,

qui correspond a (7) et n’en différe que par le changement de »
en n -+ 1. Chacune des solutions successives répond donc a une
valeur de ’exposant n plus élevée d’'unc unité.



