Bulletin

de la SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

SUR LA PERSISTANCE DES
COURBES INVARIANTES POUR
LES DYNAMIQUES HOLOMORPHES
FIBREES LISSES

Mario Ponce

Tome 138
Fascicule 2

2010

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

Publi¢ avec le concours du Centre national de la recherche scientilque
pages 153-180




Bull. Soc. math. France
138 (2), 2010, p. 153-180

SUR LA PERSISTANCE DES COURBES INVARIANTES POUR
LES DYNAMIQUES HOLOMORPHES FIBREES LISSES

PAR MARIO PONCE

REsuME. — En s’appuyant sur un théoréme des fonctions implicites de Hamilton,
nous montrons la persistance d’une courbe invariante indifférente pour une dynamique
holomorphe fibrée de classe C*°. Une condition diophantienne sur la paire de nombres
de rotation est demandée. On montre également que cette condition est optimale.

ABSTRACT (On the persistence of invariant curves for smooth fibred holomorphic dy-
namics)

‘We establish the persistence of an invariant curve for a smooth fibered holomor-
phic dynamical system, provided that a diophantine condition for the pair of rotation
numbers holds. We also show that this diophantine condition is optimal. Our proof
relies on Hamilton’s implicit function Theorem.

1. Introduction

La théorie des systémes dynamiques unidimensionnels est loin d’étre un
champ épuisé. Cependant, au moins deux types de telles dynamiques peuvent
étre considérés comme étant bien compris. Il s’agit de la théorie des homéo-
morphismes positifs du cercle (une dimension réelle, voir par exemple [8], [32])

Texte regu le 9 octobre 2007, révisé le 12 mai 2008 et le 11 juillet 2008, accepté le 12 aodt
2008

Mario PonNcE, Pontificia Universidad Catélica de Chile
Classification mathématique par sujets (2000). — 37F50, 37J40.

Mots clefs. — Dynamique holomorphe fibrée, condition diophantienne, courbes invariantes.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 0037-9484/2010/153/% 5.00
© Société Mathématique de France



154 M. PONCE

et la dynamique semi-locale des germes holomorphes irrationnellement indiffé-
rents qui fixent l'origine du plan complexe (une dimension complexe, voir par
exemple [4], [31]). On dit que de telles dynamiques, dont le comportement des
orbites est contrélé par un nombre réel qu’on appelle le nombre de rotation, sont
de type elliptique (récurrentes, conservatives). On sait que lorsque ce nombre
de rotation vérifie une certaine hypothése arithmétique alors la dynamique est
plutot simple (peu de mesures invariantes, conjuguée a une dynamique linéaire,
etc.). Par contre, lorsqu’il s’agit de dynamiques d’allure elliptique en dimen-
sion supérieure la théorie est beaucoup moins développée. Dans ce travail, nous
présentons des résultats pour une classe de systémes dynamiques qui ont une
allure elliptique, qui ne sont pas unidimensionnels et qu’on peut considérer
comme étant de dimension intermédiaire. Ces objets sont une généralisation
non triviale des germes holomorphes. Définissons alors nos objets d’étude : soit
« un nombre irrationnel et soit U C C un ouvert simplement connexe du plan
complexe. Nous considérons des transformations fibrées de la forme

F:T'xU—T!'xC
(0,2) — (0 +a, f(6,2)),

ot T! est le cercle R/Z et pour tout § € T' la fonction f(4,:) : U — C
est une fonction univalente (holomorphe et injective). Nous appelons une telle
transformation F' une dynamique holomorphe fibrée au dessus du cercle et la
noterons désormais dhf. Dans ce travail nous allons traiter avec des dhf qui
sont de classe C*°, dites dhf lisses.

Ce type de transformations s’inscrit dans le cadre plus général des produits
croisés (skew-products). Les produits croisés engendrés par des dynamiques
qui sont bien comprises ont attiré un grand intérét ces derniéres années car
d’une part ils présentent des phénoménes nouveaux (voir [10], [30], etc.), et
d’autre part, ils représentent un état intermédiaire entre les dynamiques uni-
dimensionnelles et les dynamiques de dimension supérieure. Dans le cas des
deux types de dynamiques elliptiques unidimensionnelles citées ci-dessus, la
théorie la mieux développée est celle des homéomorphismes du cercle fibré au
dessus d’une rotation irrationnelle. L’article de M. Herman [10] pose les bases
de I’étude des homéomorphismes fibrés en définissant le nombre de rotation
fibré. Plus récemment, cette étude a été relancée notamment par les travaux
de G.Keller, T. Jager et J. Stark (voir [29], [13]), qui ont établi en particulier
une classification a la Poincaré de telles dynamiques basée sur les propriétés
des nombres de rotation associés et ’existence de courbes invariantes. Dans sa
thése de doctorat, O. Sester [27] (voir aussi [28]) a étudié la dynamique des
polyndémes fibrés, en généralisant les notions classiques d’ensemble de Julia,
fonction de Green et de la cardioide principale de I’ensemble de Mandelbrot
dans ’espace de paramétres. Les travaux de M. Jonsson (voir [15], [16]) sont
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aussi une référence importante sur la dynamique fibrée des transformations
rationnelles. La réductibilité des cocycles quasipériodiques est un important
sujet d’étude qui doit étre considéré au moment de regarder les dynamiques
fibrées au dessus d’une rotation irrationnelle (voir par exemple [19], [1]). En
fait, R.Johnson and J.Moser [14]| ont défini un nombre de rotation fibré pour
Popérateur de Schrédinger quasipériodique.

Il y a encore une autre raison pour laquelle les dhf présentent un intérét
d’étude. Le probléme qui nous traitons dans ce travail présente des caractéris-
tiques trés similaires & celles du probléme bien connu de Melnikov (voir [22],
[6], [3]). La persistance des tores invariants de dimension non-maximale pour
les dynamiques hamiltoniennes présente au niveau infinitésimal (et a posteriori
au niveau arithmétique) les mémes ingrédients que la persistance des courbes
invariantes pour les dhf.

La notion de point fixe ou de point périodique pour une transformation fibrée
au dessus d’une rotation minimale n’a aucun sens (car « est un nombre irra-
tionnel). L’extension naturelle de ce concept dans notre cadre est celle d’une
courbe u : T! — C invariante, c’est-a-dire une courbe de classe C*° qui satisfait
I’équation
F(0,u(0) = (0 + o, u(6 + «))

pour tout € T', ou de facon équivalente f(9,u(9)) = u(f + «). Ces objets
jouent le role d’un centre autour duquel la dynamique de F' s’organise, en géné-
ralisant le role d’un point fixe pour la dynamique locale d’un germe holomorphe
g:(C,0) — (C,0). En fait, dans [23] 'auteur étudie la dynamique locale autour
d’une courbe invariante et montre un théoréme de Siegel dans ce contexte.

Nous nous intéressons & ’existence d’une telle courbe invariante. Comme le
nombre de rotation transversal (cf. définition 5) contrdle la dynamique locale,
nous nous concentrons sur l’existence des courbes invariantes indifférentes avec
un nombre de rotation transversal fixé. Dans ce travail nous traitons le probléme
de la persistance des courbes, sous des petites perturbations sur la dynamique.
Nous obtenons un résultat du type KAM qui montre que la persistance a lieu
sous certaines hypothéses arithmétiques sur la paire des nombres de rotation
associée. Ainsi, le probléme est un probléme de petits diviseurs. Dans la classe
analytique, nous pouvons obtenir des résultats beaucoup plus intéressants. En
fait, dans [24] 'auteur montre que la persistance a lieu sous une hypothése plus
faible & la Brjuno sur la paire de nombres de rotation.

Remerciements. — Ce travail fait partie de la Thése de Doctorat de 'auteur,
préparée au sein du Laboratoire de Mathématiques d’Orsay. L’auteur voudrait
remercier Jean-Christophe Yoccoz par sa direction et soutien constant, et re-
mercie aussi Raphagl Krikorian pour ses corrections et suggestions. Cet article a
été préparé pendant un séjour post-doctoral & I’Universidad Catoélica de Chile,
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2. Conditions arithmétiques et I’équation linéarisée

Dans cette section nous allons d’abord rappeler quelques définitions clas-
siques sur les conditions arithmétiques. Nous allons introduire des conditions
arithmétiques adaptées aux problémes de ce travail et nous traiterons aussi des
équations linéaires dites cohomologiques qui font appel a ces conditions.

2.1. Conditions arithmétiques. — Soit z un nombre réel. On pose ||z| =
minyez |z — p| la distance au plus proche entier (ou bien la distance & lorigine
0 dans T! mesurée sur le cercle).

2.1.1. Conditions arithmétiques sur un nombre réel. — Un traitement plus
complet peut se trouver dans plusieurs textes, dont [20], [5], [25]. Soient ¢ > 0,
7 > 0. Nous définissons les ensembles de nombres réels suivants

CD(e,7) = {@ € T'\Q | YN >1 |Naf > v&=}
CD(r) = UecsoCD(c, 7)
CD =Ur>o0 CD(r1).

Si a appartient & CD on dit que « vérifie une condition diophantienne. Pour
tout 7 > 0 I’ensemble CID(7) est de mesure pleine au sens de Lebesgue. D’autre
part, les ensembles CD(7) peuvent s’écrire comme une union dénombrable d’en-
sembles fermés et d’intérieur vide, ce qui implique que ces ensembles sont petits
du point de vue de la topologie (catégorie de Baire).

2.1.2. Conditions arithmétiques sur une paire. — Soient «,3 des nombres
réels. Soient ¢ > 0,7 > 0. Nous définissons les ensembles suivants

CDi(c,7) = {(,B) ET* xT' | € CD et YN € Z |[Na— | > 55}
CD1(7) = Ueso CD1(c; 7)
CD, = Ur>0 CD1(7).

Soit o € CD. L’ensemble CDJ(c,7) est I’ensemble de tous les § tels que la
paire (a, 3) appartient & CD (¢, 7). De fagon analogue on définit CD{ (1), CDY.
Pour tout 7 > 0 l’ensemble CDT(7) est de mesure pleine. De plus, ’ensemble
CDf (¢, ) est un fermé d’intérieur vide. Les ensembles CD{ (1), CDY s’écrivent
comme réunions dénombrables d’ensembles du type CDY (¢, 7), et donc, ils sont
maigres, en particulier leur complémentaire est dense dans le cercle.
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2.2, Equation linéarisée. — Dans cette section nous allons rappeler des faits
bien connus sur ’équation cohomologique, nous renvoyons le lecteur aux textes
[8], [17]. Soit a dans R\ Q. Soit ¢ : T* — C une fonction de classe C*
de moyenne f,ﬂ,l ¢(0)df nulle pour la mesure de Lebesgue df du cercle. Nous

cherchons une solution ¢ : T — C de classe C* a 'équation cohomologique
classique

(1) P(0+a) —¢(0) = 6(0).

Notons que la condition sur la moyenne de ¢ est nécessaire. Une éventuelle
solution ne sera pas unique, puisque en ajoutant une constante nous obtenons
d’autres solutions. Cependant, deux solutions & cette équation différent seule-
ment d’une constante. La série de Fourier de ¢

F(p)(0) = Z Qg(n)eZWina’ Q?)(n) _ /1 ¢(0)e—2m‘n9d9

neZ\{0} T

coincide avec ¢ (on a convergence uniforme de toutes les dérivées). Soit ¢ une
solution de classe C*° & I’équation (1). On a donc

g(z/)ORa —’lﬁ) = g(¢)
b(n) (¥ — 1) = ¢(n)

pour tout n € Z\ {0}. Ceci nous suggére (et oblige) a définir une solution par
la formule

® W)= 3 Gl

1
nezZ\{0}

Notons que la valeur de la moyenne le ¥(0)d0 n’est pas fixée a priori et nous
choisissons la normalisation ’QZJ(O) = 0. Méme si ¢ est de classe C*°, et donc
ses coefficients de Fourier décroissent convenablement, la présence du facteur
(62””0‘ — 1)71, qui peut devenir trés grand si na s’approche d’un entier, peut

faire que cette série ne corresponde pas a celle d’une fonction de classe C'*°.
Plus précisément on a I'inégalité

4||na| < |e2’rma — 1| < 2r[ne.
On voit ainsi que les conditions arithmétiques de o apparaissent dans la dis-

cussion.

PROPOSITION 2.1. — Si a € CD et ¢ est de classe C> alors la série (2)
définit une solution de classe C*° & léquation (1). Si oo ¢ CD alors il existe ¢
de classe C™ telle que la série (2) n’est méme pas une distribution.
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Soit 3 € R et soit ¢ : T — C une fonction de classe C*. Dans ce travail
nous devront considérer I’équation cohomologique tordue elliptiquement

3) D0+ o) = TP(9) = $(6).

En appliquant la méthode des séries de Fourier nous obtenons la série

~ n .
(4) P(0) = Z %emm_
neZ

Nous voyons que cette fois les petits diviseurs qui apparaissent sont de la forme
|lna — 8|, et ainsi les conditions arithmétiques sur la paire («, 8) entrent dans
la discussion. Notons cependant que si la paire (a, 3) est rationnellement indé-
pendante, la série (4) définit tous les coefficients de Fourier de la solution (ce
qui ne se passait pas dans le cas de ’équation cohomologique classique pour le
coefficient d’ordre 0).

PROPOSITION 2.2. — Si (a, ) € CD; et ¢ est de classe C™ alors la série (4)
définit une solution de classe C™ & Uéquation (3). Si 8 ¢ CDY alors il existe
qg de classe C* telle que la série (4) n’est méme pas une distribution. De plus,
étant donnés € > 0,7 € N on peut choisird; de fagon que sa taille C" soit plus
petite que €.

REMARQUE 2.3. — Cette proposition reste encore valable méme si a n’appar-
tient pas a CD.

3. Définitions et présentation du probléme

Dans ce travail nous allons supposer que les dhf ainsi que les courbes in-
variantes sont toujours de classe C*°. Une courbe invariante u : T' — C est
indifférente si

/ log |(9zf(¢9,u(¢9)) |d0 =0.
T1

Notons que les fonctions f(6,-) sont injectives et 9,f(6,-) ne s’annule donc
pas. Nous traiterons la persistance des courbes indifférentes de degré nul, c’est-
a-dire, les courbes invariantes indifférentes pour lesquelles on a I’hypothése
suivante : le degré topologique de ’application

6 — 0.f(6,u(0))

est nul. De fagon équivalente, ’application ci-dessus est homotope & une
constante dans C \ {0}. Notons que dans ce cas I'application log 0, f (6, u(9))
est bien définie, mod 2.

TOME 138 — 2010 — N° 2



SUR LA PERSISTANCE DES COURBES INVARIANTES 159

3.1. Le nombre de rotation transversal. — A une courbe invariante indifférente
de degré nul nous associons un nombre qui mesure la vitesse moyenne d’enrou-
lement des orbites proches autour de la courbe invariante :

(5) oir(u) = %/ log 8zf(0,u(0))d0.

™ JT1
Cette quantité est bien définie mod 1 et nous ’appelons le nombre de rotation
transversal. Par exemple, la dhf donné par F(6,z) = (0 + a, e*™#2) avec § un
nombre réel dans Uinterval [0,1), est la plus simple mais pas la moins intéres-
sante. La courbe u = {z = 0}y est lisse, invariante, de degré nul, indifférente

et Qtr(u) = /8

3.2. Forme normale. — Soit F' une dynamique holomorphe fibrée avec une
courbe invariante {uo(0)}eet: indifférente de classe C*°, de degré nul et
otr(up) = B € R. Supposons que nous pouvons résoudre ’équation cohomolo-
gique
u1(0+a) 5

6 ————e“™" =0, f(0,up(f

avec u; une fonction & valeurs dans C, qui ne s’annule pas, de degré nul et de
classe C'*°. En faisant le changement de coordonnées

H(0,2) = (0,u0(9) + ul(G)z)

nous obtiendrons une forme normale pour F, F = Ho Fo H™1!,

(6, 2) N (0 + a, ™z + p(8, 2)),

ot la fonction p(0, z) est définie dans le produit du cercle par un voisinage de
Porigine complexe, est de classe C™ et s’annule jusqu’a l'ordre 2 en z = 0.
On verra que I’équation (6) peut étre résolue sous une hypothése arithmétique
diophantienne sur le nombre « (cf. section 2).

La discussion précédente nous permet donc de dire que la dynamique ho-
lomorphe fibrée autour d’une courbe invariante peut étre vue, a la résolu-
tion d’une équation cohomologique prés, comme une dynamique fibrée par des
germes holomorphes qui fixent ’origine, avec un nombre de rotation bien pré-
cis, au dessus d’une rotation irrationnelle du cercle. Dans ce travail cela sera le
cas, on supposera « € CD.

3.3. Petites perturbations. — Ce travail est consacré a ’étude de la persistance
d’une courbe invariante u (lisse, de degré nul et indifférente), sous des petites
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perturbations sur la dynamique. D’aprés la discussion précédente, sous ’hypo-
thése diophantienne sur a, nous disons que F' est une petite perturbation de F'
autour de la courbe si, dans les coordonnées de H, la transformation F' s’écrit

(6,2) > (04, 50(6) + (51(6) + 72 ()z 4 (6, 2)

avec po,p1 : Tt — C des fonctions de classe C™ de taille petite (dans une
topologie adéquate), et avec 5(6, -) holomorphe dans un disque D,., r > 0, s’an-
nulant & lordre 2 en z = 0. La taille de § est comparable & la taille de p (dans
un sens & préciser). Ces hypothéses de proximité entre la perturbation et la
transformation originale seront bien précisées dans I’énoncé du théoréme prin-
cipal. Notons que nous considérons des perturbations qui changent seulement
la partie holomorphe des dynamiques. Le nombre de rotation sur la base «a est
donc fixé.

3.4. Familles a un paramétre. — Dans les résultats de type KAM, une pertur-
bation sur une dynamique elliptique donne lieu aussi & une perturbation sur les
fréquences concernées, qui sont les valeurs controlant la dynamique. Donc, nous
ne pouvons pas espérer obtenir les mémes phénoménes dynamiques que dans
la situation non perturbée. Pour obtenir une persistance de ces phénoménes
on introduit une famille de perturbations & 1 paramétre qui cherche & corriger
les fréquences par rapport & la valeur originale, et & pouvoir ainsi se référer a
un modéle avec des bonnes fréquences (en général les fréquences de référence
vérifient une hypothése arithmétique). De cette fagon on montre que, quitte a
corriger les fréquences, plusieurs propriétés dynamiques sont persistantes (li-
néarisation, existence d’objets invariants, etc.). On dit que la persistance est
en co-dimension 1 (voir [2]).

Dans notre travail nous perturbons seulement la partie holomorphe de la
transformation. Donc la fréquence correspond au nombre de rotation transver-
sal, qui est une donnée de 1 dimension complexe. Soit F' une fhd et u une courbe
invariante indifférente, avec g¢(u) = 8 € R. Soit ¥ un ouvert de C. Une petite
perturbation transverse de F' est une famille & 1 paramétre complexe {F}}iex
de fhd (une courbe complexe dans ’espace des fhd) qui vérifie les hypothéses
suivantes : chaque élément F; est une petite perturbation de F' et le nombre de
rotation transversal (méme quand la courbe n’existe pas) bouge avec la famille
{Fi}tex (voir le théoréme 4.1 pour une définition précise). Nous disons que la
courbe u est persistante si pour toute petite perturbation transverse {F}}iecs
il existe un paramétre t* € ¥ tel que Fi» posséde une courbe invariante indif-
férente u* avec gy-(u*) = 8. En gros, le principal résultat de ce travail dit que,
modulo une petite correction complexe, les courbes invariantes indifférentes
sont persistantes en classe C'°° pourvu que les nombres de rotation vérifient
une condition arithmétique de type diophantienne.
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4. Enoncé du théoréme

Nous considérons une famille de dhf {Fs}sescc & un paramétre complexe
s € ¥ C C, ou chaque Fj§ est une dhf de classe C*°. Pour 8 € R nous fixons la
notation A\ = e27%*. Nous disons qu’une telle famille est lisse si, écrite sous la
forme habituelle

Fs(aa Z) = (9 + a?fs(avz))
= (9 + a, pO,s(g) + pl,s(a)z + Az + ,05(9, Z)),

les fonctions (s,0,z) — (po,s(8), p1,5(8), ps(6,2)) sont des fonctions de classe
C. Les ps(0,-) sont holomorphes, continues jusqu’au bord D et s’annulent
jusqu’au ’ordre 2 en z = 0 pour pour tout § dans T' et tout s dans X. Dans
ce travail nous allons désigner une famille de dhf soit par {Fs}, soit par {fs}
ou fs représente la partie holomorphe de la dynamique Fs. Nous disons que
F est la dhf associée & f,. Nous appellerons également lisse (C*°) une famille
de parties holomorphes {fs}sescc. Avant d’énoncer le résultat principal de ce
travail nous allons introduire quelques notations.

4.1. Des notations et normes considérées. — Nous allons écrire f'(6,z) au lieu
de 8, f(0, 2) et (6, z) pour les dérivées d’ordre supérieur 9. f(6, z). Pour une
fonction g : T! — (B, |- |g) de classe C™, oi B est un espace de Banach avec
norme | - |, nous considérons la norme C° et C™ pour 7 € N comme étant

d'g
06°

N

lgllo = sup l9(@)ls, gl = >[5 -
€T i=0 0

L’espace de Banach que nous aurons toujours en téte sera ’espace Q(D) des

fonctions holomorphes du disque unité complexe, qui sont continues jusqu’au

bord, muni de sa norme sup. Pour une matrice 4 : R? — R? nous allons noter

I4ll2 = sup 40l, 4] = inf, |40

£
v|=1
sa norme usuelle et la plus petite valeur propre respectivement, ot | - | est une
norme dans R2.
LEMMA 4.1. — Soit A : R?> — R? une matrice avec [A] , # 0. Alors la matrice
A est inversible et la norme de la matrice inverse A~! vérifie
—1 -1
A7 e < [4],

THEOREME 4.1. — Pour toute paire (c, 3) qui vérifie ’hypothése CD; et pour
toutes constantes L > 1, M > 1 il existe & > 0 qui dépend de L, M, («,3),
un nombre entier naturel r > 2 qui dépend de la paire (o, 3) tels que, si une
famille & un paramétre complexe {fs}sex de fonctions de T* vers Q(D) vérifie
pour un certain € dans (0, €]
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1. |lpo,sllr < 10e pour tout s dans D(0,2Le) C ¥

2. |lp1,sllr < 10e pour tout s dans D(0,2Le) C X

3. (0 b pre@do| | > L5 pracoll <2
s=P-g

4. |18%p1,5llo + |8spsllo + |lpsll» < M pour tout s dans D(0,2Le) C X

alors il existe un paramétre s* dans le disque D(0,2Le) C X et une courbe
u: T! — D de classe C*, indifférente, de degré nul, qui est invariante par la
dynamique holomorphe fibrée Fs«(0,2) = (0 + «, fs=(0,2)), et son nombre de
rotation transversal est pi.(u) = f.

Par exemple, prenons une fonction f avec ||f — Az||, < € et la famille & un
paramétre {e®f}scc. Pour la notation habituelle nous avons

prs =€ f =\
=e'(f = A+ A’ - 1)
e (f' — \) + Xe®.
Avec L = 2, nous avons bien toutes les hypothéses du théoréme 4.1 vérifiées et
donc aussi les conclusions. Cependant, le théoréme ci dessus découlera d’une

version plus faible qui est plus adaptée & la méthode de démonstration utilisée,
et qui s’adresse justement a la famille de notre example,

aspl,s

THEOREME 4.2. — Pour toute paire («a, ) qui vérifie ’hypothése diophan-
tienne CID; il existe € > 0 et un nombre naturel r > 2 tels que si une fonction
f: Tt — Q(D) satisfait ||f — Az < & alors il existe t dans C et une courbe
u:T! — D de classe C*°, indifférente, de degré nul, qui est invariante par la
dynamique holomorphe fibrée F*(0,2) = (0+a, e’ f), et son nombre de rotation
transversal est gy (u) = B.

Le théoréme 4.2 est donc la version du théoréme 4.1 pour le cas particulier
de la famille {f;}sec = {€'f}iec et f proche de A\z. Les hypothéses 1.,2.,4. et
5. traduisent le fait que F est une petite perturbation d’une forme normale.
L’hypothése 3. exprime le fait que la famille est transverse, au sens oli le nombre
de rotation transversal est calculé & I’aide de la valeur de p; et ce valeur varie
avec le parameétre s.

Notons que la condition diophantienne demandée dans les hypothéses du
théoréme est exactement celle qui apparait comme nécessaire et suffisante pour
pouvoir toujours résoudre I’équation linéarisée associée au probléme (voir sec-
tion 2.2). Cette simple observation nous permet de montrer que la condition
diophantienne est optimale pour le probléme de la persistance de la courbe
invariante dans le cas C'°*° comme le montre la
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PROPOSITION 4.2. — Soit a € CD et soit B tel que la paire («, 8) ne satisfait
pas la condition diophantienne CD;. Pour tous € > 0,7 dans N il existe une
fonction a : T' — C de classe C™ et de norme C" plus petite que ¢ telle que
la famille & un paramétre complexe

Fy(0,2) = (0 + o, ta(f) + tA2)

vérifie que pour tout t dans C la dynamique holomorphe fibrée F; ne posséde
aucune courbe invariante de classe C* avec f comme nombre de rotation trans-
versal.

Démonstration. — Notons d’abord que pour une telle famille la dérivée par
rapport & z de la partie holomorphe est toujours égal a tA = te?™*# donc
le seul paramétre qui permet I'existence d’une courbe invariante avec nombre
de rotation transversal égal a § est ¢ = 1. L’hypothése de transversalité est
immeédiate. Supposons que pour une fonction a : T* — C de classe C™ nous
avons une courbe invariante u : T — D pour la dynamique holomorphe fibrée
F(0,z) = (0 + a,a(f) + Az). Nous pouvons alors déterminer de fagon unique
cette courbe & 'aide de I’équation de la courbe invariante

a(8) + e*™Pu(0) = u(f + a)

qui est bien une équation cohomologique comme celles étudiées dans la sec-
tion 2.2. La proposition 2.2 nous permet construire une fonction a de fagon que
I'unique courbe invariante solution & 1’équation ci-dessus ne soit méme pas une
distribution. O

5. Le théoréme des fonctions implicites de Hamilton

Depuis les travaux de Sergeraert [26] et plus particuliérement ceux de Her-
man [11], [2], 'utilisation des théorémes de fonctions implicites dans les espaces
de Fréchet pour résoudre des problémes dynamiques faisant intervenir des pe-
tits diviseurs s’est avérée trés fructueuse. Cette technique repose sur le fait
que la résolution du probléme linéaire associé (en général une équation co-
homologique) est fortement relié aux propriétés arithmétiques des fréquences
impliquées (voir section 2.2). Rappelons qu’un théoréme de fonctions impli-
cites assure en général l'existence de solutions du probléme non linéaire qui
nous occupe pourvu que le probléme linéaire admette des solutions.

Le théoréme des fonctions implicites de Hamilton nous permet d’appliquer
cette technique dans le cadre des fonctions de classe C'*°, qui d’habitude nous
aménent & travailler avec des espaces qui ne sont pas des espaces de Banach,
mais des espaces de Fréchet. La différence essentielle avec les théorémes des
fonctions implicites classiques dans les espaces de Banach repose sur le fait
que celui de Hamilton exige de résoudre le probléme linéaire associé non pas
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seulement au point ou la solution est connue, mais dans tout un voisinage de ce
point. Les prochains paragraphes vont préciser tous les objets qui interviennent
dans ’énoncé du théoréme de Hamilton. Bien entendu, nous allons nous servir
de ce théoréme pour montrer la version faible du théoréme de la persistance de
la courbe invariante dans le cas C* (théoréme 4.2). Nous renvoyons le lecteur
aux articles [7], [2] pour un traitement plus détaillé du théoréme de Hamilton.

5.1. Bons espaces de Fréchet. — Nous disons que 1’espace vectoriel topologique
E est un bon espace de Fréchet au sens de Hamilton s’il existe une famille
croissante de seminormes {|| - ||;}seny qui définissent sa topologie, une famille
d’opérateurs d’approximation et lissage {St} s1 €t des constantes positives
Ch, . pour chaque paire (n, k) dans N? qui vérifient

1. S; : E — FE est une application linéaire continue.

T ’ ’ 112d — S (@)l < Cimtt="l|z]|.

Les derniéres inégalités impliquent des inégalités de convexité sur les semi-
normes || ||;, (Hadamard) : pour chaque paire (n,k) dans N? il existe des
constantes positives C,, i tels que

(7) Izl < Crnllzll,™ 217

pour tout x qui appartient & E, pour tous les entiers k < < n, ol o est défini
par l = (1 — a)k + an.

La somme directe (le produit) E @ F de deux bons espaces de Fréchet est
un bon espace de Fréchet avec les seminormes ||(u, V) ||izer = ||[tllip + ||v]lir et
les opérateurs de lissage et approximation S;(u,v) = (SFu, Sf'v). Nous disons
que application f : U C E — F d’un ouvert U d’un bon espace de Fréchet
FE vers un autre bon espace de Fréchet F', est une bonne application au sens
de Hamilton si pour tout g qui appartient & U il existe un voisinage V' de z(
dans U, un entier positif r et pour tout ¢ € N des constantes positives C; tels
que

1f@)]li < Ci(1+ [lzlisr)
pour tout z dans V et pour tout ¢ dans N.
5.1.1. Différentiabilité au sens de Gdteaux. — Soient E et F' deux espaces

vectoriels topologiques, U un ouvert de E et f une application de U vers F'
On dit que f est de classe C' (au sens de Gateaux) lorsque

1. f est continue.
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2. 1II existe une application Df : U x E — G continue, linéaire en la
deuxiéme coordonnée et telle que pour tout x dans U, y dans E on a

tim ={ f(z +ty) — (@)} = Di@y.

Les applications de classe C* (au sens de Gateaux) sont définies par récurrence
sur k : soit k dans N\ {0,1}, f est dite de classe C* lorsqu’elle est de classe C'*
et que Df est de classe C*~! sur I'ouvert U x E de E x E. Nous disons que f
est une bonne application de classe C* (k dans NU {oo}) si f est de classe C*
au sens de Gateaux, et quef ainsi que ses dérivés jusque a lordre k sont des
bonnes applications (une telle dérivée D'f est une application & valeurs dans
F définie sur I'ouvert U x E? de E*1).

PROPOSITION 5.1. — Donnons nous trois bons espaces de Fréchet E, F,G, U
un ouvert de E et V un ouvert de F. Si f : U — V et g: V — G sont des
bonnes applications de classe C* (k dans NU {oo}), alors la composition g o f
est une bonne application de classe C*. La projection E x F — E est une
bonne application de classe C* pour tout k.

5.2. Théoréme des fonctions implicites

THEOREME 5.1 (Fonction implicite). — Donnons nous trois bons espaces de
Fréchet E, F, G, U un ouvert de E X F', f: U — G une bonne application de
classe C" (2 < r < o0) et (xo,yo) qui appartient & U. Supposons qu’il existe
un voisinage Vo de (zo,yo) et une bonne application continue et linéaire dans
la deuzieme coordonnée L : Vi x G — F telle que si (x,y) appartient a Vi alors
Dy f(x,y) est inversible avec L(x,y) comme son inverse. On en déduit alors
que xg a un voisinage W dans lequel est définie une bonne application de classe
C",g: W — F telle que :

1. g(zo) = yo;
2. pour tout x dans W la paire (z, g(x)) appartient ¢ U et on a f(z,g(x)) =
f(Zo,0)
En plus, si x appartient a W, y est dans un petit voisinage au tour de yo et on
a que f(z,y) = f(zo,y0) st et seulement si y = g(z).

6. Preuve du théoréme 4.2

6.1. Les bons espaces de Fréchet T°°(T!, B). — Nous définissons I'*°(T!, B)
comme P'espace des fonctions f : T — B de classe C* (au sens de Gateaux) a
valeurs dans un espace de Banach (B, |- |g) et nous le munissons de la famille
de seminormes C". Avec ces seminormes 1’espace I'™°(T!, B) devient un espace
de Fréchet. Nous définirons des opérateurs d’approximation et lissage qui en
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font un bon espace de Fréchet sur lequel nous pourrons appliquer le théoréme
5.1.

6.1.1. Opérateurs de lissage et approzimation sur T°°(T!, B). — Les opéra-
teurs que nous allons définir dans cette section sont classiques et nous ren-
voyons le lecteur aux articles [12], [9] pour les démonstrations. La seule chose
a souligner dans notre cas est que ’espace d’arrivée des fonctions est un es-
pace de Banach, oul on peut définir, de la méme fagon que dans le cas réel ou
complexe, l'intégrale de Riemann d’une fonction (voir [18]). L’opération * de
convolution est ainsi bien définie. Par la suite nous identifierons les fonctions
qui appartiennent & I'*°(T!, B) aux fonctions dans C$°(R, B), les fonctions de
classe C™ qui sont Z-périodiques a valeurs dans B. Soit  dans C*(R, B)
vérifiant supp(n) C [-1,1], n(—z) = n(z) et n(z) = 1 si |z| < 3. Soit
o(x) = [ e~ 2™ (€)dE ; on pose, pour t > 1, ¢y(x) = tp(tx). Pour f dans
C2 (R, B) on définit I'opérateur de lissage et approximation

(8) Suf = fx = /R fe—ew)dy € CF(R,B).

Par la formule d’inversion de Fourier, on a pour tout v dans B et pour tout n

dans Z

St(ve%rine) _ m]( _ %)e%rine

donc S;f est un polynéme trigonométrique de degré au plus [t|. Les opérateurs
S; ont les propriétés suivantes de lissage et approximation

PROPOSITION 6.1. — Pour chaque paire (k,n) dans N? il existe des constantes
positives Cy, , telles que si f appartient a '>(TY, B) et n > k alors pour tout
t>1

L [Seflln < Crnt™ "I flx-
2. 01Sef = fllk < Cot* " (| flln-

6.2. Quelques bonnes applications. — A partir des bons espaces de Fréchet
['>°(T?, B) définis dans la section 6.1 on définit ici les bons espaces de Fréchet
que nous allons utiliser lors de la preuve du théoréme 4.2 :

1. L’espace C°°(T!,C) des fonctions de classe C*™ de T vers I’espace de
Banach C est le bon espace de Fréchet I'>°(T?!, C).

2. Le bon espace de Fréchet I'™°(T*, (D)) est I’espace des fonctions de classe
C* de T! vers Iespace de Banach Q(D). Ceci est I'espace des parties ho-
lomorphes des dynamiques holomorphes fibrées de classe C°*°. Rappelons
que 'espace de Banach Q(D) est 1’espace des fonction holomorphes sur D
qui sont continues jusqu’au bord, avec la norme |f|Q®) = sup, <1 [f(2)].
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LEMMA 6.2. — Soit I’ensemble ouvert A = {u € C*°(T,C) | |lullo < 1/2} de
C>(T',C). Les applications
1.

B

0 _“J
Jr— g0 = 2L,
C*®(T*,C) x C°°(T*,C) — C>=(T*,C)

(u,v) — wv

(u,v) — u + v,

C>(T!,C)g — C>=(T*,C),
e

v— e’
o C* (T, C)g est ’espace ouvert de C°°(T1, C) des fonctions qui ne s’an-
nulent pas,

C> (T, C)g, — C>(T*,C)
h+——logh

0

ou C*® (Tl, (C)d
nul,

, est Uespace ouvert de C*° (T, C) des fonctions de degré

Cc>(T!,C) — C
v — v(0)db,
T1
6. lapplication n,
(T, Q(D(0,7))) x A = C°°(T*,C)
pour tout r dans (1/2,1],
sont de bonnes applications au sens de Hamilton.

Démonstration. — Le point 1. est une conséquence des estimations de Cau-
chy. Les points 2.,3.,4.,5., sont classiques et en fait ce sont des bonnes ap-
plications de classe C*°. Nous montrerons par la suite le point 6. Rappelons
que le fait d’étre une bonne application est un fait local, donc étant donnée

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



168 M. PONCE

(f,@) dans T>(T*', (D)) x A nous fixons un voisinage borné C° de f dans
°°(T, Q(D(0,7))) et un voisinage C° de @ dans A € C°°(T', C). Notons que
les estimations de Cauchy assurent 1’existence pour chaque paire (i, j) dans N2,
de constantes positives C; ; telles que
o’ o f

(@)
© [550.o, = el 3l
car nous pouvons permettre des pertes de rayon uniformes. Calculons quelques
dérivées de 7, par rapport a 6 :

anr(fa u) of , ou

59— a9 et G ul)5g
*n.(fou)  O*f of' ou of ou
—a0z = ggz Ul + 55 (hul)) 55 + 55 (hul)) 55
ou 0%u

1) () 4 7 ) S

Plus généralement nous voyons que grace aux estimations de Cauchy (9) il nous
suffit d’estimer les termes de la forme

& f Ou\i (D% O"u\ in

H 007 ( ) (@) o (aen)
avec j + i1 + 243 + - - - + ni,, par rapport aux seminormes || f||, et ||u|,. En
utilisant les inégalités de convexité de Hadamard (7) nous avons les estimations

0

HawH Sl flo™ IFIE < Anl 1

< (CS lullo™ lulli)™ < Ballull®

|71,

pour des constantes positives A,, B, qui dépendent seulement du voisinage de
f a part de n. En considérant un produit adéquat des inégalités ci-dessus nous

avons
8Jf (8u>i1 82u)iz (8"u>1nH i ome=g
ol ool = <D, K "
| g @uon(55) (Gg) - (Ggw) [, < Pallsli
pour des constantes positives D,,. L’inégalité de Young implique finalement que

[oson ()" (52)" - ()1, =Pt

On peut en déduire donc que ’application 7, est une bonne application de
classe CV. O

L

COROLAIRE 6.3. — L’application n, (cf. 6. du lemme 6.2) est une bonne ap-
plication de classe C* pour tout r dans (1/2,1].
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Démonstration. — Nous devons montrer que toutes les dérivées D%, sont de
bonnes applications de classe C°. Voyons ce qui se passe avec Dn,

Do (£, u) (A, Au) = lim L[ + A F),u + sAu()) — £, u())]
= F/Cou()dut AT u().

C’est une fonction a 4 variables dans un bon espace de Fréchet (le produit de

bons espaces) qui peut s’écrire comme la composition de bonnes applications
qui apparaissent dans le lemme précédent, donc c’est une bonne application.

L’argument pour les dérivées d’ordre supérieur est analogue. O
6.3. Les bons opérateurs M, M, 3. — Nous définissons les opérateurs C-
linéaires

M, : C=(T!,C), — C>=(T*,C)
¢
M, 5 : C*°(T*,C) — C*(T*,C)
¢ =9
ot C*(T!,C), est l'espace des fonctions dans C*°(T!,C) de moyenne nulle
et ¢ (1) est la solution de ’équation cohomologique (1) (de ’équation coho-

mologiquement tordue (3)) dont le membre droit est ¢ (¢). Ainsi définis ces
opérateurs sont inversibles (compte tenue de la normalisation le ¥df = 0).

LEMMA 6.4. — Les opérateurs M, M, g sont des bonnes applications au sens
de Hamulton.

Démonstration. — La théorie classique des séries de Fourier d’une fonction f
dans C>°(T*, C) assure que les coefficients de sa série de Fourier vérifient les
inégalités

(10) 11 < Bisup (1 + [K)2[f(k))
keZ
(11) sup ((1-+k)1f(k)]) < Cill£1]:
kEZ

pour des constantes positives B;, C; qui dépendent seulement de 7 dans N. Soit ¢
dans C*° (T, C). Les inégalités ci-dessus et la condition diophantienne sur o im-
pliquent que pour tout 7 > 0 il existe des constantes positives Cj, B, telles que

[Ma(#)ll; < Cisup ((1 + |k|)i+2]e%(§,folf)_1‘)

< Csup ((1+ k)™ 1(k)))
keZ
< Biiallvlli+e.
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La preuve pour M, g étant analogue, nous I’'omettons. O

6.4. Correction du nombre de rotation transversal. — Pour toute f dans
(T, Q(D)) telle que la taille C° de f — Az est suffisamment petite et
pour toute courbe continue u : T* — D de taille C° petite nous pouvons définir
uniformément la fonction log f/(0,u(#)) qui vérifie log A = 27if, car le degré
de la fonction f/(6,u(6)) dépend continiment de la paire (f,u). Dans ce cas
nous pouvons calculer 'intégrale suivante

(12) If0) = 5 [ 108 10, u(0))d0

i
Notons que quand la courbe u est invariante par la dynamique associée a f,
et de degré nul, ce nombre coincide avec le nombre de rotation transversal
ot (u). Avec cette définition nous pouvons donner un sens a laffirmation sui-
vante « pour n’importe quelle paire (f, u) il existe toujours un nombre complexe
t qui corrige le nombre de rotation transversal pour lui donner la valeur § ».

PROPOSITION 6.5. — Pour tout nombre réel 8 dans [0,1), pour toute appli-
cation f dans un voisinage U de fo = €2z dans T°(T, Q(D)) et pour
toute courbe u dans une voisinage V de ug = 0 dans C*°(T1,C), la fonction
t:U xV — C définie par légalité (et f,u) = B est une bonne application de
classe C*°. En plus on a

(13) It < |f' — €| co.

Démonstration. — En fait, la formule (12) nous permet de calculer explici-
tement la valeur de t. Plus précisément, soient U,V les voisinages qui nous
permettent de calculer I'intégrale 4 comme au paragraphe précédent, alors

J(e' f,u) = 1 loge’ f'(0,u(6))do

21

(14) 8= %(H— /log 1'(0,u(6))d0).

Ainsi t est une bonne application de classe C*° d’aprés la proposition 5.1 et les
lemmes 6.2, 6.3. L’estimation (13) s’obtient facilement a 1’aide de (14). O

Dorénavant chaque fois que nous écrivons et f(6,u(6)), et qu’il n’y a pas lieu
a confusion, il faudra penser toujours que ¢t = t(f, u).
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6.5. La bonne application u;. — L’égalité J(e’f,u) = B et 'hypothése o dans
CD nous permettent de résoudre ’équation

_ omipui(f+ )

15 et f'(0,u(d) =e
(15) 706, u(6)) o
avec u; € C*°(T1,C)y. En fait, on montre le
LEMMA 6.6. — L’application (f,u) — wui est une bonne application au sens
de Hamilton.
Démonstration. — En effet, dans les bons voisinages, ou la fonction ¢ est bien

définie, Péquation (15) se réduit & ’équation cohomologique
t+log f'(0,u(8)) = 2miB + @1 (0 + o) — i1 (6).

On voit que la condition J(e!f,u) = B est la condition intégrale nécessaire
pour résoudre cette équation. Pour assouplir la notation nous introduisons la
fonction I(f,u)(0) = log f'(6,u(#)). Il est clair que application (f,u) — I(f,u)
est une bonne application dans les voisinages que nous considérons ici. Nous
avons alors
1 (0) = Mo (U(u, £))(0).

L’application (f,u) +— 47 est une bonne application au sens de Hamilton
d’aprés les résultats de la section 6.3, et il en est de méme de 'application

(f,u) — u; = .

Si, en outre, les voisinages V, U sont suffisamment petits, la distance |u (6) — 1|
est uniformément bornée, et en particulier u; (6) ne s’annule pas. Il est immédiat
de vérifier que u; satisfait '’équation (15). O

6.6. Le théoréme 4.2 sous la forme d’un probléme de fonction implicite. — Consi-
dérons l’application © : (U C I'eo(T?, Q(ﬁ))) X (V C C°(T!, (C)) —
C°° (T, C) définie par

(16) O(f,u) = e'f(8,u(8)) — u( + )

ou Papplication ¢(f, u) et les ensembles U, V sont définis dans la proposition 6.5.
Cette application est une bonne application de classe C'°°. On peut sans peine
voir que le fait que w soit invariante pour la dynamique holomorphe fibrée

associée & e'f est équivalente au fait que O(f,u) soit identiquement nulle.
Notons que dans le cas ou fy = Az et ug = 0 nous avons

O©(fo,u0) = 0.

La preuve du théoréme 4.2 sera une application directe du théoréme des fonc-
tions implicites de Hamilton, c’est-a-dire, la courbe invariante u sera définie
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d’une fagon implicite & partir de I’équation ©(f,u) = 0 autour de la solution
déja connue (fo,up).

6.6.1. Inversion de la différentielle. — La partie la plus importante pour ap-
pliquer le théoréme de Hamilton est 'inversion de la différentielle par rapport
a la deuxiéme variable, ce qui dans notre cas se traduit par trouver une bonne
application continue L(f,u,Ag) , linéaire en Ag, définie pour toute paire (f, u)
dans un voisinage de (fy,ug) et pour tout Ag dans C*°(T*, C) de fagon que si
nous posons Au = L(f,u, Ag) nous avons

(17) DyO(f,u)Au = Ag.
Dans ce qui se suit nous allons résoudre cette équation (en Au dans C*°(T!, C))

d’une fagon formelle. La différentielle partielle de © par rapport & w en la
direction Aw est

D2O(f,u)Au = e’ f(-,u(-)) (Out - Au) + €' f'(-,u(-)) Au — Au(- + @)

ol Oyt- Au est la différentielle de ¢ par rapport & u dans la direction Au, qui est
un nombre complexe. Nous prenons uq (f, u) = u; comme dans (15). L’équation
(17) devient donc

etf('a ’Ll,) (aut : AU) + MBQ‘”’BAU — A’u( + a) = Ag,

Uy
ion Au = du Ag— _Ag F_etfu)
Avec la notation Au = o Ag = T ETE f= wi(Fa) DOUS avons

En appliquant Popérateur C—linéaire (inversible) M, s aux deux cotés on ob-
tient de fagon équivalente

(18) Z:t/j, = Moz,,@‘(/&/g) - (8ut . Au)Ma,ﬁ(f)'

On peut calculer explicitement la valeur de 0,t - Au, car en dérivant ’égalité
J(etf,u) = B (voir (14)) dans la direction Au nous obtenons

1 f"(0,u(0))Au(0) _
m((aut-Au)—k/w Cr da)_o
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ce qui ajouté a l'égalité (18) nous donne

ot du= - [ LGuO000),,
’ﬂ‘l

70, u(6))
_ / f”(@,u(Q))m(@)(Maﬁ(/A\zJ)(H)—(8utAu)Ma75(f)(9))d6
e 76, u(0))
(19)
o Ay~ D M (Bg)©)d
) L= o a5 M, () (0)d8

Nous posons finalement

Au = uy (Ma,ﬁ(@) - (EMa,@(f)>

ou E = 9yt - Au comme dans (19). On voit que si (0, u(0)) est suffisamment
petit par rapport & la taille C° de u; et M, s(f), le nombre complexe 8,t - Au
est bien défini et en plus l'application (f,u,Ag) — 0,t - Au est une bonne
application au sens de Hamilton. Il est direct aussi que la définition ci-dessus
pour Au vérifie I’équation (17), et application (u, f, Ag) — Aw est une bonne
application au sens de Hamilton dans un voisinage adéquat de la paire (fo, uo).
Or, les conditions sur f, u1, My g( f ) s’obtiennent en rétrécissant suffisamment
le voisinage autour de (fo,up) qui sert a calculer ¢t. Nous avons en main tous
les ingrédients pour appliquer le théoréme de Hamilton & I’application © : Il
existe une bonne application de classe C*

2:U c (T, (D)) — C x C®(T",C)
E(f) — (t,u)
définie dans un voisinage U de fo (une C" boule, pour un certain r € N) telle
que la courbe u est invariante pour la dynamique holomorphe fibrée associée a

et f, de degré nul et de nombre transversal de rotation égal & 3, ce qui donne
une version plus précise du théoréme 4.2. Soient € > 0 et » € N. Nous posons

B = {f e (T, QD)) | |If = Azll» <&}

THEOREME 6.1. — Pour toute paire (a, 3) qui vérifie ’hypothése CD il existe
€ > 0, un nombre naturel r > 2 et une bonne application de classe C* au sens
de Hamilton, Z : BL C T*°(T!,Q(D)) — C x C*°(T!,C) tels que
2(Az) = (0,0).
o Sion écrit Z(f) = (t,u) alors la courbe u est invariante par la dynamique
holomorphe fibrée F*(0,2) = (0 + a,e'f(0,2)), est de degré nul et son
nombre de rotation transversal est og-(et f,u) = (3.
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e La projection sur la premiére coordonnée m1E(f) coincide avec t(f, ma=(f))
ot maE(f) est la projection sur la deuziéme coordonnée et t est la fonction
définie dans la proposition 6.5. La paire (t,u) est uniquement déterminée
par ces propriétés, pour u dans un voisinage de ug = 0.

7. Preuve du théoréme 4.1, un argument de transversalité

Soit {fs}sexcc une famille lisse & un paramétre complexe de fonctions dans
(T, Q(D)). Si la famille {f,} vérifie aussi que || fs — Az||, < & pour tout s
dans un certain disque D(0,R) C ¥ C C, ou &,r sont ceux du théoréme 6.1,
nous pouvons définir une application ¢ : D(0, R) — C de classe C™, et une
application u : D(0, R) — C*°(T!,C) de classe C* par

s t(s) = mE(fs)
s u(s) = mE(f)

ou lapplication = est celle fournie par le théoréme 6.1. Dans ce cas la
courbe u(s) est invariante par la dynamique holomorphe fibrée Fs(6,z) =
(0 + a, e!®) £,(0, 2)), est de degré nul et son nombre de rotation transversal est
otr(u(s)) = B. Le but de cette section est de montrer que sous I’hypothése de
transversalité de la famille {fs}scx on peut choisir un rayon R > 0 et trouver
un paramétre s* dans D(0, R) tel que ¢(s*) = 0, c’est-a-dire, qu’'on n’a pas
besoin de faire une correction e’ sur la dynamique Fi«(0,2) = (0 + a, fs< (6, 2))
afin d’obtenir la courbe invariante avec le bon nombre transversal de rotation.

Le lecteur aura remarqué qu’un théoréme classique des fonctions implicites
semblerait pouvoir s’appliquer a I’égalité

t+ / log f1 (6, us(6))dd = 2mi3
Tl

afin d’exprimer s en fonction de ¢ autour de la paire (0, t(O)). C’est bien le cas,
mais on aura a faire des estimations fines pour montrer que ¢ = 0 se trouve sur
le domaine de la fonction implicite s(¢). Nous avons choisi un argument a la
Rouché car ceci nous semble plus transparent.

7.0.1.1. L’Indice de Kronecker. — Nous allons faire dans cette section un petit
rappel sur l'indice de Kronecker d’une fonction du plan R? vers R? par rapport
a un disque. Soit G : D C R? — R? une fonction de classe C?, qui s’écrit
G(z) = (91(x), g2(z)) définie sur un disque D du plan. Nous définissons 'indice
de Kronecker de G sur le bord 9D par I'intégrale

1 g1dgs — g2dg1
2r Jop 91 + 95

TOME 138 — 2010 — N° 2



SUR LA PERSISTANCE DES COURBES INVARIANTES 175

quand il n’y a pas de zéros de G sur le bord dD. Ce nombre mesure le nombre
de tours que la courbe G(9D) fait autour de zéro. En fait, il n’est pas difficile
de voir que
1 1
n(G;D) = — G*(60) = —/ 60,
27 Jap 27 JGoop
ou 66 est la 1-forme d’élément d’angle autour de 'origine complexe. Parmi les
diverses propriétés de I’indice de Kronecker nous allons utiliser seulement celles
qui sont contenues dans la proposition suivante, dont la preuve se trouve dans
[21] :
PROPOSITION 7.1. — S0it G : D ¢ R?2 - R? et J : D C R? — R? deux
fonctions de classe C?. On a
1. Si 0 n'appartient pas au segment [G(z), J(z)] pour tout z dans 0D alors
n(G; D) = n(J; D).
2. Si G n’a pas de zéros dans le disque D alors n(G; D) = 0.
3. Si|G(z)] < |J(2)| et J(2) # 0 pour tout z dans D alors n(J + G; D) =
n(J; D).

4. Si G a un zéro unique et non dégénéré dans D alors n(G; D) = £1.

On dit qu’un point z dans D est un zéro non dégénéré de G si le déter-
minant de la matrice jacobienne J(G) de G est non nul. Il est clair que 2., 3.
sont une conséquence de 1. Nous allons utiliser cette proposition pour montrer
I’existence d’un zéro pour une fonction qui n’est pas trés bien comprise, en

la comparant & une autre qui posséde un zéro unique et non dégénéré, dont
I'indice de Kronecker n’est pas nul.

7.1. La fonction ¢(s). — Nous allons étudier par la suite le comportement de
la fonction #(s). Nous savons d’aprés (14) qu’on a explicitement

t(s) = 2miB — / log f1(8,u(s)(6))do
’1‘[‘1
d’oul on peut calculer la différentielle de ¢ au point s dans la direction As par

_ D5 f1(0,u(s)(0)) As + £ (0,u(s)(8)) Du(s)As
Dit(s)As = /El 7106, u(5)(9)) de.

Le théoréme des fonctions implicites de Hamilton nous fournit aussi ’expression
de la différentielle de la fonction implicite engendrée, ce qui nous permet de
calculer

Du(s)As = DmoE(fs) [0 fs As]
~(D:0(fumE(£))) [D10(fe () S]]

Cette égalité nous permet d’énoncer et montrer le
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LEMMA 7.2. — Sl existe une constante T > 1 telle que ||0s fsllo < T pour tout
s dans D(0, R) alors il existe une constante positive T, qui dépend seulement
de la paire (o, B) et de T, telle que

[|Du(s)As|lo < T'|As].
Nous écrivons Dt(s) ) + A(s) avec w(s) une matrice appartenant a

= w(s
My (R) et la matrice A(s) € My(R) de taille contrdlée par la taille de f7. Plus
précisément

we) == [ (£0u60)) 2.0, u(s)0)as
A = [ (56.u)) " £ (0.u(:)0) Duts)ap

Si on suppose qu’il existe des nombres réels positifs €y, €1, €2 tels que || f5|» < €o,
1f2 = Allr < 10eq, || f/]|» < e2 et €9+ &1 + 2 < € alors on a que

(20) [A(s)]le < 2T"es.

Nous pouvons contrdler aussi la distance ||w(s) —w(0)| ¢ sur le bord d’un disque
D(0, R). Pour cela nous montrons le

LEMMA 7.3. — S’il existe une constante T > 0 telle que ||02flllo < T et
105 f1lo < T alors on a

10 £2(0,2) — D5 £L] _y (0, 2)|| o < 102 Fllols| < TR
et
105 £2] ,_o (0, u(0)(8)) — s £1] o (8,0)|| o < 07|, llollu(s)llo < TT'R.

Il existe donc une constante positive T", qui dépend seulement de T et («, ),
telle que

(21) [w(s) = w(0)]|e < T"R.

7.2. Transversalité et fin de la preuve. — Afin de trouver un zéro simple de ¢(s)
nous cherchons a utiliser le point 3. de la proposition 7.1. Considérons la fonc-
tion affine W(s) = t(0) + w(0)s. L’hypothése de transversalité

{as f(6,0)do } > L1,
T1 s=0 e

pour une constante L > 1, impliquera que W croit suffisamment vite, ce qui
va nous permettre de la comparer a la différence t(s) — W (s) sur le bord d’un
disque D(0, R), de rayon R assez grand de fagon que le zéro (unique et non
dégénéré)

5= —w(0)"'t(0)

TOME 138 — 2010 — N° 2



SUR LA PERSISTANCE DES COURBES INVARIANTES 177

de W, soit contenu dans ce disque. Si on demande que ||fi_, — Al < €1, le
lemme 4.1 et 'estimation (13) nous donnent |§| < Ley. D’apres (20) et (21) la
différence entre les fonctions W et ¢ sur le bord du disque D(0, R) est bornée
par

(W(s) =t(s)] < R|D(W = )| ¢

< R(flw(s) = w(0)||e + |A(s)]l2)
< R(T"R + 2T'e,).

D’autre part la taille de W est minorée sur le bord du méme disque par

|[W(s)| > RL™" —¢;.

LEMMA 7.4. — Si R =2Le; et & est suffisamment petit alors il existe un zéro
s* de t dans D(0, R).

Démonstration. — Avec ce choix pour R on a
RL™ —e; > T"R* 4+ 2T'e5R.

Ceci nous permet d’appliquer le point 3. de la proposition 7.1 aux fonctions
W et t, et assurer la présence d’un zéro s* de ¢t dans D(0,R). Or, il n’y a
que deux possibilités, soit ¢ s’annule sur le bord du disque, ou bien l’indice
n(t, D(0,R)) = n(W,D(0,R)) = %1 et le point 2. de la proposition 7.1 nous
donne D’existence de s*. O

Nous venons de montrer ainsi la

PROPOSITION 7.5. — Pour toute paire (o, 3) qui vérifie Uhypothése CDq et
pour toutes constantes L > 1,T > 1 il existe € > 0, un nombre naturel r >
2, qui dépend seulement de la paire (a, B), tels que si une famille lisse & un
parameétre compleze {fs}sescce de fonctions de T! wvers T°(T!, Q(D)) vérifie
pour des nombres réels positifs eo,€1,€2, €9 + 1061 + €2 € (0,&],

o [0 s8] | sr s s -l sa
s=
o 1Al < 0, I£2 Al £ 1061, 121 < 22 pour tout s dans D(O,2Le;) € &

o [102f o + |10sfY]lo < T pour tout s dans D(0,2Le;) C T

alors il existe un paramétre s* dans le disque D(0,2Le;) C ¥ et une courbe
u: T — D de classe C® qui est invariante par la dynamique holomorphe
fibrée Fs«(0,2) = (0 + a, fs=(8,2)), est de degré nul et son nombre de rotation
transversal est oi-(fs+,u) = B.
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Nous pouvons finir a présent la preuve du théoréme 4.1 en montrant qu’on
peut se ramener aux hypothéses de la proposition ci-dessus. Supposons qu’il
existe € > 0 et une constante T' > 1 tels que

llp0,s I < 10&

||p1,s||7‘ <10 , ||/)1,s=0||r <é
||ps||r <T.

Nous faisons un changement d’échelle sur z de taille m > 1, c’est-a-dire, nous
définissons une nouvelle famille lisse { fs}sescc par

fs(0,2) = mfy(6,m™'2)
ce qui avec la notation usuelle nous donne

90,5l < m10&

||p~1,5||T <10¢ , ”pl,s:O”T <é
15sllr < m™'T.

Si nous posons m = 3T&~! (quitte & diminuer & on a que m > 1) et £ < &
nous avons

AN
Lo

[150,sllr <

IN

108 < , lp1,s=ollr <€

o | m

”PNLSHT

A\
ol o

1Ps I <

La proposition 7.5 nous donne donc un paramétre s* dans le disque D(0, 2Lé)
et une courbe u de classe C* qui est invariante par la dynamique holomorphe
fibrée Fi«, ce qui signifie

s (0,u(0)) = (0 + o, u(f + a))
(9+a,mfs*(0m u(0))) = (0 + o, u(6 + a))
fs(8,m™'u(6)) “Lu(d + ).

On voit ainsi que la courbe m~1u est invariante par la dynamique holomorphe
fibrée Fy-. En plus f/(0,z) = f/(8,m™'z), donc le nombre de rotation trans-
versal de la courbe m~u est aussi égal & 3 ce qui termine la preuve du théo-
réme 4.1 O
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