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REPRESENTATIONS DE DIMENSION FINIE DE
L’ALGEBRE DE CHEREDNIK RATIONNELLE

PAR CHARLOTTE DEZELEE

RESUME. —  On donne une condition nécessaire et suffisante pour ’existence de mo-
dules de dimension finie sur ’algebre de Cherednik rationnelle associée a un systeme
de racines.

ABSTRACT (Finite dimensional representations of the rational Cherednik algebra)
We give a necessary and sufficient condition for the existence of finite dimensional
modules on the rational Cherednik algebra associated to a root system.

1. Introduction et notations

Soient ag un R-espace vectoriel de dimension ¢ > 1, R C aj un systéme de
racines réduit, W le groupe de Weyl correspondant et a = C ®g ag. On note r,
la réflexion associée a la racine o et a¥ € a la coracine de . On fixe une
fonction de multiplicité k : R — C sur I'ensemble des racines, donc k(o) = ka
pour tous @ € R, w € W. Soit

P =5(a") = PP,
n>0
ou P, = S"(a*), l'algebre symétrique de a*. On pose Py = @,>1P,. Un
élément f € P peut étre identifié a la multiplication par f dans Endc(P) et
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466 DEZELEE (C.)

lon fait opérer W de fagon naturelle sur P. Si 0y est le champ de vecteurs
associé & y € a on définit alors I'opérateur de Dunkl T, = T,(k) € Endc(P)
par

(a

Ty(k)zay—i—%Zka (;y>(1—ra):3y+ > ka%(l—m),

ac€R a€RTt

olt RT C R est un systéme de racines positives. On sait que T : y — T, s’étend
en un isomorphisme d’algebres de S(a) sur

S§=8k)=C[Ty:y€qd]
(cf. [7, th. 1.5] ou [5, th. 2.12]). On posera
S =T(5"(®),
de sorte que S = CPH S avec S; = B, >1Sn-

L’algebre de Cherednik rationnelle (cf. [6]), notée H(k) ou H, est la sous-
algebre de Endc(P) engendrée par les w € W, x € a* et les T}, y € a. Ces
générateurs sont liés par les relations suivantes :

1) [Tya 33] = <ya x> + % ZaER ka<ya 0¢><04V7$>7’a ;

2) wrw™ ! =w(x);

3) wTyw ™" = Ty
Rappelons [6, cor.4.4] que H vérifie un théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt
(PBW). En effet, si I'on pose pour tout n € Z

Hn = @ S{LU'P] = @ Pj’LUSi,

Jj—i=n, Jj—i=n,
weWw weWw

on a alors

H=PH, =PCWaS=SCWaP.

neEZ

Il résulte de [1, th.2.2] que pour des valeurs génériques de la fonction k,
lalgebre H(k) ne possede pas de représentation de dimension finie. L’objet de
ce travail est de chercher des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il
existe des H-modules de dimension finie et de déterminer certaines de leurs
propriétés. Les principaux résultats obtenus sont les suivants. Dans la section 4
on montre (théoreme 4.1) que tout H(k)-module irréductible de dimension finie
est isomorphe a l'unique quotient simple d’'un module de Verma généralisé
(cf. [5]) ; on en déduit a la section 5 une caractérisation des multiplicités k pour
lesquelles des H(k)-modules de dimension finie existent et une description de
ces derniers (théoréme 5.4, remarque 5.5 et proposition 5.6). La section 6 est
consacrée a des exemples, notamment le cas d'un groupe de Weyl en rang 2
y est (presque) complétement traité.
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REPRESENTATIONS DE L’ALGEBRE DE CHEREDNIK RATIONNELLE 467

2. Propriétés de 'H

On définit [2, p. 144] une forme bilinéaire symétrique définie positive W-in-
variante sur af (que 'on étend a a*) en posant

B'(x,2) =) (a",2)(a", 2).
aER
On peut alors identifier a* & a via z — B(z), ou B(z) est caractérisé par
B*(z,z) = (B(x), 2).

Ainsi B est un isomorphisme W-linéaire et 1’on a

LB (@ a)a”, (B(), B~ ) = {y.3),

pour tous a € R et (x,y) € a* x a. On en déduit que

Zka<y,o¢ Y mra—Zk (a",B™ (y))ra-

aER aER

B(a) =

En utilisant cette relation on montre que 'on peut définir un anti-automor-
phisme involutif ¢ de H par

o(@) =Tpw), o(T,)=B"'(y), o(w)=w",

pour tous x € a*, y € a, w € W. On peut aussi définir un automorphisme ¢
de H (d’ordre 4) en posant

¢(x) = —Tpu), ¢(T,) =B '(y), ow)=w.

On remarquera que ¢ et o échangent H,, et H_,, pour tout n € Z.

Une application bilinéaire sur H. — Grace a PBW, il vient :
H=CW & (P+H + HS,).
On peut donc définir la projection 7 : H — CW parallelement a Py H + HS. .
Comme W laisse stables P, et S;, m est un morphisme de W-modules pour
Paction par multiplication & gauche, ou a droite de W, i.e. m(wh) = wr(h) et
m(hw) = w(h)w, h € H, w € W ; observons également que 7(c(h)) = o(n(h)).
Définissons une application bilinéaire 5 : H x H — CW par
Va,be M, pB(a,b) =m(c(a)b).

Les assertions du lemme suivant résultent de calculs immédiats.

LEMME 2.1. — On a, pour tous a,b,h € H et w,s € W :
1) Bla,b) = o(B(b,a)) ;
R(B)={acH:VbeH, B(a,b)=0}={acH:VbeH, B(ba)=0};
Baw,bs) = w=1B(a,b)s (on dira que 3 est o-linéaire) ;
B(ha,b) = B(a,c(h)b) (on dira que (B est o-symétrique) ;
R(B) contient HS+ et o(HSy) = P+ H.
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468 DEZELEE (C.)

On a HoHm C Hpym et il découle de PBW que H, C P H + HS+
lorsque p # 0; on en déduit que, pour tous m # n,
B(Hum, Hn) = 7(0(Hm)Hn) = 7(H-mHn) C 7(Hp—m) = 0.
Comme H = (PRQCW)BHS, on peut considérer 5 comme une application
bilinéaire o-symétrique sur H/HS+ ~ P ® CW en posant :
Vp,q €P, Vw,s €CW, Bp@w,q®s)=0c(w)3(p,q)s.

On remarquera que 5(P, @ CW, P,, QCW) = 0 si n # m. Donc [ est déterminée
par ses restrictions aux espaces vectoriels de dimension finie P,, @ CW.

Equivalence de catégories. — Soit 7 : W — {£1} une représentation de
dimension 1. Définissons une fonction de multiplicité k7™ : R — C par

k(o) = 7(rq)ka-

Il résulte des relations 1), 2), 3) entre les générateurs de H(k) (cf. §1) que 'on
peut définir un morphisme d’algebre €, : H(k) — H (k™) en posant

e(x) =z, € (Ty(k)) =Ty(k"), er(w)=7(ww

pour tous x € a*, y € a, w € W. Il est clair que €, est un isomorphisme dont
on notera encore €, 'inverse. Si M est un H(k™)-module, on peut alors définir
un H(k)-module M€ en munissant le C-espace vectoriel de 'action

h-v=¢€;(h)v pour tous h € H(k), v € M.

On en déduit ainsi une équivalence de catégories, M — M€, entre H(k")-mod
et H(k)-mod (on a Hom(M*, N¢*) = Hom(M, N)).

REMARQUE 2.2. — Si V est un W-module on notera également V¢ le W-
module obtenu en munissant le C-espace vectoriel V' de action w-v = €, (w)v.
Le W-module V¢ est alors isomorphe a V ®@cw V-, ou V- désigne un W-module
irréductible de type 7 ; en particulier si V,, est un W-module irréductible de type
X alors V7 est un W-module irréductible de type x @ 7.

On note sgn le caractere w — det(w) de W C GL(a).
La construction précédente s’applique & 7 = sgn et (pour simplifier) on po-

sera € = €ggn. Le foncteur M +— M* établit donc une équivalence de catégories
entre H(—k)-mod et H(k)-mod.

3. Modules de Verma sur ‘H

On note W I’ensemble des caracteres irréductibles de W. Tout H-module M
étant un W-module, il se décompose en M = @M [x] ot M [x] est la composante
isotypique de type x de M. Soient x € W”" et V,, un W-module irréductible
de type x. Rappelons la définition d’'un module de Verma de plus bas poids x
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REPRESENTATIONS DE L’ALGEBRE DE CHEREDNIK RATIONNELLE 469

introduite dans [5, (25)]. On munit V,, d’une structure de S ® CW-module en
posant &4 -V, = 0.

DEFINITION 3.1. — On appelle module de Verma de plus bas poids x, noté
M(x) = M(x, k), le module induit par V, de S CW a H :

M(x) = ind?@CW(Vx) =H Qsgcw Vi-

Il résulte de H = P @ CW @ HS1 que M(x) s’identifie & P ® V, comme
‘P-module. Les propriétés énoncées dans la proposition qui suit découlent de [5,
2.5]. Rappelons que P posséde une structure naturelle de H-module.

PROPOSITION 3.2. — (a) Si x = triv est le caractére trivial, M (triv) s’identi-
fie au H-module P.
(b) Siwv, € Vi \ {0} et I, est Uannulateur de v, dans CW, on a
M(x) ~H vy ~H/(HS+ + HI,).
(¢) Tout sous-module M de M(x) est gradué : M = @®,>oM, ou M, =
(Pn @ Vi) N M (cf. [5, prop. 2.27]). -
(d) Un sous-module M de M(x) est propre si et seulement si M NV, = 0.
(e) M(x) admet un unique sous-module maximal, et donc un unique quotient
simple que l'on note L(x) = L(x, k).
(f) Soit V- un H-module engendré par v tel que CW -v ~V, et S;-v=0.

1l existe alors un morphisme surjectif de H-modules M(x) — V ; si V est
irréductible on a V =~ L(x). O

Signalons le corollaire :

COROLLAIRE 3.3. — Soit T une représentation de dimension 1 de W. Il existe
un isomorphisme naturel de H(k)-modules

M(x, k) ~ M(x @7 k7).
Démonstration. — On applique le (b) la proposition précédente, dont on
adopte les notations. Remarquons que si J est un idéal a gauche de H(k™)

et M = H(k™)/J, alors M est isomorphe au H(k)-module H(k)/e,(J). Le
corollaire découle de cette remarque appliquée a

J = HE)S4 (k) + HE™) Lyer-

En effet, fixons 'annulateur I, d'un élément non nul de Vg, ; alors, I, =
€-(Iyer) est Vannulateur de ce méme élément dans V,, = V7 .. Donc

X®T*
er(J) = H(k)S+ (k) + H(k) Iy,
d’ou le résultat voulu. O
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Propriétés de L(x). — Comme il est remarqué en [5, 2.6], on peut munir
M (x) d’une forme analogue & la forme de Shapovalov. Nous donnons ci-dessous
une maniere de construire une telle forme, ce qui nous servira au §5.

Définissons tout d’abord une forme bilinéaire sur H de la fagon suivante.
On fixe 0 # v, € V, et une forme bilinéaire symétrique non dégénérée W-
invariante ( | ) sur V) (on peut la prendre symétrique puisque V) ~ V¥ comme
W-module). On a donc (w-u|v) = (u|o(w)-v) pour tous u,v € V, et
w € CW. On peut alors définir une forme bilinéaire sur H en posant :

(a]b), = (vy [ Blab) - vy).
Remarquons que (| ), est non nulle (sinon (vy | Vy) = 0). On déduit facile-
ment des propriétés de 8 que ( | )x est symétrique et que son radical contient
HSy +HI,.
Comme M (x) =H vy =~ H/(HS+ + HIy), la forme (| ), induit une forme
bilinéaire symétrique non nulle sur M (x) par la formule

(a- vy, b-vy) = (a|b), = (vy | Bla,b) - vy)
pour tous a,b € H. Cette forme dépend des choix de (| ) et v, ; nous allons
voir que son radical R(x) n’en dépend pas.

REMARQUES 3.4. — 1) En utilisant la o-symétrie de (3, on montre celle de (, ),
qui est en particulier W-invariante ; il en résulte que le radical R(x) est un sous-
‘H-module de M (x), différent de M ().

2) Soit M(x) = ®rewr M(x)[7] la décomposition en composantes isoty-
piques du W-module M (x). On montre facilement que (M (x)[7], M (x)[¢]) =0
siT # .

3) En identifiant M (x) et P ® V,, on déduit facilement de

B(Prn@Vy,Pm®Vy) =0 pourn#m
que (My(x), Min(x)) = 0 si n # m. Ou encore, du fait que B(Hn, Hm) = 0 si
n # m, il découle que (H,, - vy, Hum - vy ) = 0 si n # m. En observant que chaque
M., (x) est un W-module, le 2) implique alors

(M (X)[7], Min (O[W]) =0 sin#mou T # 4.
PROPOSITION 3.5. — 1) Le radical R(x) est l'unique sous-module mazximal de
M(x). Par conséquent M(x)/R(x) est unique quotient simple L(x) de M (x).
2) 1l existe un isomorphisme naturel L(x, k) ~ L(x ® 7, k™) .

Démonstration. — 1) Soit M un sous-H-module propre de M(x). D’apres la
proposition 3.2, M est gradué et vérifie M NV, =0, on a donc M = @,,50M,.
Par la remarque 3.4, 3) et le fait que v, € My(x) il vient (vy, M) = 0. D’ou,
par o-symétrie, (H - vy, M) = (vy, M) = 0. Donc M est inclus dans R(x).

2) Par I’équivalence de catégories entre H(k)-mod et H(k™)-mod, le H(k)-
module M(x ® 7,k™)¢" admet un unique quotient simple L(x ® 7, k7). Mais
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REPRESENTATIONS DE L’ALGEBRE DE CHEREDNIK RATIONNELLE 471

M(x, k) =~ M(x ® 7,k7)¢, par conséquent les H(k)-modules L(x ® 7,k7)"
et L(x, k) sont isomorphes. O

REMARQUE 3.6. — Lorsque y est le caractére trivial R(x) coincide avec le ra-
dical R(k) de la forme (,); définie dans [4]. Ceci résulte des propositions 3.5
et 3.2, (e), et du fait que P/R(k) ~ L(triv, k) (c¢f. [5, 2.6]). Si 7 est une repré-
sentation de dimension 1 de W on a un isomorphisme L(7, k) ~ L(triv, k") ;
en particulier, L(sgn, k) ~ L(triv, —k)*©

4. H-modules irréductibles de dimension finie

Le but de ce paragraphe est de montrer que tout H-module irréductible de
dimension finie est isomorphe a un L(x) pour un x € W”. Pour ce faire, on
va utiliser une copie de s[(2,C) contenue dans I’algébre H" des W-invariants.
Soit {z1,. .., z¢} une base orthonormée de ag et e; = B(z;), 1 < j < £. Posons

¢ ¢ ¢
1 ) 1 )

E=3 ;z , F=—3 ;T H=E,F], Ek)= ;ZT
D’apres un calcul fait en [7, th. 3.3], (E, F, H) est un sl(2)-triplet d’éléments
de H" et on a H = E(k) + gi avec gy = %€+ Y acrt FaTa (qui est un élément
central de CW).

THEOREME 4.1. — Soit V' un H-module irréductible de dimension finie.
Il existe un x € W* tel que V ~ L(x).

Démonstration. — Décomposons le W-module V' en somme de composantes
isotypiques : V= 3"y VI[x]. Remarquons que P - V[x] C V(x| si P € HY
en particulier, chaque V[x] est un sous-s[(2)-module de dimension finie. Soit u
de poids minimal m € —N dans le s[(2)-module V. Ecrivons u = 2 Uy avec
uy € V[x]. Comme H laisse stable V[x] pour tout x, chaque u, non nul est aussi
un vecteur de poids minimal m dans V. On peut donc supposer que u € Vx|
pour un x € W”. De plus, pour tout i € {1,...,¢} on a [H,T,,] = —T¢,, donc

HT., -u=(m—1)T,, - u.

Par minimalité de m il vient T¢, - u =0, donc S} - u = 0.
Posons CW -4 = ®;V;, V; = V. Soita =3, ayw € CW tel que v =a-u €
Vi ~ {0}. Puisque Tyw = wT,,-1(,) pour tout y € a, il vient

Ty-v=>, 0wl -1y u=0.

Par conséquent V. = H - v avec CW - v ~ V, et S; - v = 0; le (f) de la
proposition 3.2 donne V ~ L(x). O
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Rappelons que le module M (x) =P ® V, est gradué par les
M,(x) =Prn®Vy =Hy- vy, n>0.
En posant R, (x) = R(x) N M, (x) on en déduit la graduation
R(x) = ®n>0Rn(x)

du radical de la forme (,) introduite au §3. Le quotient L(x) = M (x)/R(x)
est ainsi naturellement gradué :

L(x) = ®n>0Ln(x) avec Ln(x) = Mn(x)/Rn(X)-

Donc L(x) est de dimension finie si, et seulement si, il existe ng € N tel que
L,(x) = 0 pour n > ng. Cette condition équivaut a M,(x) = Rn(x), ou
encore a «la forme (,) est identiquement nulle sur M, () ».

5. Etude des L(x) de dimension finie

Nous allons donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur k et x,
¢f. remarque 5.5, pour que L(x) soit de dimension finie et étudier plus préci-
sément la structure d’un tel L(x). On conserve les notations des sections 3 et 4.

PROPOSITION 5.1. — Soit x € W*. Si L, (x) =0, alors Lp+1(x) = 0.

Démonstration. — 1l s’agit de montrer que si Ry, (x) = My (x), alors R,41(x) =
M41(x)- Soient f,g € Pny1 et a,b € CW; on doit montrer que

(f®(a-vx),g®(b.vx)):0.

Il suffit de le faire lorsque g est un monoéme de la forme z1x2 - - Tpy1, T; € a5
on écrit f =3 .. xf, avec f, € Py.

Soient y € a et w € W. De
[Ty, w] = w(Tw-1(y) = Ty) = wly-1(y)—y

on tire que [Ty, w] € WS,. En écrivant

[Tyag] = le"'[Tyaxj]"'anrl
J

et en utilisant la relation 1) du §1, on montre que [T}, g] € P,CW. Alors,
Tygw = gwTy, + [Ty, gw] = gwTy + [Ty, glw + g[T, w]
et St - vy, = 0 impliquent T, gw - vy = [Ty, glw - vy, € Myp(x) = Pn @ V4.
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Calculons maintenant (f ® (a - vy),9 ® (b-vy)). En utilisant la o-symétrie
de (,) et la définition de o il vient

(f@(a-vy),g@b-vy) =D (fr®(a-vy),0(x)g @ (b-vy))

rca*

= 3 (o ® (@ 0). Tag © (b-vy).

xea*

Il résulte du paragraphe précédent que pour tout = € a :
(fo ® (a-vy), Tp@)g © (b-vy)) € (Mn(x), Mn(x)) =0 (par hypothese).
Donc (f @ (a-vy),g @ (b-vy)) = 0. O
On en déduit :

COROLLAIRE 5.2. — Le module L(x) est de dimension finie si, et seulement
st, il existe n € N tel que L, (x) = 0. O

Pour obtenir un critére plus précis assurant la finitude de dim L(x), nous
allons utiliser le s((2)-triplet (E, F, H) défini a la section précédente. On fera
appel au résultat suivant [7, prop. 3.4] :

LEMME 5.3. — Pour tout p € P,, on a

o(p) = = ad(F)"(p) = Y (=1 ¢;FIpF"

ot les c; sont des entiers ne dépendant que de n. O

THEOREME 5.4. — Soit 0 # vy, € V). Le module L(x) est de dimension finie
si, et seulement si, il existe m > 0 tel que E™ - vy, € Rom(X)-

Démonstration. — 1l est clair que la condition est nécessaire, montrons qu’elle
est suffisante. Soit n € N. Tout élément de H,, - vy s’écrit sp - vy avec p € P,
et s € CW. Soit r € H,, et calculons (sp- vy, 7 vy) = (p- vy, 0(s)r-vy). Posons
t=o0(s)r € H,. On a

(p : Uxat : UX) = (UX | 6(p7t) : UX)
et d’apres le lemme précédent

B0 = 6)) = S0Py S0,

Or F" 9t € H_s(n—j)ytn = H_(n—2j) C HS4 pour n — 2j > 0. Donc
n(FIpF"t) € n(HS;) =0 pour n > 2j.
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Compte tenu de o(E) = —F, on obtient (ou [ | désigne la partie entiere) :
B(p,t) = Z c;m(o(E?)pF™it) = Z c;B(E?, pF™t).
j=[3n] Ji=[3n]
Par conséquent :
(5.1) (sp- vy, 7 vy) = ¢j(E7 vy, pF" o (s)r - vy).
n]

7=l

=

Supposons E™ - vy € Ram(x). Pour j > m on a donc
(E7 vy, Maj(x)) = (BE™ - vy, o(E7~™)Ma;(x)) = 0.

L’équation (5.1) fournit alors (sp - vy, 7 - vy) = 0 pour tout n > 2m, c’est-a-
dire M,,(x) = Rn(x) pour n > 2m, ce qui montre que L(x) est de dimension
finie. o

REMARQUE 5.5. — Puisque E € HW, on a E™ - v, € M(x)[x]- La re-
marque 3.4,3) permet de préciser encore la condition obtenue dans le théo-
réme 5.4 : le module L(x) est de dimension finie si, et seulement si,

il existe m > 0 tel que (Em - Uy, Mgm(x)[x]) =0.

Observons de plus que dim M, (x)[x] < oo et que si P € Mam(X)[x]
(E™ - vy, P) est un polynéme en les ko, & € RT (c’est en fait un polynéme
en les k; définis ci-dessous). Donc, si {P,..., Ps} est une base de Ma,,, (x)[x],
la condition E™ - vy € Ropn(x) équivaut a l'annulation des s polynémes
(E™ - vy, Pj),1<j<s.

Le cas x = triv. — On a rappelé, cf. remarque 3.6, que M (triv,k) = P
et R(triv) = R(k). Grace a la remarque 5.5, la condition du théoréme 5.4 se
traduit par (E™,PaV )r = 0, soit F™ (P4 ) = 0 pour un m € N. Rappelons
que PV = C[Q1,...,Q¢] olt les Q; sont des polynémes homogenes de degrés
di < dy < --- < dy (appelés degrés primitifs de W). La nullité de F™(P3")
est alors équivalente & F™(Qf* -+~ Q7*) = 0 pour tout (a,...,ar) € N tel que
Zj Cljdj = 2m.

Structure des L(x) de dimension finie. — Nous allons maintenant donner
quelques résultats sur la forme du module L(x) quand il est de dimension
finie. La structure de s((2)-module de L(x) lui donne une certaine symétrie, du
méme type que celle observée en rang 1, ¢f. [3, th.9.2]. Soient Ry, ..., R les
W-orbites dans R; on peut alors écrire R comme réunion disjointe ||;_, R}
On pose k, = k; pour a € R}. Lorsque R est irréductible on a s = 2 et
l'on prend pour Rf, resp. R;‘ , 'ensemble des racines courtes, resp. longues
(éventuellement vide), dans R™.
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L'élément ) i kaTo étant central dans CW, il opere par multiplication
par un scalaire sur tout W-module irréductible V. Si V est de type 7, ce scalaire
est

7(

a = : i + Ti)a
T(k) ;leR’L |7_(1)

ot 7(r;) désigne la valeur commune des 7(r,) pour o dans R} .

PROPOSITION 5.6. — 1) Posons
1
by (k) = 54 +a, (k).

L’élément H opére sur M,(x) par le scalaire p + by (k).
2) Si L(x) est de dimension finie, il existe un m € N tel que :
(i) ay(k) =—(m+ 30) <0;
(ii) L(x) = ®?™ Li(x) et lapplication x — E™ -z est un isomorphisme de
W-modules de Lo(x) =~ Vy sur Loy (x); si z € Vi ~ {0} on a
m =min{p € N: EP™' .2 € Ry, i2(X)}-

Démonstration. — 1) On rappelle, cf. §4, que H = E(k) + gi ol 'on a posé

1
gk = 58—}— Z kaTe-
aeR*

Alors, par [5, prop. 2.26], E(k) opeére sur M,(x)[r] par multiplication par le
scalaire p + ay (k) — a-(k). Donc H opere sur @,cwn Mp(x)[r] = Mp(x) par
multiplication par p + 3¢+ ay (k) = p + by (k).

2) En passant au quotient modulo R, (), on obtient que pour tous p > 0 et
z € Lp(x), H -z = (p+ by(k))z. Les éléments de poids minimal pour H sont
donc dans Lo(x) = V. De plus, comme [H, E] =2E et [H,F] = —2F, on a

H-(E-z)=(p+2+by(k)E-z et H-(F-z)=(p—2+by(k))F-ux.
Supposons maintenant L(x) de dimension finie. On a donc
L(x) = @i Li(x),
avec Lj(x) # 0,1 < j < p, cf prop. 5.1. Alors si 0 # z € Lo(x), « est
vecteur propre de plus bas poids b, (k) pour l'action de s((2) et U(sl(2)) -
est un sl(2)-module irréductible de dimension finie. Il existe donc m € N tel
que by (k) = —m. D’ou (i).

(ii) De U(sl(2)) - = @ (CE" -z avec 0 # E™ - x € Lo, (x) vecteur de plus
haut poids (égal & m) on tire 2m < p. Soit z € Ly(x). Comme E - z = 0 et
H - z=(p—m)z,lesl(2)-module U(sl(2))-z est simple de plus haut poids p—m.
Il en découle que 0 # FP~™ -2 € L_s(p—m)+m(Xx), donc —2(p —m) +p =
2m —p > 0et p=2m.
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Comme E™ € HW, I'application (non nulle) z +— E™ -z de Lo(x) ~ Vi
vers Lo, (x) est injective. Il reste & montrer que son image est Loy, (). Soit
y € Lom(x); c’est un vecteur de plus haut poids pour sl(2). Par conséquent
E™ . (F™.y) = y, & une constante pres, avec F™ -y € Lo(x). La derniere
assertion découle immédiatement de la précédente. O

REMARQUES 5.7. — 1) Supposons L(x, k) de dimension finie et soit m comme
dans la proposition 5.6. En raisonnant comme dans la preuve du 2), (ii) de la
cette proposition, on peut montrer que I'application v — E™ 1.y est un
isomorphisme de W-modules de L1 (x) = M1(x)/R1(x) sur Lam—1(x)-

2) Si x(r;) = 0 pour tout 14, il résulte de la prop. 5.6, (i) que L(x, k) est de
dimension infinie. Cette condition est par exemple vérifiée lorsque x = x ® sgn.

6. Exemples

On suppose, dans toute cette section, que R et la représentation W — GL(a)
sont irréductibles. On a alors PV = C[Q1,...,Q¢ avecd; =2 <d3 < --- < dy
et I'on peut prendre )1 = F.

On rappelle que la multiplicité k est dite singuliére si R(k) # 0. D’apres [4],
pour k constante, cela équivaut & k = j/d; —pavec 1 <i <, 1<j<d;—1
et p € N*.

On dira que k est trés singuliére si L(triv, k) est de dimension finie. (Rap-
pelons que c’est équivalent a 'existence d’un entier p tel que FP (ngg )=0.)

Une multiplicité tres singuliere est évidemment singuliere et 'on a vu que,
si 7 est une représentation de dimension 1, cela équivaut a dim L(7, k™) < oo
(¢f. remarque 3.6). Le but de cette section est de donner des exemples de
multiplicités tres singulieres pour certains systemes de racines.

On pose i = byyiv (k) = H(1), donc
1
h=—=F(E) = k| R | + ko| Ry | + 5¢.

Observons que h = k|RT|+ %E lorsque toutes les racines ont la méme longueur
et que h = 3|RT|(k1 + k2) + 3¢ lorsque R est de type Bz, Cz, Gz ou Fy.

LEMME 6.1. — Pour tout p € N, FPTH(EPTY) = (=1)PFL(p+ DI [P_, (R + ).

Démonstration. — En utilisant le fait que H(P) = (h+ d)P pour P € PV et
la relation

(6.1) [F,E°] = —HE* ' + E[F, 5]
on montre par récurrence que F(E*) = —s(h+s—1)E*~! d’ol le lemme. [
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On posera, si ces entiers existent,
n =min{p € N: FPT(EPT) = 0},
m =min{s € N: F*T(P}V, ,) = 0}.
Donc lexistence de m équivaut & dim L(triv, k) < oo et 'on a alors (cf. §5)
L(triv, k) = @77 L;(triv, k).

(On pourra remarquer que si Li(triv,k) # 0, il est égal au W-module a*)

L’existence de n signifie que h = —n, i.e. k = —(2n+¢)/|R| lorsque k est
constante.
Cas ou m = n. — Lorsque m = n, cela détermine les multiplicités tres singu-
lieres. Ceci se produit lorsque i = —n et Ponio = CE™". Donnons des
exemples :

e Comme P}V = CE, on a
h=0 <= L(triv,k) =C <= R(k) =P+.
Si k = k1 = kg, on obtient alors k = —¢/|R|.

e Si aucun degré primitif n’est égal & 4 (c’est par exemple le cas pour les
types Ag, Fy, Eg, E7, Es et Go) on a P}V = CE?. Donc

h=—1 <= L(triv, k) = @7, L;(triv, k).
* De méme, quand d; # 6 pour tout j (e.g. pour le type Eg), on obtient
h=—2 <= L(triv,k) = ®}_oL;(triv, k).

o Supposons R de type A; et notons P = C[z]. On a Py, 1o = CE™! =
Cz2"*2 donc il découle des résultats de la section 5 que

h=-n <= L(triv,k) = C[z]/(z*"T1).

On retrouve ainsi ce qui a été obtenu dans [3] : les multiplicités singulieres

et tres singulieres coincident et correspondent aux multiplicités k = — % —-n
avec n € N.
Type Az. — On a PV = C[E, Q2] ot Q2 est un polynéme homogene W-

invariant de degré 3. Rappelons que I’ensemble des valeurs singulieres de k est
formé des k non entiers de la forme —%p ou —%p avec p € N.
On a F(Q3) € P}V =0 et un calcul direct montre que F(Q3) = AE? pour

un A\ € C* indépendant de k. En remplacant Q2 par v AQ2, on peut donc écrire
PW =C[E, Q] avec F(Q) =0, F(Q?) = E?. On pose

Pn,r _ Pmr(k) _ Fn(En73rQ2r).

1
Les P, , sont des polynémes en k, ou /i, et 'on a F™ (P = ZES:S] CP, ;. Ainsi
la multiplicité k est trés singuliere si, et seulement si, il existe un entier positif
ou nul m tel que Ppi1, =0 pour tout 7 =0,..., [5(m + 1)].
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On peut montrer le résultat qui suit en utilisant

[F,Q)QF) = F(Q™') — QF(QP)
et la formule (6.1).

ASSERTION 6.2. — Les polynémes (en h) P, , vérifient la formule de récur-
rence sutvante :

Vn,reN, Pui,=r2r—1)P,,-1—(n+1-3r)(h+n+3r)P,,

En outre, P, , =0 sin < 3r. O

Pour tousn € Net 0 <r < [%n], on définit alors un polynéme (en /) de
degré n — r par :

Far(B) =TT} () / TIiz) (4 31+ 2),

Remarquons que f, (k) s’annule pour i = —j avec j € {0,1,3,...,n — 1} et
j #£ 2 (mod 3). Dong, si n # 2 (mod 3) le polynéme

St ) () = frpn 11ny(R)

possede —n pour racine. Observons également que fi, 41 r41(%) divise fr41.-(R).

Gréce a la formule de récurrence obtenue dans ’assertion 6.2, on peut alors
démontrer :

ASSERTION 6.3. — 1) Soit n,r € N. Alors, si

T

n rn! .
Qn,r = (—1) + ? H(2Z — 1)7

i=1
ona P, =anyfnr(h).

2) La multiplicité k est trés singuliere si, et seulement si, h = —m € —N
avec m # 2 (mod 3). O

Compte tenu de l'assertion précédente, des remarques 5.7,2) et 3.6 nous
pouvons énoncer :

THEOREME 6.4. — Soit R un systéme de racines de type Az, k = ko, o € R.
Alors H(k) posséde des représentations de dimension finie si, et seulement si,
il existe un m € N non congru a 2 modulo 3 tel que 3k +1 = +m. De plus,

3k+1=—m & dim L(triv, k) < oo et 3k+1 =m < dim L(sgn, k) < co. O
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Type Bs. — Rappelons que k1, resp. ke, désigne la valeur de k sur les racines
courtes, resp. longues; on a donc i = 2(ky + k2) + 1. Ecrivons P = Clxy,z2] de
sorte que R = {z1, 72,71 + 22} et W soit engendre par r =Tz, —gz,, Si = g,
i=1,2. On a alors PV = C[E, Q] ot Q = 2323 € P}V.

Soit n € N. Une base de P}, est {E"T1=2'Q", r =0,...,[3(n+1)]}. On
définit des polynémes en ki1, h (i.e. ki, ko) par

Py = Pyr(ki, h) = FP(E"2Q).
La condition F"*1(P3V ;) = 0 est donc équivalente & P,11, = 0 pour r =
0,...,[3(n+1)]. On obtient aisément le résultat suivant :
ASSERTION 6.5. — Les polynoémes P, , vérifient la formule de récurrence
Vn,r € N, Poy1p=—-2rki+2r—1)P,,—1—(n+1-2r)(i+n+2r)P, ,

(Avec la convention P, _1 =0.) O

Pour tous n € N et 0 < r < [$n], on pose :

gnr U, 1) =TTy (261 + 20 = DT (4 ) / TTy (B + 20— 1),

Une récurrence et ’assertion 6.5 donnent :
ASSERTION 6.6. — Soient n,r € N. Alors, P, » = (=1)"nl gp r(k1, }). O

Rappelons que W» = {triv,sgn, std, x1, x2}, ol std est la représentation
standard W — GL(a), x1, X2 sont de dimension 1 données par

xi(r) =1, xa(s1) =xa(s2) = -1, x2=x1 ®@sgn.

En utilisant la formule précédente, les remarques 5.7,2) et 3.6, on obtient
le théoreme qui suit. Il fournit les conditions nécessaires et suffisantes pour
que H(k) possede des représentations de dimension finie.

THEOREME 6.7. — Soit R un systéme de racines de type Bs.
1) La condition dim L(triv,k) < oo équivaut & l'une des deux conditions
suivantes :
(a) h=—n pour unn € N pair;
(b) h=—netky =—2(2j—1) avecj € {1,...,1(n+1)} pour n € N impair.
2)
3)

Le module L(std, k) est de dimension infinie.

Si T € {sgn, x1, x2} on a:

dim L(7, k) < o0 <= dim L(triv, k™) < oco. O
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Type Go. — Soit e, ea une base orthonormée de ag, de base duale x1, zs.
On pose
. B . 1 . = 1 .
z=x1+ixe, Z=x1 —ixy, T = §(T51 —iTe,), T= §(T51 +iTe,).

Ainsi 2F = zZ et F = —2TT. Soit Q' = 24 25. Comme W est le groupe diédral
d’ordre 12, on a h = 1+ 3(k1 + k2), PV = C[E, Q'] et (cf. [4]) la multiplicité
k = (k1, ko) est singuliere si, et seulement si, il existe n € N tel que 1'on soit
dans I'un des cas suivants :

(1) klz—%—n, ke € C;

(11) ko = —% —n, k € C,;
(ifi) 3(k1 + ko) = —j —3n ot j € {1,2,4,5}.

Posons k = ko —ky ; il existe alors une constante A (non nulle et indépendante
de ki, ko) telle que F(AQ') = kE%. On pose Q = \Q' et, pour tous n € N
et r €{0,...,[4n]}:

Pn,r — Fn(QrEnfiir).
Ces polynémes en ki, k2 (ou &, h) engendrent F"(Pa¥). On montre par récur-
rence le résultat suivant.

ASSERTION 6.8. — Pour tous (n,7) € N2, on a :

Poy1r=—Mn+1-3r)(h+n+3r)P,, +76P, 1 — P 2.

r(r—1)
9
(Avec la convention que P, =0 pour r <0 oun < 3r.) O

On obtient une suite de polynémes (en k,h), {®,(h, K)}pen, en posant
®y=1, ®; = Kk et pour tout p > 1:

—1
@, (h, k) = £Pp_y (B, K) + pT(h +3p— 4)®,y_o(h, k).

Définissons aussi, pour n € N et r € {0,...,[3n]}, les polynomes :
n—1 r—1
an () = [+ ) TL(h+ 2+ 35).
i=0 =0
On vérifie alors que pour n € Net 7 € {0,...,[4n]} on a:

|
Pas(h, ) = (~1)"*7 @0 (B, w)an o ().

Ainsi Pexistence d'un entier n € N minimal tel que F™(P3¥) = 0 est équivalente
a la réalisation de 'une des deux conditions suivantes :

(a) sin#0 (mod 3), alors i=—(n—1);
(b) sin = 3r, alors ¢,(k) = ®,.(k, —(3r — 1)) = 0.
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Quelques calculs fournissent la conjecture suivante (vérifiée pour 2¢+1 < 31) :
q
(6.2) haq (i H (25 —1)%), Goga(s —an — (24)?

Supposons que (6.2) soit vérifiée. La multiplicité k est alors tres singuliere
si, et seulement si, il existe n € N tel que :

(a) soit n 20 (mod 3) et h=—(n—1);
(b) soit n =0 (mod 3) et si $n est pair (resp. impair), alors |x| est un entier
impair (resp. pair) inférieur a %n
Soit a1, resp. asg, une racine courte, resp. longue. On a
wh = {triv7 sgn, 7,sgn ® 7, std, std ® T},

ou 7 est la representation irréductible de dimension 1 donnée par 7(rq,,) = 1 et
T(ra,) = —1. En utilisant la caractérisation précédente, les remarques 5.7, 2)
et 3.6, on obtient le théoreme suivant. Il détermine les multiplicités pour les-
quelles H (k) admet des représentations de dimension finie.

THEOREME 6.9. — Soit R un systéme de racines de type Go.
1) On suppose (6.2) vérifiée. Alors la multiplicité k = (k1,k2) est trés sin-
guliére, i.e. dim L(triv, k) < oo, si et seulement si, il existe n € N* tel que
(a) ki +ke=—3n sin#0 (mod 3);
(b) (k1,k2) ou (ka, k1) est de la forme

1/1 1/1 1
N - 2 (Zn—94 < i< =
( 2(3"+2j 1), 2(3” 2j+1)). t=i=gm
sin=0 (mod 6);
(¢) (k1,ke) ou (ka, k1) est de la forme

1/1 . 1/1 . o1
(-3(3n+2) —5(3n-2)) 0<isg-9),
sin =3 (mod 6).
2) Si x € {sgn,7,sgn ® 7}, alors dimL(x, k) < oo si et seulement si la
multiplicité kX est tres singuliére.
3) Si x € {std, T ® std}, alors dim L(x, k) = 0. O
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