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FORMES DE TORSION ANALYTIQUE

ET FAMILLES DE SUBMERSIONS 1

PAR XlAONAN MA (*)

RÉSUMÉ. — Soient 71-1 : W —r V et TT^ : V —^ S des submersions holomorphes de variétés
complexes de fibre compacte. Soit ^ un fibre holomorphe sur W. On démontre la fonctorialité
des formes de torsion analytique relativement à la composition de deux submersions. Ce résultat
étend une formule de Berthomieu-Bismut à une situation en famille.

ABSTRACT. — ANALYTIC TORSION FORMS AND FAMILIES 0F SUBMERSIONS. — Let
TI-I : W -^ V and TT^ : V -^ S be holomorphic submersions of complex varieties with compact
fibre. Let ^ be a holomorphic vector bundie on W. We prove thé functoriality of thé analytic
torsion forms with respect to thé composition of two submersions. This resuit extends to a
relative situation a resuit by Berthomieu-Bismut, proved in thé case where S is a point.

0. Introduction
Le but de ce travail est de démontrer la fonctorialité des formes de torsion

analytique relativement à la composition de deux submersions ; cet article est la
première partie de ce travail.

Soient W, V, S des variétés complexes. Soient 71-1 : W —> V, TT^ : V —> S des
submersions holomorphes de fibres compactes X, Y. Alors 7r3 = TT-^ 071-1 : W —> S
est une submersion holomorphe de fibre compacte Z.

Soit ^ un fibre vectoriel holomorphe sur W. Soient R^TT^, R^TT^, P^TT^R'TT^
les images directes de ^, ç, R^TT^. On suppose que R^TV^Ç, R^TT^ et
R^Tr^R^Tr^^ sont localement libres.

(*) Texte reçu le 27/10/98, revisé le 10/12/1998, accepté le 6/01/99.
X.MA, Université Paris-Sud, Département de Mathématiques, Bât. 425, 91405 Orsay CEDEX
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Mots clés : faisceaux, cohomologie des sections de fibres vectoriels holomorphes, classes
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542 x. MA

Soient H{Z^\z), H{X^\^) les cohomologies de ̂ , <^. Alors H(Z^\z) est
un fibre holomorphe Z-gradué sur 5'. Plus exactement, on a

^7T3^=^(Z,^).

De même, on a R^TT^Ç = H(X,^^).
Soit ^v (resp. ^w) une (l,l)-forme réelle, fermée sur V (resp. W), dont la

restriction à chaque fibre Y (resp. Z) définit une métrique hermitienne ^Ty

(resp. ^Tz) sur le fibre tangent relatif TY (resp. TZ). Soit ^Tx la métrique
hermitienne sur TX induite par ^w'. Soit h^ une métrique hermitienne sur ç.

Soit (^P^ix^^) le complexe de Dolbeault des formes C°° sur la fibre X
à valeurs dans ^. On munit f2(X,^) de la métrique hermitienne L^ associée
à gTX,h^. On identifie H(X,^^) aux formes harmoniques dans le complexe
^P^lx). Soit /^^lx) ^ /^ri^ ^ métrique L^ associée sur ^(X,^) =
^•TI-i^.

De même, on considère les complexes de Dolbeault relatifs ^(Z,^|z) et
^(V, ̂ •71-1^1 y) associés aux métriques gTZ, h^ et ^Ty ^JR7r1^. On désigne
par ^^(z^!^) = /,^3.ç d /,^2.^i^ ^ métriques L^ correspondantes sur
H(Z^\z} = R'TT^ R-TT^R-TT^.

Soient T,{^ ̂ ), T^\ h^^) et rs^^, ̂ ) les formes de torsion analyti-
que construites dans Bismut-Kôhler [BKô] sur Y, 5', S associées à (^1,^^,^),
(7T2, a ,̂ ̂ JR7r1^) et (7T3, cc;̂ , ̂ ). Les formes Ti vérifient l'équation

^ S^Tl(u;w-h^ = ̂ (^•^i*^^1^) - / Td(^X,^TX)ch(^,^)
^JC

et les formes T^ et Ts vérifient des équations analogues.
Soit Td(rZ,Ty,^,^) ç p^/p^o ^ ̂ ^ ̂  Bott-Chern de [BGS1]

telle que

(0.2) ^TdÇTZ^g^^g^)

= TdÇTz^^) - ̂ (TcKry^^Tdcrx,^).

Pour s ç S, il existe une suite spectrale de Leray (£'r,s, <lr,s),r ^ 2, [Grot]
telle que

E-i = R'TT^R'TTi^.

Soit h132 la métrique sur ^2 induite par /i^.^i.e Qn définit une classe de
Bott-Chern

ch^^Z,^),/^,/^'^)) ç p5/ps,o
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FORMES DE TORSION ANALYTIQUE 543

dans les trois cas suivants :
i) lorsque le fibre holomorphe ^ est TT^ et ̂  acyclique.

ii) lorsque le rang des Er (r ^ 2) est localement constant sur S.
iii) lorsque TTI et V sont projectives.

On vérifie que ces définitions sont compatibles.
La classe ch(E2,H(Z,^z)^E2,hH{z^z)) vérifie l'équation

(0.3) ^cHE^HÇZ^^.h^^^W)

=ch{H(Z^^).hH^^)-ch(E^hE2).

Le but de cet article est de montrer le théorème suivant.

THÉORÈME 0.1. — Dans P8/P5'0, on a l'identité

(0.4) Ts^^) - T^h^^) - ! Td^y^)^^)
J y

+ /Td^^ry^^^^^h^^-ch^^^^iz),^^^^^
Jz

On remarque que quand S est un point, le théorème 0.1 est exactement [BerB,
th. 3.1]. Dans [BerB], le résultat est énoncé comme une formule qui compare les
métriques de Quillen sur detR9^^ ^ detR'Tr^R^TT^ç.

Supposons maintenant que W, V, S sont des variétés arithmétiques. On rap-
pelle que les images directes de Gillet et Soûle Ti-i», 7T2!, ^31 contiennent les formes
de torsion analytique Ti, T^,T^. Le théorème 0.1 implique alors qu'on a la for-
mule

(0.5) 7T3!(^) -^(TTI,^)) =- f Td(TZ, rr, gTZ^ ̂ ch ,̂ ̂ ).
J z

La formule (0.5) est un analogue d'un résultat de Faltings [F, lemme 5.5], dont
la preuve est donnée dans [F, p. 75-76].

Cet article est organisé de la façon suivante.
• Au paragraphe 1, on calcule Pasymptotique de certains objets géométriques

associés à une famille de submersions.
• Au paragraphe 2, on rappelle des résultats de [BGS2] et [BKô] sur les formes

de torsion analytique.
• Au paragraphe 3, on énonce le théorème 0.1 dans les cas i) et iii).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



544 x. MA

• Au paragraphe 4, on énonce sept résultats intermédiaires, dont les preuves
sont différées aux §§ 5-9. En utilisant ces résultats, on montre le théorème 0.1
dans le cas i).

Les paragraphes 5-9 sont consacrés aux preuves des résultats intermédiaires
qui étendent [BerB, §5-9].

• Au paragraphe 5, on calcule l'asymptotique des supertraces évaluées à l'aide
d'une superconnexion qui dépend de deux paramètres u et T.

• Au paragraphe 6, on établit une égalité triviale pour la classe de Bott-Chern

chÇE^HÇZ^^.h^^h^^) G P^/P5'0

dans le cas i) pour lequel H(Z^\z) = ^2-
Les paragraphes 7-9 contiennent des résultats de théorie de l'indice local

relatif qu'on utilise pour montrer le théorème 0.1.
• Au paragraphe 10, on construit la classe de Bott-Chern

ch^^^^iz),^2,^^'^) e P^/P5'0

dans le cas où TTI et V sont projectives.
• Au paragraphes 11 et 12, on montre le théorème 0.1 dans le cas iii).
La preuve du théorème 0.1 dans le cas ii) paraîtra comme partie II dans [Mal].
Les résultats de cet article ont été annoncés dans [Ma]. On utilise le formalisme

de superconnexion de Quillen [Q2] ; pour les détails, on se référera aussi à [Bl],
[BGS1], [BGS2], [BerB].

REMERCIEMENTS. — Cet article est une partie de ma thèse de doctorat de
l'Université Paris XI (Orsay). Je tiens à exprimer ma plus profonde gratitude
à mon directeur de thèse, le professeur J.-M. Bismut. Il m'a soutenu tout au
long de ce travail, du français aux mathématiques. Sans ses utiles discussions et
suggestions, cet article n'aurait jamais été écrit. Je remercie aussi vivement le
professeur Christophe Soûle pour ses observations.

1. Fibrations kàhlériennes et limites adiabatiques
Soient 71-1 : W —^ V et TT-^ : V —^ S des submersions de variétés C°° de fibres

compactes X, Y. Alors TT^ = TT^ o TT-^ : W —> S est une submersion C°° de fibre
compacte Z.

Soient ^Tvl/, ^Tv des métriques sur W^ V. Pour T > 0, on pose

.TW ^ -TW i -*,,ryQT = 7r^9 +^1^ •
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FORMES DE TORSION ANALYTIQUE 545

Par une construction de [BGS2, §1], la métrique g!^ détermine un sous-fibre
T^W de TW, une connexion Vj^, et des tenseurs 63^ et T^^-

Dans ce paragraphe, on étudie la limite quand T tend vers +00 de ces
différents objets. Ce paragraphe étend les résultats de [BerB, §7b)] obtenus
dans le cas où S est un point.

En a), on calcule Pasymptotique des objects définis, précédemment. En b), on
applique les résultats de a) dans le cas des fibrations kàhlériennes (voir [BGS2,
§1]).

a) Fibrations et limites adiabatiques.
Soient W, V, S des variétés C°°. Soient 71-1 : W -^ V, ̂  : V -> S des

submersions C°° de fibres compactes X, Y. Alors TT^ = TT^ o 71-1 : W —> S est
une submersion C°° de fibre compacte Z. On a donc

X ——> Z———> W

Soient TZ = T W / S , TX.TY les fibres tangents relatifs. Soient g^\ g^
des métriques sur W, V et gTZ ,gTX^Ty les métriques induites par (f™^^
sur TZ,TX,TY. Soit T^W (resp. T^V) le sous-fibre de TW orthogonal à TX
pour gTW (resp. TV orthogonal à TY pour gTV).

Soient Ti, S^ (S^ ( • ) • , • ) (resp. T^ S^ (S^ ( • ) • , • ) ) les tenseurs définis en
[B4,§1.1] associés à ̂ ,gTX,THW) (resp. (^^^^fV)).

Pour T > 0, on pose

(1-1) ^-^"^^ff^ 5^=^.

Soit g^ la métrique induite par g™ sur TZ. Soit 73^^ le sous-fibre de
TW orthogonal à TZ pour g^. Soient Ty^, 83^, (5'3,r( • ) • , • )r les tenseurs
définis en [B4, §1.1] associés à (îrs,^2\T^j,W).

Soient V^, V"", V^2 les connexions sur (TX,^), (Tr,^), (TZ.g^)
associées à (Tn,^,^^), {^,9^ ̂ V), (^3,9^ ,T^W) (voir [Bl, §lc)]
et [B4, § 1.1]).

Le but de cette partie est de décrire l'asymptotique de

V^,T3,r,<53,T(-)^-)r quand r^ oo.

Si S est un point, on a déjà étudié cette question dans le cadre complexe dans
[BerB, §4 et §7].
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546 x. MA

On pose :

(1.2) T H Z = T Z n T H W .

Alors on a les identifications de fibres vectoriels C°° sur W,

(1.3) rz^r^zerx, ^Z^^TY.
Les fibres T11 Z et TX sont orthogonaux pour g T Z . Soit P^ z (resp. PTX) la
projection de TZ = ̂ Z^TX sur T^Z (resp. TX). Soit ^THZ la métrique sur
T^Z induite par ^Ty.

On pose :

(1.4) T^W = {x e rfry, 7ri,x e î̂ }-
On a :

(1.5) T^W = T^W C T^Z.

Les fibres T^IV et T11Z sont orthogonaux pour la métrique TT^g^.
Pour U e T6', soit ̂  e Î^W (1 ^ T ^ +00) (resp. ^7f e T^V) le

relèvement de L^ dans T^W (resp. T^V) qui est tel que TT^U^ = U (resp.
TT^U^ = U). Pour U C TV, soit [/f e rfW le relèvement de U dans rfW
qui est tel que TT^U^ = U. On remarque que pour U G TS^

(1.6) 0̂0 = (^)f.

DÉFINITION 1.1. — Soient h G End^^Z), ^ € îlom(T^W,T11Z) tels que
siU,V <= TY, X e T^V, alors

r^f,^)^=(^f,^).,r^,
(l'7) {(X^V^^^'X^V^^..

Soient g7^5\g' des métriques sur TS. Notons que par [BGS2, rem. 1.6] et
par (1.7), les objets introduits précédemment sont inchangés quand on remplace
g^ et g^ par g^ + ̂ Ts et g^ + ̂ ITS.

PROPOSITION 1.2. — Si U e r6', 1 < T < +00, on a l'identité suivante dans
TW :

(1.8) u^ = u^ - ̂  (i + ̂ ^^ec.
Preuve. — Par définition, on a T3^TV c T^TV. Donc il existe U(T)

appartenant à TV tel que U^ =U(T)H. D'où

(1.9) U(T) - U^ e TY.

En utilisant (1.6), (1.7), (1.9), on en déduit facilement (1.8). [\
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FORMES DE TORSION ANALYTIQUE 547

Maintenant, on étudie Pasymptotique de V^^Ts^r, (^3,r( • ) • 5 • )r-
Soit BT(T ç [l,+oo]) une famille de tenseurs; quand T tend vers +00, on

notera
BT=O(^),

si, pour tout k e N, K C S compact, il existe c > 0 tel que pour T ^ 1, le sup
des normes de BT et de ses dérivées d'ordre < k sur K est dominé par cT~2.

Soit V71 z la connexion sur T11Z induite par ^/TY ; soit 0\/TZ la connexion
sur TZ ^ T^Z C TX

(1.10) ^Tz =^THZ^^TX.

Sur chaque fibre Z, soit \/TZ la connexion de Levi-Civita sur ( T Z ^ g T Z ) . Soit
^'Tz = 7^^Ty C ̂ Tx la métrique sur TZ = T^Z © TX.

DÉFINITION 1.3. — Sous l'identification TW = T^^W © TZ, soit A^^ la
1-forme sur W à valeurs dans End(TZ) définie par

(i.ii)
{A^(X)Y,Z}^ = {^Tz -'^wy,?^}^

si x, y, z e rz,
= ̂ ([^p^y],?^)^ +<[fa/x,p^x^],p^Hzy),.„}

^^ • \ L - - ^ J ^ - /7T^^

si X (E TS^W e^ Y, Z ç TZ.

On pose

(1.12) V^ = "V^ + A3,oo

THÉORÈME 1.4. — La connexion V^ préserve TX et sa restriction à TX est
égale à ̂ /Tx. Quand T tend vers +00, on a

(1.13) V^=V^+0(^).

Preuve. — Si Y, Z sont des sections C°° de TZ, pour X 6 TW, on doit calculer
l'asymptotique de (V^^-Y, Z\ ,j,^ quand T —> +00.

Soient YI,ZI (resp. Y^Z-^) des sections C00 de TY (resp. TX). Soient
y =^+12,^=^1+^2.

i) Le cas où X e TZ. — Soient Xi,X2 des sections C°° de TV, TX. Soit
X = X^i + Xî. Par (1.1), on a

(1.14) (V^V,Z)^

= r^v^y. Z2)^ + (v^y, z^)^ (i + o(^)).
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548 x. MA

En utilisant la formule de la connexion de Levi-Civita [BeGeV, (1.18)], [B4,
th. 1.1] et (1.14), on a

(1.15) (v^y.z)^, = (vF^^)^x +(^^1,^1)^ +o(^).

ii) Le cas où X e T^W. — Soit U une section C°° de TS . Soit X = U^.
• Supposons d'abord que Z ç. TX. Alors Zi = 0. Par [B4, th. l.l], (1.1)

et (1.8), on a

(1.16) 2<v%^y, z}^ = 2^2<v%^ z}^ + o(^)

= T2^ [U^, Y], Z}^ + {[Z, U^}, Y}^z

+U^{Y,Z}^}+0(^)

= 2<V^V2,Z)^ +2{A^(U^)Y,Z)^ +0(^).

• Supposons que Z £ T^W. Alors Zy, = 0. En utilisant [B4, th. 1.1] et (1.8),
on obtient :

(1.17) (v^y,z^ = <v^,zi)^ +o(^).

Nous avons bien démontré le théorème 1.4. []

Soit ^T<s une métrique sur TS^ soit V^ la connexion de Levi-Civita sur
(TS.g113). Soient g^^ la métrique et V73^001^ la connexion sur T^W
induites par gTS\ ̂ Ts. Soit ̂ ^ la connexion sur TW = T^W ® TZ

(1.18) oy^v^^ev^,

et soit Ts^oo la torsion de °V^.

PROPOSITION 1.5. — On a

{ T,(X^Y)+[T^X^„Y)]H^A^(X)Y
(1.19) r3,oc(x,r) = ^ x e r3^w,y e riy,

0 s i X . Y ^ T Z .

Preuve. — On fait le calcul dans les cas suivants.
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FORMES DE TORSION ANALYTIQUE 549

(i) Le cas où X, Y e T^W. — Soient U, V des sections C°° de T5; alors :

f"! 9("h To f77^ ^^ '» — V^oo^rr/^ ^j^^jrH [ r r H T T l H 1
^l.ZUJ ^3,00^3,005 u 3,00^ — v u11 u 3,œ - v^ ^.oo ~ l/^.oo^ cy 3 ooj

3, oo 3, oo

={[u^}}H^-[u^ul^}
= Tl(^oo^foo) + [W^U'^.

(ii) Le cas où X ç. T^W\ Y e TX. — Soit U (resp. Y) une section C00 de
r5' (resp. TX); alors, par (1.13),

(i.2i) ^^(^oo.n-v^y-^oo^]-^^^^).

(iii) Le cas où X ç T^W, Y e T^W. — Soit U (resp. Z) une section C°°
de T^ (resp. rV) ; alors '

f1 99'ï To ( T ï 1 1 7ÎÎ\ — \7THZ 7 Î Î -L A ( T T 1 1 \r7H \TTH '7^1H.ZZ; i3,oo^3,cx)^zl J — ^l^^l +^3,00^3,00)^1 - L^.oo^l J

_ \TTH yH^ i rV^ '^ 'Z l^ i A ( T T 1 1 \r7H

- ~ 1^3,00^1 J + [V^ZJ i + ^.00(^3,00)^1

= T,(U^ Zf) + [T^f, Z)]f + A3,oo(^oo)^.

(iv) Le cas où X, Y G TZ. — Soient X, Y des sections C00 de TZ. D'après
[B4, th. 1.1] et (1.13), on a

(1.23) T^(X^Y) = V^r - V^yX - [X.Y]

= ^J^^ - ̂ x - [̂  y]) = o-
Nous avons bien démontré la proposition 1.5. []

THÉORÈME 1.6. — Quand T -^ +00,

(L24) Î3,T=Ï3,00+0(^).

Preuve. — On a des identifications de fibres vectoriels C°° sur V

(1.25) TW = T^W C TZ, T^W ^ TT^TS.

Soit V73^^ la connexion induite par V^ sur T^W. Alors Ï3^ est la torsion
de la connexion V^^ © V^. En utilisant la proposition 1.2, (1.13) et (1.18),
on a (1.24). []
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550 X. MA

THÉORÈME 1.7.
(i) Pour X e TX, Z e rZ, ^7, ^// e T5', on j^e

y^=z+^ YT=U'^'

Alors quand T —> +00, on a :

(1.26) T\S3,T(X)YT,Y^ = {S,(X)Y^Y^}

+^{h'Y^P-^Z)^+o(^).

(ii) Pour Xi, ri e ry, £/, (7' e rs', on pose

X=X^, YT^Y^+U^, YT=U'^-

Alors quand T —r +00, on a :

(1.27) (^T(X)y^ ̂ )^ = <^(^)(ri 4- U^ [/'?) + O(^).

Pre^e. — (i) D'après [B4, (1.5), (1.6)], (1.8) et le théorème 1.6, quand
T —>• +00, on a :

(1.28) T^S^TWYT^ = -T^WU'^Z^X}^
y'r'

+1,T2{T3,T(U^U'^X}^

=-(PTXT^(U'^Z),X}^

+ ̂ PTXT3,^U^,U'^),X}^+0(^).

Par [B4, (1.5), (1.6)], (1.11), (1.19), on a :

(1.29) r^rWyr.yr^
=-(W^PTXZ),X}^

+12(T^+PTHZZ,U'^),X}^

+,{[x,h'u'^p^z}^+o(^)
= {S.{X}Y^Y^+^{h'U'^PT^Z}^+o(^\
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FORMES DE TORSION ANALYTIQUE 551

(ii) D'après [B4, (1.5), (1.6)], (1.8) et le théorème 1.6, quand T -^ +00, on a :

(1.30) {SS,T(X)YT,YT}
=-{T3,T(U'^Y^,XH,}^

_l_ 1 /^T ( T T 1 1 T T ' 1 1 \ V11 \
+ 2 ̂ 3^^3,7^ S,^^!,!/^

_ /^^THZrp ( j j i t î vH\ ^H \
- -\^ ^3,00^ 3,00^ ̂ U^U/^Ty

+ K^^oo^oo l̂oo).^),^ +û(^)

= -{W^Y,),X,)^ + ̂ (^.[/^Xi}^ +o(^)

={S2(X,)(Y^U,H)^}+0(^).

On a fini la preuve du théorème 1.7. []

b) I/asymptotique des tenseurs associés aux fibrations kâhlériennes.
Soient W, V, S des variétés complexes. Soient 71-1 : W —^ V, ^^ : V —^ S des

submersions holomorphes de fibres compactes X , Y. Alors TT^ = TT'Z o 71-1 : W —> S
est une submersion holomophe de fibre compacte Z. Soient TX, TY, TZ les fibres
tangents holomorphes relatifs.

Soit UJV (resp. û^) une (l,l)-forme réelle, fermée, C00 sur V (resp. W) dont
la restriction à chaque fibre Y (resp. Z) définit une métrique hermitienne ^Ty

(resp. gTZ) sur le fibre tangent relatif TV (resp. TZ).
Dans la suite, on utilisera un indice R pour distinguer les fibres réels des fibres

complexes.
Pour T > 0, on pose

/i 01 \ w 1 —w i * v w w
(1.31) C^r•= —2^ + TT^ù; , U J V V = U J W .

Soient gTX et g^ les métriques hermitiennes sur TX, TZ induites par uJiw

et uj^. Soient V7'^, VTy, Vj^ les connexions holomorphes hermitiennes sur
(rx,^), (rr,̂ ), (rz,^). Soient rfTy, ̂ y, T^^TV les sous-fibres
vectoriels de TW\ TV, TW orthogonaux à TX, TY, TZ pour û^, ^y ̂
[B4, th. 2.2].

Par [BGS2, th. 1.7], la connexion ^TRX sur T^X préserve la structure com-
plexe de TpX, et elle induit la connexion holomorphe hermitienne ̂ /Tx sur TX

rn ypour g1 ̂ .
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DÉFINITION 1.8. — Soient h 6 End^Z), h' ç ïiomÇT^W,^ Z) tels que
siU,V çTY,X çT^V,

^ fw'^V=<^ <),̂ ,
^I.ÔZ; <

,~H^/y^ T/^ /ï^'vH T7H\^^ (Ai , l/i ) = (hX^ ,Yi ) g T H z -

Alors h est une section auto-adjointe définie positive de EndfT^Z). Soit h ç
End(T^Z) (resp. h' ç îiomÇT^W .T^Z)) le conjugué de h (resp. /i'). On
prolonge h à T^ Z (resp. h' de T^^W à T^Z).

Notons que ̂ w\ ̂ v ne définissent en général pas des métriques kàhlériennes
sur W, V. Toutefois, si SQ ç 5', si ̂ s est une forme de Kàhler sur un voisinage U
de 5o dans S, pour A > 0, ̂ ^ATT^, ̂ v'+A7r^ sont des formes kàhlériennes
sur 7T3 (U), TT^^U). On peut alors effectuer les constructions du § 1 a) sur
^ (^ 7^2-l(^7)• ^s constructions qui suivent la définition 1.1 montrent que
les objets construits ne dépendent pas de ^s, et sont donc globalement définis
sur W ou sur V.

Comme complément, on donne Pasymptotique de Vj^.
On rappelle qu'on a l'identification de fibres vectoriels C°° sur W

(1-33) T Z ^ ^ Z ^ T X .

Soit ^T z la connexion induite par V717\ soit ̂ ^ la connexion sur TZ

(1.34) ^^V^eV^.
Soit A ç T^0'1)^ 0 Hom(T^rX) tel que V^" = Q\/TZ" + A. Soit A*
l'adjoint de A associé aux métriques gTH z et ^Tx.

On écrit V^ sous forme matricielle relativement au scindage TZ ^ T11 Z C
TX. D'après [BerB, (7.24)], on a

(1.35) v?^ rv^+(T^/.)-iv^ -(r^/.)-1^]
L A V^^^ J

On pose

(1.36) V^^=fv^"2 ° 1
00 [ A V^J"

D'après (1.35), on a :

THÉORÈME 1.9. — Quand T —> +00, on a :

(L37) vP^v^+oQ,).
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2. Formes de torsion analytique
Dans ce paragraphe, pour fixer les notations, on rappelle la construction de

formes de torsion analytique dans [BKô] associées aux fibrations kàhlériennes
TT : W -^ V. Pour une description plus complète, on se réfère à [B4, § 2].

Ce paragraphe est organisé de la façon suivante. Dans a), on rappelle la
construction de la superconnexion de Levi-Civita associée à une fibration [Bl]
Dans b), on construit des formes de torsion analytique de [BKô].

a) Superconnexion de Levi-Civita d'une fibration kàhlérienne.
Soient W et V des variétés complexes, soit TT : W —>• V une submersion

holomorphe de fibre compacte X. Soit ^w une (l,l)-forme réelle, fermée, C°°
sur W qui induit une métrique hermitienne ^Tx sur TX.

Soit ^W le sous-fibre de TW orthogonal à TX pour ^w. Pour U <E TV,
soit U11 <E T^TV le relèvement de U dans T^ÏV qui est tel que /K^UH = U.

Soit ^ un fibre vectoriel holomorphe sur W. Soit h^ une métrique hermitienne
sur ç. Soient V^^, V^ les connexions holomorphes hermitiennes sur (TX.^^),
(^). Soit V^7^0'1^) la connexion sur A(T^°^X) induite par V^. Soit
V^^011^)^ la connexion sur A(T^°^X) 0 ̂

(2.1) y^^0'1^^ = v^7^0'1^) 0 1 + 1 0 V^.

Pour 6 e Y, soit (^(Xb,^),^) le complexe de Dolbeault relatif des
sections C°° de (A(T^°^X) 00|x,. Alors f2(Xfc,<^J va être considéré comme
une fibre d'un fibre vectoriel de dimension infime sur V dont les sections C°°
sont identifiées aux sections C°° de A(T^°^X) (g) ^ sur W.

Soit ^^ l'opérateur de Hodge associé à gTX sur A(T^X). On définit le
produit hermitien sur f2(Xfc,^J,

(2.2) a^ e W,^) ̂  (aA =^^/^^^af}^

Soit d^ la forme de volume sur X associée à gTX sur TX. Soit ( )A(T*(O,I)X)^
le produit hermitien sur A^*^51^)^ associé aux métriques gTX, h^ sur TX, ̂ .
Alors pour a,a' G ^(JQ,,^^), on a :

M.^Tr)-^^ / MA(r*(o,i)^d^.
^Xb

Soit c^* l'adjoint formel de 9^ pour le produit hermitien (2.2).
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DÉFINITION 2.1. — Si s est une section C°° de f2(X,<^), si U ç T^V, on
pose :

(2.3) ^x^s=^r^xms.
Par [Bl, § 1 (b)], V"^'^) est une connexion sur le fibre vectoriel ^(X,^x)'

Soient v^^i^, v^'^)" les parties holomorphes et antiholomorphes de
V^(^C|x\

La fibre A^*^1^) 0 ç est un c(TRX)-module de Clifford. En effet, si
U ç TX, soit Î77 ç T*(O-I)X qui correspond à U par la métrique ^Tx

Si[/ ,yerz,onpose:

(2.4) c(U) = VÏU'^ c(V) = -V2iy.

Pour X ç T^X 0R C = TX C TX, on définit c(X) par prolongement C-linéaire.
Soit A , . . . , /2m une base de T^y et soit /\ . . . , /2m la base duale de T^V.

DÉFINITION 2.2. — Soit

(2>5) ^}=^r^c(T(f^f^Y
Alors c(r) est une section de (A(T^V) êEnd(A(^*(o'l)X) 0 ^""pair^

On définit aussi c(r1'0), c(T°'1) par des formules semblables à (2.5), de sorte
que

(2.6) c(T)=c(Tl-o)+c(TO^.

DÉFINITION 2.3. — Pour u > 0, on pose :

f B^^^W+^uQ^-^0^
2V2u

W < B^^W^VnO^-^
2V2u

B^=B^B^.

D'après [BGS2, § 2(a)], Bu est la superconnexion de Levi-Civita A./yo définie
par[Bl,§3]. n/2

Soit Nx l'opérateur de nombre de A^0'1^)^, qui agit par multiplication
par k sur A^T^^X) 0 ç. Alors l'opérateur NX définit une Z-graduation
sur A(T^°^X)(S)Ç.
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Pour tout U, U ' e T^V, on pose :

(2.8) ^(U, U ' ) = c^(^, U^).

DÉFINITION 2.4. — Pour u > 0, on pose :

H H
(2.9) Nn=Nx^i-——•

b) Formes de torsions analytiques.

Soit J?'7r^ = (j)^^ ^TT^ l'image directe de ^ par TT. On suppose que,
pour tout k, 0 <, k < dimX, J^TT^ est localement libre. Pour b ç V, soit
H(Xb, $|xJ ^a cohomologie du faisceau des sections holomorphes de ̂ |^ sur X^.
Alors les H{Xb,^\Xb) sont les fibres du fibre holomorphe Z-gradué H(X,^x)
sur Y; plus précisément,

(2.10) 7?-^=^(X^).

Désormais, on suppose que J^TT^, (0 ^ A; < dimX) est localement libre, et on
identifie R^TT^ à H(X^\x)'

On pose

(2.11) D^ = 9^ +9^*, ^(X,,^|^) = kerD^.

Par la théorie de Hodge

(2-12) ^(X,,^J^jC(X,,^J.

Donc K(Xb,ç\Xb) est de dimension localement constante. Les K(Xb,ç\Xb) sont

les fibres d'un fibre C°°,K(X,^x^ sur V. D'après [BGS3, th. 3.5], l'isomor-
phisme canonique des fibres (2.12) provient d'un isomorphisme de fibres vecto-
riels Z-gradués sur Y,

(2.13) J?-7r^^X(X,^).

De plus K(X,^x) hérite du produit hermitien (2.2) sur ^(X,^^). Soit h^^
la métrique correspondante sur R^TT^^ par (2.13). Pour 0 ^ k < dimX,
(J^TT^, h1^ 7r*^) est un fibre vectoriel holomorphe hermitien sur V.

DÉFINITION 2.5. — Soit Pw l'espace vectoriel de formes réelles sur W qui
sont la somme de formes C°° de type (p, p ) . Soit

(2.14) P '̂0 = [a G Pw, il existe des formes f3,7 C00 sur TV,

telles que a = 9(3 + Q^}.

On définit de la même manière Pv et P^0.
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Soit P une série formelle ad-invariante définie sur les matrices carrées. Soit
( E ^ g Ë ) un fibre vectoriel holomorphe hermitien sur W. Soit V^ la connexion
holomorphe hermitienne sur £', et soit RE sa courbure. Soit

^'^^(ï)-
Alors P ( E ^ g E ) est une forme fermée dans Pw dont la classe de cohomologie
P(E) ne dépend pas de g E .

On rappelle que, si A est une matrice carrée, alors

(2.15) Td(A) = det f——4—^-), ch(A) = Tr[exp(A)].

On pose

(2.16) Td'(A)=^Td(A+6J)|^o.

Soit

dimX

(2.17) ch^-TT^,/^^) = ^ (-l^ch^ TT^,/^^).
k=0

Maintenant, on définit les formes de torsion analytique T{lJJW, /i^), en utilisant
la superconnexion de Levi-Civita Bu comme en [BKô, déf.3.8]. Par [BKô,
th. 3.9], la forme T(a;^, h^) est dans Pv, et

(2.18) "r(^,^) = W^h^) - { Td(^X,^TX)ch(^^).
2m J ^

Dans [BKô, th. 3.10], ils ont établi des formules d'anomalie pour ces formes.

3. Fonctorialité des formes de torsion analytique
Le but principal de cet article est d'établir les théorèmes 3.5 et 3.11.
Ce paragraphe est organisé de la façon suivante. Dans a), on donne les

hypothèses et les notations de cet article. Dans b), on énonce le résultat dans
le cas où ç est TT^ et TT^ acyclique. Dans c), on énonce le résultat dans le cas
où TTi et V sont projectives.

On utilise les mêmes notations qu'au § 1 b).
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a) Hypothèses et notations.
Soient W, V, S des variétés complexes. Soient 71-1 : W —^ V, TT^ '• V -^ S des

submersions holomorphes de fibres compactes X, Y. Alors TT^ == TT^ o 71-1 : W —^ S
est une submersion holomorphe de fibre compacte Z. Soit ^ un fibre vectoriel
holomorphe sur W.

Soit UJW (resp. UJV) une (l,l)-forme réelle, fermée, C°° sur W (resp. V) dont
la restriction à chaque fibre Z (resp. Y) définit une métrique hermitienne gTZ

(resp. ^Ty) sur TZ (resp. TV). Soit h^ une métrique hermitienne sur $. On
rappelle que ^Tx est la métrique sur TX induite par ^w.

On suppose que ^•71-1 ,̂ R^TT^S, et R^^R^TT^^ sont localement libres.
Comme au §2b) , on peut identifier le fibre R^TT^Ç (resp. R9^^ resp.
R^TT^R^TV^Ç) aux éléments harmoniques associés dans le complexe de Dolbeault
relatif ^(X,^) (resp. ^(Z.^z), resp. ^(^•7^1 y)). Soient /^7r^, /z^^,
^Tra^TTi^ ^g métriques associées définies au § 2b).

Sur W, on a une suite exacte de fibres vectoriels holomorphes hermitiens :

(3.1) 0 -^ TX —>TZ —> TT^TY -^ 0.

Par une construction de [BGS1, § 1 f)], il existe une unique classe de Bott-Chern
Td(TZ, rr, gTZ,gTY) e p^/p^o ̂  q^

(3.2) ^Td^Z.Ty,^,^)

= Tà(TZ,gTZ) - 7^l*(Td(^y^Tr))Td(^X^TX).

Soient T^^, ̂ ), T^\ h^^), TS^^ /^) les formes de torsion analytique
sur Y, 5', 5' pour 71-1, 7T2, TTS définies au § 2 b).

Soit s e S ; alors d'après [Grot, §3.7] (ou voir le § 10 b)), il existe une suite
spectrale de Leray pour le fondeur dérivé du composé TT^ = TT^ o TT^. On le
notera (£'r,s? d^s). On a :

(3.3)
• Ey = H^Y^R^^y) ̂  R^R^TT^

E,=^H{Z^\z)^R^^

Donc E^9 est un fibre vectoriel holomorphe sur 6'. Soit h^ la métrique sur £2
induite par ̂ 2^1^ g^ /^(^iz) la métrique sur H(Z^\z) définie au § 2 b)
associée à gTZ <, h^.

b) Le cas acyclique.
Dans cette partie, on suppose que pour i > 0, on a

(3.4) ^TTI^ = 0, R'TT^ = 0.
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Alors la suite spectrale de Leray pour chaque fibre Zs (s 6 S) dégénère à partir
de £'2, et de plus,

(3.5) £2 = H(Z^\z) = ̂ °(^|z).

Donc par la construction de [BGS1, § l f ) ] , la classe de Bott-Chern ch(£'2,
^(Z,^),/^2,/^^)) G P5/?^0 est bien définie.

DÉFINITION 3.1. — Soit A^,^, /^) la forme dans P5/?^0

(3.6) ^w^\h^=T^h^-T^hR7^1^)- [ Td^V^Ti^,^)
JY

-ch^H^^.h^^^W) +y TdÇTZ^g^^^ch^h^

PROPOSITION 3.2. — On a

(3.7) 9a-^w^v,h^=0.
27TÎ

Preuve. — En utilisant (3.2) et (2.18), on a (3.7). Q

REMARQUE 3.3. — Soit (^fw (resp. ^'y) une autre (l,l)-forme réelle, fermée,
C00 sur W (resp. V) qui induit une métrique hermitienne sur TZ (resp. TY).
Soit h^ une autre métrique hermitienne sur ç. Alors, en utilisant [BKô, th. 3.10],
on peut vérifier que, comme dans [BerB, § 3 (b)], on a

(3.8) A^^/^A^cA^) dans P5/?^0.

REMARQUE 3.4. — Soit ^' un fibre vectoriel holomorphe sur 6'. Si on suppose
que S est kàhlérienne et compacte, en utilisant [BerB, th. 3.1], [BGS3, th. 1.23],
on peut vérifier aussi que

(3.9) / Td^ch^A^, ̂ y, ̂ ) = 0.
J s

Le but de cet article est d'établir le résultat suivant.

THÉORÈME 3.5. — On a

(3.10) A^.^/^O dans P^/P5'0.
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REMARQUE 3.6. — D'après le théorème 3.3, on sait que pour montrer le
théorème 3.5, il suffit de le montrer pour une forme ̂ w donnée. En remplaçant
^w par Ù^+TT^^, on peut supposer que ̂ w est une (1, l)-forme réelle, fermée
sur W, qui induit une métrique hermitienne sur TZ, et que de plus

(3.11) ^w=^w+^v.

c) Le cas où TTi et V sont projectives.
Comme l'hypothèse (3.4) n'est pas satisfaite en général, on propose de montrer

un résultat qui généralise le théorème 3.5. Dans le cas général, comme E^ n'est
pas isomorphe à H(Z, ̂ ), le terme ch(^ H(Z, ̂ ), h^, h11^^) ç p S / p S f t
n'est plus bien défini. Dansja suite, on donnera une façon naturelle de construire
la classe de Bott-Chern chÇE^.HÇZ.^z)^^2^11^^^) quand 71-1 et V sont
projectives.

Dans cette partie, on suppose que 71-1 et V sont projectives [BGS3, p. 337].
Alors W est aussi projective.

THÉORÈME 3.8. — On peut définir la classe de Bott-Chern

ch^^^z)^/^'^) e p^p^
de manière « naturelle » de sorte que

(3.12) |^ch(^ H{Z^ ç^), h^, h^^)

=ch(H(Z^^^H^^)-ch(E^hE2).

THÉORÈME 3.9. — On suppose que S est kahlérienne. Soit g7^8 une métrique
kàhlérienne sur TS. Soit a- la section canonique de À"^!^) ̂  \{R9^^). Alors
on a

(3.13) log||^||^-i(^)^(^.^)

= /Td^.^ch^^^^iz),^2,^^'^).
Js

REMARQUE 3.10. —Les preuves des théorèmes 3.8, 3.9 sont reportées au § 10.
On y expliquera précisément le mot « naturel )>.

Maintenant, on définit la forme ^{uJW,uJV, h^) e pS / p S f t comme en (3.6). Le
but de cet article est d'établir aussi le résultat suivant.

THÉORÈME 3.11. — On a

(3.14) ^^W^V^)=Q dans P5/?5'0.
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4. Preuve du théorème 3.5
Dans ce paragraphe, on montre notre résultat essentiel, le théorème 3.5,

pour ̂ w donnée par (3.11).
L'organisation de ce paragraphe est la même que dans [BerB, §4]. Comme

dans [BerB, §4], on donne des résultats intermédiaires dont les preuves sont
données aux §§ 5-9.

Ce paragraphe est organisé de la façon suivante. Dans a), on établit une
identité ^^==i ̂  = 0^? ~~ c^ ~ 990^ de formes dans P3. Le théorème 3.5 sera
obtenu par passage à la limite à partir de cette identité. Dans b), on énonce
des résultats intermédiaires qu'on va utiliser dans la preuve du théorème 3.5.
Dans c), on calcule l'asymptotique des 1^. Dans d), on traite d'abord le terme à
droite de l'équation ci-dessus. Comme un problème analogue a été résolu dans
[B4, §6], on omet les preuves. Le lecteur en trouvera le détail dans [B4, §6].
Enfin, on finit la preuve du théorème 3.5.

Dans ce paragraphe, on utilise les mêmes hypothèses et notations qu'au §§ 3 a)
et 3b).

a) Une 1-fbrme fondamentale.
Soit ̂  (T > 0) la (l,l)-forme réelle, fermée, C°° sur W définie par

(4.1) ^r^^+^.
Alors par (3.11), on a LJW = ̂ w.

On rappelle aussi que gTZ, g^, gTX, ̂ Ty sont les métriques induites par
0;^,^, UJW,UJV sur TZ,TZ,TX,TY. Soit *? l'opérateur de Hodge agissant
sur A(T^Z) associé à la métrique g^. On pose

(4.2) ^=-(^)-i^(4^).

On rappelle que le fibre A(T^°^Z) 0 $ est un c(rRZ)-module de Clifïord.
On note cr(. ) l'action de l'algèbre de Clifford de (T^Z.g^) définie en (2.4).

Soit {ea} une base locale orthonormée de T^Z pour la métrique g^. Soit
{go} une base de TR^, et soit {g0} sa base duale de T^S.

DÉFINITION 4.1. — Soit

(4.3) M^T = -——^(^<)«3,T^a)^CT(6j

- ̂  (̂ ) «3,T, ̂ 3,ï)^ A / - QT.

Soit uj^ la forme correspondant à (^3,0;^) en (2.8). Soient B^^.T, ^3,n,T
les opérateurs définis en (2.7), (2.9) associés à uj^\h^ et ^3 : W —>S.
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On fixe une racine carrée V2m de 2m. Soit (p (resp. (^i) Phomomorphisme de
A(r^) dans A(T^) (resp. A(T^y) dans A(T^V)) :

(2^)-2^-0.

DÉFINITION 4.2. — 5W a^r Za 1-forme à valeurs dans P3 sur R^ x R*

a

O^T = d^Tr,[^A^2^exp(-BJ^^)] + dT^TT,[M^2^exp(-BJ^^)].

Par [BKô, th. 2.9], on a la proposition ci-dessous.

PROPOSITION 4.3. — On a l'égalité suivante :

2
(4.5) duT<^uT = -dudT(p

' u

{^{^[[B^^N^^expÇ-B^^ - bM^^)}} ^
r\

- ̂ {^[[B^^^^^expÇ-BJ^^ - &M3,,2^)]} ^^LL^s,^2^^^,^2^

^Q

~99
ôb-90^[Trs[N^^exp(-BJ^^-bM^^]} ^ }.

Pour 0 < £ < 1 , 1 < A < +00, 1 < To < +00, soit F = r^A,To le contour
orienté dans R^ x IR^_

A Fi

Tn

Dans la figure, F est composé par les segments orientés Fi , . . . ̂ 4. Alors le
contour F est le bord d'un domaine rectangulaire A.

Pour 1 < k < 4, on pose :

(4.6) Iî=!Jr.
I^ = ^u,T'

/r\
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' 0°, = (2^)-172^ ̂ [^[[B'^^N^,T\

exp(-5j^2 T - ̂ 3,u2,-r)1} dudï,
' ' J ) b=0

0°, = (27H)-1/2 / ^{^J^^^^S^.T]
(4.7) < J ^ u d b ^ L

exp(-BJ ̂  T - ̂ 3,n2,r)1} dudT,
J ) b=0003 ̂ ^/Jâ^^2-7

exp(-BJ^r-^3,^,r)]} dudT.
) b=0

THÉORÈME 4.4. — On a V égalité :
4

(4.8) ^ ̂  = (9(9? - ̂  - 99^.
k==l

Preuve. — C'est une conséquence immédiate de la proposition 4.3. Q

b) Des résultats intermédiaires.
On rappelle qu'on a les identifications de fibres vectoriels C°° sur TV,

TZ ^ r^z e TX, r^z ̂  ̂ TY.
Ces identifications induisent une identification de fibres C°° Z-gradués sur W

(4.9) A(T^°^Z) ̂  ̂ AÇT^^Y^AÇT^^X).

Soient NZ,NX,NY les opérateurs de nombre sur A^051^), A(T^°^X),
^(T^°^Y). D'après (4.9), les opérateurs NX.NY agissent sur A{T^°^Z). Ils
agissent aussi naturellement sur A^^'^Z^ç et sur ^(Z,^). Naturellement,

(4.10) N Z = N X ^ N Y .(4.10) NZ=NX+NY.

Soient Bi^, ^2,^5 B^,u les superconnexions de Levi-Civita associées à
(TTI^;^^), (^cj^/i^1^), (TTS,^,/^) définies à la définition 2.3. Soit ^H î î ,
ûf^^, ^^5 CL;?^ 1̂  formes associées à (/K\,uJW), (TTI.Û^), (^2,0;^), (TTS,^^)
définies en (2.8). Soient A^i^, A^i^, ^2^, A^^ les opérateurs associés à (7Ti,c<;1^),
(TTi,^1^), (^2,^^), (7T3,cc^) définis à la définition 2.4.

Maintenant, on expose des résultats qui vont être utilisés dans la preuve du
théorème 3.5. Les preuves des résultats seront données aux §§ 5-9.
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Dans la suite, on met sur les formes C°° sur 5' la topologie de la convergence
uniforme des formes et de leurs dérivées sur les parties compactes de 5'. Pour
éviter de noter explicitement des constantes qui dépendent du compact considéré,
on suppose, pour simplifier, que S est compacte.

THÉORÈME 4.5.
(i) Pour tout u > 0,

(4.11) ^fim^ (^Tr, [N^r e^p(-BJ^)] = (^Tr, [N^ exp^2,)].

(ii) Pour tout u > 0, il existe C > 0, 6 > 0 tels que pour T ^ 1,

(4.12) ^[M^Texp(-BJ^)]

- |̂ Tr, [(N^ - dimX) exp(-^J] | ̂  ̂ .

THÉORÈME 4.6. — II existe C > 0, To > 1 tels que, pour tout T > îo, u ^ 1,

(4.13) ^TT,[N^Texp(-BJ^)}\ ^ c7.

Pour 5 G 5', soit ( , )T,s le produit hermitien (2.2) sur ^(Zg,^^) associé
à g^\h^. Soit 9^5'* l'adjoint formel de 9^ pour le produit hermitien ( , )-r^
sur Q.{Zs^\z^)- Soient

(4.14) D^=QZ ^ <9^*, DY =9Y + 9^*, ^ = ̂  + ô^*.

Soit P}ieïDT la projection orthogonale de ^(Z, ^[^) sur ker D^ pour le produit
hermitien ( , )r. Dans la suite, on note P^0^ par P^ lz . Alors, par la théorie
de Hodge, l'application

s ç ker^ —— P^^s e kerP^

est l'identification canonique de ker Dz à kerD^.
J~f( 7 ^ \

Soit hrj. ' lz la métrique sur H{Z,^\z) associée à g^.h^ définie au
j-r ( 7 ^ \

§2b) . Soient Vj. ' lz , V^2 les connexions holomorphes hermitiennes sur
(^(Z,^),/^^), (^^£;2). On pose

(4.15) Q^2^ = P^^QrP^2^.

PROPOSITION 4.7. — Quand T —^ +00, on a

(4.16) V^'^'^V^+OJ-).
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De plus, on a dans P8 / P S ^

/+00

(4.17) {^Tr, [Q^2'^ exp^V^i^-2)]

[2(Nx — dimX) / p o x l i+ yTr, [-———^———'- exp ( - V^2'2) }• dï

= -ch(£;2, H(Z, ̂ z), h^, h11^'^).

THÉORÈME 4.8. — Pour tout T > 0, on a

(4.18) hm̂  ̂  [JM3,,̂ /. exp(-B32^^/,)]

= 2 /> TdÇTY^^^Tr^N^ - dimX)exp(-52,)].
i/ y

Si J' e A(T^V)®C(du), J' peut s'écrire

J' = J'y + duj[ avec Jy, J[ 6 A(T^V).

On pose

(4.19) [J /]d"=^.

D'après [BGS2, th. 2.16], on peut poser :

(4.20) E,fl = Umjr, [̂  exp (- B^ + du(-2u9^))] du.

THÉOHÈME 4.9.
(i) II existe une forme ^o(T), C00 sur S telle que pour T fixé, quand u -^ 0,

(4.21) Tr, [uMs,n,T exp (- B^ + du^^^r)] d" = ̂ o(T) + 0{u).

(ii) II existe une forme E, C00 sur S telle que, quand T —> +00

(4•22) ^T)=^E+0(^).

avec

(4.23) ^E = (27^i)-^ds f TdÇTY^^^E, o.
JY

On rappelle aussi que V^ est la connexion holomorphe hermitienne sur
(TZ.g^). Soit Rp sa courbure.
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THÉORÈME 4.10. — II existe C > 0 tel que, pour tout e e ]0, l], e < T < 1,

(4.24) ^Tr, [^M^^ exp(-B^^)'\

2 /* ^w

~ r3 Jz -27Td(TZ^)ch(^ ̂ )
+/^Td(^-^)-l^(^))^h(,^

+^d^o(j)|^a

THÉORÈME 4.11. — II existe 6 € ]0, l], C > 0 tels que, pour tout e ç ]0, l],
T>, 1,

(4.25) yTr, \^M^,T/e exp(-5J^/,)]

- ̂ Tr, [(Nx - dimX) exp(-BJ^.)] | ̂  ̂ .

REMARQUE 4.12. — Les théorèmes 4.5, 4.6 seront démontrés au § 5, la
proposition 4.7 au § 6, le théorème 4.8 au § 7, les théorèmes 4.9 et 4.10 au § 8,
le théorème 4.11 au §9. L'hypothèse (3.4) ne sert qu'aux preuves des théo-
rèmes 4.5-4.7.

c) I/asymptotique des J^.
Dans cette partie, on va procéder comme en [BerB, §4(c)], i.e. on calcule

Pasymptotique de 1^ quand A -^ +00, T -^ +00 et e -^ 0. On n'indiquera que
la différence avec [BerB, § 4 (c)], et on omet les détails des calculs

1) Le terme 1^. — Soient

f C^ = ( [ - Td^TV,^) + dimVTd^r,^)]

(4.26) < Y xch^-TTi^./z^1^),

E^= lim TrJ7V2,^expf-Bj,+^f2^aB2^))1dn.
v n^+oo L \ ' \ (ju 7/J

En utilisant [BGS2, th. 2.16], [B4, (2.50)], les théorèmes 4.5 et 4.6, après avoir
passé à la limite A -^ +œ, TQ —^ +œ, £ —^ 0, on obtient

(4.27) /f = -^2(^y^l^)+^/(l)(C72,o - ̂ ?,0).
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2) Le terme 1^. — En utilisant la proposition 4.7, on a :

Ij=-c^E^H(Z^^.hE\hH^^) dans P5/?5'0.

3) Le terme 1^. — Ce terme a déjà été traité en [B4, (6.54)-(6.56)]. Soient

[C3 ,o= / [-Td^rZ^^+dimZTd^Z^^ch^^),
(4.28) ^ Jz

[ E^ = UniTr, [̂ 3,. exp ( - B2^ + du^u81^))^du.

Après avoir passé à la limite A -^ +00, To -^ +00, £ -^ 0, on obtient

(4.29) J33=^3(^,^)

+^/(l){i^^3,o - ̂ 3,0 + ̂ Tr47Vzexp(-V^^i^'2)]}.

4) Le ^erme 1^. — La différence principale avec [BerB, p. 115-121] est qu'on
doit contrôler le terme ^ds^(T) dans le théorème 4.10, mais ce terme est déjà
traité au théorème 4.9.

Evidemment, quand T —> +00

(4.3l) (^r1^?2) = —^- +o(^).9ÎZ)-1±(SÎZ)=-2F^+0(-

Par le théorème 1.4, on déduit facilement que quand T —^ +00,

•^Td(^i-^)-^(,"))^
(4.32) , =^;(T<^(^^',i,"'))Td'(•^J(,,,TX)+o(^,),

_pTZ -,

^d(^)^^(^d(TY,gTY))Td(TX,gTX)+0^).

En utilisant [B4, th. 2.17, 2.20, 2.24], les théorèmes 4.8, 4.9, 4.10 et (4.32),
après être passé à la limite A —> +00, TQ —> +00, e -^ 0, on obtient dans ps/p£ifl

(4.33) ii = f Tdcrz.ry.^.^ch^) - [ T^TY^^T^,^)
Jz Jy

-^'(l)j'^Td(TY,gTY){^[(Tdl(TX,gTX)-dimXrTd(TX,gTX))

ch(^,^)] +ch'(R'^,hR^-^.
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d) Preuve du théorème 3.5.
Comme dans [B4, §§6.6-6.8], on établit l'équation

4

(4-34) ^ il = QOÎ - 9ei - QQei.
k=l

Bien sûr, on doit étudier en détail le terme à droite de (4.8). Comme la situation
est plus simple que dans [B4, § 6], on ne le fait pas; le lecteur peut trouver les
détails dans [B4, §6].

On remarque aussi que, si 5' est compacte et kàhlérienne, l'espace P5'0 est
fermé dans P8 pour la topologie de convergence uniforme. Dans ce cas, on voit
facilement que, comme ̂ ^ 1^ ç P5'0, on a ̂ ^ Jj? e P5'0.

Par (4.27), (4.28), (4.30), (4.33), le coefficient de ^(1) du terme à gauche de
(4.34) est nul dans P^/P5'0.

Par (4.27), (4.28), (4.30), (4.33),(4.34), on en déduit le théorème 3.5. D

5. I/asymptotique des supertraces contenant l'opérateur
exp(-B^ ̂  y) pour u ou T tendant vers l'infini

Le but de ce paragraphe est de montrer les théorèmes 4.5 et 4.6. C'est une
extension de [BerB, § 5], qui traite le cas où S est un point.

Dans [BerB, § 5], TD^ + D^ est un opérateur différentiel elliptique. La nou-
velle difficulté est que B^r est une superconnexion, et que seul le carré Bj ̂  ^
est un opérateur elliptique standard agissant sur chaque fibre. Un problème simi-
laire a déjà été considéré dans [B4, § 9]. C'est pourquoi on va toujours se ramener
à la situation traitée dans [B4, § 9].

Ce paragraphe est organisé de la façon suivante. Dans a), on rappelle des
notations de [BerB, § 5]. Dans b), on remplace la superconnexion B^T par A^r.
Soit AT = AI^T ; on obtient alors Pasymptotique de AT quand T -^ +00. Dans c),
on obtient Pasymptotique de Aj. écrite sous forme matricielle relativement à un
scindement de EQ = ̂ (Z,^). Dans d), on décrit le spectre de A^. Dans e),
on énonce deux résultats intermédiaires, d'où les théorèmes 4.5 et\6 peuvent
être facilement déduits. Le reste du paragraphe est consacré à la preuve de ces
deux résultats intermédiaires.

Dans f), on donne des estimations pour la résolvante de Aj.. Dans g), on
obtient une estimation uniforme pour le noyau de Fn(A^). Dans h), on calcule
Pasymptotique de l'opérateur F,(Aj.) quand T -^ +00. Dans i), on montre le
premier résultat intermédiaire et (4.12). Dans j), on montre le deuxième résultat
intermédiaire.
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Dans ce paragraphe, on suppose que la forme ̂ w sur W est donné par (3.11),
et que le fibre holomorphe ^ vérifie l'hypothèse cTacyclicité (3.4). On utilise les
mêmes notations qu'aux §§ 1 b), 3 et 4.

a) Le cas où S est un point.
Dans la suite, on rappelle des notations de [BerB, §5] en fixant un point s ç S.

Alors TT-I : Z -^ Y est une submersion holomorphe de fibre compacte X.
On rappelle que h ç End(TrîTy) est défini en (1.32).

DÉFINITION 5.1. — Pour T > 1 et a ç 7r^A(T^°^Y)), on définit ara ç
^{K(T*^^Y)) de la manière suivante :

(5.1) ^ . . . ^ ç r y — —

ara^..., ̂ ) = a((l + ̂ ) ' \^..., (l + ̂ "^y

Alors OT agit sur

A(T^°^Z) ̂  ̂ W^Y))êA(T^°^X)

(voir (4.9)) comme ar0l.

DÉFINITION 5.2. — Pour T ^ 1, soient

(5.2) BT = det^l + ^)aï, Cr = r^-^^Br.

DÉFINITION 5.3. — Pour a e y, ^ozer^ Ea, EQ les espaces vectoriels des
sections C°° de A(T^°^Z) 0 ̂  sur X^ Z. On a donc

(5>3) ^=A(T^Y)^^X^^).

Soit dvz (resp. d^jc, dî;y) la forme de volume sur Z (resp. X, Y) associée à la
métrique TT^^ ̂ gTX sur TZ = Tv^TYeTX (resp. gTX sur TX, ̂ Ty sur TY).
Soit ( )A(r*(o>i)z)^,oo le produit hermitien sur A(r*^1) Z) 0 ^ associé aux
métriques TT^^ C ̂ Tx, ̂  sur TZ = TT^TY C TX, ^ Pour a e Y et 5, 5' e ̂ ,
on pose

(5.4) M|̂  = (27^)-dimx / (^^A(r*(o,^)^^d^.
^^a

DÉFINITION 5.4.— Pour p. ç R, 50^^ E^ E^ les espaces de Sobolev d'ordre p.
des sections de A(T^°^Z) 0 ̂ , Ker^^ sur Z, Y.

Soit ( )^g = ( )oo le produit hermitien sur £g associé aux métriques
^Ty C ̂ Tx, ̂  sur TZ = 7Ti*ry C TX, ^ défini en (2.2). Soit || ||̂ o la norme
correspondante sur E^. Soit E^ l'espace orthogonal à E^ dans E^.°
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Soit ^(y,^(JC,<^)|y) l'espace vectoriel des sections C°° de A(T^°^Y)
(g) f2(X, <^|^) sur Y. Donc ^(Y, f^(X, Ç|jc)|y) est l'espace vectoriel des sections C00

de ^(A(T^°^Y))êA(T^°^X)(S)^sviT Z. Par l'identification (4.9), on a une
identification d'espaces vectoriels

(5.5) ^(Z,^)^(y,^(X,^),y).

Soit Viy"^!^ la restriction de la connexion V^^l^ sur f2(X,<^) à Y.
Sous l'identification (5.5), Viy"^!^ agit naturellement sur ^(Z,<^). De
même 9X et P^ agissent sur f2(Z,$|^). Désormais, on pose

(5.6) 911 =^^x^xy/•

Soit (9 ,̂* l'adjoint formel de (9^ relativement à ( )oo-

DÉFINITION 5.5. — Pour tout T e [1, +oo], on pose

( 9^ = BT^B^, 9^ = B^Q^BT,
(5.7) ^=Br9^EÇ1, 9^ = B^Q^BT^

D^=9f +9^*, ^=9^+9^*.

DÉFINITION 5.6. — Pour a ç Y, T ç [l,+oo], soit pT,a ^ projection ortho-
gonale de Ea sur ker-D^^ associée au produit hermitien { }\Ea- ^n pose
P^a = 1 -PT,a.

Soit £'1 l'espace vectoriel des sections C00 de kerD^ sur Y. Pour T e [1, +oo],
soit Ê^r l'espace vectoriel des sections C00 de ker^^ sur Y, et soit çr :
^1,00 -^ -E'i,r l'application linéaire

(5.8) s e ^1^00 i—> çr5 = PTBTS e £'I,T.

Soit ç^ l'adjoint de QT. On pose

(5.9) rT=(q^qT)l/^ JT = Çï^1.

Alors Jy ^ ^1,00 —> ^I,T est un isométrie linéaire.

Dans la suite, si ST (avec T e [1, 4-oo]) est une famille d'opérateurs différen-
tiels, on écrit que, quand T —> +oo,

^r-^oo+O^) avec ^eZ ,

si pour tout entier k G N, il existe C > 0 tel que pour T > 1, les normes des
coefficients de Sr—Soo et de leurs dérivées d'ordre < k sont dominées par CT~^.
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b) I/asymptotique de la superconnexion AT quand T tend vers
l'infini.

Pour U e T^Z, on note c(U) l'action de l'algèbre de Clifford sur A(T*(°'1) Z)
associée à (TZ^Tr^g^ (B ^Tx). Alors pour

U = UTÏÏZ + UTX e T^Z,

avec UTHZ e T^Z et [/Tx G T^X, on a

(5.10) C7rcr((l + ̂ )-l/2^^"z + T^)^1 = cÇU7112) + c^).

Soit ^o; une base de T^S ; soient e^, w^ des bases orthonormées de (TR^, ̂ TRX)
et (TX, gTX) ; soient /^, ̂  des bases orthonormées de (T^Y, ̂ TKy) et (rV, ̂ Ty) ;
soient g 0 ' , e\ w\ f^ ^ 0e les bases duales associées. Soient enfin

(5.ii) /^(i-^)'172^ ^(i+^r72^.
Alors re^/^r (resp. Twi,0^^) est une base orthonormée de (r^^^^)
(resp. (rZ,^)).

On rappelle que V^, V^^^, V^^v, V^ sont les connexions holomorphes
hermitiennes sur

(TZ,^), (TX,^), (rr,̂ ), (^).
Soit VA(T*(0'1)X), VA^"'011^) les connexions sur A(T*(°^X), A(T*(°^Y)
induites par V^, V^y. Soient ̂ z, RTX, R^, 7^A(^•(0'1)X),^ les courbures
associées à V^, V^, V"", VA^"011^), V^.

Soit Vi*7'1^ = •n-^V7'1^ ; alors OV^Z = V^*^ C V7'^ est une connexion sur

TZ ^ v\TY C TX.

Soient y^^'^''^^ OvACr-t0.1^) ̂  connexions induites par ̂ z O^TZ sur
A^0'1)^). Soient v^7"0'1'^^, ̂ (T^zm les connexions sur A(^*(o•l)^)
®ç induites par vA(^*(o'l)z),OVA(T'(o'l)z),Vê définies en (2.1).

Pour T > 0, on définit la connexion V^2'^^ sur fî(Z,^z) comme en (2.3)
correspondant à g^-2, h^. En effet, si s est une section C°° de Sï(Z, (:,\z)-, U ç. Ty^S,
on pose

(512} v^'^L-vACr*^1^)®?
{O.i^) v T,U s~ ' T U 1 1
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De même, on définit une connexion ̂ ^^z) gur ^(Z.^z) par la formule : si
s est une section C°° de ^(^|z), U e T^S,

(5.13) "V^i^ = o^A^0'1)^)^
^^00

Comme dans [BerB, § 5], on préfère considérer les opérateurs sur A(T^S)§)EO
dans le cadre d'une métrique fixée. On va conjuguer la superconnexion B^^T
définie au paragraphe 4 a). ' '

DÉFINITION 5.7. — Pour T ^ 1, soient

(5-14) A^T = CTB^^CT\ AT = Ai,r.

Comme N^^,T est invariant par la conjugaison, on a

^ 1 ^ ^Tr47v3^^exp(-B32^^)] = ̂ Tr47v3^,Texp(-A^)].
(^O.IOJ

^Tr4M3,,2^exp(-B32^^)] = ̂ TT,[CTM^^C^ exp(-A2^)].

Soit A^ (resp. A^) la partie de AT de degré 0 (resp. > 0) dans AmS)
D'après [BerB, prop. 5.9], (2.7) et (5.14), on a

{ j(°) _ TT)X , T^H
^±J. —— 1 Uj, -\- Ur^ ^

^'16^ A^-r (V^^ 1 ^ ^^^-lA^ -CT[^T -^CT( T^T)) CT\

Soit B la superconnexion sur £'o

(5.17) B = ̂ ^^ 4- D^ - -^—c(T^).
2v/2

THÉORÈME 5.8. — Quand T -^ +00, on a :

(5.18) AT=TDX+B^O(]-\

Preuve. — i) D'après (5.2), on a

(5^) B^1+0(^).

Par (5.7) et (5.19), on a

(5.20) ^=^+0(^), DT=D^O(^).
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ii) En utilisant la proposition 1.2, (1.35) et (5.10), pour U G T^S, on a :

(5.21) ^V^'^C^ ̂ ^V^J^0'^^^^
' ^S.T

+ ((T^+^-IV^'/I ̂ , ̂ ,r>^ A ̂

+ ^{A(U^)0e,T,Wj}^y/\i^

- T((T2 + ̂ -^(î^wj-, 0t}^ A i-e,

=ov^ro•l)^+o(-).
3,oo \ J. /

iii) D'après la proposition 1.2, le théorème 1.6 et (5.10), on a :

(5.22) CTCT{T^)C^ = ̂  \ <T3,T«3,ï, ̂ T\ Te,} g- A ̂  A c(e,)
-T

+ E J {Wg^T. ̂ 3,r). ̂ ,T>^z^ A ̂  A c(/^)

= E è (^oo (^3,00. ̂ 3,00) J^},̂ .̂  A ̂  A c(f^) + O(^).

D'après (1.20) et (5.22), on a

(5.23) CrCr(T^)C^ = E è<T2(42.^2)J.)^^QA^Ac(^)+o(^).

En utilisant (5.19)-(5.23), on a (5.18).
On a bien terminé la preuve du théorème 5.8. []

THÉORÈME 5.9. — Pour tout T e [1, +oo[, l'opérateur J^prArjWr est une
superconnexion sur £'1,00- Quand T —^ +00, on a :

(5.24) J^PTATPTJT = ̂ 2,1 + 0(-\

Preuve. — Soit V^^ la connexion holomorphe hermitienne sur
(^•TTI^,/^^). Soit V"^^) la connexion sur ^(X,^) comme en (2.3) cor-
respondant à gTX, M. Alors par [BKô, th. 3.5], on a :
(5.25) v^^^V^i^.

En utilisant [BerB, (5.34)], (5.17) et (5.25), on a :

(5>26) PooBp^=B^.
Par [BerB, (5.47)], on a :

(5-27) ^T=Poo+0(^).

En utilisant le théorème 5.8, (5.9) et (5.26), on a (5.24). []

TOME 127 — 1999 — ?4



FORMES DE TORSION ANALYTIQUE 573

c) La structure de l'opérateur A^ quand T tend vers l'infini.
Dans la suite, on pose

(5-28) P=Poo, P±=P^'

Maintenant, on va considérer A^ comme un opérateur de A(T^S) § Eo dans
A(r^)ê^o.0npose

(5.29) ET = pA^ FT = pAJ^, GT = p±A2Tp^ HT = p±A2Tp±.

Alors on écrit A^ sous forme matricielle correspondant au scindage E° =
E^eE^.

(5.30) ^,(^ ^),

THÉORÈME 5.10.— Il existe des opérateurs E, F, G, H tels que, pourT -^ +00,

(5.31) ( E T = E + O ( ^ ) , FT=TF+O(I),
1 GT = TG + 0(1), HT = T^H + 0(T).

Soit

(5.32) Q^=[DX,B].

Alors Q^(E^) c E0,^, et

(5.33) Qœ= JE^W^)^^'0'^^^)^^^^-^;^^^

+ ̂  E^)ffQ[^A(^*(o•l)") + ̂ )(e.^,oc) - °V^CS?]-

On a aussi

(5.34) E = pB^ F = pQ^^ G = p-l-Q^ H = p±DX-2p±.

Preuve. — D'après le théorème 5.8, on a

(5.35) E=pB2p.

D'après le théorème 5.8, on sait aussi que le coefficient de T (resp. T2) dans
Pasymptotique de A2. quand T -^ +00 est [D^^.B] (resp. P^'2).
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D'après [BerB, (5.65), (5.66)], on a

'^TjE^)0^011^
(5.36) < ̂ ^(/^r0-1^

[Z?X,^] = j^c(e.)c(/<)[(7^A(^•(o•l)^+^)(e,^)
g Atr-c'^.z)®^

- ^(e.,/^) J -

En utilisant (5.13), (5.36), on peut calculer comme dans [BerB, (5.66)],

(5.37) [DX,0^(Z^Z)}

= J-y^c(e•)oQfrJ^A(^*(o' l)x)+^V(» n11 1 OryACr-c'.1^)®^/^ Z_^c(c^)9 L'--" ' - L A^flQ^oJ - ^(e,^^) J -

Par (5.32), (5.36) et (5.37), on a (5.33).
Par (5.32), on a aussi

(5.38) pQ^p = o.

On a montré le théorème 5.10. []

d) Le spectre de A^ y.
Comme on suppose que S est compacte, toutes les estimations qui suivent

seront uniformes en s £ S. Si C est un opérateur, on note Sp((7) le spectre de C.
Soit

(5.39) R^r = Cr^W - '̂ l̂ )2^1

^(v?^-^^)^^0)].
Alors

(5-40) ^T^A^T^.
Par [Bl, th. 2.5], Ru,T est la somme de formes de degré strictement positif dans
^^R5'). à valeur dans les opérateurs différentiels d'ordre 1 le long de la fibre Z.

Les opérateurs A^ et A^'2 sont des opérateurs non bornés agissant sur
A(T^S)§)EQ, dont le domaine est A(T^S) 0^.

THÉORÈME 5.11. — II existe ci > 0,îo > 1 tels que, pour tout T > TQ,

(5.4l) Sp(A^2) n { A e r,, À ^ ci} c {0}
Preuve. — En utilisant (3.4), [BerB, § 6 (d)], on a (5.41). []
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D'après [B4, prop. 9.2], on a :

PROPOSITION 5.12. — Pour tout u > 0,r > 0,

(5.42) Sp(A^)=Sp(^2A^2).

Soit F' = 6 U A le contour suivant dans C :

t V A

Par le théorème 5.11 et la proposition 5.12, il est clair que pour u > 1 et T >_ 7o,
on a

(5.43)

expf—z^A) ,, 1pv o ) dÀ+ —f exp(-A^) = —— 12m J^ ^ - 127TÎ 7<?27TÎ J^ \- U~2A2^ 27TÎ /,, À - A?

/ 2 A^ 1 /^ exp^i^A) - .exp(-^A2A^) = —— / -——-—— dÀ.pv T/ 27rz yr' A - Aj.

exp(-A)
dA,

-u,T

e) Deux résultats intermédiaires.
Dans la suite, UQ est une constante positive fixée.
Pour u > 0, soit ̂  : A(r^) -^ A(r^) l'application

(5.44) a ç A(T^) —. u-^^a ç. A(T^).

Alors i^u agit comme ̂ 01 sur A(T^S) 0 £'o.

PROPOSITION 5.13. — Pour u > 0 et T > 0, on a :

( Au,T = U^AT^, B^^2 = U^uB'^^u1^

(5.45) { N^2^ = ̂ nN^T^n\ N^2 = ̂ N^\

^3^2^ = ̂ uMs^^u1'

Preuve. — C'est évident. []
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PROPOSITION 5.14. — Pour u > 0,r > 0, on a :

[ Tr, [CrMs^C^exp^A2^)]

= ̂  Tr, [CrM^TC^ exp^A^)],

(5.46) T r/v 1 /l exp(-^A) ^ j^s\N^u2T—— \ - — — — d À
L ' ' 27Tî 7^ À - i^A^ y J

=^TrJ7V3^-/e^À)dA1
L 27Tî j^ À — A^ J

e^ pour n > 0, on a :

exp(—^A2À)
(5.47) Tr, A^2——

'" 2m J^ X - u ^ B 2 .7^ 7^
dA

, — r A r 1 /* exp(—ir1 /* exp(—^2À)
=^nTTs\N^l——— \ —————^

L 2m JA ^~ ^22,1
d\\.

Preuve. — C'est une conséquence directe de la proposition 5.13. []

THÉORÈME 5.15.—J/ existe 6 ç ]0,1] et C > 0 ̂ 5 que, pouru > UQ et T ^ TQ,

(5.48) TYr^,.-/^(^À)dA1
L 27Tî 7^ A — A" J

exp^i^A)
•1 2m J^ A - 5|i ""J 1 ^ TS

-Tîs\N2,ï\^- 1
L 27TÎ J^

-d\\ <
C

J< ea;îs(e c > 0 e( C > 0 tels que, pour U>_UQ et T > Ty,

exp^i^A)
(5.49) ^K^/,6^^—^"2)-^\ — ^Ï.m

THÉORÈME 5.16. — II existe 6 ç. ]0,1] et c > 0 tels que, pour u > UQ, T > îo,

J_ { exp(-A)
' 2m Js A - A2(5.50) Tr, UV3,u2,rks.u^r—— l

L 27TÎ 7fi
dA

Vr
r,- 1 /" exp(-A) ,,1
r2."2^— / x p2 dÀ
L 2m Jg A - -Bj ̂ 3 J

-TrJ^^ dA < C
— y6

Z< existe C > 0 tel que, pour u >_UQ, T >TQ,

J_ f exp(-A)(5.51) [A^,r— /'L ' ' 27rî 7^lïjA^.r
' 27TÎ Js X-A2u.r

dAl <c-.
J H

Le reste de ce paragraphe est consacré à la preuve des théorèmes 5.15 et 5.16.
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REMARQUE 5.17. — Comme dans [B4, rem. 9.7], les équations (4.11), et le
théorème 4.6 peuvent être déduits des théorèmes 5.15 et 5.16.

f) Propriétés de régularité de la résolvante de Aj..
Soit ei, • • - , e2no (resp. /i, • • • , /2mo) une base orthonormée locale C°° de T-^X

(resp. T^Y). Pour s, s ' G £o? o11 pose :

(5.52) HO = \\S\\E°^ {S, 5% = (S, 5%o

DÉFINITION 5.18. — Pour T > 1 et s ç EQ, on pose :

(5.53) H^ = \prs 2 + T^p^l + ̂  o^0.^)^ 2̂

^T^^^^p^.

Alors (5.53) définit une norme sur E^ et (£^, | 7-^1) se plonge continûment
dans (£^, | |o). On identifie E^ à son antidual par ( )o. Alors on peut identifier
ËQ1 à l'antidual de E^. Soit [ \T,-I la norme sur E^1 associée à | |^i. Alors on
a les inclusions continues denses suivantes dont les normes sont inférieures à 1,

(5.54) El v°^o v-iEQ .

Soit ç^8 une métrique sur TS. Alors la définition de |^|o, Hr,i se prolonge
naturellement à A^Â) <g)Eo. Soit

(5.55) /? T? r^(>°) /iWt -L .i(>°)'2HT = HI,T = {^T i ^T \ ' ^T

THÉORÈME 5.19. — II existe C\,C^,C^ > 0,To > 0 tels que, pour T ^> 7o,
s,s/ çA(T^)ê^o,

(5.56)
lA^.I^^H^-^Ho2,
KA^^A^^ol^^l^l^il^lT,!,
[(^r^.s^ol ^Csd^ils'Io+l.so^lr,!).

Preuve. — D'après la preuve de [BerB, th. 5.19], il existe C > 0, To > 0 tels
^1,-Lque, pour T > To, s <E E[^,

(5.57) IA^. ^ > C[ |[5||^ + r^lD^^I2 + \s\l)}.

En utilisant [BerB, th. 5.17, et 5.18], (5.53), on a la première inégalité de (5.56).
La deuxième inégalité de (5.56) est triviale.
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Par (5.16), pour s, s ' e A(Tg5') ® £;o, on a

(5.58) K^TS^ol

< c(|s|r,i|s' o + W\T,i) + laA^A^W^ol.

Mais

(5.59) [([A^A^^T^ol = la^A^^.^c
^ civils7 o.

D'après (5.58), (5.59), on a la troisième inégalité de (5.56). On a bien terminé
la preuve du théorème. []

Comme S' est compacte, il existe £/i, • • • , Um (resp. U[, ' ' • , U^) une famille
de sections C°° de T^Y (resp. T^X) telle que, pour tout y e V, (resp. a: ç W),
Ui(y), • • • , ^m(?/) (resp. U[{x\ • • • , ̂ ,(a-)) engendrent (TIRV)^ (resp. (T^X}^).

DÉFINITION 5.20. — Pour T > 0, 50^ VT la famille d'opérateurs agissant
sur EQ

(5.60) P, = {pr^r^^pr, P^^2^

p^^^}.

THÉORÈME 5.21. — Pour tout k e N, il existe Ck > 0 tel que, pour T > 1,
Qi, . . . ,Q/ , ePr e^,^ eA(r^)ê^o, o^ a :
(5.61) |([Çi, [Ç2, • • • [Q^A2^ ' • •]]5,5% < ^|5|T,i| • 1 ,̂1.

Preuve. — Comme

ro^A(T*(°'1)
L v^
•O^A^^'^Z)^ . o A(T^°^Z)^ Q-A(T^°^Z)^
. vc/H ^rj. V^ Pr, Pr V^

sont des opérateurs dont les restrictions aux fibres X^ (avec 6 e V) ont des
noyaux C°° uniformément bornés pour x, x ' ç JQ,, 6 e Y et T ^ 1, en procédant
comme dans la preuve de [B4, th. 9.17], on obtient le théorème. Q

Soit

(5.62) W^=^^e-u2\\-A^-ld\.

Soient P^rÇx,^), F^A^)[x,x'} (avec x , x ' e Z,) les noyaux C00 des opérateurs
exp(-î^2A^) et Fn(A^) relativement à dvz(xf)/(27^)dlmz.
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g) La borne uniforme des noyaux de ex.pÇ—u'^A^) et Fu(A^).

THÉORÈME 5.22.
(i) Pour m e N et 0 < u\ < u^ fixés^ il existe C > 0 tel que, pour x, x ' G Zg,

U^[U^U^T>TQ,

âH+M
(5.63) sup ^^P^(.y) <C.

H^IÛ '\<m ^^ ou

(11) Pour m ç N, il existe c > 0 et C' > 0 tels que, pour x,x' e Zs, u > UQ,
T^To,

aH+i^i
(5.64) sup . ,. ^Fn{A^{x,x') < cexp(-C7Y).

lo'IjQ'l^m C7tr ux

Preuve. — En utilisant les théorèmes 5.19 et 5.21, comme

m A(T^°^Z)^ . OvA^^0'1)^)^^ o A(T^°^Z)^
[ ^u11 ^PT\, V^ PT, PT V^/

sont des opérateurs dont les restrictions aux fibres X^ (avec b G V) ont des
noyaux C°° uniformément bornées pour x , x ' G X^, b G Y, T > 1, en procédant
comme dans la preuve de [B4, th. 9.20], on a le théorème 5.22. []

h) I/asymptotique de l'opérateur Fu(A^) quand T tend vers l'infini.

DÉFINITION 5.23. — Soit 5 l'opérateur différentiel d'ordre 2 agissant sur
A(T^S)0E^

(5.65) E = p ( E - F H - l G ) p .

THÉORÈME 5.24. — On a l'identité

(5.66) Bj i = 5.

Pre^e. — D'après (5.26), (5.32) et (5.34), on a (5.66). Q

Pour A e LÇE^E^), on note ||A||050 la norme de A relativement à | |o.
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THÉORÈME 5.25.
(i) Pour 0 < u-t < u^ fixés, il existe C > 0 tel que, pour u G [ni, u'2\, T ^ TQ,

(5.67) II ̂ {-u^A^-pTJT^-u^l^pT^ ^ ̂

(h) II existe c > 0, C > 0 ^e^ g^e, p6mr u > UQ, T > 7o,

(5.68) ||F,(AJ,) -prJr^^2!)^1^!!0-0 ^ ̂  exp(-C7u2).

Preuve. — En utilisant les théorèmes 5.10 et 5.24, en procédant comme dans
la preuve de [BL, th. 13.42], on a le théorème 5.25. []

i) Preuves du théorème 5.15 et de (4.12).
Par (4.1), (4.3) et (5.10) (on peut aussi se référer au §7), pour u > 0 fixé,

on a

(5.69) CrM^^C^ - ̂ (Nx - dimX) ^ ̂ .

En utilisant (5.15), la proposition 5.14, les théorèmes 5.22 et 5.25, et en
procédant comme en [BL, §11 (p) et §13 (q)], on a le théorème 5.15 et (4.12). [\

j) Preuve du théorème 5.16.

DÉFINITION 5.26. — Pour a e C*, &, c G C et T > 1, on pose

(^ 7rh r 1 / i W ^ L ^ fv?^^^ b (rr ^^-i(5.70) Ça^c,T = —i^T +^r(V^ - CT(T^T)) C^
Û \ 1\ lu /

^Jc^v^'^ CT(T3^)^r-l A^A-ru\UT\c\^ - —JG^ ,A^ J,

Ces opérateurs sont les analogues des opérateurs définis dans [B4, (9.151)].
En procédant comme en [B4, §9 (m)], on a aussi des résultats analogues à
[B4, th. 9.29 et 9.30] pour l'opérateur Qa,b,c,T-

Evidemment

(5-71) A,,T = Gl/u,l/u,u,T'

En procédant comme en [B4, § 9 (m) et (n)], on a le théorème 5.16. []
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6. Preuve de la proposition 4.7
On utilise les mêmes notations qu'aux §§ 4 b) et 5 a). On suppose aussi que ^

vérifie l'hypothèse (3.4).
On rappelle que h ç End(T^Z) est défini à la définition 1.8.
Pour a,a' ç. E^ = H{Z^\z) = H°(Z,^z), on a :

! {a,a'}^ = ^ \ (a,a'}^dvYdvx,
f6 1 '»

^a\^^)=(^)^^

Soit h'T = T'2dimxh^z^z) la métrique sur H ( Z , ^ z ) - Alors par (6.1), on
sait que

(6.2) h'T^h^+O^).

En utilisant (6.1), on a

(6.3) V^'^V^+O^).

Par [BKô, (3.31)], on a

(6.4) Q^——^)-1^2^-

En utilisant (6.3) et (6.4), on peut donc poser

(6.5) H(H(Z,^z),hE2,hH(z^)

^/^{^^[Ç^^ex^-V^^-2)]

^^[2(NX-^mx)^-^)]}dT.

D'après [BGS1, cor. 1.30 et rem. 1.3l], (6.2), (6.5), on a dans P5/?5'0

(6.6) ff^Z,^),/^2./^-^) = -ch^,^,^),^2,^^^).

Par (6.5) et (6.6), on a bien terminé la preuve de la proposition 4.7. []
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7. Preuve du théorème 4.8
Le but de ce paragraphe est de montrer le théorème 4.8, relatif à l'asympto-

tique quand e -^ 0, de certaines supertraces où apparaît l'opérateur B^^^T / e '
Ce paragraphe est une extension de [BerB, § 7], dans laquelle le théorème 4.8 est
établi quand S est un point.

En remplaçant le théorème d'indice local par le théorème d'indice local relatif,
on applique les techniques de [BerB, §7], à notre situation.

Ce paragraphe est organisé de la façon suivante. Dans a), on remplace l'opé-
rateur Bs^ï^ par un opérateur conjugué L^^ et on établit un formule de
Lichnerowicz pour L^^^. Dans b), on fait un changement de coordonnées locales
sur YSQ et un changement d'échelle [Ge] sur l'algèbre de Clifford [BeGeV].
Dans c), on calcule l'asymptotique des opérateurs Lj^ ^ et Mj^y quand e
tend vers zéro. Dans d), on conjugue l'opérateur I/|o,T P0111" faire apparaître
la superconnexion de Levi-Civita. Dans e), on montre le théorème 4.8.

On utilise les mêmes notations qu'aux paragraphes 1 b), 4, 5 a) et 5 b).

a) Une formule de Lichnerowicz.
Dans cette partie, on va utiliser souvent les notations du § 5 b).

On rappelle qu'on note e,, f^ 0^ des bases orthonormées de (TpX, ̂ TRX), (T^Y,
^TRr), (TY.g^), et qu'on note e\f\0^ les bases duales associées. Soit g^ une
base de T^S ; soit g^ la base duale associée de T^S.

On va utiliser la notation suivante : soit C une section C°° de T^X§)
End(A(^*^ l)X)(g)0; alors

(7.1) (V^011^ + C(e,))2 = ̂ (V^011^)^ + C(e,))2

_ ^Acr^0-1)^)^ ^ -rx ^
V^^x^ -G(^V^ Ci).

On pose

- , , o 1 f T \ N x /T\-^x
M^T=~e[~e) ^w.y ,

(7.2) \
ro -^^^ (TyNx

{ ^T-[^) ^3^,T/.^J

Alors on a :

(7.3) Tr, [JM3,^r/e exp(-B^^ = Tr, [M^ exp(-L^)].
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En utilisant [BerB, (7.5) et (7.36)], (4.1), (4.3), (5.10) et (7.2), on a

(7.4) M^ = ̂ (g^^g^^ A^

+ -^T^^T/e^i^C^) + -^L^W(g^T/^h.T/e}9aCT/^T/e)

+ ̂ {Nx - dimX) - ̂ (h(l + ̂ h)~1 ̂  ôm) ^i-e^ A ̂ .

Soit

(7.5) ^=^+^1^.

En utilisant le théorème 1.4, on sait que, quand T -^ +00, on a :

(7.6) Tr^^Tr^+Tr^+O^).

Soit K^ la courbure scalaire de (TZ,gTZ + ^TT^). Soit 'v^'0'1^^ la
connexion sur A(^*^o ' l^^) 0 ̂  :

(7.7) /^A^^'^Z)^ ^ ̂ Nx^^^^Z^^-Nx

Pour simplifier, dans l'équation suivante, on identifie Q o i ' > Ï i aux relèvements
^3,r/e' ^,T/£- En utilisant la formule de Lichnerowicz [Bl, th. 3.6], on a

f7f i^ r0 _ ^r/^ACr^0'1^)^
V'0} ^r- ~~^\ ̂ T/e^

T
+ '/^{^T/E^e^g^^^cÇe^g0'

+ -/^{^T/e^f^g^^^CT/eWg0'

+ ̂ (^T/.^)^,^)^/^ A^}2

^FACr^z)^yt '^r/^,/,
+ ~/^{S^T/E(f£)fm,ga)T^CT/e(fe)ga

T
+ /^{S^T/e{f^9a)T^c{ei)goi

+ ̂ {^T/.^)^,^)^^ A^}2
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T2 1
+ -g-^/, + ̂ a A ̂  A L ' ^ / Â ^ g o )

^
+ ̂ CT/eÇf^CT/^f^L^/^f^frn)

T2 ^
+ ̂ (^(e^L^/^.e^)

/T-)

+ -^^i^T/e^fà^T/e^^f^

m

+7j^AC(e^)JL^T/£(^5e^)

+ ——^ A CT/e^L^/e^ h).

On rappelle que, pour s ç S, on note dî;^, dz^c, àvy les formes de volume sur
Z, X, Y associées aux métriques TT^^ ©^Tx, gTX, ^Ty sur TZ = TT^TYOTX,
TX, TY.

Soit P3^^T(.c,.z'/)(a;,.^/ ç Z^) le noyau C00 de l'opérateur exp(—L^j.) relati-
'd^z^)

vement a \ d i m Z ' -Lour ^ ê Ys, on pose

(7.9) 9^T(a)= f ^Tr, ̂ ^Ps,,^^^)] dv^-
JXa \Z7^)

Par (7.3), on a :

(7-10) ^ [jM3^,T/.exp(-^^)] = ̂  ̂ ^^^.

Pour démontrer le théorème 4.8, on va calculer la limite de g^,T quand e tend
vers zéro.

b) Le changement d'échelle sur l'algèbre de Clifford.
Grâce à la propriété de vitesse finie de propagation, on sait que le calcul

de la limite de ^e,T, pour e -^ 0, est local sur Vgp (so e 5'). Par conséquent,
pour bo ç. Ygo, on peut remplacer Ysy par (TY)^o = (^rno (^o = dimYs), avec
0 € (TY)bo représenté par &o-

On rappelle que 5i, 62, S^^T sont les tenseurs définis au § 1 a) associés
à (7î-i,21^, FF, Y), (^2,^^, Y, 5'), (^3,0^, iy, 5'), et que l'application ^u '•
A(TK5') ̂  A(TR5') est définie en (5.44).

Soit V^M7^)^7^0'1^) la connexion sur TT^AÇT^S) è A(T^°^Y) le long
de la fibre Y qui est induite par V^^ o î l Y\
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DppTMrrTUM 7 1 Q^ /XT^MÏÏ^) SACT^0'1^) , - 7 7 , ,U^MNITION < . i . — ^ozî v - v K / ^ ^ connexion le long de la
fibre Y sur 7r^A(T^S)ê A(T^°^Y)

(7.11) 'v^AW^gAcr^^y) ^ ^A^^SACr^^y)

+j(^2(•Vm,^2)v/2c(/^a

+K^(.fe^2)^A<A

Soit Ve Za connexion sur

^(î^êA^0-1^)^
^ ̂ (^(^^(^•^^(A^0'1)^) ®^)

<e /ora^ de la fibre Z

(7.12) V® = ̂ '^WS) §A(r^)y) ̂  ̂  ̂  VA(T*<°.^)^

Pour y ç C""0, soit Y = y + y . On relève la trajectoire t ç R*^ i-^ tY
horizontalement en la trajectoire t çR*^ i-^ Xf ç Zs avec xi e X^y et d x / d t e
T^Z. Pour a-o € Xo, on identifie TX^, et (^A^^êA^^'^Z) ®^)^ à

TX^ et (7r2*A(^R5)êA(^*(o•l)y))^ê(A(^*(o'l)x)®^)^
par transport parallèle le long de la courbe ( ̂  Xt G Zs relativement à ̂ Tx et
^V©^-1.

L'opérateur L^g^ agit sur l'espace vectoriel H^ des sections C00 de (7r^A(r]g5')
êA(^*(o'l)y))b„ê(A(^*(()•l)x)®0|^ surK2"10 x x^.

Pour s e -ffbo, on pose

(7.13) ((Fes)(Y,x)=s(^,x) pour (Y, a;) e R2"1" x X^,
\ T ' 2 — F-1TO F' ^3,e, T — ^e •L3,e,^^e•

Soit Op l'ensemble des opérateurs différentiels agissant sur les sections C°°
de (A(T<°^X) (S 0)|x^ sur K2"10 x X^. Soit c^V) l'algèbre de Clifford
de^RV,^^). Alors on a

(7-14) ^ILr € ^A^^) ê c(TRy)^ ê Op.
DÉFINITION 7.2. — Pour e > 0, on pose

(7-15) ^(^^^^A-^^.

Soient Lj,^ et Mj^^ e (^(Ar,a5')âc(rRy))^ §>0p les opérateurs obtenus
en remplaçant c(/<) par c^(ft) dans Lj^y et M ° ^ .
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Soit dvTY\^ la forme de volume de (T^Yb^g^o) c± R27710.
Soit P33,^(o(y^),(y/^/)) ((^(r^) e M2^ xX,J le noyau C°° de

l'opérateur exp(-Lj^) relativement à àv^Y^TY^ dî^.z^rx,,. ^Tr)'11111 .̂
Alors pour x ç ^bo? ^ ^ste

^T""'1''''9 ((o^), (0,^)) e A(r^) ê End(A(^*^l)x) 0 ̂  î

tels que Mj^^P^^^ÇÇQ^x), (0,0*)) peut s'écrire sous la formule suivante :

(7.16) M^P^(^x)^^x))

E /^lA...A^A^...^ê^••^ l '••^.
l^ii<---<ip<2mo

Kji<---<jq^2mo

On pose

(7.17) [^AraO^M)?' = J^-2"10^),^)).

D'après [ABoP, p. 484] et [Ge], on sait que

(7.18) yTr, [M^P3,e,T((0,x),{0,x))}

= (-i)111^^ [[^^Tao,^,^))]^].
c) L'asymptotique des opérateurs £3 y et M3 y quand e tend vers

zéro.
En utilisant (1.8), (7.4) et (7.15), on sait que, quand e —» 0

(7.19) M^^M^T

= ^(TVx - dimX) + ̂ (g^, f^ A ̂

+ ^3^^(^3,00^^3,00)5° A ̂  - ̂ ^0^)^^ ^em.

Par [BerB, (7.27)] et (7.19), on a

(7.20) A^T = ̂ (^ - dimX) + ̂ HH = ̂ (N^ - dimX).

Soit ^7^2*A(T«s)gA(T•(o•l)y) ^ fo^g ̂  connexion sur C"10 de

T^ACri^êAcr^y)
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relativement à ^^TRS^A(T^°^Y) le long de la courbe t ̂  tY (Y ç R2^).
Alors par [ABoP, prop. 3.7], pour Y ç R21710, on a

(721) r^^^0^7^0'1^.)
^ ^V^A(T^)0A(T^y),2^ .)+o(|y|2^

Soit PTy la projection de TV = T^V C TY sur TV.
Pour X 6 T^Z, on note X^'°),X(051) les composantes de X dans TZ, TZ.

Soit

(7.22) L^L^+^Tr^^].

Soit Kx la courbure scalaire de la fibre (X,gTX). Pour U e TRY, soit V[/
l'opérateur différentiel ordinaire dans la direction U.

En utilisant [B4, th. 11.8 et (11.61)], le théorème 1.7, (1.35), (7.6), (7.21) et
(7.22), quand e —^ 0, on a :

(7.23) ^3,e,T ——^ ^3,0,T

- -| (v/< + j^y, /^)2 + \ Tïiv"-.2]
_ Ç^ .̂(o,..)̂  ̂  ̂ A(e,)f^e^ A c(e,)

î \^ p^'^ri-^^^f f \f11\ f"1
- y2 ̂  ̂  '̂ i ^<' •'"i-'-' A •'

<<m

+^j<^i(e,)ej,^3,oo)c(ej)ff°

+ ̂ (^l(e,)<^3,oc^3,œ)ff° Af f^

+^[<^(e,)/^,^3^)

+|^.(/^/^3,œJ^).î^]/^AffQ}2

^^^l5"^^^-'^
+|/<A/mAL1(^,/^)

. + ̂ c(ei)c(ej)L^(e,,e,)+ —./-< A c(e,)L'̂ ,e,)

+ ̂ 5° A c(e,)£l(^3^, e,) + ff" A /< A ̂ (^3,00 J î).
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d) La superconnexion de Levi-Civita.
On rappelle que B\^ est la superconnexion de Levi-Civita associée à

(71-1,^^ /^), qui a été définie à la définition 2.3. On pose :

(7.24) ^HH= ̂ ^(f^Uf^r- ̂ h'g^f^^^f^g^.

En utilisant [BerB, (7.33)], (7.23) et en procédant comme dans [BerB, § 7(c)],
on a :

(7.25) e-^^LJ^e^"
= - j (V/, + j (R^ f,)^)2 + j Tr^] + B^.

e) Preuve du théorème 4.8.
En utilisant (7.10), (7.18), (7.19), (7.23) et (7.25), la preuve du théorème 4.8

est la même que dans [BerB, § 7 (d)]. \\

8. Preuves des théorèmes 4.9 et 4.10
Le but de ce paragraphe est d'établir les théorèmes 4.9 et 4.10.
Ce paragraphe est organisé de la façon suivante. Dans a), on énonce le

théorème 8.1, dont on peut déduire le théorème 4.10. Les parties b), c) sont
consacrées à la preuve du théorème 8.1. Dans b), en utilisant la propriété de
vitesse finie de propagation, on montre que la preuve du théorème 8.1 est locale
sur la fibre Ys. Dans c), en utilisant le théorème d'indice local relatif, on montre
le théorème 8.1 et la première partie du théorème 4.9. Dans d), on montre la
deuxième partie du théorème 4.9.

On fait les mêmes hypothèses et on utilise les mêmes notations qu'aux
paragraphes 1 b), 5 et 7.

a) Re for mulation du théorème 4.10.
On rappelle que ^o(T) est la forme sur 5' définie au théorème 4.9.

THÉORÈME 8.1. — II existe C > 0 tel que, pour tout u e ]0,1] et T > 1, on a

(8.1) ^Tr4M3^2/r2^exp(-BJ^2/r2,r)]

2 f LL}W

- ^ j ^,^•<ll.Tz,sîz)<:h(l;,l>t)

+/,l;Td(-^i-!l<•ï"'-^^•'')..,ch(î.'•<'+«'d8'•»(^^(ï•
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REMARQUE 8.2. — Le théorème 8.1 implique le théorème 4.10. En effet, pour
0 < £ < l e t £ < r < l , o n applique (8.1) pour u = T, et T étant remplacé
par T/e; alors le terme à droite de (8.1) est dominé par CT^e/T = CeT < Ce.
On a donc démontré le théorème 4.10.

b) La preuve du théorème 8.1 est locale sur Ys.
Soit r tel que

r < inf {rayon d'injectivité des fibres (Ys.g^)}.

Soit a G ]0, ^r]. Pour b <E V, soit BY(b,a) la boule dans Ys de centre b et de
rayon a. Soit / : M —» [0,1] une fonction paire C°°, telle que

(8.2) W = ( 1 s[^<^
v / lo si \t\^ a.

On pose :

(8.3) g = 1 - f.

DÉFINITION 8.3. — Pour u e ]0,1] et a e C, on pose :

/+00 ,,

( F^a) = exp^W^exp^^2)/^)-——,
(8.4) -00 V27r

/•+00 _ j -

G.(a)= / exp(^a^/2)exp(-^2)^(^)—L.
^—oo v27T

On a

(8-5) F,(a)+G,(a)=exp(-a2).

Les fonctions Fu(a), Gu(a) sont des fonctions holomorphes paires sur C. Il existe
donc des fonctions holomorphes Fu(a), Gu(a) telles que

(8.6) F,(a)=F,(a2), G^a) = Ô,(a2).

Par (8.5), (8.6), on a :

(8.7) exp(-B32^/^) = F^T(BJ^^^) + Ô./r^2^^^).

PROPOSITION 8.4. — ^ existe c,C > 0 tels que, pour tout 0 < u < 1 et tout
T ^ 1,

(8.8) | Tr^Ms^/^^^/r^2^/^^)]! < Gexp ( - c^).
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Preuve. — Pour v > 0, on pose

(8.9) (a) = f exp(itV2a) exp ( - ^—^{t}-0—.
J-oo v w- / vv27r

ffja) ==

Alors il existe une fonction holomorphe .fiTu(a) telle que Hv(a) =- Hv{a2). Par
(8.6) et (8.9), on a

(8-10) G, (a) =^(4).

D'après (5.2), (5.45) et (8.10), on a

(8.11) Tï,[M3^2/r2,rGu/r(-aJ^/^r)] = Vn/rTr^C'rMs.i.rC-r^^/r^)].

Soit A le contour suivant dans C :

.r

Par [B4, (11.21)], pour tout m € N, il existe Cm > 0 et Cm > 0 tels que

(8.12)

On a aussi

(8.13)

Cm,suplar. ^(a)[^G^exp(——).
-̂. r~ A 'îl"açA

& ^2^ 1 /l Hu/TW^ 2 ^ _ _J_ /l Hu/TW
27riJ^ A - A 2^u/T^T) = o—— / , .o dA.27r% 7^ A - A2

En utilisant (5.69), (8.12), (8.13), et en procédant comme dans le § 5g), on voit
facilement que, pour u e ]0,1] et T ;> 1,

.T2>

^
(8.14) \^s[CTM^TC^H,,T{A2T)}\<C^(-c—\

\ u- /

De (8.11) et (8.14), on tire la proposition. []
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Soit F^^B^^^x.x^x.x' e Zs) le noyau de FU/T(BJ^^,^) relati-
vement à dvz(xf)/(27^)dïmz. En utilisant (8.4) et la propriété de vitesse finie de
propagation, [CP, § 7.8] et [T, §4.4], il est clair que pour 0 < î z < l , T > l e t
x e Zs, Fu/rÇBJ^/^^)^^) ïïe dépend que de la restriction de Bj ^2/7.2 ^ à
^lBY(/K^x, a). Par (8.8) et par la discussion ci-dessus, la démonstration de (8.1)
est locale sur Ys.

Pour 60 e V^ on peut remplacer Z^ par C7710 x X^ comme au § 7 b), et on
trivialise les fibres vectoriels comme indiqué au § 7b). On va montrer le théo-
rème 8.1 dans cette situation.

c) Preuve du théorème 8.1.
On rappelle que E^^ est la forme C°° sur V définie en (4.20).
THÉORÈME 8.5.

i) // existe C > 0, et des formes OTJ (avec n = dimZ et j > -n), C°°
sur S, qui dépendent continûment de T ç [l,+oo], tels que, pour tout u e ]0 1]
etTç [l,+oo[,

(8.15) ^Tr, [M3^/^,Texp(-B32,./^^)] - ̂  a^^ < C^
j=-n

ii) Pour j ^ -n, quand T -^ +00, on a

(8-16) ^=^oc,,+o(^)-

iii) De plus

(8.17) a^= f TâÇTY^g^)

[^ ( - 2 Td^TX, ̂ TX)ch(^, ̂ )) - ̂ 1^^1,0].

Preuve. — i) En utilisant (5.45) et (7.2), on a

(8.18) ^Tr, [M3,,2/^exp(-B32^/^)]

^^Tr.^M^^exp^L^^)].

On va utiliser les mêmes notations du § 7, avec £ remplacé par 1/T, et T par 1.
Alors d'après (7.23), quand T -^ +00,

(8J9) î-^o,r

Soit P^T^u (resp. PJ^J le noyau C00 de l'opérateur exp(-^2Lg^) (resp.
exp^2!^^)) relativement à dî;Ty|^ d^/(27^)dimz.
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D'après (7.19), quand T -^ +00,

(8.20) M^^ -^ M33o,l = 2(7Vi,i - dimX).

En utilisant (8.19), (8.20), et en procédant comme en [BerB, § 8 (c)], on sait qu'il
existe C > 0, et des sections a .̂ de TT^AÇT^S) 0 T^A^Y) sur Zs qui dépendent
continûment de T ç [1, +oo], tels que pour tout u e]0, l], T e [1, +00] et x <E X^,

o
^ O^TjW^ S CU-

j=-n

(8.21) ^Tr, [A^^Pî JM, M)] - ̂  a^-(.r)^ ^ eu2.
j=-n

Posons

(8.22) a., = (-.)-^^[a^(.)]max^^.

Comme en (7.20), on a aussi

(8.23) ^Tr, [^M^^^{^x)^^x))]

^(-^^Tr.^M^^i^ao,.),^.))}^].

En utilisant (8.18), (8.21) et (8.23), on en déduit (8.15).

ii) Par Pasymptotique du noyau de chaleur [BGS2, th. 2.1l], dans (8.21),
a^^(x)(x <E Xbo) sont des fonctions des coefficients de M^ ^ L^ ^ et de ses
dérivées au point (O.a;). Comme Lj^i et M^^ sont C00 pœir e ^[0, l], on a

(8-24) ^W=a^(x)+0^).

De (8.22), (8.24), on tire (8.16).

iii) Soit q^(x,x^(x,x' e X) le noyau C00 de l'opérateur exp(-5^) relati-
vement à d^^Q^Tr)^111^. En utilisant (7.25), (8.20), et en procédant comme
en [BerB, §7(d)], on a

(8.25) ^Tr, [M^P^^x)^^x))]

= 2Td(-RTY)^ Tr, [(N^2 - dimX)q^(x^x)].
D'après [BGS2, th. 2.16], (8.21) et (8.25), on a

^ -(/.<"(2^M

= T^ry^^^Td'crx,^)^,^)) - y^E^o].
Par (8.22) et (8.26), on a (8.17).

On a bien terminé la preuve du théorème 8.5. Q
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Soient
( f ̂ w

(8.27) ^.-•^'/^•"(^•'Wî.''').

1 CMm ° /, ̂ Td (-s - '•to")-^(»r))^,ch({,t<).
PROPOSITION 8.6.

i) II existe une forme /^o(r), C°° sur S, telle que, pour T fixé, quand u -^ 0,

(8.28) Tr, [uM^rexp ( - BJ^ + du^E^r)]^ = ̂ (T) + 0(u).

ii) Pour T ^ 1 ^e, ç^and n —> 0, on a

(8.29) ^Tr,[M3,,,rexp(-B32^)]
9^ ^T^^

= ^3 - (^3,0^) + ̂ /.o(T)) + 0(n).

Preuve. — i) En utilisant les mêmes arguments que dans [BGS2 th 2 111
on a (8.28).

ii) En utilisant les mêmes arguments que dans [BGS2, th. 2.1l], il exister e N,
des formes ̂  sur 5' tels que, quand u -^ 0, on a

(8.30) ^Tr, [M^Texp(-BJ^)] = ̂  ̂  + 0(^+1).
3=-P'

En procédant comme en [Bl, § 4], on a

p —iv
(8.31) Um̂  y Tï, [uM3,̂ ,r exp(-BJ^)] =ï j ̂  Td(TZ, ffïz)ch(^ /i^)

et donc

(8.32) ^.=0 pour j < -2, ^=^C^(T).

En utilisant (8.30) et (8.32), on sait que
r\

(8.33) ^ =^mo^^Tr4^3,u,Texp(-^2^)].

De [BKô, th. 3.17 et 3.22], (8.28) et (8.33), on déduit que

(8-34) ^--(^o^+^^o^)).

On a bien terminé la preuve de la proposition 8.6. []
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Preuve du théorème 8.1. — D'après (8.29), on sait que pour T fixé, quand
u —> 0, on a

(8.35) ^Tr4M3^2/^2^exp(-BJ^2//r2^)]

= ^T c3'-1^ - (^oCT) + ̂ ^o(T)) + 0(n2).

En comparant (8.15) et (8.35), on a

( 0 pour j < —1,
(8.36) aTj = 2C3,-i(r) pour j = -1,

-r(^3,o(T)+^W^)) p o u r j = 0 .
De (8.15) et (8.36), on tire le théorème 8.1. Q

d) I/asymptotique de ^o(T) quand T tend vers Pinfini.
D'après (4.32), (8.17) et (8.36), on a

(8.37) Îrn^ r^o(r) = - ̂ Imî  (ar,o + TC^(T))

= f TdÇTY^g^)^ d^o.JY
En utilisant [BGS2, prop. 2.10], et en procédant comme aux parties a), b), c)

de ce paragraphe, on sait qu'il existe C > 0, et des formes brj, C00 sur S, qui
dépendent continûment en T e [1, +œ], tels que, pour u <E ]0,1] et T ç [1, +oo[,

(8.38) Tr, [M^/r^T exp ( - B^^^ + du^E^r) It^/r2)]

o , o_ y b^^ < c^
Z_^ T ~ T '

j=-n

Plus précisément, pour j > -n, quand T —> +œ, on a

(8-39) ^=^+o(^).
En comparant (8.15), (8.28), (8.38), on a

(8-40) ^T,O = ̂ a^o + TijiQ(T)du

et donc

(8.41) ^(T) = ^[&oc,o - ̂ -^oo^]" + O(^).

Par (8.28), (8.37), (8.41), on a terminé la preuve du théorème 4.9. D
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9. Preuve du théorème 4.11
Le but de ce paragraphe est de montrer le théorème 4.11. Pour montrer celui-

ci, on s'inspire de [BerB, § 9], [B4, § 13] et [BL, § 13].

Ce paragraphe est organisé de la façon suivante. Dans a), on montre que
la preuve du théorème 4.11 est locale sur Yso^o ê S). Dans b), étant donné
bo e YSQ, on remplace Zgo par (TpY)^ x ^bo- On associe à cette dernière variété
de nouveaux opérateurs L^^r^ et Lj^j.. Dans c), on calcule l'asymptotique,
quand T tend vers l'infini, de la matrice de Lj ^ j. relativement au scindement
orthogonal de l'espace de Hilbert sur lequel l'opérateur Lj ^ ^ agit naturelle-
ment. Dans d), on introduit une famille de normes de Sobolev qui dépendent
de £, T. Ces normes de Sobolev prennent en compte la graduation des variables
grassmanniennes dans A(T^*9). Dans e), on introduit un opérateur 2^ qui est
un analogue d'un opérateur introduit dans [BerB, §9]. Dans f), on montre le
théorème 9.2.

On utilise les mêmes notations qu'aux §§ 4-8.

a) Localisation du problème.
On utilise les mêmes notations qu'au § 8 a).
PROPOSITION 9.1. — II existe 6^ c, C > 0 tels que^ pour tout 0 < ^ < 1 , T > 1 ,

on a

(9.1) ^TÏ, \^M^^T/eGe(B^^/e)\

- ^Tfa, [{Nx -dimX)Ge(BJ^)]| ^ y^exp(- ̂ ).

Preuve. — Par (8.10), on a

(9.2) Tï, [^M^^/MB^^)] = ̂  TY, [JCr/,M3,i,r/,q^(A^)].

En utilisant (5.2), (7.4), (8.12) et (8.13), en procédant comme au §§5g)-i), on
sait qu'il existe 6, C, c > 0 tels que, pour 0 < £ ^ l e t T ^ l

Tr,[(Arx-dimX)ff,(A^)j

- TY, [(Nx - dim X)ff,(£?j,i)] | < c exp ( - 4),
(9.3) < .,i ' T ' £ '

Tr, [(^CT/eM^T/eC^

-^^-dimX))^(A^)]|^^exp(-^).

De (9.2) et (9.3) on tire (9.1). Q

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



596 x. MA

D'après (9.1), il est clair que pour établir le théorème 4.11, il suffit d'établir
le résultat suivant.

THÉORÈME 9.2. — Pour a > 0 assez petite il existe <5, c > 0 tels que^ pour
0 < e < l e t T > l ,

(9.4) (^Tr, [^M^^F,(B^^)\

- |^Tr, [(Nx - dim X)F,(B^)] | < ̂  . D

Le reste du paragraphe est consacré à la preuve du théorème 9.2.

Par (7.2), on a

(9.5) (^Tr, [^M^^F,(BJ^^ = (^Tr, [M^F,(L^)].

Soit Fe{L^^^)(x,x'){x,x' e Zs) le noyau C°° de ^(^r) relativement à
dvz{xf)/(27^)dlmz. En utilisant la propriété de la vitesse finie de propagation,
il est clair que pour x ç Zs, F^(L^ ^ r^)(x^x) dépend seulement de la restriction
de LJ^ à Trr1^^, a)).

b) Un nouvel opérateur sur (TR^)^ x X&o.
Soit gTS une métrique sur TS. Elle induit naturellement une métrique

sur A(7^).
On fixe bo e Ysp (avec SQ e 5'). Sur BY(bo,r), on trivialise la fibration

7^^1(BY(bo,r)) —^ BY(bo,r) et les fibres vectoriels considérés comme au §7b).
Alors l'opérateur L^ ^ agit sur l'espace vectoriel H^o (r) des sections C00 de

A(ÎÏ^ ê^{A(T^Y))^ 0 (A^^X) 00,^

sur^^o.^xX,,.

Soit Gbo = ^(Xbo,^\Xb ) l'espace vectoriel des sections de classe C00 de
(A^*^0'1^) 00|Xb sur ^o- Alors Gbo est muni d'une métrique hermitienne,
et KeïDX\BY[bo,r) est un sous-fibre vectoriel Z-gradué de Gbo sur BY (bQ,r).

Pour a > 0 assez petit, il existe un fibre vectoriel K C Gbo, Z-gradué sur
(T]§iY)bo ^ ̂ 2rno qui coïncide avec Ker Dx sur ^^(0,20), et avec Ker^ sur
(TRy)^!?7^^, Sa), tel que si J^^ est le fibre vectoriel orthogonal à K dans Gbo 5
alors

(9.6) K±r}KeTD^={0}.

Soit Pb (avec b e M27710) la projection orthogonale de Gbo sur Kb pour le
produit hermitien naturel sur Gbo' On pose P^- = 1 — P^.
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Soit (p : M -^ [0,1] une fonction C°° telle que

(9.7) ^ ) = { 1 P01"-!^"'
V / ' •• / 1 <"» 1 - t . l ^ r »I, 0 pour \t\ ^ 20.

Soit ^TY le Laplacien standard sur (T^Y\o correspondant à la métri-
que (/^o. Soit H^o l'espace vectoriel des sections C00 de

K(T^S)^^[K(T^Y)}^ 0 (A(r*^)x) 0^^

sur (T-^Y)bo x -^bo' Soit L^ ^ l'opérateur défini par

(9.8) L^ = ̂ (|y|)^ + (i - ̂ (IVD) (- J^A^ + r2?^-2^).
Alors L\ ̂  y coïncide avec L^ j. sur |Y| < a.
Pour ê- > 0, avec 5 G 7J^, on pose

f (^)(r^) = 5(y/^rr), pour (V^) e R27"0 x X^,
(9.9) {1 r2 - ç-1/'1 <?l ̂ 3,£,T — ^Ê ^S^^^e-

On fait le même changement d'échelle sur les variables de Clifford c{f^) (1 < i <
2mo) qu'au § 7. On obtient ainsi un opérateur Lj ^ /p.

Soit Fe(L^ ^(x.x^ (avec a-, a:' e (r^y)^ x X^) le noyau C00 de l'opéra-
teur Fe(L^ ^ r^) relativement à l/(27^)dlmzd^;/ryb ^x^ • D'après la propriété de
vitesse finie de propagation, on sait que si x ç X^ est identifié à (0,a;), alors
on a

(9.10) F,(L^)(x^x) = F,(L^)(x^x).

Soit E° l'espace vectoriel des sections de carré intégrable de

A(T^)^ ê^(A(T^Y))^ ® ̂ (T^X) 00|^

sur(Tffiy)(,n xXbo.
Soit ^) l'espace vectoriel des sections de carré intégrable de

A(T^)^ è^(A(T^Y))^ ®S^K

sur (T^Y)bo' Alors l'espace F^ a un sens pour e = 0, et F^ est l'espace vectoriel
des sections de carré intégrable de

A(T,̂  êTr^ACr*^1)^ ê KerP^

sur (rRy)6o- L'espace F^ est un sous-espace de Hilbert de E°. Soit .F^0'"1 l'espace
orthogonal à Fg° dans £'°. Soit pç la projection orthogonale de E° sur Fg°.
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On pose p^- = 1 - ps. Pour s ç E°, Y e T^y, on a

(9.11) p,s(Y)=P,Ys(Y^).

On pose

' ̂ r = PeL^^Pe^ F^T = PeLJ^^p^

G^T = P^L^^Pe. H^T = P^L^^-
(9.12)

Alors on écrit Lj^ j. sous forme matricielle relativement au scindage E° =
7^0 ffi 7^0,-L
^Ê: W r e

_ r^£,Tî Fe,T(9.13) Lj3,e,T — ^ rrL^T, ^e.r.

c) L'asymptotique de la matrice L^^r^ quand T tend vers Pinfini.

On rappelle que Oy"^'^ est la connexion sur ^(Z,^z) définie en (5.13).
Si C est une section de 7r^A(T^S)0c(T^Y)b^ et si b e Y^ est un point

près de bo, soit C^(6) l'élément de 7^A(T^S')ê End(A(r^y))^ qui est obtenu
en utilisant la trivialisation de 7r^A(T^S)(§> End(A(r^y)), relativement à la
connexion ̂ /V7^^^^7^0'1^^-1 comme au § 7b), et par le changement
d'échelle sur les éléments c(T^Y)bo défini à la définition 7.2.

Dans la suite, on note [A,B]+ l'anti-commutateur de A et B. On pose :

(9.14) L^^+^Tr^].

THÉORÈME 9.3. — II existe des opérateurs Es,Fs,Ge,He tels que quand T
tend vers l'infinie

( E^T =E^O(1\ F^T = TF, + 0(1),
(9.15) { VT/

[ G^T = TGe + 0(1), H^T = T^H, + 0(T).
On pose :

(9.i6) Q^^iyi^-^v^0'1^,
^A(ei)f^,e,)^{ec(f^c(e,)

+{S^)g^,e,)^gac(^—^

+èM^l)L3c(e,)£1(/â'e.)
+^9ac(e,)L'i(g^e,)}^

TOME 127 — 1999 — ?4



FORMES DE TORSION ANALYTIQUE 599

Alors on a Qe(F^) c F^, et

f ^= PeQeP^ G, = P^Q^P^

[ H^p^^^Y^2 + (i - ̂ IVDXV.
Preuve. — Par (7.8), on voit facilement que le coefficient de T2 dans

l'expansion asymptotique de Lj ^ ^ est H^.
En utilisant (1.35) et (7.8), on voit que le coefficient de T dans l'expansion

de Z/j ^ rp est l'opérateur Qg.
D'après le même calcul que dans [BerB, théorème 9.3], on a

(9.18) [Z^^+V^I^]

= -, [V^0-1^ J(A(e.)^,e,)^c(^)c(e,)

+ (^i(^)^3,oo^,)^^(e,)/^2]^

+è^l)^)L/î(/^,e,)

^(l/v^)^^)^^^,^,).

Par (9.12), (9.16) et (9.18), il est clair que QeW) c F^.
On a bien terminé la preuve du théorème 9.3. Q

II est clair que pour Y ç (TRV)^, H^y est un opérateur elliptique agissant le
long de la fibre X^.

PROPOSITION 9.4. — Pour tout e > 0

(9.19) Ker^y = A(T^ êA^Y)^ ê^y.

Preuve. — La preuve est la même que dans [BerB, prop. 9.4]. []

d) Une famille d'espaces de Sobolev.
Soit

(9-20) g^Y)=l+{l+\Y\2)^^e\Y\).

Pour 0 < q ^ 2dimy, soit ^ l'espace vectoriel des sections de carré
intégrable de

^ A91^) êA^^y),, ê (A^^0'1)^) 0 o,^
91+92=9
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sur (T^Y)bo x Xbo. Alors
2dimV^°= e ^°.

9=0

Pour p e R, on note Ep et E^ les espaces de Sobolev d'ordre p correspondants.
Pour s € E° on pose

(9.2i) |<^/ |,(y,,)|̂ ^ )̂̂ ^^^
J(W)^xX^ (27^)dlmz

Soit ( , )^o le produit hermitien sur E° correspondant à | |^o- Pour s e £11, on
pose

(9.22) |<^ = rWyC^o + l^y<o

+ £ i^Co + r2 Ei^r '̂̂ ^^.i^o.
i

Alors (9.22) définit une norme sur E1. Soit E~1 Pantidual de E1, et soit [ |£,T,-I
la norme sur E~1 associée à la norme | \eTi sur E1. On identifie E° à son
antidual par ( , )g^o.

Par le théorème 9.3, il est clair que l'argument d'analyse fonctionnelle de [BL,
§ 13 (k)-(o)] et [BerB, § 9 (d)] peut être utilisé directement dans notre situation.
En effet, la structure asymptotique de Lj ^ y quand T —^ +00 est la même
que dans [BerB, §9(c)]. Bien sûr, on a aussi des variables grassmanniennes
supplémentaires g^ e T^S, mais elles sont du même type que les f^.

e) Un opérateur iPe.
Soit F^ l'espace vectoriel des sections C°° de A(T^S)so ^A(T^Y)bo êS^K

sur (T]^Y)bo- Alors Hç est inversible sur .F .̂

DÉFINITION 9.5. — Soit ̂  U opérateur de F^ dans F^ défini par

(9.23) ^ = E^ - F.H^Ge.

On vérifie facilement que l'opérateur ^e est un opérateur elliptique d'ordre 2
agissant sur Fç.
^ Pour U e 5^(0, 2a), on identifie (^AÇT^S) èA(T^°^Y))u à ̂ A(T^)^
^^^*(o,i)y^^ p^ transport parallèle le long de la géodésique dans Y,
t e [0,1] —)• tU ^ relativement à la connexion

^^A^^SAcr^y) ^
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L'opérateur Bj^ agit sur les sections C°° de A(T^S)^è A(T^°^Y)^ê K
sur B^ÇO^a). Si l'on fait le même changement de coordonnées locales sur Vg,
et le même changement d'échelle sur les variables de Clifford c(f^) qu'au § 9 b),
alors, à partir de ^^25 on obtient un opérateur S^, qui agit sur les sections C°°
de A(T^S)sa êACWbo èS^K sur B^ÇQ^a/e).

THÉORÈME 9.6. — Sur B^ÇO,2a/^), on a

(9.24) ^ = E^.

Preuve. — En utilisant (7.8) et en procédant comme en [BL, th. 13.43],
on a (9.24). Q

f) Preuve du théorème 9.2.
En utilisant (7.7), (7.15), les théorèmes 9.3 et 9.6, la preuve du théorème 9.2

est la même que dans [BL, § 13 (q)] et [BerB, § 9 (g)]. D

10. La classe de Bott-Chern ch^^^^z),^2,^^^)

Le but de ce paragraphe est de construire la classe de Bott-Chern ch(E"2,
H{Z^\z), /^./i^^l^) e P5/?550, et de démontrer les théorèmes 3.8 et 3.9.

Ce paragraphe est organisé de la façon suivante. Dans a), on généralise
les résultats de [BGS1] sur les classes de Bott-Chern. Dans b), on rappelle
la propriété de fonctorialité de la suite spectrale de Leray [Grot]. Danse),
d'après b), on construit un bicomplexe de fibres holomorphes sur S qui calcule
la suite spectrale de Leray. Dans d), on construit la classe de Bott-Chern
chÇE^.HÇZ.^z)^^, /^^l^) € P5/?^0 et on démontre le théorème 3.8.
Dans e), on montre le théorème 3.9.

On suppose ici que TTI est projective, et que V et W sont des variétés
projectives. On utilise les mêmes notations qu'au § 3.

a) Classes de Bott-Chern.
Soit (E^v) = (E ' 1 , v)o<i^n un complexe holomorphe de fibres vectoriels

holomorphes sur une variété complexe 5'. Pour s ç S, on note H^(E) la z-ième
cohomologie du complexe (E,v)s. On suppose que pour 0 ^ i < n, le rang
des fibres H^E) est localement constant; alors, H^E) est un fibre vectoriel
holomorphe sur S. Soient F1 = v(E^~l) et G1 = Ker-î;|^.

On a les suites exactes suivantes :
f o -^ <y —> E1 —> F^ -^ o,

(10.1) { .
[ 0 -^ F' —> G' —> H\E) -^ 0.
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Soient h^^ h^^ des métriques hermitiennes sur E'1, H^'ÇE). On note

faB^^ ^(E)^/^)

t î

des métriques sur E == ®, E\ H{E) = ®, 7P(E). Soient h,^ et /Ie1 les métri-
ques sur F^ et G1 induites par h^.

On note

di^F^/i^/i^1), ch^,^^)^^,^^) ç P5/?5'0

les classes de Bott-Chern associées à (10.1) [BGS1, § l(f)]. On pose
n

(c^E,hE)=^(-l)ich(Ei,hE'),

(10.2) î=o „
[ ch(ff(E), h^} = ̂ (-lYc^H^E}, h11'^).

i=0

On dit que E est scindé, si

(10.3) E^G'tSF1^, Gi=Hi{E)Q>F\

et si les scindements (10.3) sont orthogonaux.

PROPOSITION 10.1. — II existe une unique manière de définir une classe de
Bott-Chern ch(E,H(E), h13^11^) ç P5/?5.0 telle que :

i) On a

(10.4) ^ch^,^),^,/^)) =ch(ff(E),/^ff(-E;)) -ch^,^).
^2'Tr

ii) Ponr ^ozfc^ application holomorphe de variétés complexes f : S/ —>• S^

(10.5) ch(r^ /*^(^), ̂ rJE, /^r^(^)) = /*ch(E, ̂ (E), ̂ , /i^^).

iii) Si E est scindée alors

(10.6) ch(E, H(E), ̂ , /i^^)) = 0 ^an5 P^/P5'0.

Preuve. — La preuve est la même que dans [BGS1, théorème 1.29]. []
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PROPOSITION 10.2. — On a dans p5'/?5'-0

(10.7) ch^^E),/^,/^^)

=Y^(-l)i[ch(Gi,Hi(E),hG',hfI'(E^+cïl(Et,Fi+l,hEt,hFi+l)].
i

Preuve. — On vérifie facilement que le terme à droite de (10.7) vérifie (10.4)-
(10.6). D'après la proposition 10.1, on a (10.7). Q

Par la théorie de Hodge, on peut identifier H{E) au sous-fibre de E formé des
éléments harmoniques dans E. Soit h11^ la métrique induite par la métrique
hE sur H(E). Soient V^, V^^ les connexions holomorphes hermitiennes sur
(^,/^), (H(E},h11^). Soit N l'opérateur de nombre sur E. Soit v* l'adjoint
de v pour hE. On pose V = v +1;*. Pour u ï> 0, soit A^ la superconnexion

(10.8) An=^E+^/uV.

Pour 5 e C et Re 5 > 1, on pose

(10.9) C^)=-—— /> ^-^Tr^Tvexp^)]

- ̂ Tr, [^exp^V^2)^.

Alors Ci(5) se prolonge en une fonction holomorphe de s ç C près de s = 0.
Pour s 6 C, Re s < ^ , on pose

1 /«+oo
(10.10) ^ ( s ) = - ^ j ^-^Tr^Tvexp^A2)]

' -^Tr^./vexp^V^'2)^.

En utilisant [BeGeV, th. 9.2], C2(^) est une fonction holomorphe de s.

DÉFINITION 10.3. — On pose

(10.11) C(^)=^(Ci+C2)(o).

Alors C(£\^) est une forme C°° sur 5'. En utilisant (10.9), (10.10), on a

(10.12) C(^) = - A^Tr,[7Vexp(-A2)] - ̂ Tr,[7vexp(-V^2)]} ̂
Jo 'u

/'+00 1

- / {vTr,[Nexp(-A^} - ̂ rfa,[A^exp(-Vff(£;)'2)]} —
t/1 U

+^/(l){yTrs[^exp(-VB•2)] - ̂ Tr,[Arexp(-Vff(JB)•2)]}.
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Par [BGS1, th. 1.15], les formes Ç(E,hF) sont dans P3, et on a

(10.13) ^{E^E)=^{H{E\hHW}-^E^E).

PROPOSITION 10.4. — On a l'identité

(10.14) C(^ h^ = ch{E, H{E), /i^, h11^} dans P5/?5'0.

Démonstration. — La preuve est la même que dans [BGS1, cor. 1.30]. []

PROPOSITION 10.5. — Soit E = E° D • • • D E^ = 0 une filtration de
fibres vectoriels holomorphes sur S. On pose G^E = E^'/E'1^1. Soient /i^,
h0^ = ̂ h01^ des métriques hermitiennes sur E, GïE = (^GT'E. Soit h^ la
métrique sur E1 induite^ par /i^. Alors il existe une unique manière de définir une
classe de Bott-Chern ch(E, GïE, /î  h0^) appartenant à ps/ps^ telle que :

i) On a

(10.15) ^ch(E^GTE,hE,hGrE)=dl(GTE,hGrE)-ch(E^hE).
ZiïTT

ii) Pour toute application holomorphe de variétés complexes f : S' —> S^

(10.16) ch(/*E, /*Gr E, hrE, hrGrE) = /*ch(^, Gr E, hF, h^F).

iii) Si (^/^fc) = ^(G^E.h^F) pour tout k ̂  0, alors
i^k

(10.17) chÇE.GrE.hF.h^F) = 0.

Preuve. — La preuve est la même que dans [BGS1, th. 1.29]. []

REMARQUE 10.6. — On a les suites exactes suivantes

(10.18) Si:0^ E^ —> E1 —> GT'E -^ 0.

D'après la proposition 10.5. on vérifie facilement qu'on a dans P3 / P 8 ^

m

(10.19) ch^Gr^/^/^) =-^dl(E\GT^E,hE\hGr^E)
i=0
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Soit E = (£p1q) (où 0 <^ p,q ^ n) un bicomplexe de fibres vectoriels
holomorphes hermitiens sur S. Soit H(£) la cohomologie de £. Soit {Sridr)
la suite spectrale induite par la filtration FPS = ©p/> ^ P J 9 . Soit F H (S) la
filtration associée sur H(8). Alors Syo = GrH(8) (cf. [GrH, §3.5]).

On suppose que pour p, ç, r > 0, le rang des fibres Ef^ est localement constant.
Soit h8 = (B^9 une métrique sur £ = @£p'q et /Ie'0 la métrique

correspondante sur £ 0 = 8 . Soient h6" (r > 1) et h11^ des métriques sur £r
et H(£). On suppose que hsr = /^°° pour r > n. On pose

n

(10.20) ch^^),^,^^,^00) =^(-l)fcch(ffÂ:(^),Grfffc(f),/^ff't(£),/^£°o).
fc=0

THÉORÈME 10.7. — On a dans p5/?5.0

(10.21) ch^TT^),^,/^^)
00

^^ch^^^+i^^^^^-ch^^),^^^),^00).
/i;=0

Preuve. — On le démontrera dans [Mal]. []

b) Suite spectrale de Leray [Grot],
Soit Y un espace topologique. On note CY la catégorie des faisceaux de

groupes abéliens sur Y. Pour un objet G de C ,̂ on note Fy(G) le groupe des
sections de G sur Y.

DÉFINITION 10.8. — Soit G un faisceau de groupes abéliens, et soit L = (Z/)
un complexe à degrés positifs de faisceaux de groupes abéliens. Soit e '. G —> L
une application d7 augmentation. On dit que le complexe L est une résolution
de G, si la suite

(10.22) 0 -^ G ̂  L° -^ L1 ' • • -^ L1 -^ • ' .

est exacte. On dit que le complexe L est une résolution injective (resp. acy clique)
de G, si de plus les L1 sont injectifs (resp. acy cliques).

Si (F, v) est un complexe dans CY, on note, pour i e Z,

(10.23) Z\F) = Ker(^), B\F) = Im(^-i),

H^F) = Z ' ^ / B ^ F ) .

Soit L = (L^9) un bicomplexe dans CY \ on définit aussi Z^^L^B^^L),
H^ÇL) comme (10.23) pour le complexe L9^ = (LP^)p.
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DÉFINITION 10.9.— On dit que le bicomplexe L = (L^'^p^o es^ une résolution
du complexe F = (F^px) s^ existe une augmentation F —> L, telle que pour p
fixé, Lpf9 est une résolution de FP, et si on filtre L par FqL = ®g/>g L9^, alors
la suite spectrale associée (<?y.(L),dy.) dégénère à partir de E^{L). On dit que le
bicomplexe L = (L^9) est une résolution injective (resp. acyclique) de F^ si de
plus les Lpïq^Hpîq(L) sont injectifs (resp. acycliques).

REMARQUE 10.10. — Le bicomplexe L = (LP^) est une résolution du
complexe F si et seulement si, pour p fixé, Lp^ (resp. Z'P^{L\ resp. ^''(L),
resp. HP^(L)) est une résolution de FP (resp. ZP(F), resp. BP(F), resp. HP (F))
[CE, chap.XVII].

De même le bicomplexe L = (LP^) est une résolution injective (resp.
acyclique) de F, si et seulement si de plus les L^9, Z^(L), B^(L),HP^(L)
sont injectifs (resp. acycliques).

Soient X, Y deux espaces topologiques. Soit / une application continue de Y
dans X. Soit G un objet de CY, soit (GP) une résolution de G dans CY.
Soit L = (LP^) un bicomplexe qui est une résolution injective du complexe
F = (/^(GP)) dans Cx. Alors on obtient un bicomplexe Fx(L). Si on le filtre
par FPTxÇL) = © /> TxÇL*^ ), on obtient une suite spectrale associée (E^ dr)
dont le terme E^ est

E^q(G)=HP(X^Rqf^G))
et dont le terme E^o est le groupe gradué associé à une filtration convenable de
(^(V.G)),.

Le résultat suivant est établi dans [Grot, th. 3.7.3].
THÉORÈME 10.11. — Soient X^Y deux espaces topologiques. Soit f une

application continue de Y dans X. Alors il existe un fondeur spectral sur la
catégorie CY des faisceaux de groupes abéliens G sur Y, aboutissant au fondeur
gradué (.̂ (Y, G))ni d dont le terme initial est

(10.24) E^(G) = ̂ (X,J?V,(G)).

De plus^ ce fondeur spectral est calculé de la manière ci-dessus.

REMARQUE 10.12. — Pour calculer la suite spectrale de Leray, d'après [Grot,
p. 147 et 149, rem. 2], on sait qu'on peut prendre aussi une résolution Q de G par
des G^ qui sont /^-acycliques (i.e. R3 f^G^ = 0, pour j > 0 et i > 0), et qu'il suffit
de supposer que L = (Lq1p) est une résolution acyclique du complexe (./^G9).

c) Un bicomplexe holomorphe sur S.
Dans cette partie, en procédant comme dans la partie b), on construit la suite

spectrale de Leray dans le contexte holomorphe.
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DÉFINITION 10.13. — Soit {F^v) = (F'1) un complexe (resp. J7 = (F'1^) un
bicomplexe) de fibres vectoriels holomorphes sur une variété complexe V. On
suppose que les H'1 {F) sont des fibres vectoriels holomorphes. On dit que le
bicomplexe F est une résolution de fibres holomorphes du complexe -F, si les H1^
sont des fibres vectoriels holomorphes et le bicomplexe F vérifie les conditions
de la définition 10.9 dans le contexte holomorphe. Si de plus^ les F1^ et les H1^
sont des fibres acycliques^ on dit que le bicomplexe F est une résolution acyclique
de fibres holomorphes du complexe F.

REMARQUE 10.14. — Désormais, si T = {F1'3) est une résolution acyclique
de fibres holomorphes du complexe F sur Y, alors on note (£r(^F)^dr) (resp.
(ErÇJ^^dr)) la suite spectrale associée au bicomplexe F filtré par F^T =
Qp^pF^ (resp. H°(V^) filtré par FPH°(V^) = ©p^p^0^^)).
D'après la définition 10.13, on a

(10.25) Ei(^-) = ̂ °(y,£i(^)), E^\r) = H^V^H^F)).

On rappelle que Y et TV sont des variétés projectives. Soit n = dim Z.
En procédant comme dans [GrH, § 5.3] et [Ql, § 7.2.7], on peut construire une

résolution TT^ et TT^ acyclique (^)o<i<n de fibres holomorphes de ^ sur W. On
note F1 = R°7T^'1 {i > 0). Alors F1 est ̂  -acyclique. On a aussi un complexe F
de fibres holomorphes sur V

(10.26) (F,v) : 0 -^ F° -^ F1 -^ • • . -^ F" -^ 0.

Alors d'après la construction de l'image directe, on sait que pour i >_ 0,

(10.27) H\F} = ^TTI^.

Comme le rang de H ' 1 {F) est localement constant, on sait que les rangs de
Z^F), B^(F) sont aussi localement constants. Donc ^(J^), £^(F) sont des fibres
vectoriels holomorphes sur V.

D'après [BS, preuve du lemme 12], on sait qu'on peut construire des fibres
vectoriels holomorphes 2?1'-7, Z1'-7, TP'-7, F'1^ (avec 0 < î , j ^ n) sur V tels que
pour chaque fibre Ys(s G 6'), pour tout i > 0, le bicomplexe

0 -^ Z^9 —> F^9 —> B^^ -> 0,
(resp. 0 -^ B^9 —> Z^ —> H^ -^ 0)

est une résolution TT^ -acyclique de fibres holomorphes du complexe

0 -^ Z\F) —> F1 —> B^ÇF) -^ 0,

(resp. 0 -^ B\F) —^ Z\F} -^ H\F) -^ 0)

au sens de la définition 10.13.
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Maintenant, en composant les bicomplexes

0 -^ Z^9 —> F1'* —> B^119 -^ 0

et les injections B^9 -^ Z1^, on obtient un bicomplexe (F^) de fibres holo-
morphes sur V qui, pour chaque fibre Yg (s G 5), est une résolution 7T2*-acy clique
de fibres holomorphes du complexe (F') au sens de la définition 10.13.

Désormais, on note (^)o^n une résolution TT^ et TT^ acyclique de fibres
holomorphes de ç sur W, et on note F1 = .R°7ri^. Soit T = (^'J) une
résolution TT^ -acyclique de fibres holomorphes du complexe (F') au sens de
la définition 10.13. On note :

(10.28) v : F-3 -^ F^3, 6 : T^ -^ r^\

les morphismes du bicomplexe T et d = v + 6 le morphisme total.
D'après la partie b), si on filtre le bicomplexe de fibres holomorphes E{F) =

{H\Y^\ v,6) sur S par "FPE{^ = Q)p^pH°(Y^^^y), alors la suite
spectrale associée (F^(^), dr) calcule la suite spectrale de Leray (F^, dr) (à partir
de r = 2) pour s ç. S.

d) Définition de ch^^^^lz),^2^^^1^)-
On se donne des métriques hermitiennes h^'^^ et /^"W sur F^9^) =

^(V.^^ly) et E^Ç^). Soit ^JÊ;2(Jr) la métrique sur E^) correspondant
à/i^2.

D'après la partie c) et le théorème 10.7, on a naturellement :

DÉFINITION 10.15. — On définit la classe de Bott-Chern

ch(F2^(^,^|z),/^£;^^(^lz)) e P^P^

de la manière suivante :

(10.29) chGE^ff^lz),/^2^2'^)
=ch(E^),H(E(^),hE^\hH(z'^))

- ̂  ch(E^), tW^^^'^)-

REMARQUE 10.16. — En utilisant [BGS1, th. 1.20] et la proposition 10.2, on
sait que la définition de ch(-, •) ne dépend pas des choix de métriques hE(:F)

sur E(^). De plus, on a

(10.30) ^ch^lî^lz),^^-^)
2î7T

= ch(7î(Z,^),/^z^) - ch(E2,/^2).
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THÉORÈME 10.17. — La classe de Bott-Chern

ch^^^çiz),^2,^^!^) ç pS/pSft

ne dépend pas du choix des résolutions (<^) et T.

Preuve.

. Par [BS, §4], étant donné (^î), (^) deux résolutions TT^ et ^-acycliques
de ^ on peut trouver une troisième résolution (<^) TT^ et ^-acyclique et des
injections ^1,^2 des deux premières dans la troisième.

^ • Soient F, = R0^ où i = 1,2,3. Par [BS, §4], étant données ̂  une
resolution ^-acyclique de fibres holomorphes du complexe F, (i = 1,2), on
peut trouver ^3,1,^3,2 des résolutions ^-acy cliques de fibres holomorphes du
complexe F^ et des injections ̂  : ̂  -^ p^ (i = 1, 2) compatible à ̂  : F, -^ ^3,
et qui induisent des injections de ^i(J^) dans ^(J^z). Pour appliquer [BS, § 4],'
il suffit de considérer au cas où F, (z = 1, 2, 3) sont des suites exactes courtes. '

• Enfin, par [BS, §4], on peut trouver une troisième résolution ^3, TT^-
acyclique de fibres holomorphes du complexe ^3 et des applications injectives des
deux premières dans la troisième qui induisent des injections de ̂  (^ 1 ) <5:i (T. o)
dans ^1(^3). v ' " l v 3'27

D'après les discussions ci-dessus, pour montrer le théorème, il suffit de montrer
que, dans la situation suivante, les termes à droite associés à ces résolutions sont
égaux.

soit (^). (/^) deux résolutions TT^ et ̂  acycliques de fibres holomorphes
de ^sur W, et soit p. : ̂  -^ /^ une injection de complexe. Soit F^ = R°7r^\
G1 = R0^^^, alors on a une injection de complexe ^ : F -^ G. Soit
JF ̂  (^J) (resp. Q = (Q^)) une résolution ^-acy clique de fibres holomorphes
du complexe F = {F1) (resp. G = (^)) sur V. Soit /. : F -. Q une injection
de bicomplexes qui est compatible aux augmentations F -^ T et G -^ Q, et qui
induit également une injection ^ : ̂ i(^) -^ ^i(G).

Alors, on a le diagramme commutatif suivant :
0 - ^ ^ ^ g - ^ Q / ^ ^ Q

(10.31) î î î
0 - ^ F J ^ G — — G / F ^ O .

Par un argument de suite spectrale, le complexe G/F est acyclique.
Par (10.31), on a aussi le bicomplexe

(10.32) î' î' î^ I6
... ̂  e^^) -. ̂ (Q) -. ̂ \QI^ -. e^\^ _. . .

dont chaque ligne est acyclique.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



610 X. MA

Par la définition 10.13 et (10.32), et par un argument de suite spectrale, on a

(10.33) E^(Q/^)=Q.

Comme fi : ̂ i(^') —^ ^i(G) est injective, par (10.32), on a la suite exacte

(10.34) 0 ̂  W) —— S^Q) —— £i{GI^} -^ 0.

Comme T', Q, 8^} et 8^Q) sont ^-acycliques, par (10.31) et (10.34), QjT
et Si(G/y) sont aussi ^-acy cliques. D'où Q I T est une résolution 7T2*-acy clique
de fibres holomorphes du complexe G/ F'.

D'après la remarque 10.14, on sait que

(10.35) E^Q/F) = H° (Y, £ i(Q/^)\ y), E^Q/^) = 0.

Comme £\{F\£\(G) sont 7T2*-acy cliques, par (10.25), (10.34) et (10.35), on a la
suite exacte suivante :

(10.36) E,(Q^) : 0 -. ̂ i(^) —— E^(Q) —— E,(Q/^) -^ 0.

Si on note J(^:'),J((?) les termes à droite de (10.29) associés à ^Ç, alors on
doit montrer que

(10.37) J(^) = I(Q) dans P5/?5'0.

Dans la suite, pour simplifier les notations, on note E(G^) la suite exacte
suivante :

(10.38) E(Q,J=-) : 0 ̂  E(^) —> E(Q) -^ E ( Q / ^ ) -^ 0.

Soient /i^^), h^^, ^(^/Jr) (avec r = 0,1,2) des métriques hermitiennes
sur Er(^F), Er{G), Er{G/^F)\ soient h^^, h^0^ les métriques induites sur
E^Q^\E^Q^\

Pour le bicomplexe

îd îd îd
(10.39) ' ' 1v ) 0 ̂  ̂ (J-) —— E(Ç) —— ^(Ç/^-) ̂  0,

en utilisant le théorème 10.7, on a

(10.40) ch^^),^^^)),^^,^^!^)
-ch(E(Q),H{E(Q)),hE(G\hH^^^

+ch(^(Ç/^),^^))

=ch(^,^),/^^)) dans P5/?5'0.
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Pour le bicomplexe

\ v \ v \ v
(10.41) ' ' 'v / 0 ̂  E(^) —— EÇQ) —— E(G/^) -^ 0,

en utilisant le théorème 10.7 et (10.36), on a

(10.42) diÇE^^E^.h^^h^^)

-ch(E(Ç)^i(Ç),/z^),^1^)

+ ch(E(Ç/.F), Ei(Ç/.F), /i^/^, h^l^}

+ch(^(Ç^),^1^^)

=ch(^(Ç^)^^^)) dans P^/P5'0.

Pour le bicomplexe

î<5 î($ T($
(10.43) 1 1 1
v / 0 -^ Ei (^) —— Ei (G) —— Ei (0/^) ̂  0,

en utilisant le théorème 10.7 et (10.36), on a

(10.44) ch(Ei(^), E2(^), h^^h^)

- ch(Ei(0), E2(Ç),/i^U^2)

+ch(Ei(0/.F),/^1^))

=ch(Ei(^),/^1^)) dans P^/P5'0.

Pour le bicomplexe E Ç Q / J 1 ' ) , en utilisant le théorème 10.7 et (10.35), on a

(10.45) ch(E(Ç/^),Ei(^/^),/i^/^,^1^^))

+ch(Ei(^F),/^1^))

=ch(E(Ç/^),^^/^) dans P^/P5'0.

Par (10.40)-(10.45), on obtient (10.37).
On a bien terminé la preuve du théorème 10.17. []

e) Preuve du théorème 3.9.
Par la construction de la section canonique a e À^E^^A^'TTs^) [KM], en

utilisant [BGS3, th. 1.23], (10.7), (10.29), on obtient le théorème 3.9. On laisse
le détail au lecteur. Q
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11. Identités entre les formes de torsion analytique d^un complexe de
fibres holomorphes

Soit TT : M —f B une submersion holomorphe de fibre compacte Z. Soit
(?71, ^)o<i<n un complexe holomorphe de fibres vectoriels holomorphes hermitiens
sur M. On suppose que le rang de Phypercohomologie H{Z,r]\z) est localement
constant sur B. Dans ce paragraphe, on montre des relations entre les formes de
torsion analytique du complexe (rj,v).

Ce paragraphe est organisé de la façon suivante. Dans a), on rappelle la
définition de formes de torsion analytique pour le complexe ( r ] ^ v ) (voir [B4,
§3(b)]). Dans b), on démontre une identité de formes de torsion analytique
associées à (rj^v). Dans c), on énonce une identité entre les formes de torsion
analytique de (77, v) et celles de son fibre cohomologique. Dans d), en déformant
le complexe rj (voir [BGS1]), on montre le théorème 11.2.

On utilise les notations du paragraphe 2.

a) Formes de torsion analytique associées à un complexe.
Soient M et B des variétés complexes. Soit TT : M —^ B une submersion

holomorphe de fibre compacte Z. Soit ^M une (l,l)-forme réelle, fermée, C°°
sur M qui induit une métrique hermitienne ^Tz sur TZ. Soit

(11.1) (r?, v) : 0 -^ 77° ̂  771 ̂  • . • ̂  ̂  -^ 0

un complexe holomorphe de fibres vectoriels holomorphes sur M. Soient h^
une métrique hermitienne sur rj\ et h11 = ©^^ la métrique correspondante
sur rj= (B^o^-

Pour b e B, soit E^ l'espace des sections C°° de AÇT^^Z) ̂ 77 sur Z^. Soient
Nz et NH les opérateurs de nombre sur A^*^051^) et 77. Alors l'opérateur
Nz + NH définit une Z-graduation sur E. Soit 9Z l'opérateur de Dolbeault
agissant sur E. Alors {E,9Z + v) est un complexe Z-gradué. Soit H(Zb,r]\z^)
Phypercohomologie de {0z(r^1\z),v) sur Z. Alors

(11.2) H Ç Z ^ ^ z ^ ^ H Ç E ^ ^ + v ) .

On^uppose que le rang des fibres H(E, 9Z +v) est localement constant. Alors
H(E, 9Z +î;) est unj&bré holomorphe sur B. Dans la suite, on identifie les fibres
holomorphes H(E, 9Z + v) et H(Z, rj\z)-

Soit 9 Z * (resp. î;*) Padjoint de ^z (resp. v) relativement à gTZ, h11 (resp. /i77).
On pose

(11.3) V=v^v\ DZ=^Z+9Z\ AZ=DZ+V.
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Par la théorie de Hodge, pour b e B,

(11.4) H^E^ +^KerAzb.

Comme au paragraphe 2b), Ke^AZ hérite du produit (2.2) de E. Soit h11^^^
la métrique hermitienne correspondante sur H(Z,r]\z). On pose

n

ch(ï?,^)=^(-l)^ch(»7^,^'),

(11-5) ^°
ch(H(Z,^z),hH(z^z))=^-lYch(Hl(Z^\z),hHi^\z)).

i=0

Par l'extension de [BKô] au complexe de fibres hermitiens (E,9Z + v), on
peut associer des formes de torsion analytique (cf. [B4, § 3b)])

T^.^+^/^eP5/?^0.

Pour cela, il suffit de remplacer partout 9Z par 9Z + v. Les formes T{uJM, 9Z +
v, h71) vérifient l'équation suivante :

(11.6) ^^(^M9Z+^^)

=^[H{Z^z)^z^} - f Td^^d^/^).
J z

On va maintenant exprimer T(uJM,9z + v, h11) en fonction des formes de
torsion analytique associées aux deux filtrations du complexe E.

b) Formes de torsion analytique du complexe E et filtration par ô^
Dans cette partie, on suppose que 77 est 7^-acylique, i.e. que l'on a R3^^ = 0

pour tout j > 0 et i ̂  0. Alors les R0^^ sont des fibres vectoriels holomorphes
sur B.

On pose C = R0^. Alors

(ii.î) (C^) : o - c° ̂  C1 -^ • • • -^ C - o

est aussi un complexe holomorphe de fibres vectoriels holomorphes sur B. On
note H^(Ç) le z-ième groupe cohomologique du complexe (C^);r.

Par un argument de suite spectrale, pour i > 0, ^(C) et H^E, 9Z + v) sont
isomorphes canoniquement et holomorphiquement. Dans la suite, on identifie les
fibres holomorphes H(Ç) et H{Z,r]\z) sur B.
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Soient h^ et h11^ les métriques hermitiennes sur Ç et H(Ç) induites par
{gTZ,h^, et h^. Soit d^C.^O,/^,/^'7^) ç p B / p B f t ^ ç^gg^ ^ g^_
Chern construite au paragraphe 10 a). Soient TÇ^.h^) les formes de torsion
analytique sur B associées à rf. On pose

n

(11.8) r^,/^) = ̂ (-1)^(0^,/i^).
1=0

THÉORÈME 11.1. — Dans P5/?5'0, on a l'identité

(11.9) T^^ + ̂  ̂ ) = T^, /i77) + ch(C, ̂ (C), /1e, /^z^).

Preuve. — La formule (11.9) est une généralisation de [B4, th. 0.2]. La seule
différence est qu'on suppose H^Ç) = 0 pour i < n dans [B4, § 14]. En utilisant
la proposition 10.4, et en procédant comme en [B4, § 14], on a (11.9). []

c) Formes de torsion analytique du complexe E et filtrat ion par v.
Dans cette partie, on suppose que 77 vérifie l'une de deux conditions suivantes :
i) on a H'1^) = 0 pour i > 0 ;
ii) le rang des fibres H1(r]) est localement constant, et H^r]) est Ti-^-acy clique.
Par un argument de suite spectrale, on sait que H { Z ^ H { r ] ) \ z } est un fibre

vectoriel holomorphe sur B ; de plus, H ( Z , H(r])\z) et H(Z, r]\z) sont isomorphes
canoniquement et holomorphiquement. D'où dans les deux cas ci-dessus, on peut
identifier les fibres holomorphes H(Z, H(r])\z) et H(Z^rj\z).

Soit h11^ une métrique sur H(rj). Soit h^^^ la métrique sur
H(Z,H(r])\z) induite par gTZ.h11^. Soit ch(^^), ̂ , h11^) la classe de
Bott-Chern construite au paragraphe 10 a).

THÉORÈME 11.2. — On a l'identité suivante dans p5/?5»0 :

(ii.io) r^, y + v, h71) = r^, h11^)
-ch^Z.^lz)^^'77'^,^^^'^)

+ 1 Td(^Z,^TZ)ch(77,^(77),^,^^).
J z

d) Preuve du théorème 11.2.
Soit P1 le plan projectif complexe. Soit 0(1) le fibre en droite canonique de

degré 1 sur P1, et soit a- la section holomorphe de 0(1) définie par (1,0) e C2*.
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Alors a n'est nulle qu'au point oo. Si F est un fibre vectoriel holomorphe
sur M x P1, et m > 0, on définit F (m) de la manière suivante :

(11.11) F(0) = F, F(m) = F{m - 1) 0 0(1).

Pour i >, 0, on pose F1 = Im(^-i), G1 = ker^z, H1 = H^rj). Soit h^, h01

les métriques sur F\ G1 induites par h11.
Pour j = 0 , . . . , n - 1, soit l'application F3 -^ G3 C F3 (1) définie par

l'inclusion dans G3 et par Id 0 a- dans ^(1). Soit 'G-7' = G3 C F ^ l ^ / F 3 .
Soit l'application G-7' -^ ^ e 'G^l) définie par l'inclusion dans r]3 et par
rr e G '̂ ̂  [(;r,0)] 0 a e 'G^l). On définit aussi

{ ^ = Coker(G-7 -^ ̂  C /GJ(l))(2n - 2j),

(11.12) F3 =Fj(2n-(2j^2), G3 ='G3\2n - 2j + 1),

'̂ =Hj(2n-2j+l).

Alors on a les suites exactes suivantes sur M x P1

' 0 ̂  G3 —> rf —> F3^ -> 0,

0 -^ F3^ —> G^1 —> H^1 -^ 0.
(11.13)

En les composant, on obtient un complexe (^, v) = (rj\ v)o^i<n sur M x P1 (voir
[GS4,p.477]).

Soit z le paramètre complexe standard sur P\ et soit i^ : M -^ M x P1

l'application de x e M à (x,z) e M x P1. Alors pour z -^ oo, comme cr(^) 7^ 0,
le fibre i^rf) est isomorphe à r], et ^^' ^ F '̂ e ̂ +1 e H 3 . Par partition de
l'unité, on peut trouver une métrique h113 sur r]3 telle que les isomorphismes
i^3 ^ 77-7 et i^3 ^ F-7' e F^1 C ̂ J sont des isométries.

PROPOSITION 11.3. — On a :

(11.14) ch(r7, Jï(7;), h\ h11^) =- f ch^ h^) log z\2.
Jpi

Preuve. — La preuve est la même que dans [BGS1, (1.115)]. Q

Maintenant, on considère le diagramme commutatif suivant :

M x P1 —p—. M
(11.15) ^ [n

B x P1 ———> B

avec TT = TT x Idpi.
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Soit H ( Z , r]\z) Phypercohomologie du complexe {Oz(r]\z}, v) sur Z. Par notre
hypothèse, le rang des fibres H(Z,r]\z) est localement constant. Donc les formes
de torsion analytique

r^V^+î;,/^) ep^/pBx^o

sont bien définies. On a aussi

(11.16) /^(^IZ) = /^(^|Z\ /^o^^lz) = ]^H{Z,HW\z\

On a

OQ

(11.17) ^—log ^l2 = (^o-^oo.
ZZTT

En utilisant (2.18), (11.14) et (11.17), on obtient

(11.18) { Td(^^^TZ)ch(^^(77),^,/l^))

-^H{Z^^Z^\hH^ÎÎ^\^

= I "r^^M^z +^^)log|^|2
Jpi 2î7T

= ̂ r^*^, ̂  + î;, ̂ ) - i^T^^, y + î;, ̂ )
= r^^^, Q2 + ̂ , /i77) - r(ùA ̂  + î;, ̂ -7)).

D'après notre construction de r], pour le complexe i^f], on a :

(11.19) ^rf = F3 e F^eH^ h^3 = /i^' e ̂ +1 e ̂ J

et l'application v : i^f]3 —> ̂ ^+1 est donnée par 0 sur F3 ^ H 3 et Id sur F3^1.
En utilisant (11.16), (11.19), on peut vérifier facilement qu'on a :

(11.20) T^, y + v, h^) = T^, h11^) dans P^/P5'0.

Par (11.18), (11.20), on a (11.10). D
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12. Preuve du théorème 3.11

Nous allons appliquer les théorèmes 3.5, 11.1, 11.2 et le paragraphe 10.

On rappelle que (<^*, v) = (^, v)o^i<n ^st une résolution de fibres holomorphes
TTi* et TTs^-acycliques de ^ sur W. On pose F^ = R0^-^^^. Soit T = (^:'^'J) une
résolution 7T2*-acy clique de fibres holomorphes du complexe F = (F^) au sens de
la définition 10.13. On note aussi (<fy.(.F), dr) (resp. {Er{F\ dr)) la suite spectrale
associée au bicomplexe T filtré par FP^ = ÇBp^p^^ (resp. H°(Y^) filtré
par

FPH°(Y^) = (j) ̂ (V.^iy)).
p^p

Soient v : F^ -^ ^i+lj et 6 : ̂  -> ̂ +1 les différentielles du bicomplexe T.
On rappelle que M est une métrique hermitienne sur ^, et que /^JR7r1*^, ^^3^

sont les métriques sur R*TT^^ R*7r^^ induites par (^^./z^), (^Tz,^) définies
au paragraphe 2 b). Soit h^ = Q^ /i^ une métrique hermitienne sur ^*. Soit h1^
la métrique sur F induite par (^Ty, h^- ) .

Comme au paragraphe 11 a), on définit T^^, ̂  +v, /i^) (resp. T^Ç^, 9Z +
v,h^*)) les formes de torsion analytique sur S associées à ( V ^ S ^ T T ^ ) (resp.
W^s)).

Dans la suite, pour r] un fibre vectoriel holomorphe hermitien sur Y, on note
toujours Ts^^ /i77) les formes de torsion analytique sur S associées à (Y, 5', TTs).
Si (L^cx^n est un complexe de fibres vectoriels holomorphes hermitiens sur V,
on note

n

(12.1) T^ h^ = ̂ (-l)^^^ ̂ ).
1=0

Soient H ( Z , ^ \ z ) , H(Y,F\Y) les hypercohomologies de (Oz[^\z)^},
((9y(F[y),î;). Soient /i^^^l^, ^^^1^) les métriques sur H{Z,^\z},
H(Y^F\Y) induites par (gTZ,h^ ), (g^^h1^) comme au paragraphe lia).
Comme ^* est une résolution TT]^ et TTs^-acyclique de ^ sur W\ on a :

(12.2) H(Z^9^) = H(Y^F\y) = R-TT^

En procédant comme aux paragraphes 4-9, on a dans ps / p s ^ :

(12.3) T^^ +î;,/^) = / TdÇTY^^T^h^)
JY

+^2(^,ôy+î;,^)
- I ^TZ^g^^^W^)

Jz
+ch(J?•7^3^,^(y^l^),^z^l^)).
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Pour le complexe ^* = (^), en utilisant les théorèmes 11.1 et 11.2, on a :

(12.4') Ï3(^^) = - 1 Td^Z.^ch^,/^,^)
J z

+^3(a;w9z+^•)

+ch(^7^3^,^(z^l^,^3^)
dans P5/?^0 et

(^^Q ri(^^)=ri(^^)+ch(F^-7Tu^^,^1^)

- / Td^X.^ch^-,^,^)
Jx

dans P V / P V ^ .

D'après (3.2), (12.3) et (12.4), on a dans P S / P S ^

(12.5) Ts^^) - ( TdCry.^Ti^,^)
Jy

=- Iîà(TZ,TY^TZ,gTY)^h^
Jz

+^2(a;v9y+^^)

+ ch(^3*^ ̂ ^I^U^3^)

- /> Td^y,^)^^-^^,^,^1^).
JY

Soit ^r(^') la suite spectrale associée à 7 filtré par '̂ (.F) = ©p^p^7''.
Alors pour q > 0, on a

(12.6) ^ï'0^) = F^ /^'0(^) = ̂ ^i^, ^î'9^) = ̂ G^) = 0-

Pour le bicomplexe f\ d'après la définition 10.13, et (12.6), les suites spec-
trales Sr^), ̂ rW dégénèrent en ^(J^), '8^), et on a :

(12.7) E^)=fW)=R97^^

On note ^2(Jr), h^2^ les métriques sur ̂ (^/^(^ induites par h^^.
Par (10.25), pour r = 0,1, on a

(12.8) E^)=H°(Y^r(^).

Soit h^ = Q) h^ ' q une métrique hermitienne sur F. Soit /^W (r = 0,1)
la métrique sur Sr(^) induite par h^'. Soient /i^-^, /^J^(y^l(J^)) les métriques
sur E(^), E^) induites par ^Ty,^, /^(Jr).
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Soient H(Y^\y), H(Y,'£^{y)\y) les hypercohomologies des complexes
(^\y,v + 6), (^i(^')|y^) sur Y. Soit /i^v^) la métrique sur H(Y,J='\y)
induite par ^Ty, h^. On rappelle qu'on a

(12.9) H{E^)} = H(Y^\y} = H(Y,'W\y} = R9^.

En procédant comme dans la preuve du théorème 11.2, dans laquelle on
remplace 9Y par 9Y + v^ on a dans P3 /P5'0

(12.10) T^, ̂  + î;, h^ = ̂ 2(^y ̂  + v + ̂  ̂ )
- { Td(Ty^Ty)ch(^/^l(^),/^^,^)+ch(J?•7^3^,^(y^l^\/^^(^

«/ 2^

Pour le complexe (.F, u + 1$), par le théorème 11.1, on a dans Ps /P5'0

(12.11) T^,^ +v+6,h^)
== T^h7) +ch(E(^),H(E(J^)),hE^\hH(•Y'W).

Pour le complexe (^',v), en utilisant les théorèmes 11.1, 11.2 et (12.8), on a
dans P S / P S ' 0

(12.12) T^,^) = { Td^r.ff^ch^,^),^,/^))
JY

+ T^, h^) - ch(E(^), ̂ i(^), /i^^, /^0-AW)).

Pour le complexe (£i(^"), 6), par les théorèmes 11.1 et 11.2, on a dans Ps / P 3 ' 0

(12.13) Ta^,/^^) = ra^./i^1^)

-ch^i^),^,^^1^»,^2)

+ /' Td^y,^)^!^!^),^^),^1^,^1^).
JY

Par la définition 10.15, (12.10)-(12.13), on a dans P5/?5'0

(12.14) T^,^ +v,hF)

=T^V,hR7^1'ii)+ch(E2,H(Z^\z).hE2,hH(Y'F\Y'>)

+ f Td(rr, g^) [^ ch(^(^), ̂ i(^). ̂ .w. ̂ ^W)
-Ch^,^!^),^.^)].
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Par le théorème 10.7 et (12.7), on a dans PV/PV^

i
(12.15) ^ch(^(^),^+i(^),^W^^1^)

^^c^E^/s^w.hW.h^^).
i=0

De (12.5), (12.14) et (12.15), on tire le théorème 3.11. Q
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