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FORMES DE TORSION ANALYTIQUE
ET FAMILLES DE SUBMERSIONS I

PAR XIAONAN MA (*)

RESUME. — Soient w1 : W — V et w2 : V — S des submersions holomorphes de variétés
complexes de fibre compacte. Soit £ un fibré holomorphe sur W. On démontre la fonctorialité
des formes de torsion analytique relativement & la composition de deux submersions. Ce résultat
étend une formule de Berthomieu-Bismut & une situation en famille.

ABSTRACT. — ANALYTIC TORSION FORMS AND FAMILIES OF SUBMERSIONS. — Let
m : W — V and 72 : V — S be holomorphic submersions of complex varieties with compact
fibre. Let £ be a holomorphic vector bundle on W. We prove the functoriality of the analytic
torsion forms with respect to the composition of two submersions. This result extends to a
relative situation a result by Berthomieu-Bismut, proved in the case where S is a point.

0. Introduction

Le but de ce travail est de démontrer la fonctorialité des formes de torsion
analytique relativement & la composition de deux submersions; cet article est la
premiére partie de ce travail.

Soient W,V, S des variétés complexes. Soient w1 : W — V, my : V. — S des
submersions holomorphes de fibres compactes X, Y. Alors 73 = mpomy : W — S
est une submersion holomorphe de fibre compacte Z.

Soit £ un fibré vectoriel holomorphe sur W. Soient R*71,&, R*m3.&, R*To, R*71.&
les images directes de &, &, R°mi«€. On suppose que R°7wi.€, R°mws.& et
Remo, R*1.£ sont localement libres.
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542 X. MA

Soient H(Z,€|z), H(X, &) x) les cohomologies de &) 2, §| x. Alors H(Z, &, z) est
un fibré holomorphe Z-gradué sur S. Plus exactement, on a

R*ms.§ = H(Z,§|z).

De méme, on a R*m,§ = H(X, & x).

Soit wY (resp. w") une (1,1)-forme réelle, fermée sur V (resp. W), dont la
restriction & chaque fibre Y (resp. Z) définit une métrique hermitienne g7
(resp. g7%) sur le fibré tangent relatif TY (resp. TZ). Soit g7X la métrique
hermitienne sur TX induite par w". Soit A¢ une métrique hermitienne sur €.

Soit (Q(X, €| x),0%) le complexe de Dolbeault des formes C* sur la fibre X
& valeurs dans . On munit (X, &) x) de la métrique hermitienne L, associée
a gTX k. On identifie H(X,{|x) aux formes harmoniques dans le complexe
QX&) x)- Soit RHXEX) = pBm+& 1a métrique Ly associée sur H(X, ¢ x) =
R'?Tl*f.

De méme, on considére les complexes de Dolbeault relatifs Q(Z,£|z) et
Q(Y, R*m.€)y) associés aux métriques g7% h¢ et g7¥, hF™+¢. On désigne
par hH(Z82) = pR7s.& of pRm2.R7m1& Jog métriques L, correspondantes sur
H(Za §|Z) = R°7f3*§, R.WZ*R'W1*§~

Soient Th(w"W, ht), To(wV, hfi™1-¢) et T3(w", h¢) les formes de torsion analyti-
que construites dans Bismut-Kohler [BK&) sur V, S, S associées & (m1,w", ht),
(ma,wV, hE™1-8) et (m3,w", k). Les formes T; vérifient ’équation
(0.1) 99 1, (™, 1) = eh(R" fim-£) — ™ i

D T = bR m k) - [ TATX g (e, )

et les formes T5 et T3 vérifient des équations analogues.

Soit Td(TZ,TY, g"%,47¥) € PW /PW? la classe de Bott-Chern de [BGS1]
telle que

90 ~
(0.2) o —=Td(TZ,TY,g™% ¢™")
= Td(TZ,¢g"%) — n} (TA(TY, g™¥)) Td(T X, g7¥).

Pour s € S, il existe une suite spectrale de Leray (E, s, drs),r > 2, [Grot]
telle que
E; = R°ma, R°my.€.

Soit hP2 la métrique sur E, induite par hfim2«Em-€ On définit une classe de
Bott-Chern _
ch(Ey, H(Z € z7), kP2 WHZ812)) ¢ pS/pSO
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FORMES DE TORSION ANALYTIQUE 543

dans les trois cas suivants :
i) lorsque le fibré holomorphe & est 7. et 73, acyclique.
ii) lorsque le rang des E,. (r > 2) est localement constant sur S.
iii) lorsque m; et V sont projectives.

On vérifie que ces définitions sont compatibles.
La classe ch(Ey, H(Z, & z), hP2, hH(Z:412)) vérifie 'équation

30 ~
(0.3) 5 —ch(Bs, H(Z,§z), h™, hH(Z412))

= ch(H(Z,&z), W (Z42)) — ch(Ey, hF?).

Le but de cet article est de montrer le théoréme suivant.

THEOREME 0.1. — Dans PS5 /P50 on a lidentité
(0.4)  Ty(w", hE) — Ty(w", RET-E) — / TA(TY, g™ T4 (W, hE)
Y
+ / Td(TZ,TY, "%, g™ )ch(€, h¢) — ch(Ez, H(Z,§2), hP2, hH(Z412)) = 0.
Z

On remarque que quand S est un point, le théoréme 0.1 est exactement [BerB,
th. 3.1]. Dans [BerB], le résultat est énoncé comme une formule qui compare les
métriques de Quillen sur det R*ms.& ~ det R*ma, R*m1.€.

Supposons maintenant que W, V, .S sont des variétés arithmétiques. On rap-
pelle que les images directes de Gillet et Soulé 7y, 7a1, 731 contiennent les formes
de torsion analytique 77, 75, 7T5. Le théoreme 0.1 implique alors qu’on a la for-
mule

(0.5)  m(& hE) — ma(mn (€, hE)) = —/Z’fa(TZ,TY,gTZ,gTY)Ch(g,hﬁ)'

La formule (0.5) est un analogue d’un résultat de Faltings [F, lemme 5.5], dont
la preuve est donnée dans [F, p. 75-76].

Cet article est organisé de la fagon suivante.

o Au paragraphe 1, on calcule ’asymptotique de certains objets géométriques
associés a une famille de submersions.

o Au paragraphe 2, on rappelle des résultats de [BGS2] et [BK0] sur les formes
de torsion analytique.

e Au paragraphe 3, on énonce le théoréme 0.1 dans les cas i) et iii).
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544 X. MA

o Au paragraphe 4, on énonce sept résultats intermédiaires, dont les preuves
sont différées aux §§5-9. En utilisant ces résultats, on montre le théoréme 0.1
dans le cas i).

Les paragraphes 5-9 sont consacrés aux preuves des résultats intermédiaires
qui étendent [BerB, §5-9].

o Au paragraphe 5, on calcule Pasymptotique des supertraces évaluées a ’aide
d’une superconnexion qui dépend de deux parametres u et 7.

o Au paragraphe 6, on établit une égalité triviale pour la classe de Bott-Chern

ch(Ey, H(Z,§2), h*, h1#92)) € P¥/PS0

dans le cas i) pour lequel H(Z,§|z) = Es.

Les paragraphes 7-9 contiennent des résultats de théorie de l'indice local
relatif qu’on utilise pour montrer le théoreme 0.1.

o Au paragraphe 10, on construit la classe de Bott-Chern

ch(Ez, H(Z,§z), P2, hH(Z412)) ¢ pS/p5o

dans le cas ou 71 et V sont projectives.
o Au paragraphes 11 et 12, on montre le théoréme 0.1 dans le cas iii).
La preuve du théoréme 0.1 dans le cas ii) paraitra comme partie IT dans [Mal].
Les résultats de cet article ont été annoncés dans [Ma]. On utilise le formalisme

de superconnexion de Quillen [Q2]; pour les détails, on se réferera aussi & [B1],
[BGS1], [BGS2], [BerB].

REMERCIEMENTS. — Cet article est une partie de ma theése de doctorat de
I’Université Paris XI (Orsay). Je tiens & exprimer ma plus profonde gratitude
a mon directeur de these, le professeur J.-M. Bismut. Il m’a soutenu tout au
long de ce travail, du francais aux mathématiques. Sans ses utiles discussions et
suggestions, cet article n’aurait jamais été écrit. Je remercie aussi vivement le
professeur Christophe Soulé pour ses observations.

1. Fibrations kdhlériennes et limites adiabatiques

Soient my : W — V et my : V' — S des submersions de variétés C*° de fibres
compactes X, Y. Alors 73 = ma om; : W — S est une submersion C* de fibre
compacte Z.

Soient gTW, g7V des métriques sur W, V. Pour T > 0, on pose

1 *
gr" =0 +mig"".
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FORMES DE TORSION ANALYTIQUE 545

Par une construction de [BGS2, §1], la métrique g=-" détermine un sous-fibré
T,W de TW, une connexion V17, et des tenseurs S3 1 et Ty 1.

Dans ce paragraphe, on étudie la limite quand T tend vers 4+oo de ces
différents objets. Ce paragraphe étend les résultats de [BerB, §7b)] obtenus
dans le cas ou S est un point.

En a), on calcule Pasymptotique des objects définis. précédemment. En b), on
applique les résultats de a) dans le cas des fibrations kihlériennes (voir [BGS2,

§1]).
a) Fibrations et limites adiabatiques.

Soient W, V,S des variétés C>®. Soient m; : W — V, my : V — S des
submersions C*® de fibres compactes X, Y. Alors 73 = mpom : W — S est
une submersion C*° de fibre compacte Z. On a donc

X—7Z—W

AN,

Y—>V—->S

Soient TZ = TW/S, TX,TY les fibrés tangents relatifs. Soient g%, g7V
des métriques sur W, V et gTZ 97X, gTY les métriques induites par g7, g7V
sur TZ, TX,TY. Soit THW (resp. TH V) le sous-fibré de TW orthogonal & TX
pour §T%W (resp. TV orthogonal a TY pour g7").

Soient T1,S1,(S1(-)-, ) (resp. Tn,S2,{(S2(-)-,-)) les tenseurs définis en
[B4, §1.1] associés & (1, g7, THW) (vesp. (ma, g*¥ ,THV)).

Pour T > 0, on pose
1 "
(1.1) o =750 g™, g =gl

Soit g7# la métrique induite par g7." sur TZ. Soit T4 W le sous-fibré de
TW orthogonal & T'Z pour gTW Soient T3 1, S31,(S3 (), - )1 les tenseurs
définis en [B4, §1.1] associés & (3, g-% ,T37TW)

Soient VIX | VTY VIZ les connexions sur (TX, g7 X), (TY, ¢™"), (TZ, g+%)
associées a (1, 9™, THW), (w9, g™, T3'V), (73,977, TH7W) (voir [B1, §lc)]
et [B4, §1.1]).

Le but de cette partie est de décrire ’asymptotique de

Vi, T3, (Ssr(-)-, - )p quand T — oo.

Si S est un point, on a déja étudié cette question dans le cadre complexe dans
[BerB, §4 et §7].
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546 X. MA

On pose :
(1.2) THZ =TZnTHEW.
Alors on a les identifications de fibrés vectoriels C*™ sur W,
(1.3) TZ~THZaTX, THZ~7ITY.

Les fibrés THZ et TX sont orthogonaux pour §2Z2. Soit PT"Z (resp. PTX) la
projection de TZ = THZ & TX sur TH Z (resp. TX). Soit g7 Z la métrique sur
TH Z induite par g7Y.

On pose :
(1.4) T W ={XeT{W, m.XecTyV}
On a:
(1.5) Tfw =T wWeT?Z.

Les fibrés T4L W et TH Z sont orthogonaux pour la métrique 7;g™".

Pour U € TS, soit Uy € TfHW (1 < T < +00) (resp. U3’ € T3'V) le
relevement de U dans T3, W (resp. Ty'V) qui est tel que m3,Ug", = U (resp.
T2. U = U). Pour U € TV, soit UF € THW le relevement de U dans TH#W
qui est tel que 71, Ul = U. On remarque que pour U € TS,

(1.6) Ui, = (UfhH¥.

DEFINITION 1.1. — Soient h € End(T*Z), W' € Hom(TH, W, TH Z) tels que
siU,VeTY, X € TzHV, alors

{ <U1Ha V1H>§TZ = <hU1H7 V1H>gTHZ7

1.7
(1) (XH Vi) o = (WXH V)

Hz.
gTZ

Soient g75,¢'"™® des métriques sur T'S. Notons que par [BGS2, rem. 1.6] et
par (1.7), les objets introduits précédemment sont inchangés quand on remplace
GV et g7V par TV + 75975 et g7V + 13 g’TS.

ProposiTION 1.2. — Si U € TS, 1 < T < 400, on a l'identité suivante dans
TW

1 h -1
(1.8) Ui =Uf - = (1+ 75) WU
Preuve. — Par définition, on a TfLW C THW. Donc il existe U(T)
appartenant & TV tel que Uf’. = U(T){’. D’ou
(1.9) UT)-Uf ery.

En utilisant (1.6), (1.7), (1.9), on en déduit facilement (1.8). []
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FORMES DE TORSION ANALYTIQUE 547

Maintenant, on étudie 'asymptotique de VLZ T 1, (Sz7(-)-, - )7
Soit Bp(T € [1,+00]) une famille de tenseurs; quand T tend vers +oo, on

notera 1
Br =0(73).
si, pour tout £ € N, K C S compact, il existe ¢ > 0 tel que pour T > 1, le sup
des normes de By et de ses dérivées d’ordre < k sur K est dominé par ¢T 2.
Soit VT2 1a connexion sur TH Z induite par VTV ; soit °V7Z la connexion
swrTZ~THZpTX

(1.10) 0yTZ — T2 g yTX,

Sur chaque fibre Z, soit V7Z la connexion de Levi-Civita sur (T'Z, §7%). Soit
gT% = 11"V @ ¢gTX la métrique sur TZ =THZ @ TX.

DEFINITION 1.3. — Sous lidentification TW = T&L W & TZ, soit Az la
1-forme sur W & valeurs dans End(T'Z) définie par

<A3’°°(X)Y’ Z>g'TZ = <(%TZ - OVTZ)(X)K PTXZ>ng

siX,Y,ZeTZ,
R R R R P NEER o
siXeTy L W etY,ZeTZ.
On pose
(1.12) VIZ =0VTZ 4 A3 o

THEOREME 1.4. — La connezion VLZ préserve TX et sa restriction a TX est
égale o VTX. Quand T tend vers +o00, on a

(1.13) vIZ =VOTOZ+0(-1—}5).

Preuve.—SiY, Z sont des sections C* de T'Z, pour X € TW, on doit calculer
Pasymptotique de (VT4Y, Z>q,TZ quand T — +o0.

Soient Yi,Z; (resp. Ya, Zs) des sections C de TY (resp. TX). Soient
Y=Y +Ys, Z =21 + 2.

i) Le cas ou X € TZ. — Soient X1, X5 des sections C® de TY, TX. Soit
X =X{1, + X,. Par (1.1), on a

(L14) (VIAY.Z) s

1
O 2 g R 28 (4 0( ).
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548 X. MA

En utilisant la formule de la connexion de Levi-Civita [BeGeV, (1.18)], [B4,
th.1.1] et (1.14), on a

" 1
(115) <V%ZXY7 Z>g/TZ = <V§Z}/, Z2>gTX + <V§W(TY—1’ Zl>gTY + O(ﬁ)

ii) Le cas ou X € TfL W. — Soit U une section C* de T'S . Soit X = UfZ_.

o Supposons d’abord que Z € TX. Alors Z; = 0. Par [B4, th.1.1], (1.1)
et (1.8), on a

1
(116)  2AVEZ Y. 2), s = THVES 0 ¥, 2) g0 + O ()
=1 {([Ufr, Y], 2) s + (2,082, ) s
1
+ U (Y, 2) 20} + O(5)

1
= 2<V5§w)é’ Z>ng + 2<A3’°°(U3{I°°)Y’ Z>9’TZ + O(ﬁ)

« Supposons que Z € THW. Alors Zy = 0. En utilisant [B4, th. 1.1] et (1.8),
on obtient :

1
(1.17) (V2 Y200 o = (VERY2, Z) oy +O(75)-

Nous avons bien démontré le théoreme 1.4. []

Soit g7 une métrique sur T'S, soit V7° la connexion de Levi-Civita sur
H H
(T'S,g7%). Soient g73.=" la métrique et V73.=" la connexion sur T4 W
induites par g7, VT, Soit °VIW la connexion sur TW =TH W & TZ

(1.18) OTW — vV g v17,
et soit T3  la torsion de OVIW.

ProposiTION 1.5. — On a

Ty (X,Y) + [Ta(r1e X, 70 Y)] ] + Az oo(X)Y
(119)  Tho(X,Y) = si X € TR W,Y € TW,
0 siX,Y €TZ.

Preuve. — On fait le calcul dans les cas suivants.
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(i) Le cas 0u X,Y € T{IOOW. — Soient U, U’ des sections C*° de T'S; alors :

T3 T3 oo

(120) T3YOO(U3 00 Ulgoo) = V 00 UI VU/H U3 o) [U3 00 gloo]

=HUUTEM—U@WUEQ
= TI(U.3 0 ’.'.I’»{oo) + [TQ(U2H’ U,g)]fl

(ii) Le cas ot X € Ty’ JW,Y € TX. — Soit U (resp. Y') une section C* de
TS (resp. TX); alors, par (1 13)

(1.21) Ts00(Usioe, Y) = Vg ¥ = [Usloo, Y] = Th (Us (oo, Y).

(iii) Le cas ou X € T{L W, Y € THW. — Soit U (resp. Z) une section C*°
de T'S (resp. TY); alors

(122)  Tyoo(Ufhe, 21) = Vin? 28 + A oo (UL 2] = (UL, 2]
H
= ~[Uso, 2] + [Vi5 2]} + Ao (Us) 21
= Ty(UL,, 21T + [L(UF, 2)) ] + A3 0o (USL) 2.

(iv) Le cas ot X,Y € TZ. — Soient X,Y des sections C*® de T'Z. D’apres
[B4, th. 1.1] et (1.13), on a

(1.23) T300(X,Y) = VIIXY = Vi X — [X,Y]
= lim (VI4Y - VEE X — [X,Y]) =
Nous avons bien démontré la proposition 1.5. []

THEOREME 1.6. — Quand T — 400,
1
(1.24) Tsr =T3,00 + O<ﬁ)
Preuve. — On a des identifications de fibrés vectoriels C* sur V'
(1.25) TW =T W e TZ, THW ~nTSs.

. H . . . .
Soit V727" la connexion induite par V7' sur T4%,W. Alors Ty 1 est la torsion

de la connexion V7% @ VIZ. En utilisant la proposition 1.2, (1.13) et (1.18),
on a (1.24). []

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE
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THEOREME 1.7.
(i) Pour X eTX,Ze€TZ,UU" €TS, on pose

Yr=Z+Usp, Yp=U%¥,
Alors quand T — 400, on a :
(1.26) T%(S37(X)Yr,Y4), = (S1(X)Yoo, YL, )
+ §Lx(h’Yo’o,PTHZZ>ﬂ;gTY +0(%).
(ii) Pour X1,Y1 € TY, U,U’ € TS, on pose
X=x{, vr=YA+U, vi=U%;

Alors quand T — +00, on a :

(1.27) (S3,0(X)Yr, Y1)y = (S2(X1) (V1 + Ug), U'S) + O(%)'

Preuve. — (i) D’aprés [B4, (1.5), (1.6)], (1.8) et le théoréme 1.6, quand
T — +oo,0n a:

(1.28) T2(Ss.2(X)Y, Y)y = ~THTox (Ui, 2), X) 1rs
+ 2T Ty (U, U ), X)yra
- —<PTXT OO(UIS oo?Z)7X> TX

1

3 (P oo (U, U'H0), X) o + O 75)
Par [B4, (1.5), (1.6)], (1.11), (1.19), on a :
(1.29) T*(Ssr(X)Yr, Y1),

= ~(T1(U"{, PT%2), X) 2
+ (U + PT 22,08 ), X) 2
! ! 1
FHXHUE)PT72) e +0( )
= ($1(X) Yoo, Vi) + S Lx(WU o, PT"22) _ 1, +o( ! )
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FORMES DE TORSION ANALYTIQUE 551
(ii) D’apres [B4, (1.5), (1.6)], (1.8) et le théoréme 1.6, quand T — +o0, on a :

(1.30) (Ss5.7(X)Yr,Yr)
= _<T3yT(UIgT’Y1I,II)’X{,11>g;Z
+ (T (U7, U)X T ) o
<PT zZr, OO(U'3 o Ylﬁ),Xﬁ)w*gTY

1
<PT ZTgoo( 3000 U oo)?XlI{1>7r;gTY+O(ﬁ>
1
= _<T2(U1517Y1)7X1> TY + 1<T2 U2H’U/g[)’X1>gTY + O(ﬁ)

= (Sa(X1)(¥s + UF"), U'F) + 0( ;)

On a fini la preuve du théoréme 1.7. []

b) L’asymptotique des tenseurs associés aux fibrations kdhlériennes.

Soient W, V, S des variétés complexes. Soient 71 : W — V, w5 : V — § des
submersions holomorphes de fibres compactes X, Y. Alors 73 = mpom; : W — S
est une submersion holomophe de fibre compacte Z. Soient TX,TY, T Z les fibrés
tangents holornorphes relatifs.

Soit wY (resp. @) une (1,1)-forme réelle, fermée, C> sur V (resp. W) dont
la restriction & chaque fibre Y (resp. Z) définit une métrique hermitienne g
(resp. gTZ) sur le fibré tangent relatif TY (resp. TZ).

Dans la suite, on utilisera un indice R pour distinguer les fibrés réels des fibrés
complexes.

Pour T' > 0, on pose

1
(1.31) wy = T2w +7twY, WV =wl.

Soient gT% et g7 les métriques hermitiennes sur 7X,TZ induites par &%
et wi¥. Soient VTX vy, VTZ les connexions holomorphes hermitiennes sur
(TX,gTX), (TY, gTY) (TZ,97%). Soient THW, TSV, Tf.W les sous-fibrés
vectoriels de TW, TV, TW orthogonaux & TX, TY, TZ pour &%, wY, wy¥

[B4, th. 2.2].

Par [BGS2, th. 1.7], la connexion VT*X sur Tr X préserve la structure com-
plexe de Tr X, et elle induit la connexion holomorphe hermitienne VIX sur TX

pour g%
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DerINITION 1.8, — Soient h € End(T# Z), W' € Hom(T4L, W, TH Z) tels que
U,V eTY,X € THV,

—H —H

( ) <U1H7V1 >§TZ = <hU1H,V1 >gTHZ7
1.32

o~ —H —H

i (XL V) = (WX VY ) grn s
Alors h est une section auto-adjointe définie positive de End(T* Z). Soit h €
End(THZ) (resp. h' € Hom(TH_W,THZ)) le conjugué de h (resp. h'). On
prolonge h a TH Z (resp. h' de Tfoo’RW aTHZ).

Notons que @V, w" ne définissent en général pas des métriques kihlériennes

sur W, V. Toutefois, si sq € S, si w® est une forme de Kihler sur un voisinage U
de sg dans S, pour A > 0, W + 3w, wY + Amiw® sont des formes kihlériennes
sur 73 1(U), 75 '(U). On peut alors effectuer les constructions du §1a) sur
73 H(U), m3 1(U). Les constructions qui suivent la définition 1.1 montrent que
les objets construits ne dépendent pas de w®, et sont donc globalement définis

sur W ou sur V.

Comme complément, on donne ’asymptotique de V%Z .
On rappelle qu’on a 'identification de fibrés vectoriels C*° sur W

(1.33) TZ~THZ®TX.
Soit VT2 1a connexion induite par VTV soit °VTZ la connexion sur T2
(1.34) 0Tz = g2 g yTX

Soit A € T*OVW @ Hom(TH Z, TX) tel que VIZ" = 0vTZ" 4 A, Soit A*
Padjoint de A associé aux métriques g7 2 et gTX.

On écrit VIZ sous forme matricielle relativement au scindage TZ ~ THZ @
TX. D’apres [BerB, (7.24)], on a

THZ 2 1972’ (72 —1 g%
(1.35) v%ﬁZ:[v +(T?+ h)~'V h —(T*+h)~"A .
A vTX
On pose
vriz g
TZ _
(1.36) Vi _[ 4 vTX].

D’apres (1.35), on a :

THEOREME 1.9. — Quand T — +o00, on a :

(1.37) VIZ —vi7 0(%).
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2. Formes de torsion analytique

Dans ce paragraphe, pour fixer les notations, on rappelle la construction de
formes de torsion analytique dans [BKG] associées aux fibrations kahlériennes
7 : W — V. Pour une description plus complete, on se réfere a [B4, § 2].

Ce paragraphe est organisé de la fagon suivante. Dans a), on rappelle la
construction de la superconnexion de Levi-Civita associée & une fibration [B1]
Dans b), on construit des formes de torsion analytique de [BK3].

a) Superconnexion de Levi-Civita d’une fibration kihlérienne.

Soient W et V des variétés complexes, soit m : W — V une submersion
holomorphe de fibre compacte X. Soit w" une (1,1)-forme réelle, fermée, C>
sur W qui induit une métrique hermitienne g7% sur TX.

Soit THW le sous-fibré de TW orthogonal & TX pour w". Pour U € TV,
soit UH € THW le relevement de U dans THW qui est tel que 7,U” = U.

Soit & un fibré vectoriel holomorphe sur W. Soit hé une métrique hermitienne
sur £. Soient VT'X, V¢ les connexions holomorphes hermitiennes sur (T'X, g7X),

(&, %), Soit VAT VX) 1a connexion sur A(T*VX) induite par VTX. Soit
VAT OV X)8E 15 connexion sur A(T*OV X) ® &

(2.1) VATTOYX®E - gATTONX) g1 4 1@ VA,

Pour b € V, soit (2(Xs,¢x,),0%*) le complexe de Dolbeault relatif des
sections C* de (A(T*OVX) ® ¢),x,. Alors Q(X,, € x,) va étre considéré comme
une fibre d’un fibré vectoriel de dimension infinie sur V dont les sections C*
sont identifiées aux sections C* de A(T**V X) ® € sur W.

Soit *TX T'opérateur de Hodge associé & g7* sur A(T3X). On définit le
produit hermitien sur (X5, ¢)x,),

1

22 aa €0Xugx) — (a0 = o [ (e,
b

Soit dvx la forme de volume sur X associée & g™* sur TX. Soit () x(+©.1) x)e¢
le produit hermitien sur A(T*(1 X)®¢ associé aux métriques g7, h¢ sur T'X, €.
Alors pour a, o' € Q(X4,§x,), on a :

<8, 3/>b = (27T)_dimX /X <'5’8/>A(T*(011)X)®§ de.
b

Soit 0%** I’adjoint formel de 8X* pour le produit hermitien (2.2).
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DEFINITION 2.1. — Si s est une section C*° de Q(X,§|x), si U € TgV, on
pose :

«(0,1)
(2.3) Vg(x’g'X)s = vg‘[{ Xee

Par [B1, §1 (b)], V(X€1x) est une connexion sur le fibré vectoriel Q(X, & x).

Soient V2(X&x)" gAX£x)" Jes parties holomorphes et antiholomorphes de
VX x)

La fibre A(T*®VX) ® ¢ est un ¢(TgX)-module de Clifford. En effet, si
U € TX, soit U € T*OVX qui correspond & U par la métrique g7%X.
Si U,V € TX, on pose :

(2.4) cU) =V2U'A, V)= —V2i5.

Pour X € Tg X ®x C = TX & TX, on définit ¢(X) par prolongement C-linéaire.
Soit fi,..., fam une base de TrV et soit f1,..., f*™ la base duale de T3V .

DEFINITION 2.2. — Soit
(2.5) o(T) = 3" (T, 15)).

Alors ¢(T) est une section de (A(TxV)®End(A(T*OVX) ® ¢))mpair,
On définit aussi c¢(T?), ¢(T%') par des formules semblables & (2.5), de sorte
que

(2.6) c(T) = (THO) + ¢(T1).

DerFINITION 2.3. — Pour u > 0, on pose :

" = Tl,())
B = vUX6x)" L /6% — C(_,
“ Vu 2v/2u
0,1
(2.7) B! = VX x) 4 \/ﬂgx* —_ C(L_),

2\/§u
B, = B, + Bl.

D’apres [BGS2, § 2(a)], By est la superconnexion de Levi-Civita A,/ définie
par [B1, §3].

Soit Nx 'opérateur de nombre de A(T*(*D X)®¢, qui agit par multiplication
par k sur AF(T*OVX) @ ¢, Alors Popérateur Nx définit une Z-graduation
sur A(T*OVX) @ €.
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Pour tout U,U’ € TRV, on pose :

(2.8) WU, Uy = Y (UH U,
DEFINITION 2.4. — Pour u > 0, on pose :
(2.9) N, = Nx+i.
b) Formes de torsions analytiques.
Soit R*m.€ = fznax RFrm.£ 'image directe de ¢ par m. On suppose que,

pour tout k, 0 < k < dim X, Rkﬂ'*f est localement libre. Pour b € V, soit
H(Xy,§x,) la cohomologie du faisceau des sections holomorphes de §|x, sur Xj.
Alors les H(Xy,§x,) sont les fibres du fibré holomorphe Z-gradué H(X,¢ x)
sur V'; plus précisément,

(2.10) R'm& = H(X,§x).
Désormais, on suppose que R*,&, (0 < k < dim X) est localement libre, et on
identifie R*m.& & H(X, & x)-
On pose
(2.11) DY = 9% + 0%, K(X,§x,) =ker D;'.
Par la théorie de Hodge
(2.12) H(Xy,&x,) ~ K(Xp,&x,)-

Donc K(Xp,§|x,) est de dimension localement constante. Les K (X3,§x,) sont
les fibres d’un fibré C*>, K(X,§x), sur V. D’aprés [BGS3, th.3.5], I'isomor-
phisme canonique des fibres (2.12) provient d’un isomorphisme de fibrés vecto-
riels Z-gradués sur V,

(2.13) Rem.€ ~ K(X,§x).

De plus K(X, ¢ x) hérite du produit hermitien (2.2) sur (X, ¢ x). Soit h#m¢
la métrique correspondante sur R*m.§ par (2.13). Pour 0 < k£ < dimX,
(RFm.& hB*™€) est un fibré vectoriel holomorphe hermitien sur V.

DEFINITION 2.5. — Soit PV ’espace vectoriel de formes réelles sur W qui
sont la somme de formes C* de type (p,p). Soit

(2.14) PWO = {a € PW il existe des formes B,y C* sur W,
telles que o = 083 + 57}.

On définit de la méme maniére PV et PV:0.
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Soit P une série formelle ad-invariante définie sur les matrices carrées. Soit
(E, gF) un fibré vectoriel holomorphe hermitien sur W. Soit V¥ la connexion
holomorphe hermitienne sur E, et soit RE sa courbure. Soit

_RE

P(E,g®) =P :
(B,9%) ( 2mi )

Alors P(E, g¥) est une forme fermée dans P" dont la classe de cohomologie

P(E) ne dépend pas de g”.

On rappelle que, si A est une matrice carrée, alors

A
(2.15) Td(A) = det (m) ch(A) = Tr[exp(A)].
On pose
(2.16) Td'(A) = %Td(A + bI) |p=0-
Soit
dim X
(2.17) ch(R*m,&,h™€) = 37 (~1)*ch(R*m.&, 7 ™).
k=0

Maintenant, on définit les formes de torsion analytique T'(w", h¢), en utilisant
la superconnexion de Levi-Civita B, comme en [BKo6, déf.3.8]. Par [BKS,
th. 3.9], la forme T(w", h¢) est dans PV, et

(2.18) %T(JV, h) = ch(R*m.&, hfm€) — /X Td(T X, g7%)ch(g, h%).

Dans [BKo, th. 3.10], ils ont établi des formules d’anomalie pour ces formes.

3. Fonctorialité des formes de torsion analytique

Le but principal de cet article est d’établir les théoremes 3.5 et 3.11.

Ce paragraphe est organisé de la fagon suivante. Dans a), on donne les
hypothéses et les notations de cet article. Dans b), on énonce le résultat dans
le cas ou ¢ est w14 et w3, acyclique. Dans c¢), on énonce le résultat dans le cas
ou m; et V sont projectives.

On utilise les mémes notations qu’au § 1 b).
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a) Hypothéses et notations.

Soient W, V, S des variétés complexes. Soient 71 : W — V, my : V — S des
submersions holomorphes de fibres compactes X, Y. Alors 3 = mgom; : W — §
est une submersion holomorphe de fibre compacte Z. Soit £ un fibré vectoriel
holomorphe sur W.

Soit w"' (resp. w") une (1,1)-forme réelle, fermée, C> sur W (resp. V') dont
la restriction & chaque fibre Z (resp. Y)) définit une métrique hermitienne g7'%
(resp. g7Y) sur TZ (resp. TY). Soit h® une métrique hermitienne sur £&. On
rappelle que g7X est la métrique sur TX induite par w".

On suppose que R°m1.§, R°ms.& et R°ma.R*m.€ sont localement libres.
Comme au §2b), on peut identifier le fibré R°m.& (resp. R°m3.&, resp.
R*mo R*m1.€) aux éléments harmoniques associés dans le complexe de Dolbeault
relatif Q(X, & x) (resp. Q(Z,€|z), resp. Y, R*11,£}y)). Soient hfimi-é phma-€
hfim2«Bmi.€ les métriques associées définies au §2b).

Sur W, on a une suite exacte de fibrés vectoriels holomorphes hermitiens :
(3.1) 0-TX —TZ — mTY — 0.

Par une construction de [BGS1, § 1f)], il existe une unique classe de Bott-Chern
Td(TZ, TY, g7%,9TY) € PV /PWO telle que

Qgﬁl(TZ, TY,g"%, g™
27

=Td(TZ,¢"%) — 7 (TA(TY, g™ )) Td(T X, g"™).

(3.2)

Soient Ty (w", he), To(wV, hF™1+8) T3(w™W, he) les formes de torsion analytique
sur V, S, S pour m, 7o, mg définies au § 2 b).

Soit s € S; alors d’apres [Grot, §3.7] (ou voir le §10b)), il existe une suite
spectrale de Leray pour le foncteur dérivé du composé w3, = 7o, 0 m14. On le
notera (Er s, drs). On a:

5.9 { Ey! = H'(Y, Rim.€y) =~ R'my RIm.é,

E, = H(Z,67) ~ R*ms.¢.

Donc E3* est un fibré vectoriel holomorphe sur S. Soit A2 la métrique sur E,
induite par hftm2:fmi-& Soit hH(2412) Ja métrique sur H(Z,§z) définie au §2b)
associée & g7% ht.

b) Le cas acyclique.

Dans cette partie, on suppose que pour ¢ > 0, on a

(3.4) Rim,£ =0, Rims,&=0.
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Alors la suite spectrale de Leray pour chaque fibre Z; (s € S) dégénére & partir
de Es, et de plus,

(3.5) Ey = H(Z,§2) = H*(Z,£)2)-
Donc par la construction de [BGS1, §1f)], la classe de Bott-Chern Efl(Eg,
H(Z,§7), hP2, hH(Z42)) € PS/PSO est bien définie.

DEFINITION 3.1. — Soit A(w™W,wY, k) la forme dans PS/PS°
(3.6) AW, w", h8) = Ty(w", h8)—Ta(wY, hE™1-8)— / TA(TY, g7 ¥)T1 (WY, hE)
Y

~ ch(Ea, H(Z,62). 6% 11249) + | TATZ,7Y,977, g™ )eh(e,h).
zZ

ProrposiTiON 3.2. — On a
00

- W LV Rhé) =
2m,A(w ,w',ht) =0.

(3.7)

Preuve. — En utilisant (3.2) et (2.18), on a (3.7). []

REMARQUE 3.3. — Soit w'" (resp. w'V) une autre (1,1)-forme réelle, fermée,
C® sur W (resp. V) qui induit une métrique hermitienne sur T'Z (resp. TY).
Soit h'¢ une autre métrique hermitienne sur . Alors, en utilisant [BK8, th. 3.10],
on peut vérifier que, comme dans [BerB, § 3 (b)], on a

(3.8) AW, WY h%) = AW, W'Y, h¢) dans PS/PS0O.

REMARQUE 3.4. — Soit &’ un fibré vectoriel holomorphe sur S. Si on suppose
que S est kéhlérienne et compacte, en utilisant [BerB, th. 3.1], [BGS3, th. 1.23],
on peut vérifier aussi que

(3.9) /S Td(TS)ch(¢) AW, 0V, hE) = 0,

Le but de cet article est d’établir le résultat suivant.
THEOREME 3.5. — On a
(3.10) AWV, WY, h8) =0 dans PS/PSO,
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REMARQUE 3.6. — D’aprés le théoréme 3.3, on sait que pour montrer le
théoreme 3.5, il suffit de le montrer pour une forme w" donnée. En remplacant
wW par w4+ 73wV, on peut supposer que @" est une (1, 1)-forme réelle, fermée
sur W, qui induit une métrique hermitienne sur T'Z, et que de plus

(3.11) W =" + Y.

c) Le cas ol 7w, et V sont projectives.

Comme ’hypothése (3.4) n’est pas satisfaite en général, on propose de montrer
un résultat qui généralise le théoréme 3.5. Dans le cas général, comme E; n’est
pas isomorphe & H(Z, & z), le terme ch(E,, H(Z, € ), hP2, hH1(Z412)) ¢ pS/pSO
n’est plus bien défini. Dans la suite, on donnera une facon naturelle de construire
la classe de Bott-Chern ch(Ez, H(Z,§z), hP2, hH(Z412)) quand m et V sont
projectives.

Dans cette partie, on suppose que m; et V sont projectives [BGS3, p. 337].
Alors W est aussi projective.

THEOREME 3.8. — On peut définir la classe de Bott-Chern
ch(Es, H(Z,§z), hP2, hHZ412)) € pS | pSo

de maniére « naturelley de sorte que

(3.12) 28782.&1(E2, ]{(Z7 le), hEz,hH(Z’§|Z))
= ch(H(Z,&z), hH1(%412)) — ch(E,, hP2).

THEOREME 3.9. — On suppose que S est kihlérienne. Soit g7° une métrique
kihlérienne sur T'S. Soit o la section canonique de \™'(Es) ® A(R*73.£). Alors
on a

(3.13) log||0||§\_1(E2)®/\(R.7r3*€)
:/Td(TS7gTS)&I(EQ’H(Z’glz),hEz’hH(Z,glz)).
s

REMARQUE 3.10. — Les preuves des théoremes 3.8, 3.9 sont reportées au § 10.
On y expliquera précisément le mot «naturel».

Maintenant, on définit la forme A(w%W,wY, h¢) € PS/PS° comme en (3.6). Le
but de cet article est d’établir aussi le résultat suivant.

THEOREME 3.11. — On a
(3.14) AWV, 0V, h8) =0 dans PS/P50.
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4. Preuve du théoréme 3.5

Dans ce paragraphe, on montre notre résultat essentiel, le théoreme 3.5,
pour w" donnée par (3.11).

L’organisation de ce paragraphe est la méme que dans [BerB, §4]. Comme
dans [BerB, §4], on donne des résultats intermédiaires dont les preuves sont
données aux §§ 5-9.

Ce paragraphe est organisé de la fagon suivante. Dans a), on établit une
identité Sr_, I9 = 969 — 59 — 5063 de formes dans PS. Le théoréme 3.5 sera
obtenu par passage & la limite & partir de cette identité. Dans b), on énonce
des résultats intermédiaires qu’on va utiliser dans la preuve du théoreme 3.5.
Dans c), on calcule Pasymptotique des Ij). Dans d), on traite d’abord le terme &
droite de ’équation ci-dessus. Comme un probléme analogue a été résolu dans
[B4, §6], on omet les preuves. Le lecteur en trouvera le détail dans [B4, §6].
Enfin, on finit la preuve du théoréeme 3.5.

Dans ce paragraphe, on utilise les mémes hypothéses et notations qu’au §§ 3 a)
et 3b).

a) Une 1-forme fondamentale.
Soit w¥ (T > 0) la (1,1)-forme réelle, fermée, C> sur W définie par

1
(4.1) Wl = Tiw WiV,
Alors par (3.11), on a w" = w}".
On rappelle aussi que g7%,g%Z g7 ¢gT¥ sont les métriques induites par

WVl WwW WY sur TZ,TZ, TX TY . Soit 1% I'opérateur de Hodge agissant
sur A(Tg Z) associé & la métrique gTZ On pose
e

On rappelle que le fibré A(T*(*VZ) @ ¢ est un ¢(TrZ)-module de Clifford.
On note cr(.) action de 'algebre de Clifford de (TgZ, g3*%) définie en (2.4).

Soit {e,} une base locale orthonormée de TrZ pour la métrique g-%. Soit
{ga} une base de TS, et soit {g*} sa base duale de T§S.

DEFINITION 4.1. — Soit

(43) M = == (gl ) (llyr eag®r(ea)

i/ 0
—_(8T )(ga3TagB3T)g Ag® - Qr.

Soit w37 HH 15 forme correspondant & (m3,w) ) en (2.8). Soient Bs 1, N3ur
les opérateurs définis en (2.7), (2.9) associés & w:,W ,hS et m3 : W—S.
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On fixe une racine carrée v/27¢ de 2mi. Soit ¢ (resp. ¢1) homomorphisme de
A(T%S) dans A(TES) (resp. A(TgV) dans A(TRV)) :

1
5 dega

a— (2mi)~ .

DEFINITION 4.2. — Soit o, 7 la 1-forme & valeurs dans PS sur R} x RY

2
y,r = dupTr, [aNgyu’z’T exp(—Bg’uz’T)] + dTTrs[Ms 2 7 exp(—Bg,uz‘T)].

Par [BK6, th. 2.9], on a la proposition ci-dessous.
PrROPOSITION 4.3. — On a l’égalité suivante :
2
(45) du,Tau,T = EdudTgo
=0
{05 { T [(Bsu2 1 Moo r] exp(= B3 o 1 — b 007)] |

0
- 655{Trs [[BY w2 1 N3,u2 7] exp(—Bg’uz‘T - bM3’u27T)]}

b=0
b=0

=, 0
- 86%{,:[‘1'3 [N3 2,7 exp(=B3 2 v — bM3,02,7))] }bzo}.

Pour 0 <e<1,1 <A< 400,11 < Ty < 400, soit I' = I'; 47, le contour
orienté dans RY} x RY :

U Ty

A _______

FS A Fl
P
Iy
; : T

0 1 To

Dans la figure, I' est composé par les segments orientés I'y,...,I'y. Alors le

contour I' est le bord d’un domaine rectangulaire A.

Pour 1 < k < 4, on pose :

(4.6) = / QT
|y
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Soient
20
0_ N-1/2 [ 2O - ,
91 (27(7/) A U ab{SOTrS l:[B,?)’u 7T‘? N3,U, ,T]
exp(~B2 27— bMs.7)] | dudT,
N 20
98 = (27Tl) 1/2/ —%{wTrs ':[Bg,uz,T7N3,u2,T]
(4.7) AU
exp(—B2 2.1 — bM&uz,T)} }bzo dudT,
20
0 _ N1 [ 20
05 = (2mi) /A uab{SOTrs[N&“Q’T

exp(~B2 .1 — bMS*“’“T)]}b:o dudT.

THEOREME 4.4. — On a l’égalité :

4
(4.8) > I = 069 — 963 — 5063
k=1

Preuve. — C’est une conséquence immédiate de la proposition 4.3. []

b) Des résultats intermédiaires.

On rappelle qu’on a les identifications de fibrés vectoriels C* sur W,
TZ~THZaTX, THZ~mTY.
Ces identifications induisent une identification de fibrés C*° Z-gradués sur W
(4.9) AT OV Z) ~ 7 A(T*OVY)RA(T* OV X).

Soient Nz, Nx, Ny les opérateurs de nombre sur A(T*D 7)) A(T*ODX),
A(T*ODY). D’apres (4.9), les opérateurs Ny, Ny agissent sur A(T*(1D 7). Ils
agissent aussi naturellement sur A(T*(O1 Z) ®¢ et sur Q(Z, £ 7). Naturellement,

(4.10) Nz = Nx + Ny.

Soient Bi ., B2, Bs. les superconnexions de Levi-Civita associées &
(1, W%, BE), (ma, wV, hB™1-€) | (5, wW, hE) définies & la définition 2.3. Soit wHH
Z'u{”_{, wfﬁ, wgﬁ les formes associées & (m,w"), (m1,@"), (72,w"), (73,w")
définies en (2.8). Soient Ny ,,, NLU, N3 ., N3, les opérateurs associés a (71, w"),
(r1,0%), (m2,w"), (73,w") définis & la définition 2.4.

Maintenant, on expose des résultats qui vont étre utilisés dans la preuve du
théoreme 3.5. Les preuves des résultats seront données aux §§ 5-9.
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Dans la suite, on met sur les formes C* sur S la topologie de la convergence
uniforme des formes et de leurs dérivées sur les parties compactes de S. Pour
éviter de noter explicitement des constantes qui dépendent du compact considéré,
on suppose, pour simplifier, que S est compacte.

THEOREME 4.5.
(i) Pour tout u > 0,

(4.11) TEI_{IOO @Trs [N3u,r exp(—B§7u7T)] = ¢Try[Naw exp(—Bg’u)] )
(ii) Pour tout u > 0, il existe C > 0, § > 0 tels que pour T > 1,

(412) ‘SDTI‘s [M3,u,T eXp(_Bg,u,T)]

C
To+1

— %cpTrs [(NX - dimX)exp(—B%yu)H <

THEOREME 4.6. — Il existe C > 0, Ty > 1 tels que, pour tout T > Ty, u > 1,
C

(4.13) | Trs[N3 w1 exp(— B3, 1)]| < =

Pour s € S, soit (, )1, le produit hermitien (2.2) sur Q(Z,,§z,) associé

a gTZ h¢. Soit &Z** Padjoint formel de #Z¢ pour le produit hermitien (, )7

sur Q(Zs, €|z, ). Soient
4.14 DZ = 9% + 62*, DY =dY +9¥*, DX =5X + 5%,
T T

Soit PkerD7 1a projection orthogonale de (Z, &z) sur ker DZ pour le produit

Pq{[(zvf|z)

hermitien ( , )7. Dans la suite, on note PX*P7 par . Alors, par la théorie

de Hodge, I’application
s € ker D% —s PHPN2) g ¢ ker DZ
est I'identification canonique de ker DZ & ker DZ.
Soit hg(z’g'Z) la métrique sur H(Z,&z) associée a ghZ h® définie au

§2b). Soient V:,If (282 ), V¥#2 les connexions holomorphes hermitiennes sur
H(Z,§z 7hH(Z’§'Z) , (B9, h¥2). On pose
| T

(4.15) g(zvﬁlﬂ _ Pf(ZfIZ)QTP’]I:I(Z,QZ).
ProposITION 4.7. — Quand T — +o00, on a
(4.16) vg@@zm —yE? 0(%),
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De plus, on a dans PS/PS0
+oo

+¢T¥s[———exp(— vz )]}dT
T
= —ch(Eq, H(Z,€ ), hP T (Z412)),

THEOREME 4.8. — Pour tout T > 0, on a

(4.18) lim <pTrs[ M c2 7yc exp(— B2 . T/E)]
-2 ] TA(TY, g™ )1 Tr [(Ny 72 — dim X) exp(—B2 72)].
Y
Si J' € A(TgV)®C(du), J' peut s’écrire
J = J)+ duJ] avec Jj,J; € A(TEV).

On pose
(4.19) [J]% = J5.

D’aprés [BGS2, th. 2.16], on peut poser :

(4.20) Eio= 511)1}) Trs {ﬁlu exp (— Bi,+ du(2u8§;’u ))] du.

THEOREME 4.9.
(i) Il existe une forme po(T), C*® sur S telle que pour T fixé, quand u — 0,

0 du
(4.21) Tr [uMg,u,T exp ( B} .1+ du8 Bs T)] = po(T) + O(u).

(ii) Il existe une forme E, C*®° sur S telle que, quand T — +oo

1 1

(4.22) po(T) = TE-i-O(ﬁ).

avec

(4.23) ©dE = (2mi)~ 24 / TA(TY, g™ )1 By 0.
Y

On rappelle aussi que V%’:Z est la connexion holomorphe hermitienne sur
(TZ,g%%). Soit REZ sa courbure.
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THEOREME 4.10. — II existe C > 0 tel que, pour tout € €]0,1], e < T <1,

(4.24) \goTrs[ My 2 1/e xp(~ B3 2 772 |

2 oW ¢
~ 75/, o ——Td(TZ, 977 )ch(¢, hf)

TZ
+ ﬁTd(_RT/E—b@TZ) S (7)), ch(ghf)
7 Ob 2mi /e /e ’

+ zwdS“O(g)’ <C.

TuEOREME 4.11. — Il existe § € ]0,1], C > 0 tels que, pour tout £ € ]0,1],
T>1,

1
(4.25) {QOTrs [EMS,ez,T/E exp(_Bg,s2,T/e)]

2 . C
- ?cpTrs [(Nx — dim X)) exp(— B2 ) ‘ < Tk
REMARQUE 4.12. — Les théoréemes 4.5, 4.6 seront démontrés au §5, la

proposition 4.7 au § 6, le théoreme 4.8 au § 7, les théoremes 4.9 et 4.10 au §8,
le théoréme 4.11 au §9. L’hypotheése (3.4) ne sert qu’aux preuves des théo-
remes 4.5-4.7.

c) L’asymptotique des Iy.

Dans cette partie, on va procéder comme en [BerB, §4 (c)], i.e. on calcule

I'asymptotique de I quand A — +o00, T — +00 et ¢ — 0. On n’indiquera que
la différence avec [BerB, §4 (c)], et on omet les détails des calculs

1) Le terme I9. — Soient

Cap = /Y [ - Td(TY,g™Y) + dimY Td(TY, g™¥)]
(4.26) x ch(R*my.&, ™€),

Eyo= lim Tr, [Ng w €XP (— B;u +du <2u6—§i—’i)>] du.

u—+00

En utilisant [BGS2, th. 2.16], [B4, (2.50)], les théorémes 4.5 et 4.6, apreés avoir
passé a la limite A — 400, Ty — +00, € — 0, on obtient

(427) If = —Tz(wv, hRﬂ-l*E) + I"(l)(CM - %@dSEQ,O).
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2) Le terme I3. — En utilisant la proposition 4.7, on a :
I3 = —ch(Ez, H(Z,€2), hP? hf1(Z412))  dans  PS/PSO.

3) Le terme I9. — Ce terme a déja été traité en [B4, (6.54)—(6.56)]. Soient

Co = / [~ Td/(TZ,¢"%) + dim Z Td(TZ, g"%)]ch(€, k),
(4.28) Z

. 633,u du
FE5o = 31_1;[%) Tr, [Ng,’u €xp ( - Bg,u + du(2u ou ))] '

Apres avoir passé a la limite A — 400, Ty — +00, € — 0, on obtient

(4.29) I3 = T3(w", h?)
+1"(1){ 1pd®E3 — Cs0 + ¢Tr, [Nz exp(—VH(Z412)2)] }

4) Le terme I3. — La différence principale avec [BerB, p. 115-121] est qu’on
doit contrdler le terme ¢d® uo(T) dans le théoréme 4.10, mais ce terme est déja
traité au théoreme 4.9.

Evidemment, quand 7" — 400

a 2pTX 1
TZ\—1 TZ\ _ _
(4.31) (977) _8T(9T ) = T +O(T3).

Par le théoréme 1.4, on déduit facilement que quand T — +oo,

9 _R%Z TZ\—1 9 1z
2 Td (52— — b(gh?) ™! = (9F7))

2 , 1
(4.32) = 2} (TA(TY, g™) Td'(TX,g™) + 0( 7).

211 b=0

_ R’;}“Z
211

Td(—2L") = 77 (Td(TY, g™ )) TA(TX, g7%) + o(%).

En utilisant [B4, th. 2.17, 2.20, 2.24], les théorémes 4.8, 4.9, 4.10 et (4.32),
apres étre passé & la limite A — +o0, Ty — +00, € — 0, on obtient dans P /PS50

(4.33) I} = / TA(TZ,TY,g"%, g7 )ch(¢, ht) — / TA(TY, g7¥)T1 (WY, hE)
Z Y

-I'(1) / Td(TY, g7 Y){m,, [(Td(TX,¢"X) - dim X Td(TX, g7¥))
Y
ch(€, hf)] +ch’(R‘7r1*§,hR“‘*5)}.
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d) Preuve du théoréme 3.5.
Comme dans [B4, §§ 6.6-6.8], on établit I’équation

4
(4.34) > I} = 067 - 963 — 6063,
k=1

Bien siir, on doit étudier en détail le terme & droite de (4.8). Comme la situation
est plus simple que dans [B4, § 6], on ne le fait pas; le lecteur peut trouver les
détails dans [B4, § 6].

On remarque aussi que, si S est compacte et kihlérienne, ’espace P50 est
fermé dans P pour la topologie de convergence uniforme. Dans ce cas, on voit
facilement que, comme Y p_, I? € P50 ona Y i_, I} € PSO.

Par (4.27), (4.28), (4.30), (4.33), le coefficient de I''(1) du terme & gauche de
(4.34) est nul dans PS/PS90.

Par (4.27), (4.28), (4.30), (4.33),(4.34), on en déduit le théoreme 3.5. []

5. L’asymptotique des supertraces contenant 1’opérateur

exp(—Bj , r) pour u ou T tendant vers l'infini

Le but de ce paragraphe est de montrer les théoremes 4.5 et 4.6. C’est une
extension de [BerB, § 5], qui traite le cas ot S est un point.

Dans [BerB, § 5], D3 + DX est un opérateur différentiel elliptique. La nou-
velle difficulté est que Bs,, 7 est une superconnexion, et que seul le carré B3 ,
est un opérateur elliptique standard agissant sur chaque fibre. Un probléme simi-
laire a déja été considéré dans [B4, § 9]. C’est pourquoi on va toujours se ramener
a la situation traitée dans [B4, §9).

Ce paragraphe est organisé de la facon suivante. Dans a), on rappelle des
notations de [BerB, § 5. Dans b), on remplace la superconnexion Bs ,, 1 par A, r.
Soit A = A; 1 ;onobtient alors 'asymptotique de Ar quand T' — +o0. Dans c),
on obtient I'asymptotique de A2 écrite sous forme matricielle relativement & un
scindement de Ey = €(Z,€)z). Dans d), on décrit le spectre de AZ,T. Dans e),
on énonce deux résultats intermédiaires, d’ou les théorémes 4.5 et 4.6 peuvent
étre facilement déduits. Le reste du paragraphe est consacré & la preuve de ces
deux résultats intermédiaires.

Dans f), on donne des estimations pour la résolvante de AZ. Dans g), on
obtient une estimation uniforme pour le noyau de F,(A2). Dans h), on calcule
asymptotique de I'opérateur F,(A2) quand T — +oo. Dans i), on montre le
premier résultat intermédiaire et (4.12). Dans j), on montre le deuxiéme résultat
intermédiaire.
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Dans ce paragraphe, on suppose que la forme w" sur W est donné par (3.11),
et que le fibré holomorphe £ vérifie 'hypotheése d’acyclicité (3.4). On utilise les
mémes notations qu’aux §§1b), 3 et 4.

a) Le cas ou S est un point.

Dans la suite, on rappelle des notations de [BerB, §5] en fixant un point s € S.
Alors w1 : Z — Y est une submersion holomorphe de fibre compacte X.

On rappelle que h € End(7iTY) est défini en (1.32).

DEFINITION 5.1. — Pour T > 1 et a € nf(A(T*OVY)), on définit ara €
o (A(T*OVY)) de la maniére suivante :

(3.1) wi,-o,0 €TY b o\ -1/2 ho\-1/2
aTa(vl,--~,vp):a<(l+f§> vl,...,(l—l—ﬁ) vp).

Alors ar agit sur
AT*OV Z) ~ 7 (A(T*OVY)RA(T* OV X))
(voir (4.9)) comme ar®1.

DEFINITION 5.2. — Pour T > 1, soient

h )
(5.2) By =det'/?(1+ = Jar, Cp=TNx~4mXp,,
DerFINITION 5.3. — Pour a € Y, soient E,, Ey les espaces vectoriels des
sections C* de A(T*OVZ) ® € sur Xq, Z. On a donc
(5.3) Eo = AT VYY), Q(X,, €1 x,)-

Soit dvz (resp. dvx, dvy) la forme de volume sur Z (resp. X, Y) associée 4 la
métrique 73 g7Y ® gTX sur TZ = niTY ®TX (resp. g7 sur TX, g7V sur TY).
Soit { )71 2)@e,0o 1€ Produit hermitien sur A(T*(ODZ) ® £ associé aux
métriques 71 g"Y @ gTX, hé sur TZ = miTY ®TX, €. Pour a €Y et 5,8 € E,,
on pose

(5.4) (s, g, = (QW)—dimX/ (5, 8") A(T+0.0) 2) 06,00 dVX -

a

DEFINITION 5.4.— Pour 1 € R, soient Eff, EY' les espaces de Sobolev d’ordre
des sections de A(T**VZ)® ¢, Ker DX sur Z, Y.

Soit ( )gy = ( )oo le produit hermitien sur EQ associé aux métriques
mig™Y ® g™X, B¢ sur TZ = niTY @ TX, € défini en (2.2). Soit | || g9 la norme
correspondante sur EJ. Soit " I'espace orthogonal & E? dans EY.
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Soit Q(Y, (X, €| x)|y) Lespace vectoriel des sections C* de A(T*(*VY)
®Q(X, € x) sur Y. Done Q(Y, Q(X, €| x)|y) est I'espace vectoriel des sections C*
de 7F(A(T*OVY)) @ A(T*OV X) ® £ sur Z. Par I'identification (4.9), on a une
identification d’espaces vectoriels

(5.5) Z,€12) = QY, X, &1 x)1y)-

Soit Vy(X:¢1) 1a restriction de la connexion V41X) sur Q(X, € x) 4 Y.

Sous I'identification (5.5), V‘YQ(X’QX)” agit naturellement sur Q(Z,§|z). De
méme 0% et DX agissent sur Q(Z,£|;). Désormais, on pose

(5.6) oH = v}, X x)"
Soit 0H* I’adjoint formel de 0¥ relativement & ( ).
DEFINITION 5.5. — Pour tout T € [1,400], on pose
07 = Br0*Br', 03" = B3'0%*Br,
(5.7) of = Bro"B;', 0" =B;'9%"Br,
Df =0F + 07", Df =0of +0of".

DEFINITION 5.6. — Pour a € Y, T € [1,+00], soit pr,q la projection ortho-
gonale de E, sur kerD%{a associée au produit hermitien ( )1p,. On pose

Pfa=1—DPTa

Soit F; I'espace vectoriel des sections C* de ker DX sur Y. Pour T € [1, 400,
soit Ej 1 l'espace vectoriel des sections C*° de ker Dj)f sur Y, et soit gr :
E) o — Eq 7 lapplication linéaire

(5.8) s € E1 o0 — qrs =prBrs € Evr.
Soit g7 I’adjoint de g7. On pose

)1/2

(5.9) rr = (gygr)?,  Jr =qrrr’.

Alors Jr : Eq oo — E1 1 est un isométrie linéaire.

Dans la suite, si Sy (avec T’ € [1,+oc]) est une famille d’opérateurs différen-
tiels, on écrit que, quand T — +oo,

St =8, + O(%) avec ¢ € Z,

si pour tout entier £ € N, il existe C > 0 tel que pour T > 1, les normes des
coefficients de St — So et de leurs dérivées d’ordre < k sont dominées par CT~*.
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b) L’asymptotique de la superconnexion Ar quand T tend vers
Pinfini.

Pour U € TgZ, on note c(U) I’action de I'algebre de Clifford sur A(T*(1) Z)
associée a (TZ,mig"Y @ gTX). Alors pour

U=UT"%2 L UTX ¢ Tx2Z,

avec UT"2 ¢ THZ et UTX € Ty X, on a
h \=YV2 puy TX\ ~—1 THZ TX
(5.10)  Crer((1+ ﬁ) UT"Z 4 TUTX) Ot = (U E) + o(UTX).

Soit g, une base de TS ; soient e;, w; des bases orthonormées de (Tg X, g7#%)
et (TX,gTX); soient fy, 8, des bases orthonormées de (TrY, g**") et (TY, g™¥);
soient g%, e’, w’, f¢, 8¢ les bases duales associées. Soient enfin

ho\—1/2 B\ —1/2
(5.11) fer = (1 + ﬁ) 1, ber = (1 + ﬁ) 0.
Alors Te;, for (resp. Tw;,0,1) est une base orthonormée de (TrZ, gg:RZ )
(resp. (T'Z, g17)).

On rappelle que V1Z VIX vTY ¢ sont les connexions holomorphes
hermitiennes sur

(TZ,97%), (TX,g"™), (TY,g"Y), (&ho).

Soit VAT @VX) gAT VY) Jes connexions sur A(T*ODX), AT*ODY)
induites par VX, VTV, Soient RLZ, RTX RTY, RAT*®VX) [£ les courbures
associées & VEZ, VTX yIY AT *VX) ye

Soit V™iTY = 7¥VTY ; alors OVTZ = V™iTY @ VX est une connexion sur
TZ ~miTY & TX.

. A(T*OV 7 *(0,1) . . .
Soient VT( ), 0OyAT* Y 2) Jeg connexions induites par vEzZ 0vTZ sur

*(0,1) .
A(T*©1) 7). Soient VAT "VD8E 0TV 2)8 Jes connexions sur A(T*OD 7)
*(0,1) .
® € induites par Vé,\ﬁ(T o 2) ogAMT OV 2) 7€ définies en (2.1).
Pour T' > 0, on définit la connexion vg(z,g,z) sur (Z,£z) comme en (2.3)

correspondant & g7.7, h*. En effet, si s est une section C* de Q(Z, §z), U € TS,
on pose

UZE z) AT*OD Z2)®¢
(5.12) Viy s = Valu =%,
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De méme, on définit une connexion V(Z:£iz) syr UZ,&z) par la formule : si
s est une section C*° de Q(Z,§z), U € TrS,

*(0,1)
(5.13) Oy - ogAT TN DEE

3,00

Comme dans [BerB, § 5], on préfere considérer les opérateurs sur A(T3%S)®Eg
dans le cadre d’une métrique fixée. On va conjuguer la superconnexion Bs, 7
définie au paragraphe 4 a).

DEFINITION 5.7. — Pour T > 1, soient
(5.14) Ayr = CrBs 2 rCrt, Ar=Apr.
Comme Nj 2 r est invariant par la conjugaison, on a
o Tr, [N37u2,T eXP(—Bg,uz,T)] = Tr, [N3,u2,T eXp(“Ai,T)] )

(5.15)
@ Trs [ M2 7 exp(—BriuzyT)] = o Tr,[C7 M3 2 7CF exp(—A2 r)].

Soit Ag,? ) (resp. A(T>O)) la partie de Ar de degré 0 (resp. > 0) dans A(TRS).
D’apres [BerB, prop. 5.9], (2.7) et (5.14), on a
AY =TD¥ + DY,

1
AFO = or (Vg7 - ﬁcT(T&T))CEI'

(5.16)

Soit B la superconnexion sur Ejy
1
5.17 B =0vZ4z) 4 DI (Ty).
(5.17) i Sosel®)
THEOREME 5.8. — Quand T — 400, on a :
1
_7pX 1
(5.18) Ap =TD +B+0(T).
Preuve. — i) D’apres (5.2), on a
1
(5.19) BT=1+O(E).
Par (5.7) et (5.19), on a

(5.20) D¥=D§;+o(%§), D%:DX+0(%5).
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ii) En utilisant la proposition 1.2, (1.35) et (5.10), pour U € TgS, on a :

(5.21) CrVelf9 ot = povAT Ot g
3 T
+ (T2 + h)~ V”ITY hOpr,0mr) r20° Aig
5 5 97 m

1 n N .
T (A(U3T)ber, W;) grx 0° N i,
= T((T + )7 A" (US)T;,00) T A,

0o AT OV 2)ee 1
= Vuz, +0(5)-

iii) D’apres la proposition 1.2, le théoreme 1.6 et (5.10), on a :
(5.22) Crer(Tsr)Crt = Z U Tsr(98 s 7, gg3,T),Tei>g;Z g% A g® Acle;)
+> 3 Tsxr(9sr 985 r), ftz,T>g;zga NgP Ae(ffy)
= Z (Ts,00(92 3 00, 98 3,00): I1 1> gv9” Ng® Ne(fh) + O(%)
D’apres (1.20) et (5.22), on a
(523) Crer(Tor)Cr' = 3 3(Tololla,gffa). fe) e 9 A" el 1)+ ().

En utilisant (5.19)—(5.23), on a (5.18).
On a bien terminé la preuve du théoréme 5.8. []

THEOREME 5.9. — Pour tout T € [1, 400, l'opérateur JT‘lpTATpTJT est une
superconnexion sur E; oo. Quand T — 400, on a :

1
-1 _
(524) JT pTATpTJT = 3271 + O(—T)

Preuve. — Soit V™+¢ la connexion holomorphe hermitienne sur
(Remy€, hE™€). Soit VEHXE1x) Ja connexion sur (X, € x) comme en (2.3) cor-
respondant & g7X, h¢. Alors par [BK6, th. 3.5], on a :

(5.25) VAT — p yAXEx)
En utilisant [BerB, (5.34)], (5.17) et (5.25), on a :
(5'26) PooBPoo = B2,1-

Par [BerB, (5.47)], on a :
1
(5.27) PT = Poo +0(:,Tz)'
En utilisant le théoréme 5.8, (5.9) et (5.26), on a (5.24). []

TOME 127 — 1999 — N° 4



FORMES DE TORSION ANALYTIQUE 573

c) La structure de 'opérateur A3 quand T tend vers I’infini.

Dans la suite, on pose

(5.28) P=Dw, P" =Dk

Maintenant, on va considérer A% comme un opérateur de A(Tx.S) ® Ey dans
A(T§S) ® Ey. On pose

(529)  BEp =pAjp, Fr=pAip", Gr=p-Alp, Hr=p-Ajp .

Alors on écrit A% sous forme matricielle correspondant au scindage E =
E) @ E)*.

Er FT)'

(5.30) AL = ( o i

THEOREME 5.10. — Il existe des opérateurs E, F, G, H tels que, pour T — +00,

{ET=E+O(%), Fr=TF +0(1),

(5.31)

Gr =TG + 0(1), Hr =T?*H + O(T).
Soit
(5.32) Qe = [D*, B].

Alors Quo(EY) C ES et

0 MT*OV )¢

1 *(0,1
(5.33) Qoo = 5 Y cle)el I (RN 4 L) (ew, £4) = Ve, gy ']

1 *(0,1) AT OD Z)R¢
+ 7 > eed)g®[(BM0 4 L) (ei, 985 00) = Vi tergir -

3,00

On a aussi

(5:34)  E=pB’p, F=pQup*, G=p"Qup, H=p'D*%p".
Preuve. — D’apres le théoréme 5.8, on a

(5.35) E = pB®p.

D’apres le théoréme 5.8, on sait aussi que le coefficient de T' (resp. T2) dans
'asymptotique de A% quand T — +oco est [DX, B] (resp. DX?).
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D’apres [BerB, (5.65), (5.66)], on a

1 AT*OV) Z)®¢
X _ \0
D* = E ZC(CZ) Vei y
1 AT OV Z) ¢
(5.36) DI = Ec(fl)ovfgl ,
]_ *(0,1)
[DX,DE) = 5 3 eleel ) (RN + Lé)(es, £11)

0 AT 2) 8¢
- T1(6i7ffl) ]

En utilisant (5.13), (5.36), on peut calculer comme dans [BerB, (5.66)],
(537) [DX,OVQ(Z7€|Z)]
1 o (0,1) AT*OD Z)¢
= E Zc(ei)g [(RA(T X) + Lg)(ei)gé{?,,oo) - OVTl(ei,ggayoo) ]

Par (5.32), (5.36) et (5.37), on a (5.33).
Par (5.32), on a aussi

(5.38) PQoop = 0.

On a montré le théoreme 5.10. []

d) Le spectre de A2 ;.

Comme on suppose que S est compacte, toutes les estimations qui suivent
seront uniformes en s € S. Si C' est un opérateur, on note Sp(C) le spectre de C.
Soit

Ts 7)1\ 2
(5.39) Rur=Cr (vg(z,qZ} _er( 3,T)) o1

2v/2u T
28z cr(T37)\ -1 4(0)
+u[C’ \Y - —=)Cr A ]
T( T 2\/§u ) T T
Alors
(5.40) A2 1 =u? AV 4+ Ry r.

Par [B1, th. 2.5], R, r est la somme de formes de degré strictement positif dans
A(T§S), a valeur dans les opérateurs différentiels d’ordre 1 le long de la fibre Z.

Les opérateurs AiT et AE_FO )2 sont des opérateurs non bornés agissant sur
AMT%S) ® Eo, dont le domaine est A(TiS) ® EZ.

THEOREME 5.11. — Il existe ¢c; > 0,Ty > 1 tels que, pour tout T > Ty,
(5.41) Sp(APH N {AeR:, A<} C {0}

Preuve. — En utilisant (3.4), [BerB, §6 (d)], on a (5.41). []
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D’apres [B4, prop. 9.2, on a :

ProposiTIiON 5.12. — Pour tout u > 0,7 > 0,
(5.42) Sp(A42 1) = Sp(u?AP?).
Soit IV = § U A le contour suivant dans C :

A

Par le théoreme 5.11 et la proposition 5.12, il est clair que pour u > 1 et T' > Tp,
on a
1 exp(—u?\) 1 exp(—A)
—AZ2 )= — ————d\+ — | ——5=dA
exp(~Aur) 2mi /A A—u"2A2 ; * o s A=AZp

1 exp(—u?))
—u?A%) = —/ ——=dA.
exp(—wdr) = 55 | A=Az

(5.43)

e) Deux résultats intermédiaires.

Dans la suite, ug est une constante positive fixée.
Pour u > 0, soit 1, : A(TgS) — A(TgS) Iapplication

(5.44) a € ANT3S) — u™ 8% € A(TRS).

Alors v, agit comme 1, ® 1 sur A(TgS) ® E.

ProposiTION 5.13. — Pouru >0 etT >0, on a :

Aur = uwp ATy, By 2 = up, By 1y ",
(5.45) Nywzr =YuNs1 195",  Noyz =Yy No1tg?,
M; 2 7 = M3 1 797"

Preuve. — C’est évident. []
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ProposiTioN 5.14. — Pour u > 0,7 >0, on a :

Trs [C(T]\ll’),uz,TC'l_"1 exp(—AZ,T)]
= by Try [CrMs 1 7CF " exp(—u?A%)],

B0 [ )
=t [N o [ SN 0]
et pour w >0, on a:
(5.47) Tr, [Ny, 5% /A % a]
=1, Tr [N212—1Z- Ae—};\%ii)dA].

Preuve. — C’est une conséquence directe de la proposition 5.13. []

THEOREME 5.15.— Il existe § € ]0,1] et C > 0 tels que, pouru > ug et T > Ty,

1 exp(—u?)\)
G8) |1 [Norr g | S )
1 exp(—u?X) C
Ty, [Ny, — [ SR gy < 2
Tr [ 211 Ja A— B3, AH— T?

Il existe ¢ > 0 et C > 0 tels que, pour u > ug et T > Ty,

1 exp(—u?A
(5.49) | T [Novr - p(-4 2)

< —Cu?).
2mi Ja A — AZ d)\”_cexp( Cw’)

THEOREME 5.16. — Il eziste 6 € ]0,1] et ¢ > 0 tels que, pour u > ug, T > T,

(5.50) ‘Trs[NwT 1 /exl’( )d)\]

A A2
1 exp(—A) C
T, [N 248 9mi Js X — BR .. d)‘H T8
1l existe C > 0 tel que, pour u > ug, T > Ty,
1 exp(—A) C
(5.51) }Trs [Ns, Sl e d)\H =

Le reste de ce paragraphe est consacré a la preuve des théoremes 5.15 et 5.16.
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REMARQUE 5.17. — Comme dans [B4, rem. 9.7], les équations (4.11), et le
théoreme 4.6 peuvent étre déduits des théoremes 5.15 et 5.16.

f) Propriétés de régularité de la résolvante de AZ.

Soit ey, -, €2n, (resp. f1,- -+, fom,) une base orthonormée locale C* de Tg X
(resp. TrY). Pour s, s’ € Eq, on pose :
(5.52) Islo = lIsllze, (s:8")0 = (s,5) go-

DEFINITION 5.18. — Pour T > 1 et s € Ey, on pose :
AT*OD Z 2
(5:53) Isl = lprsl® + T2prsly + Y "V 2%
’ Z fz,l 0

4 T2 Z IOV‘Q(T*(O’I)Z)®EP%SI(2)-

%

Alors (5.53) définit une norme sur E{, et (E{,| |7,1) se plonge contintiment
dans (EQ,| |o). On identifie EJ & son antidual par { )o. Alors on peut identifier
E; ' aVantidual de E{. Soit | |7 la norme sur E; ' associée & | |r,1. Alors on
a les inclusions continues denses suivantes dont les normes sont inférieures a 1,

(5.54) E} — EJ — E;'.

Soit gT% une métrique sur T'S. Alors la définition de |s|o, |s|T,1 se prolonge
naturellement & A(Tg.S) ® Ep. Soit

(555) RT = RLT = [Ag?O)’ A'_(T’O)] + A’(I‘>0)’2.

THEOREME 5.19. — [l existe Cy,C5,C35 > 0,Ty > 0 tels que, pour T > Ty,
s,8" € A(TgS) ® Eo,

0) 12
AP 5] = Culsl, — Calsl3,
(5.56) '(Ag(w))s,Ag))sl)ol < Cslslrals' |1,

|(Rrs,5")o| < C(]slr,118'lo + Islols’|7.1)-

Preuve. — D’apres la preuve de [BerB, th. 5.19], il existe C > 0, Ty > 0 tels
que, pour T' > Ty, s € E;rj:,

2
(5.57) | AP s]g = C sl +T2(DF s + |s[3)].

En utilisant [BerB, th. 5.17, et 5.18], (5.53), on a la premiére inégalité de (5.56).
La deuxieéme inégalité de (5.56) est triviale.
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Par (5.16), pour s,s’ € A(T3S) ® Eo, on a
(5.58) |(Rrs,s")o|
< C(|3|T,1|SI|0 + |$l0|8I|T,1) + |<[A(T>°),Ag)]st,st’)ol'
Mais

(5.59) (AT, AP prs, prs')o| = [(IDE, AT Vlprs, prs')o|
< c|s|r.1]s'|o-

D’apres (5.58), (5.59), on a la troisieme inégalité de (5.56). On a bien terminé
la preuve du théoréme. ]

Comme S est compacte, il existe Uy, -+, Uy, (resp. U{,---,U},,) une famille
de sections C*° de TrY (resp. Tr X) telle que, pour tout y € V| (resp. z € W),
Ui(y),- -+, Un(y) (resp. Ui(x),---,U,..(x)) engendrent (TrY), (resp. (TxX)s).

DeFINITION 5.20. — Pour T > 0, soit Dy la famille d’opérateurs agissant
sur Ey
ATV Z) ¢ AT*OD Z)e¢
(5.60) Dr = {pr"Vyia pr, PFOVu PF,
g ) A(T*(o,l)z)®5
PEOVY, o).

TuEOREME 5.21. — Pour tout k € N, il existe Cy > 0 tel que, pour T > 1,
Q1,...,Qr €Dy et s,s" € A(TES)® Ep, on a :

(5.61) (@1, [Q2, -+ [Qk, AT, - 118, 80| < Cilslral - |s'|r1-
Preuve. — Comme

)

[OVA(T*(O,I)Z)®€ pT] ’ ngng(O,l)Z)®§

UH

AT OV )
| OV
)1 i

sont des opérateurs dont les restrictions aux fibres X; (avec b € V) ont des
noyaux C* uniformément bornés pour z,z’ € Xp, b € V et T > 1, en procédant
comme dans la preuve de [B4, th. 9.17], on obtient le théoréme. []

Soit
1

2
(5.62) F,(A%) = 5 /A e AN — A42)7tdA

Soient P, r(z,z'), Fu(A%)(z,z’) (avec x,z’ € Z,) les noyaux C* des opérateurs
exp(—u?A%) et F,(A%) relativement & dvz(z')/(27)dm 2,
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g) La borne uniforme des noyaux de exp(—u?A2) et F,(A2).

THEOREME 5.22.

(i) Pourm € N et 0 < uy < ug fizés, il existe C > 0 tel que, pour z,z’ € Zs,
u € [ug,up), T > T,

lo|+]e|
(5.63) sup 0

/
b | Bzegz (BT S C

(ii)) Pour m € N, il existe ¢ > 0 et C' > 0 tels que, pour z,z’ € Zs, u > uy,

lal+ia]
(5.64) | l?u’ll)< WFU(A%)(w,x’) < cexp(—C'u?).

Preuve. — En utilisant les théoremes 5.19 et 5.21, comme

ATV Z ATV Z
R %€ pr], OV “p

0 AT D 2)®¢
UH, Vu:
N k2

T, PT

sont des opérateurs dont les restrictions aux fibres X, (avec b € V) ont des
noyaux C* uniformément bornées pour z,z’ € X, b € V, T > 1, en procédant
comme dans la preuve de [B4, th. 9.20], on a le théoréme 5.22. (]

h) L’asymptotique de I'opérateur F,(A3%) quand T tend vers l’infini.

DeriNtTION 5.23. — Soit = opérateur différentiel d’ordre 2 agissant sur
A(TRS)® En,
(5.65) E=p(E-FH'G)p.

(5.66) B3, =E.

Preuve. — D’apres (5.26), (5.32) et (5.34), on a (5.66). []

Pour A € L(ES, EJ), on note ||A[|%° la norme de A relativement & | |o.
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THEOREME 5.25.
(i) Pour0 < uy < ug fixés, il existe C > 0 tel que, pour u € [uy,uz], T > Ty,

_ 0,0 c
(5.67) H eXP(_ugAzT) —prJr eXP(‘ung,l)JT 1]9T” < T4
(ii) Il existe ¢ > 0,C > 0 tels que, pour u > ug, T > T,
_ 0,0 c
(5.68) |Fu(A3) — prdrFu(B3 ) J7 pr|| " < =7 exp(—Cu?).

- T1/4

Preuve. — En utilisant les théoremes 5.10 et 5.24, en procédant comme dans
la preuve de [BL, th. 13.42], on a le théoréme 5.25. []

i) Preuves du théoréeme 5.15 et de (4.12).

Par (4.1), (4.3) et (5.10) (on peut aussi se référer au §7), pour u > 0 fixé,
on a

1 2 , C
(5.69) CrMs 2 rC7' — 7 (Nx — dim X)| < =

En utilisant (5.15), la proposition 5.14, les théorémes 5.22 et 5.25, et en
procédant comme en [BL, §11 (p) et §13 (q)], on a le théoréme 5.15 et (4.12). []
j) Preuve du théoréme 5.16.

DEFINITION 5.26. — Pour a € C*, b,c € C et T' > 1, on pose

1 (0),2 UZE|z) b
. a,b,c, T — ~—5 4 ’ CT —
(5 tO) g,by7 = 2A + (UT \/—

bufCp(ew i)

2
cr (T3’T)> C; 1

cr(Ts,r)
2\/§u

Ces opérateurs sont les analogues des opérateurs définis dans [B4, (9.151)].
En procédant comme en [B4, §9(m)], on a aussi des résultats analogues a
[B4, th. 9.29 et 9.30] pour I'opérateur Gg p ¢ 7.

Evidemment

Jor', AP,

(571) AZ,T = gl/u,l/u,u,T'

En procédant comme en [B4, §9 (m) et (n)], on a le théoréme 5.16. (]
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6. Preuve de la proposition 4.7

On utilise les mémes notations qu’aux §§ 4 b) et 5a). On suppose aussi que &
vérifie ’hypothese (3.4).

On rappelle que h € End(T*# Z) est défini & la définition 1.8.

Pour o, o’ € By = H(Z,§z) = H*(Z,§z), on a :

1
(a, al>hE2 = (_W/Z<a’a/>h€ dvydvx,
(6.1)
1 : h
/ _ —2dim X N 7
(a,a >hg(z,§|z) = —_—(QF)dimZT /Zdet (1 —+ T2> (a,a >h€ dvy duvx.

Soit hf, = T2dimxhg(z’€'2) la métrique sur H(Z,§z). Alors par (6.1), on
sait que

1
(6.2) 1= hPe o(ﬁ).
En utilisant (6.1), on a
1
(6.3) viEaD) _ gEa o(ﬁ).

Par [BKS, (3.31)], on a

H(Z,£ 2) 4, 0 2dim X
(6.4) Qr """ = —(h7) lgfhéﬂr 7
En utilisant (6.3) et (6.4), on peut donc poser

(65) H(H(Za ng)7h'E27h'H(Z7€|Z))

oo H(Z,62) H(Z,£2)2
:/1 {(pTrs [Q 77 exp(=V 72T

Q(NX —dlmX)

+<,0Tr5[ 7

exp(—vEﬂ)} }dT.
D’aprés [BGS1, cor. 1.30 et rem. 1.31], (6.2), (6.5), on a dans PS/P50
(6.6) H(H(Z,€z),h" W1 Z42)) = —ch(By, H(Z,€)5), hP2, hH(2412)),

Par (6.5) et (6.6), on a bien terminé la preuve de la proposition 4.7. []
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7. Preuve du théoréme 4.8

Le but de ce paragraphe est de montrer le théoreme 4.8, relatif a ’asympto-
tique quand € — 0, de certaines supertraces ou apparait I'opérateur Bs .2 /.
Ce paragraphe est une extension de [BerB, § 7], dans laquelle le théoréme 4.8 est
établi quand S est un point.

En remplagant le théoreme d’indice local par le théoreme d’indice local relatif,
on applique les techniques de [BerB, §7], & notre situation.

Ce paragraphe est organisé de la fagon suivante. Dans a), on remplace opé-
rateur B3 .2 /. par un opérateur conjugué LgysyT et on établit un formule de
Lichnerowicz pour Lg’E’T. Dans b), on fait un changement de coordonnées locales
sur Y;, et un changement d’échelle [Ge] sur Dalgébre de Clifford [BeGeV].
Dans c), on calcule 'asymptotique des opérateurs Lg,e,T et M3, quand €
tend vers zéro. Dans d), on conjugue l'opérateur LgYO’T pour faire apparaitre
la superconnexion de Levi-Civita. Dans e), on montre le théoréme 4.8.

On utilise les mémes notations qu’aux paragraphes 1b), 4, 5a) et 5b).

a) Une formule de Lichnerowicz.
Dans cette partie, on va utiliser souvent les notations du § 5 b).
On rappelle qu’on note e;, fr, ¢ des bases orthonormées de (Tg X, g7*X), (TRY,

g™®Y), (TY,g™"), et qu’on note €’, f%,6* les bases duales associées. Soit g, une
base de TrS; soit g* la base duale associée de TR .S.

On va utiliser la notation suivante : soit C' une section C* de TEX®
End(A(T*®VX) ® ¢); alors

(7.1) (vé\i(T*(O,l)X)(@é' + C(ei))Q _ Z(vé\i(p(o,l)x)@g + C(ei))Q

«(0,1)
_ VA(T X)®¢ _ C(EZVZ;X@L)

Eivg_xei
On pose
1 /T\Nx T\ —Nx
Mg,g,T = E(Z) M3,52,T/e('€’) 5
(7.2)
T\ Nx T\ -Nx
Lg,e,T = (;) Bg,EQ,T/(i(;) :
Alors on a :

1
(7.3)  Tr [ ZMseo e exp(=Bi e gy,)| = Tro (M3, exp(~L8, 7).
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En utilisant [BerB, (7.5) et (7.36)], (4.1), (4.3), (5.10) et (7.2), on a

(7.4) M??,E,T = %@W(ggg,:r/s»gé’,g,ws)g“ AgP
+ %5”/(95,3:/5, ei)g¥c(e:) + \/Tﬁfﬁw(gfiu/e, ferye)9%crse(forse)
+ %(NX — dim X) — %f-<h(1 + %;h)—l ég,0m>gw¢§m NG
Soit
(7.5) L =L+ 1w REZ.

En utilisant le théoreme 1.4, on sait que, quand 7" — 400, on a :
1
(7.6) Tr REZ = Tr RTX + Tr RTY + o(ﬁ).
0,1
Soit K7 la courbure scalaire de (T'Z,§"% + Znig™). Soit AT “Vz)ee |,
connexion sur A(T*®VZ) ® ¢ :

(7.7) /V;(T*(°*1>Z)®§ _ TNx VJT\‘(T"(O’”Z)(@&T—NX.

Pour simplifier, dans ’équation suivante, on identifie g, fr aux relévements
g7, Je> fe,re- En utilisant la formule de Lichnerowicz [B1, th. 3.6], on a

T? [, AT 2)0¢
(78) Lg,s,T = —7{IVT(/E,61‘ )

T N
+ _—\/5 = (83,776 (€i)e;, 9a>T/EC(€i)g
_1 — @
+\/EE<53,T/5(€i)ffaga>T/ECT/E(fg)g
1 N 2
+ 252 <SS,T/€(ei)ga7gﬂ>T/€g /\gﬂ}

9 T/e, fe

62 {/ A(T*(O,I)Z)®§
2

+ ﬁ<53,T/e(f£)fmy ga>T/ECT/€(fZ)ga

T
+ m(SB,T/e(fE)%9a>T/€C(6i)ga

1

2
+ @<S3,T/e(f€)gaag,8>T/sga A gﬂ}

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



584 X. MA
T2 1
+ ?KTZ"/E + §ga A gﬁ A ng,T/e(ga?gﬁ)
e? /€
+ ZCT/E(fZ)CT/e(fM)L 3.7/ (fes fm)
T2
+ g elee(eg) LS gyeeine)

eT
+ 7C(ei)cT/a(ff)ng,T/a(ei’ fe)
T
+ 7—2-9a N c(ei)ng,T/s(gav €;)
+ Eg Nerse(fol's T/a(gmfe)
On rappelle que, pour s € S, on note dvz, dvy, dvy les formes de volume sur

Z,X,Y associées aux métriques 75g7Y @ gTX, gTX, gTY swr TZ = m{TY @ TX,
TX,TY.

Soit Ps . r(z,2')(x, 2’ € Z,) le noyau C* de I'opérateur exp(—L9 relati-
)€ 3,e,T

/
vement & éjﬁ%. Pour a € Y;, on pose
dvx(z
(79) ir@ = [T (M Prro,2)]
Par (7.3), on a :
1 2 d’UY
(7.10) o Tr [EM&EZ,T/e exp(—B3’€z7T/5)] = b ga,TW‘

Pour démontrer le théoreme 4.8, on va calculer la limite de g. 7 quand ¢ tend
vers zéro.

b) Le changement d’échelle sur ’algébre de Clifford.

Grace a la propriété de vitesse finie de propagation, on sait que le calcul
de la limite de g.r, pour ¢ — 0, est local sur Y, (so € S). Par conséquent,
pour by € Y;,, on peut remplacer Y, par (TY),, = C™ (mo = dimYj), avec
0 € (TY ), representé par by.

On rappelle que Si, S2, S3 7 sont les tenseurs définis au §1a) associés
a (m, oV, W, V), (m2,w",V,S), (m3,w¥ ,W,S), et que l'application 1,
ATRS) — A(T*S) est définie en (5.44).

Soit VAT EAT DY) 15 connexion sur 7 SA(TES) © A(T*ODY) le long

de la fibre Y qui est induite par VAT "VY),
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DErINITION 7.1. — Soit ’ V”;A(Tﬁs)éA(T*(o’l)y) la connexion le long de la
fibre Y sur niA(T5S) @ A(T*OVY)

ATy S) @ A(T*OVY)

T3 A(Tg S) ® A(T*OVY)

+ % <S2( ) fm, 952>\/—2—C(fm)g°‘
+ 5820 )95, gh2)g% N gP.

(7.11) 'v v

Soit V® la connexion sur
mATES) AT OV Z) @ ¢
~ 71 (M A(TES) @ AT OVY NS (AT OV X) ® ¢€)
le long de la fibre Z

i AT S) ® A(T*(OVY)

(7.12) Ve =n'v ®1+ 1@ VAT "X

Pour y € C™, soit Y = y + g. On releve la trajectoire t € R} — tY
horizontalement en la trajectoire t € R’ — x; € Z, avec z; € X3y et dz/dt €
THZ. Pour z € X, on identifie TX,, et (m3A(T5S) @ A(T*OVZ)®€),, &

TX,, et (mA(TES)® AT OVY)), & (AT OVX)@¢)

Zo

par transport parallele le long de la courbe t — x; € Z, relativement & V7X et
Y VYL,

L’opérateur L _ ;. agit sur 'espace vectoriel Hy, des sections C* de (73 A (T3 S)
RAT*OVY))p, ® (AT OV X) ® €)%, sur RP™ x X,

Pour s € Hy,, on pose

(7.13) { (Fes) (¥, 2) = ng) pour (Y,z) € R x Xy,

2 _ =170
L3,E,T - Fe L3,6,TF€'

Soit O, I'ensemble des opérateurs différentiels agissant sur les sections C*°
de (MT*OVX) ® €))x,, sur R*™ x X, Soit ¢(TrY) lalgébre de Clifford
de (TRY, g™*Y). Alors on a

(7.14) L3 . r € M A(TRS) ® c(TRY )b, @ Op.
DEFINITION 7.2. — Pour € > 0, on pose

V2

13

g .
fe/\—ﬁzfe'

Soient L3 _ 1 et M3 _ 1 € (wé‘(ATﬁS)@c(TRY))bO ® O, les opérateurs obtenus
en remplagant c(f¢) par ¢-(f¢) dans L§7€’T et M:?,E,T'

(7.15) Ce(fe) =
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Soit dvry), la forme de volume de (TrYs,, g7 ¥ro) =~ R?™o,

Soit P§_ (Y, z),(Y',z")) ((Y,z),(Y',2') € R*™ % X3,) le noyau C® de
Popérateur exp(—L3  r) relativement & dv(Y')ry|,, dv(x’)TXIXbO/(27r)dimZ.
Alors pour z € Xy, il existe

R2Z4((0,2),(0,2)) € AT S) @ End(AT*OVX) ® €)x,,
tels que M3 _ P35 +((0,z),(0,z)) peut s’écrire sous la formule suivante :

(7.16) M5, pP5. 1((0,2),(0,7))

1<i; < <ip<2mg
1<71 <+ <gg<2mo

On pose
(7.17) (M3 1 P5 . +((0,2),(0,2))) " = RL7*™((0,2),(0,)).
D’apres [ABoP, p. 484] et [Ge], on sait que

(718) (,OTI‘S [Mg7E7TP37E,T((O7'/L.)’ (07$))]
= (=)™ o Try [[M3, PP 7((0,2),(0,2))] ™™ ].

) ¢) L’asymptotique des opérateurs Lg, er €t M;’ e quand € tend vers
zéro.

En utilisant (1.8), (7.4) et (7.15), on sait que, quand € — 0
(7.19) Mg,e,T — M:g’o T

(Nx —dlmX)+ &Y (923,00 fi1)9 A F°

2
T
+ T (ga 3 oo?gﬁ,3 0)9* N g’ — ’IT<h0e’ >gTy9"7 AO™.
Par [BerB, (7.27)] et (7.19), on a

2 % _ 2
T(Nx—dimX)-r——Z HH _ 2 (N, 72 — dim X).

(7.20) M3 o= 73 =7

Soit T™ATE )@ AT DY) 14 forme de connexion sur C™ de
mATES) ® A(T*OVY)
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N .oy S +(0,1)
relativement 3 /Y ATES) @AMTTEDY) long de la courbe t +— tY (Y € R*™).
Alors par [ABoP, prop. 3.7], pour Y € R*™_ on a

> AT *(0,1)
(7.21) F;‘;QA(TIR S)® AT y)(.)

T A(TES) @ A(T* DY) 2
= 5Vt ¥, )+ O([Y?).

Soit PTY la projection de TV = TV ¢ TY sur TY.

Pour X € TrZ, on note X190 X(©1) Jes composantes de X dans TZ, TZ.
Soit
(7.22) L'§ = 1f + 1 [RTX).

Soit KX la courbure scalaire de la fibre (X,g7*). Pour U € TRY, soit Vy
l'opérateur différentiel ordinaire dans la direction U.

En utilisant [B4, th. 11.8 et (11.61)], le théoreme 1.7, (1.35), (7.6), (7.21) et
(7.22), quand € — 0, on a :

(7.23) Lg,a,T - Lg,O,T

1 1 2 1
= ) (sz + §<RTYY, f[>gg(‘)Y> + 5 TI"[VTY’Q]

T2 «(0,1) 1
B T{VQ(T X)@¢ 4 m(fl(ei)fﬁaeﬁfe A c(e;)
; .
T2 ST G (fy, fon) fEA T
{<m

b s (Sile)er ot < eler)
+ %(51(@)953,00’9{3{3»«»9& Ao
+ g (S (e FEh 0l o)
el Bl
+ %Q-KX + %g“ Ng” AL (98 000 983.00)

1
+ o fE NN DS )
T? T
o+ eledele) L e e) + B 1 Nele) L(fhh )

T
+ 59" Nl T gels 000 ) + 97 AN L (980 F12)-
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d) La superconnexion de Levi-Civita.

On rappelle que B;, est la superconnexion de Levi-Civita associée a
(m1,@%, k), qui a été définie & la définition 2.3. On pose :

(724) &’)HH = %’LG{{ (fl) fm)fe /\fm - %(h,gg:},oo7 £1:11>7ri‘gTYfe /\ga.

En utilisant [BerB, (7.33)], (7.23) et en procédant comme dans [BerB, § 7(c)],
on a:

_ 1 T HH 1 T HH
(7.25) e 77¢ L3, pe7?¢

2
=3 (Vs + 3BT, fi)gzv)" + 5 TR + B} 2.

e) Preuve du théoréme 4.8.

En utilisant (7.10), (7.18), (7.19), (7.23) et (7.25), la preuve du théoréme 4.8
est la méme que dans [BerB, §7 (d)]. []

8. Preuves des théorémes 4.9 et 4.10

Le but de ce paragraphe est d’établir les théoréemes 4.9 et 4.10.

Ce paragraphe est organisé de la fagon suivante. Dans a), on énonce le
théoréme 8.1, dont on peut déduire le théoréme 4.10. Les parties b), c) sont
consacrées & la preuve du théoréme 8.1. Dans b), en utilisant la propriété de
vitesse finie de propagation, on montre que la preuve du théoreme 8.1 est locale
sur la fibre Y;. Dans c), en utilisant le théoréme d’indice local relatif, on montre
le théoreme 8.1 et la premiere partie du théoreme 4.9. Dans d), on montre la
deuxieme partie du théoreme 4.9.

On fait les mémes hypothéses et on utilise les mémes notations qu’aux
paragraphes 1b), 5 et 7.

a) Reformulation du théoréme 4.10.
On rappelle que po(T') est la forme sur S définie au théoreme 4.9.

THEOREME 8.1. — Il existe C' > 0 tel que, pour tout u € 10,1] et T > 1, on a

(8.1) ]w Tr, [Ms 2 7 1 €xp(~ B3 2 72 1)

_2 ﬂTd(TZ FZ)ch(g, ht)
uZ |, 9T 9T ’
9 ~-R? 12y-19 T2 3 5 Cu?
+/Z%Td( S —blor”) T o5 (o1 ))bzoch(f,h ) +¢d”uo(T)| < ===
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REMARQUE 8.2. — Le théoreme 8.1 implique le théoreme 4.10. En effet, pour
0<e<lete<T <1, on applique (8.1) pour u = T, et T étant remplacé
par T'/e; alors le terme a droite de (8.1) est dominé par CT?¢/T = CeT < Ce.
On a donc démontré le théoreme 4.10.

b) La preuve du théoréme 8.1 est locale sur Y;.

Soit r tel que

r< ing {rayon d’injectivité des fibres (YS,QTY)}.
se

Soit o € ]0, 37]. Pour b € V, soit BY (b, ) la boule dans Y, de centre b et de
rayon . Soit f : R — [0, 1] une fonction paire C*, telle que

1 sift|<ia
8.2 t) = 27
(82) ® {0 si |t > a.
On pose :
(8.3) g=1-f.

DEFINITION 8.3. — Pour u €]0,1] et a € C, on pose :

+oo
F.(a) = / exp(itav/2) exp(— 2 1%) f (ut) e

—oo V2m
(8.4) = .
Gu(a) = /_ exp(itav/2) exp(— 3 1?) g(ut) i
On a
(8.5) Fu(a) + Gy(a) = exp(—a®).

Les fonctions Fy,(a), Gy (a) sont des fonctions holomorphes paires sur C. Il existe
donc des fonctions holomorphes F,(a), G, (a) telles que

(8.6) Fu(a) = Fy(a®), Gu(a)=Gy(a®).
Par (8.5), (8.6), on a :

(87)  exp(=B5 2 727) = Fuyr (B3 2 yre r) + Cuyr(BS ey r)-

ProposiTiON 8.4. — [l existe ¢,C > 0 tels que, pour tout 0 < u < 1 et tout
T>1,

~ T2
(88) I Trs[MS,uz/TQ,TGu/T(Bg,uZ/TQ,T)]’ < Cexp ( - C?)
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Preuve. — Pour v > 0, on pose

dt

(8.9) H,(a) = /+Oo exp(it\@a) exp ( - %)g(t)m

— 00

Alors il existe une fonction holomorphe H,(a) telle que H,(a) = H,(a2). Par
(8.6) et (8.9), on a

(8.10) Gola) = H, (i)

02
D’apres (5.2), (5.45) et (8.10), on a

(8.11) Try [Ms 272 7Guyr(—B3 42 jr2 )] = Yusr Trs [CrMs wCr Huyr(A)].

Soit A le contour suivant dans C :

Y

Par [B4, (11.21)], pour tout m € N, il existe ¢,, > 0 et Cy, > 0 tels que

~ Cm
(8.12) sup |a|™ - [Hy(a)| < Cr exp(——3 ).
a€A v
On a aussi
i 1 Hu T(A)
1 Hyr(AZ2) = — [ =2 g,
(813) ey = 5 [ S0 0

En utilisant (5.69), (8.12), (8.13), et en procédant comme dans le § 5 g), on voit
facilement que, pour u € ]0,1] et T > 1,

e T?
(8.14) | Trs[CrMs 1 7C By yr(AZ)]| < Cexp ( - czg).

De (8.11) et (8.14), on tire la proposition. []
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Soit F, /7(Bj 272 7)(@,2')(2,2" € Z) le noyau de F, y7(B3 272 1) Telati-
vement & dvz(z')/(2m)4™Z, En utilisant (8.4) et la propriété de vitesse finie de
propagation, [CP, §7.8] et [T, §4.4], il est clair que pour 0 <u <1, T > 1 et
x € Z,, ﬁu/T(Bgyu;,/Tz’T)(a:,:v) ne dépend que de la restriction de BgyuQ/szT 3

77 ' BY (712, @). Par (8.8) et par la discussion ci-dessus, la démonstration de (8.1)
est locale sur Y.

Pour by € Ys,, on peut remplacer Z,, par C™ x X, comme au § 7b), et on
trivialise les fibrés vectoriels comme indiqué au §7b). On va montrer le théo-
reme 8.1 dans cette situation.

c) Preuve du théoréme 8.1.

On rappelle que Fj o est la forme C* sur V définie en (4.20).

THEOREME 8.5.
i) 1l existe C > 0, et des formes ar; (avec n = dimZ et j > —n), C™
sur S, qui dépendent continiment de T € [1,400], tels que, pour tout u € ]0,1]
et T € [1,+00],

i u
(815) 'cpTrs [MS,uz/T2,T exp( 3u2/T2 T Z -7’ < CT

ii) Pour j > —n, quand T'— +o00, on a

(8.16) @15 = 0oy + O()

iii) De plus
(8.17) Qoo = / TA(TY, gTY)
Y
[r1.(— 2Td(TX, g"¥)ch(¢, h¥)) — p1d" B ].

Preuve. — i) En utilisant (5.45) et (7.2), on a
(8.18) @ Trs [Ms 2 12,1 exp(—B3 2 /72 7))
= Pup Trs [— :?1 leXp( u LO,T,I)]

On va utiliser les mémes notations du § 7, avec € remplacé par 1/T, et T par 1.
Alors d’apres (7.23), quand T — o0,

(8.19) L3,

3
A1 L3,

Soit P.r. (resp. P3r,) le noyau C* de lopérateur exp(—u?L], ;) (resp.
exp(—u?L}, 7)) relativement & dvry|, dvx, /(2m)4™%.
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D’apres (7.19), quand T — o0,

(8.20) M3y, — M, = 2(Ny 1 — dim X).
En utilisant (8.19), (8.20), et en procédant comme en [BerB, § 8 (¢)], on sait qu’il
existe C' > 0, et des sections ay. ; de T3 A(Tg S) RTIA(TEY) sur Z, qui dépendent

continiment de T € [1, +00], tels que pour tout u €]0,1],T € [1,4+00] et € Xp,,

(8.21) Yo Trs [M3 4 P3 L ((0,2) Z ar;(x l < e,
]_—n
Posons
~dim ’ max d
(8.22) ar,; = (—Z)d YSD/Z[GT,J‘(x)] (Q_:)Z(ér?z'

Comme en (7.20), on a aussi
1
(8.23) ¢ Tr, [TM;%JP%,M((O,Q:),(O,x))]
Adim 1 max
= (—i)dimY oy, [{-,_FM; P 1u((0,x),(0,az))} ]

En utilisant (8.18), (8.21) et (8.23), on en déduit (8.15).
ii) Par 'asymptotique du noyau de chaleur [BGS2, th. 2.11], dans (8.21),

ap ;(z)(x € Xp,) sont des fonctions des coefficients de M3 , |, Lg 1€t de ses
s vk
dérivées au point (0,z). Comme L3 _ ; et M3 _, sont C> pour ¢ € [O 1], on a

1
(8.24) dy;(x) = aly ;(z) + O(T).
De (8.22), (8.24), on tire (8.16).
ili) Soit gu2(z,2’)(z, 2" € X) le noyau C* de 'opérateur exp(—Biuz) relati-

vement & dvx (z')/(27)4™ X, En utilisant (7.25), (8.20), et en procédant comme
en [BerB, § 7 (d)], on a

(8'25) wu TI‘S [MS,O,IPg,l,u((va)’ (07 x))]
= 2Td(—RTY )y, Tty [(Ny,42 — dim X)g,z2 (2, 2)].
D’apres [BGS2, th. 2.16], (8.21) et (8.25), on a

dUX
(8.26) 901(/XGLO,OW)
= Td(TY,g"")[m.(—2Td (TX, g"*)ch(¢, h%)) — p1d" Eyg].

Par (8.22) et (8.26), on a (8.17).
On a bien terminé la preuve du théoréme 8.5. []
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Soient

~W
Cama(T) = [ 5 T2, 57l ),
(8.27) Za T 12 )
_ 9 e MY YO AT B 4 _¢h €Y.
CoolT) = | 5514 (= o = UaF) ™ 26 i ch(E, )
ProprosITION 8.6.
i) Il existe une forme po(T), C= sur S, telle que, pour T fizé, quand u — 0,

0 du
(8.28) Tr, [ungu,T exp ( - Bg’uyT + duaBg,u,Tﬂ = uo(T) + O(u).

ii) Pour T > 1 fizé, quand u — 0, on a

(829) 2] TI‘S [M3,u,T exp(—Bg,u,T)]

205 (T
= —Eu_Tlff(—_) — (C3,0(T) + ¢d® o (T)) + O(uw).
Preuve. — i) En utilisant les mémes arguments que dans [BGS2, th. 2.11],

on a (8.28).

ii) En utilisant les mémes arguments que dans [BGS2, th. 2.11], il existe p’ € N,
des formes ,u; sur S tels que, quand © — 0, on a

k
(8.30) ¢ Try [Ms,1exp(—B3, )] = Z ,u;uj + O(u**1).
Jj=-p'

En procédant comme en [B1, §4], on a

~W
(8.31)  lim ¢ Tr, [uMs, 1 exp(~B2, 1)] =2 / Y Td(T'Z, g%%)ch(E, hS)
u—0 v ” z T3
et donc
. 2
(8.32) p; =0 pour j< -2, pul,= fg037_1(T).
En utilisant (8.30) et (8.32), on sait que
.0
(8.33) o = IIL% —a—ugoTrs [’LLM37M7T exp(—B%yuyT)].
De [BKG, th. 3.17 et 3.22], (8.28) et (8.33), on déduit que
(8.34) py = —(C3,0(T) + pd® o (T)).

On a bien terminé la preuve de la proposition 8.6. []
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Preuve du théoréme 8.1. — D’apres (8.29), on sait que pour T fixé, quand
u — 0, on a
(8.35) ¢ Trs [Ma,uZ/T2,T eXP(_Bg,u?/TZ,T)]
2
= ;2_T_ 03’_1(T) - (03,0(T) + QDdS[I/()(T)) + O(’U,z).

En comparant (8.15) et (8.35), on a

0 pour j < —1,
(8.36) ar; = 2037__1(T) pour J = —1’

~T(C30(T) + ¢d®puo(T)) pour j = 0.
De (8.15) et (8.36), on tire le théoréme 8.1. []

d) L’asymptotique de p(T) quand T tend vers ’infini.
D’apres (4.32), (8.17) et (8.36), on a

(8.37) Pim Tpd® uo(T) = — Am (arp + TC30(T))
= / TA(TY, g™ )p1d" E1 .
Y

En utilisant [BGS2, prop. 2.10], et en procédant comme aux parties a), b), ¢)
de ce paragraphe, on sait qu'il existe C' > 0, et des formes by ;, C*° sur S, qui
dépendent continitment en T' € [1, +00], tels que, pour u € 10,1] et T € [1, +o0],

0
(8.38) | Tr, [MW yr2,0exp (= B2z e + du (t—B?,,tyT) i /Tz)]

ot
0
— E 2 < —_—
T" _CT

j=-n

Plus précisément, pour j > —n, quand 7" — 400, on a
1
(8.39) br; = boo j + 0(:7).
En comparant (8.15), (8.28), (8.38), on a
(8.40) bro = ¢ taro + Tpo(T)du
et donc
1 _ 1

(8.41) 0(T) = Z oo = ¢ ae0]™ + O( 75

Par (8.28), (8.37), (8.41), on a terminé la preuve du théoréme 4.9. []
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9. Preuve du théoréme 4.11

Le but de ce paragraphe est de montrer le théoréme 4.11. Pour montrer celui-
ci, on s’inspire de [BerB, §9], [B4, § 13] et [BL, §13].

Ce paragraphe est organisé de la facon suivante. Dans a), on montre que
la preuve du théoréme 4.11 est locale sur Ys,(sp € S). Dans b), étant donné
by € Yy, on remplace Zs, par (TrY )p, X Xsp,. On associe & cette dernieére variété
de nouveaux opérateurs Lil*;,e,T et Lg,E’T. Dans c), on calcule ’asymptotique,
quand T tend vers I'infini, de la matrice de Lg’&T relativement au scindement
orthogonal de 1’espace de Hilbert sur lequel l'opérateur ng agit naturelle-
ment. Dans d), on introduit une famille de normes de Sobolev qui dépendent
de €,T. Ces normes de Sobolev prennent en compte la graduation des variables
grassmanniennes dans A(7gS). Dans e), on introduit un opérateur Z. qui est
un analogue d’un opérateur introduit dans [BerB, §9]. Dans f), on montre le
théoreme 9.2.

On utilise les mémes notations qu’aux §§ 4-8.

a) Localisation du probléme.

On utilise les mémes notations qu’au § 8 a).

ProrosiTiON 9.1. — Il existe 6,¢c,C > 0 tels que, pour tout 0 < e <1,T > 1,
on a

(91) |, [%MS,ez,T/eée(B?z»,sz,T/s)]
- -72:90Trs [(Nx — dimX)és(Bg,eZ)]' < Tlc—'l-ﬁ eXp( 592)
Preuve. — Par (8.10), on a
(9.2) Trs [—61—M3,€27T/5(~¥€(Bg,szyT/E)] = e Trs ECT/EM&LT/ECT/EH (AzT/s)]-

En utilisant (5.2), (7.4), (8.12) et (8.13), en procédant comme au §§5g)—i), on
sait qu’il existe §,C,c > 0 tels que, pour 0 < e <letT >1

\ Tr, [(Nx — dim X)H.(43,.)]
— Tr, [(Nx — dim X)H, (B3,1)] \< eXp(—g%)’
lTrs [(%OT/[;M?),I,T/&C;/Is

- %(NX —dim X)) H.(43,,)]| < T?M exp (- e%)
De (9.2) et (9.3) on tire (9.1). []
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D’apres (9.1), il est clair que pour établir le théoréme 4.11, il suffit d’établir
le résultat suivant.

THEOREME 9.2. — Pour a > 0 assez petit, il existe 6,c > 0 tels que, pour
O<e<letT>1,

1 ~
(9.4) |oTrs [ Moo yeFo(BE o 1))
2 C
_Tngrs [(NX dim X)F B262 _T1+5 1
Le reste du paragraphe est consacré a la preuve du théoreme 9.2.

Par (7.2), on a
1 ol 2 0 Il 0
95)  @Trs [SMyeo2eFe(BE o 0] = T, [ME o P15, 1))

Soit F. (L3 . 7)(z,2')(x,2" € Z;) le noyau C* de E(ng) relativement &
dvz(z')/(2m)4mZ, En utilisant la propriété de la vitesse finie de propagation,
il est clair que pour z € Zj, ﬁE(LgYE,T)(x, x) dépend seulement de la restriction
de LY, & 7N (BY (mz, a)).

b) Un nouvel opérateur sur (TRY )b, X Xb,-

Soit ¢7° une métrique sur T'S. Elle induit naturellement une métrique
sur A(TgS).

On fixe by € Ys, (avec so € S). Sur BY (by,7), on trivialise la fibration
7y H(BY (bo, 7)) — BY (b, 7) et les fibrés vectoriels considérés comme au § 7b).
Alors 'opérateur Lg’&T agit sur ’espace vectoriel Hy,(r) des sections C* de

A(TES) s, @ (MT*OVY)), © (MT*OVX) @ €)x,,

sur BY (by, 1) x X, .

Soit Gy, = X, &) Xbo) Pespace vectoriel des sections de classe C™ de
(MT*OVX) ® €))x,, sur Xp,. Alors Gy, est muni d’une métrique hermitienne,
et Ker DX | BY (bo,r) €St un sous-fibré vectoriel Z-gradué de Gy, sur BY (b, 7).

Pour o > 0 assez petit, il existe un fibré vectoriel K C Gy,, Z-gradué sur
(TRY )b, ~ R*™ qui coincide avec Ker DX sur BTY (0, 2a), et avec Ker D sur
(TRY )b, \BTY (0, 3x), tel que si K est le fibré vectoriel orthogonal & K dans Gy, ,
alors

(9.6) K+ nKer D = {0}.

Soit P, (avec b € R*™) la projection orthogonale de Gy, sur K pour le
produit hermitien naturel sur Gy,. On pose Pb'L =1-PF,.
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Soit ¢ : R — [0, 1] une fonction C* telle que

1 pour [t| < a,
-1

9.7
0.7) ? 0 pour |t| > 2a.

Soit ATY le Laplacien standard sur (TRY)s, correspondant & la métri-
que gT¥% . Soit Hy, I'espace vectoriel des sections C*® de
AT S)so @ (MTOVY), & (MT*OVX) © ) x,,
sur (TRY )b, X Xp,. Soit L} . ;- I'opérateur défini par
(98) Li.z =@ (V)L or + (1= (YD) (- 36°A™ + T°PE D *PY).
Alors Ly, r coincide avec L, p sur |Y] < o
Pour € > 0, avec s € Hy,, on pose
{ (8e5)(V,2) = s(Y/e,z), pour (Yz) € R¥™ x Xy,
L. r=5"L3 1S

(9.9)

On fait le méme changement d’échelle sur les variables de Clifford ¢(f;) (1 <@ <
2mg) qu'au § 7. On obtient ainsi un opérateur L3 _ p.

Soit fe(Lg,EyT)(x,x’) (avec z,2" € (TRY )b, X Xb,) le noyau C* de lopéra-
teur Fy (L} .p) relativement & 1/(2m)%™ Z dvry, dvx,, . D’apres la propriété de
vitesse finie de propagation, on sait que si z € X, est identifié & (0,z), alors
on a

(9.10) Fo(L8 . 1)(@, @) = Fo(L} o 1)(w, @).
Soit EY I’espace vectoriel des sections de carré intégrable de
AT S)so ® 71 (MT*OVY)), & (MT*OVX) @ ) x,,

sur (TrY )py X Xbg-
Soit F? I’espace vectoriel des sections de carré intégrable de

AT S)s, ® 7} (MT*OVY)), 8 S7K

sur (TRY )s,- Alors espace F? a un sens pour € = 0, et F{ est 'espace vectoriel
des sections de carré intégrable de

AT 8)sy @7} (AT DY), & Ker D]

sur (TRY )y, L'espace F? est un sous-espace de Hilbert de E°. Soit F01 I’espace
orthogonal & F? dans E°. Soit p. la projection orthogonale de E° sur FY.
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On pose p- =1—p.. Pour s € E°, Y € TrY, on a
(9.11) pes(Y) = Poys(Y, ).

On pose

Ee,T = paLg,g,Tpa Fe,T = png,s,TpéLv
(9.12)

_ L 73 L1713 1
GEYT = D¢ L3,6,Tp5’ He,T = De L3,6,sz~: .

Alors on écrit L3, , sous forme matricielle relativement au scindage E° =
1~
0 0,L .
F) o F)—-:

E.r, F;
(9.13) Lg,ﬂ:[ = ’TJ

Ger, Her

c) L’asymptotique de la matrice L§ . r quand T tend vers infini.

On rappelle que °V*?*12) egt la connexion sur Q(Z, & |z) définie en (5.13).

Si C est une section de T3A(T5S)® c(TRY )s,, et si b € Yi, est un point
prés de by, soit C3(b) Pélément de 15 A(TES) ® End(A(TEY))s, qui est obtenu
en utilisant la trivialisation de T3A(T5S)® End(A(TRY)), relativement a la

* * I~ *(0,1)
connexion v,/ V™A IR ) ® AT Y)z/z; ! comme au § 7b), et par le changement

d’échelle sur les éléments ¢(TRY )p, défini & la définition 7.2.
Dans la suite, on note [A, B]; I'anti-commutateur de A et B. On pose :

(9.14) L'§ = If + 1 ™[RTX].

THEOREME 9.3. — Il existe des opérateurs E., F.,G., H. tels que quand T
tend vers l'infini,

1
Eer=E.+0(3), For=TF.+0(1),
(9.15)
Ger =TG. +0(1), Her=T*H. +O(T).
On pose :
016) Q= P (ev]){ - §[vAT IR,

L{A(en) L, e5)grr Lec(FE) Yoe(es)
+ <Sl(ei)g£{3,oov e;)grxg* CS%)] N
+ Hec(f) (e LS (f1, e5)

L o ¢
+ 5070l (98l 9)

EY.
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Alors on a Q.(F2) C FO+, et

(9 17) { F, = Perpj', G, = pi_Qapea
He = pz (¢*(elY )DL + (1 = (e[ Y ) D3,z -
Preuwve. — Par (7.8), on voit facilement que le coefficient de 72 dans

l’expansion asymptotique de Lg)E’T est H..
En utilisant (1.35) et (7.8), on voit que le coefficient de T' dans ’expansion
de L} _ - est I'opérateur Q..
D’aprés le méme calcul que dans [BerB, théoréme 9.3], on a
(9.18) [DX,DE 4 °ov*7¢12)]
«(0,1)
= =g [VeT 0% S (Al fL e)grx el iR )eles)
+ <Sl (ei)ggl,S,oov €j>nggaC(€j)/\/§] +
+ ge(fi)e(e) L' (fehs e)
+ (1/V2)g%cle)) L'} (043,001 €5)-
Par (9.12), (9.16) et (9.18), il est clair que Q. (F°) C F9+.

On a bien terminé la preuve du théoreme 9.3. []

11 est clair que pour Y € (TrY )s,, Hey est un opérateur elliptique agissant le
long de la fibre X, .

ProrosiTiON 9.4. — Pour tout € > 0

(9.19) Ker Hoy = A(T3S) sy @ A(TRY )y, ® Key .

Preuve. — La preuve est la méme que dans [BerB, prop. 9.4]. []

d) Une famille d’espaces de Sobolev.
Soit

(9.20) ge(Y) =1+ (1+[Y]?)@?(Lelv)).

Pour 0 < q¢ < 2dimV, soit Eg I’espace vectoriel des sections de carré
intégrable de

P A" (TES) BA®(TZY )b, ® (AT OVX) @ €)1 x,,

q1+q2=q
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sur (TRY )p, X Xp,. Alors
2dimV

E°= P E.
q=0

Pour p € R, on note E? et EY les espaces de Sobolev d’ordre p correspondants.
Pour s € EY, on pose
dvabO (Y) d’UXbO (LIZ)

_ 2 dim V —gq)
(9.21) |s|? —/ s(Y,z)| g2 Y -
€,0 (Y Yoy X X I ' € ( ) (271-)d1m 4

Soit (, )e,0 le produit hermitien sur E° correspondant & | | o. Pour s € E', on
pose

(9:22) |sl2py = T?|PyslZo + |PevslZ

2m
2 1Vsaslo + T2 DVATTOR S
1

Alors (9.22) définit une norme sur E'. Soit E~! lantidual de E*, et soit | |c7,—1
la norme sur E~! associée & la norme | |, 71 sur E'. On identifie E & son
antidual par (, ). .

Par le théoréme 9.3, il est clair que 'argument d’analyse fonctionnelle de [BL,
§ 13 (k)—(0)] et [BerB, § 9 (d)] peut étre utilisé directement dans notre situation.
En effet, la structure asymptotique de L;E’T quand T" — 400 est la méme
que dans [BerB, §9(c)]. Bien sir, on a aussi des variables grassmanniennes
supplémentaires g® € TS, mais elles sont du méme type que les f*.

e) Un opérateur V..
Soit F. 'espace vectoriel des sections C*® de A(TS)s, @ ATRY )y, ® S K
sur (TrY )p,. Alors H, est inversible sur FO+.

DEFINITION 9.5. — Soit W, lopérateur de F, dans F. défini par
(9.23) V. =FE. - F.H 'G..

On vérifie facilement que 'opérateur ¥, est un opérateur elliptique d’ordre 2
agissant sur F.
Pour U € BTY(0,2a), on identifie (m3A(TgS) ® A(T*OVY))y & m3A(TES)s,
@ A(T*OVY), par transport parallele le long de la géodésique dans Y,
t € [0,1) — tU, relativement & la connexion
SATES) ® AT OVY) g

¥’V Ve
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L’opérateur B2 _, agit sur les sections C* de A(TS)s, @ A(T*OVY),, ® K
sur BTY (0,2¢). Si I'on fait le méme changement de coordonnées locales sur Yj,
et le méme changement d’échelle sur les variables de Clifford c(fe) qu’au §9b),
alors, a partir de Bg 2, on obtient un opérateur ¥3, qui agit sur les sections C*

de A(TES)s, ® MTEY )b, ® ST K sur BTY(0,2a/e).
TukorEME 9.6. — Sur BTY (0,2a/¢), on a

(9.24) T, = %3

Preuve. — En utilisant (7.8) et en procédant comme en [BL, th.13.43],
on a (9.24). []

f) Preuve du théoréme 9.2.

En utilisant (7.7), (7.15), les théorémes 9.3 et 9.6, la preuve du théoréme 9.2
est la méme que dans [BL, § 13 (q)] et [BerB, §9(g)]. [J

10. La classe de Bott-Chern ch(E;, H(Z, €| z), hP2, hH (24| 2))

Le but de ce paragraphe est de construire la classe de Bott-Chern &1(E2,
H(Z,€)5), kP2, k1 (Z812)) € PS/PS0 et de démontrer les théorémes 3.8 et 3.9.

Ce paragraphe est organisé de la fagon suivante. Dans a), on généralise
les résultats de [BGS1] sur les classes de Bott-Chern. Dans b), on rappelle
la propriété de fonctorialité de la suite spectrale de Leray [Grot]. Dansc),
d’aprés b), on construit un bicomplexe de fibrés holomorphes sur S qui calcule
la suite spectrale de Leray. Dans d), on construit la classe de Bott-Chern
ch(Es, H(Z,€|5),hP2, hH(Z812)) € PS/PSO et on démontre le théoreme 3.8.
Dans e), on montre le théoréme 3.9.

On suppose ici que m est projective, et que V et W sont des variétés
projectives. On utilise les mémes notations qu’au § 3.

a) Classes de Bott-Chern.

Soit (E,v) = (E%v)o<i<n un complexe holomorphe de fibrés vectoriels
holomorphes sur une variété complexe S. Pour s € S, on note H:(E) la i-itme
cohomologie du complexe (E,v)s. On suppose que pour 0 < i < n, le rang
des fibres H'(E) est localement constant; alors, H*(E) est un fibré vectoriel
holomorphe sur S. Soient F* = v(E*~!) et G* = Ker v| g:.

On a les suites exactes suivantes :

{0—>Gi——>Ei—>Fi+1—>O,

(10.1) A , .
0—-F'—G"'— H'(E)—0.
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Soient hZ*, hH'(E) des métriques hermitiennes sur E, H'(E). On note
hE — EB hEi’ pH(E) _ @ hHi(E)
i i

des métriques sur E = @, E*, H(E) = @, H'(E). Soient h" "et h" les métri-
ques sur F' et G induites par hF".

On note
ch(E', FH hE' hF'™Y ch(GY, HY(E), kG hH'(E)) ¢ pS/pSO

les classes de Bott-Chern associées & (10.1) [BGS1, § 1(f)]. On pose
ch(E, hF) = 3" (~1)'ch(E', hF"),

(10.2) =0

ch(H(E),h" ")) = f:(—l)ich(Hi(E),hH"(E))_
=0

On dit que F est scindé, si
(10.3) E'=G'aF*', G'=H'E)oF',

et si les scindements (10.3) sont orthogonaux.

ProposiTION 10.1. — Il existe une unique maniére de définir une classe de
Bott-Chern ch(E, H(E), h?,hH(E)) € PS /PS50 telle que :
i) On a
90 ~ E 1 H(E) H(E) E
(10.4) ﬁch(E,H(E),h ,h ) = ch(H(E),h ) —ch(E, h™).

ii) Pour tout application holomorphe de variétés complexes f : S' — S,
(10.5) ch(f*E, f*H(E), b/ F hI"HPE)) = p*ch(E, H(E), hZ, hH®).
iii) Si E est scindé, alors
(10.6) ch(B, H(E),h" hHE) =0 dans PS/PSP.
Preuve. — La preuve est la méme que dans [BGS1, théoréme 1.29]. []
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ProPoSITION 10.2. — On a dans PS/PS?°

(10.7) ch(E, H(E), " nH D)
=3 (=1 [ch(GF, H'(B),hE", h ) 4 ch(E!, F**+ hE 7).

Preuve. — On vérifie facilement que le terme & droite de (10.7) vérifie (10.4)—
(10.6). D’apres la proposition 10.1, on a (10.7). (]

Par la théorie de Hodge, on peut identifier H(E) au sous-fibré de E formé des
éléments harmoniques dans E. Soit h(F) la métrique induite par la métrique
h¥ sur H(E). Soient V¥ VH() les connexions holomorphes hermitiennes sur
(E,h®), (H(E), h(E)). Soit N I'opérateur de nombre sur E. Soit v* 'adjoint
de v pour h¥. On pose V = v + v*. Pour u > 0, soit A, la superconnexion

(10.8) Ay =VE Vv,
Pour s € C et Res > 1, on pose
1
(109) G(5) =~ [ 0 {oTrulN exp(-42)
I'(s) Jo

— ¢ Tr, [N exp(-=V#E)2)]1 du.

Alors (1 (s) se prolonge en une fonction holomorphe de s € C prés de s = 0.
Pour s € C, Res < %, on pose

+o00
(1010) G =575 [ v H{e TN esp(-43)

I'(s
— ¢ Try [N exp(—VHE)2)] 1 du.
En utilisant [BeGeV, th. 9.2], (2(s) est une fonction holomorphe de s.

DErFINITION 10.3. — On pose
E 0
(10.11) CBhP) = o= (G + G2)(0).
Alors ((E, hF) est une forme C* sur S. En utilisant (10.9), (10.10), on a
1
(10.12) ((E,RhF) = —/ {o Tr [N exp(—A2)] —wTYs[Nexp(—VE’z)]}%
0
oo 2 H(E),2 du
- {p Trs [N exp(—47)] = ¢ Trs [N exp(=V705%)]} —
1
+ (1) {p Trs [V exp(=VF?)] = ¢ Try [N exp(-VH(#)2)] .
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Par [BGS1, th. 1.15], les formes ((E, k) sont dans P°, et on a

(10.13) %%C(E, hP) = ch(H(E), " E)) — ch(E, hT).
ProposITION 10.4. — On a l'identité

(10.14) C(E,hE) = ch(E, H(E),hE hE))  dans PS/PS0.
Démonstration. — La preuve est la méme que dans [BGS1, cor. 1.30]. []

ProposITION 10.5. — Soit E = E° D --- D E™ = 0 une filtration de
fibrés vectoriels holomorphes sur S. On pose Gr'E = E'/E*t'. Soient h¥,
hGE = @hC'F des métriques hermitiennes sur E, GrE = @ Gr'E. Soit h¥" la

métrique sur B induite par hE. Alors il existe une unique maniére de définir une
classe de Bott-Chern ch(E, Gr E,h¥ hSTE) appartenant a PS5 /P50 telle que :

i) On a
(10.15) %Eh(E, Gr E, h® hGF) = ch(Gr E, h"F) — ch(E, hF).

ii) Pour toute application holomorphe de variétés complexes f : S' — S,

(10.16) ch(f*E, f*Gr E,hS"F n/"C*F) = f*ch(E,Gr E, hP hSF),
iii) Si (E*, hE") = @ (Gr'E, hS"'E) pour tout k > 0, alors
i>k
(10.17) ch(E, Gr E, h® hCF) = 0.

Preuve. — La preuve est la méme que dans [BGS1, th. 1.29]. []

REMARQUE 10.6. — On a les suites exactes suivantes
(10.18) S;:0— EY — E' — Gr'E — 0.

D’apres la proposition 10.5. on vérifie facilement qu’on a dans P /P50

m
(10.19) ch(E,Gr E, ¥ hSF) = - 3" ch(E', Gr' B, hF", hC"'F)
=0
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Soit £ = (€P9) (ol 0 < p,¢ < n) un bicomplexe de fibrés vectoriels
holomorphes hermitiens sur S. Soit H(E) la cohomologie de £. Soit &, dy)
la suite spectrale induite par la filtration FPE = @5, EP>*. Soit FH(E) la

filtration associée sur H(E). Alors £o, = GrH(E) (cf. [GrH, §3.5]).
On suppose que pour p, q,r > 0, le rang des fibres £2'7 est localement constant.
Soit h¥ = @hE"" une métrique sur £ = @EPT et h la métrique
correspondante sur & = &. Soient hér (r > 1) et hH(E) des métriques sur &,
et H(E). On suppose que hé" = hf= pour r > n. On pose

(10.20) ch(H(€), Eoo, KT hE=) = 3" (=1)kch(H*(€), Gr H*(£), K" €) nf=).
k=0

TrEOREME 10.7. — On a dans PS /P50
(10.21) ch(€, H(E), hE,h11(®)

= ch(E, Epg1, hT*, hER+1) — ch(H(E), £oo, B, BE=).
k=0

Preuve. — On le démontrera dans [Mal]. []

b) Suite spectrale de Leray [Grot].

Soit Y un espace topologique. On note CY la catégorie des faisceaux de
groupes abéliens sur Y. Pour un objet G de CY, on note I'y (G) le groupe des
sections de G sur Y.

DEFINITION 10.8. — Soit G un faisceau de groupes abéliens, et soit L = (L)
un complexe d degrés positifs de faisceaur de groupes abéliens. Soit € : G — L
une application d’augmentation. On dit que le complexe L est une résolution
de G, si la suite

(10.22) 0-G->L0—>L' - L.
est exacte. On dit que.le complezxe L est une résolution injective (resp. acyclique)
de G, si de plus les L' sont injectifs (resp. acycliques).
Si (F,v) est un complexe dans CY, on note, pour i € Z,
(10.23) Z'(F) = Ker(v|pi), BYF)=Im(v|pi-1),
H'(F) = Z'(F)/B'(F).

Soit L = (LP?) un bicomplexe dans C¥; on définit aussi ZP9(L), BP9(L),
HP9(L) comme (10.23) pour le complexe L*? = (LP9),,.
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DEFINITION 10.9. — On dit que le bicomplexze L = (LP9),>¢ est une résolution
du compleze F = (FP)p>o s’il existe une augmentation F' — L, telle que pour p
fizé, LP* est une résolution de FP, et si on filtre L par FIL = ®q,>q L7, alors
la suite spectrale associée (E-(L),d,) dégénére a partir de E3(L). On dit que le
bicomplexe L = (LP?) est une résolution injective (resp. acyclique) de F', si de
plus les LP9, HP9(L) sont injectifs (resp. acycliques).

REMARQUE 10.10. — Le bicomplexe L = (LP?) est une résolution du
complexe F si et seulement si, pour p fixé, LP* (resp. ZP*(L), resp. BP*(L),
resp. HP*(L)) est une résolution de F? (resp. ZP(F), resp. BP(F), resp. HP(F))
[CE, chap. XVII].

De méme le bicomplexe L = (LP?) est une résolution injective (resp.
acyclique) de F, si et seulement si de plus les L9, ZP4(L), BP9(L), H"9(L)
sont injectifs (resp. acycliques).

Soient X,Y deux espaces topologiques. Soit f une application continue de Y
dans X. Soit G un objet de CY, soit (GP) une résolution de G dans CY.
Soit L = (LP9) un bicomplexe qui est une résolution injective du complexe
F = (f.(GP)) dans CX. Alors on obtient un bicomplexe I'x(L). Si on le filtre
par FPI'x (L) = @,>, 'x (L**"), on obtient une suite spectrale associée (E,., d.)
dont le terme E5 est

B39(G) = HY (X, R'£.(G))
et dont le terme E, est le groupe gradué associé a une filtration convenable de

(H™(Y,G))n.

Le résultat suivant est établi dans [Grot, th. 3.7.3].

TutorEME 10.11. — Soient X,Y deux espaces topologiques. Soit f une
application continue de Y dans X. Alors il existe un foncteur spectral sur la
catégorie CY des faisceauz de groupes abéliens G surY, aboutissant au foncteur
gradué (H™(Y,G))n, et dont le terme initial est
(10.24) EP(G) = HP(X, R f.(G)).

De plus, ce foncteur spectral est calculé de la maniére ci-dessus.

REMARQUE 10.12. — Pour calculer la suite spectrale de Leray, d’apres [Grot,
p. 147 et 149, rem. 2], on sait qu’on peut prendre aussi une résolution G de G par
des G' qui sont f,-acycliques (i.e. R7 f.G* = 0, pour j > 0 et i > 0), et qu’il suffit
de supposer que L = (L?P) est une résolution acyclique du complexe (f.G?).

c) Un bicomplexe holomorphe sur S.

Dans cette partie, en procédant comme dans la partie b), on construit la suite
spectrale de Leray dans le contexte holomorphe.
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DeFINITION 10.13. — Soit (F,v) = (F%) un compleze (resp. F = (F“9) un
bicomplexe) de fibrés vectoriels holomorphes sur une variété compleze V.. On
suppose que les H'(F) sont des fibrés vectoriels holomorphes. On dit que le
bicompleze F est une résolution de fibrés holomorphes du compleze F, si les H"J
sont des fibrés vectoriels holomorphes et le bicomplexe F vérifie les conditions
de la définition 10.9 dans le contexte holomorphe. Si de plus, les F»I et les H*J
sont des fibrés acycliques, on dit que le bicomplexe F est une résolution acyclique
de fibrés holomorphes du compleze F'.

REMARQUE 10.14. — Désormais, si F = (F“J) est une résolution acyclique
de fibrés holomorphes du complexe F' sur V, alors on note (£.(F),d,) (resp.
(Er(}'),dr)) la suite spectrale associée au bicomplexe F filtré par FPF =
@D, >, FF (resp. HO(V,F) filtré par FPHO(V,F) = @p,ZpHO(V,F’*p ).
D’apres la définition 10.13, on a

(10.25) Ei(F) = H(V,&(F)), EL(F) = H?(V, HY(F)).

On rappelle que V et W sont des variétés projectives. Soit n = dim Z.

En procédant comme dans [GrH, § 5.3] et [Q1, § 7.2.7], on peut construire une
résolution 71, et m3. acyclique (£%)o<i<n de fibrés holomorphes de £ sur W. On
note F* = RO71,£% (i > 0). Alors F* est o, -acyclique. On a aussi un complexe F
de fibrés holomorphes sur V'

(10.26) (Fiv): 0 F° 5 F' .0 S5 F™ 0.

Alors d’apres la construction de 'image directe, on sait que pour i > 0,

(10.27) HY(F) = R'T.€.

Comme le rang de H!(F) est localement constant, on sait que les rangs de
ZY(F), B{(F) sont aussi localement constants. Donc Z¢(F), B*(F) sont des fibrés
vectoriels holomorphes sur V.

D’apres [BS, preuve du lemme 12], on sait qu'on peut construire des fibrés
vectoriels holomorphes B%J, Z%J H%J F%J (avec 0 < 4,7 < n) sur V tels que
pour chaque fibre Y;(s € S), pour tout ¢ > 0, le bicomplexe

0— Z’i,o BN Fi,o N Bi-l-l,o N 0,
(resp. 0 — B»* — Zb* — H* — ()
est une résolution my,-acyclique de fibrés holomorphes du complexe
0— Zi(F) — F' — B""Y(F) -0,
(resp. 0 — BY(F) — Z'(F) — H'(F) — 0)

au sens de la définition 10.13.
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Maintenant, en composant les bicomplexes
0— Zi,o . Fi,o _ Bi+1,o -0

et les injections B%* — Z%* on obtient un bicomplexe (F*7) de fibrés holo-

morphes sur V qui, pour chaque fibre Y; (s € S), est une résolution ma,-acyclique

de fibrés holomorphes du complexe (F*) au sens de la définition 10.13.
Désormais, on note (§*)o<i<n une résolution 7, et w3, acyclique de fibrés

holomorphes de ¢ sur W, et on note F' = ROm &% Soit F = (F“J) une

résolution ma.-acyclique de fibrés holomorphes du complexe (F*) au sens de

la définition 10.13. On note :

(10.28) v FH o FrLIL 5 FLT o FLITL

les morphismes du bicomplexe F et d = v + ¢ le morphisme total.

D’apreés la partie b), si on filtre le bicomplexe de fibrés holomorphes F(F) =
(H°(Y,F), v,6) sur S par "FPE(F) = @, H'(Y,F*P|y), alors la suite
spectrale associée (E,(F), d,) calcule la suite spectrale de Leray (E, d,) (& partir
de r =2) pour s € S.

d) Définition de ch(Ez, H(Z, £ z), h®2, hH(Z€2)),

On se donne des métriques hermitiennes h2" (%) et hE1*(F) sur EP4(F) =
HO(Y,FP4y) et EPY(F). Soit hP2F) la métrique sur Es(F) correspondant
3 hE2,

D’apres la partie c¢) et le théoréme 10.7, on a naturellement :

DerINITION 10.15. — On définit la classe de Bott-Chern
ch(Ea, H(Z, € z), hP?, hT(2412)) € pS )PS0
de la maniere suivante :
(10.29) ch(Ey, H(Z,£|z), kT2, hH(Z:E12))
= ch(E(F), H(E(F)), kPP hH(Z£12))

1
— Z&I(Ei(F)’Ei+1(.7:),hEi(F), hEi_H(]:))'
=0

REMARQUE 10.16. — En utilisant [BGS1, th. 1.20] et la proposition 10.2, on
sait que la définition de ch(-,-) ne dépend pas des choix de métriques h¥()
sur E(F). De plus, on a

00 ~

(10.30) h(By, H(Z,€7), k™, W1 #412))

—C
(s
= ch(H(Z,& ), hH#412)) — ch(E,, hP?).
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TuEOREME 10.17. — La classe de Bott-Chern
ch(Es, H(Z,&7), k™2, W (#512)) € pS )PS0

ne dépend pas du choiz des résolutions (§*) et F.

Preuve.

« Par [BS, §4], étant donné (£}), (£3) deux résolutions 7. et m3.-acycliques
de &, on peut trouver une troisiéme résolution (£3) m1. et ms.-acyclique et des
injections p1, po des deux premieres dans la troisieme.

o Soient F; = RO7.& ol i = 1,2,3. Par [BS, §4], étant données F; une
résolution ma.-acyclique de fibrés holomorphes du complexe F; (i = 1,2), on
peut trouver F3 1, F3 2 des résolutions ma,-acycliques de fibrés holomorphes du
complexe F3, et des injections p; : F; — F3; (i = 1,2) compatible & y; : F; — Fj,
et qui induisent des injections de &£1(F;) dans £;(Fs3 ;). Pour appliquer [BS, § 4],
il suffit de considérer au cas ol F; (i = 1,2, 3) sont des suites exactes courtes.

o Enfin, par [BS, §4], on peut trouver une troisitme résolution Fz, 7o.-
acyclique de fibrés holomorphes du complexe F3 et des applications injectives des
deux premiéres dans la troisiéme qui induisent des injections de &1 (F3,1), E1(Fs.2)
dans &;(F3).

D’apres les discussions ci-dessus, pour montrer le théoreme, il suffit de montrer
que, dans la situation suivante, les termes a droite associés & ces résolutions sont
égaux.

Soit (£), ("€%) deux résolutions 7, et w3, acycliques de fibrés holomorphes
de ¢ sur W, et soit u : £€* — '€* une injection de complexe. Soit F* = R%7,&%,
G' = Rm,’¢, alors on a une injection de complexe p : F — G. Soit
F = (F) (resp. G = (G*7)) une résolution ma,-acyclique de fibrés holomorphes
du complexe F = (F*) (resp. G = (G*)) sur V. Soit u : F — G une injection
de bicomplexes qui est compatible aux augmentations F' — F et G — G, et qui
induit également une injection p : E1(F) — &£1(G).

Alors, on a le diagramme commutatif suivant :

0-FG—G/F—0
(10.31) 1T 1
0—-F -5 G@—G/F—0.

Par un argument de suite spectrale, le complexe G/F est acyclique.
Par (10.31), on a aussi le bicomplexe

Ts Ts To Te
2 EVUF) - E71(G) = E19(G/F) = E1TH(F) — -
dont chaque ligne est acyclique.

(10.32)
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Par la définition 10.13 et (10.32), et par un argument de suite spectrale, on a
(10.33) & (G/F)=0.
Comme p : £1(F) — &1(G) est injective, par (10.32), on a la suite exacte
(10.34) 0— &E(F) — &1(G) — &1(G/F) — 0.

Comme F, G, &1(F) et £1(G) sont ma.-acycliques, par (10.31) et (10.34), G/F
et £1(G/F) sont aussi ma,-acycliques. D’olt G/F est une résolution ma,-acyclique
de fibrés holomorphes du complexe G/F.

D’apres la remarque 10.14, on sait que
(10.35) E\(G/F)=H'(Y,&.(G/F)ly), Ea(G/F)=0.

Comme &1(F), &1(G) sont ma.-acycliques, par (10.25), (10.34) et (10.35), on a la
suite exacte suivante :

(10.36) Ei(G,F) 10— Ei(F) — E1(G) — Ei(G/F) — 0.

Si on note I(F),I(G) les termes & droite de (10.29) associés & F, G, alors on
doit montrer que

(10.37) I(F)=1(G) dans PS/P50,

Dans la suite, pour simplifier les notations, on note E(G,F) la suite exacte
suivante :

(10.38) E(g,}—) O—»E(]:) — E(G) —>E(g/.7:)—>0

Soient hFr(F) pEr(G) RE(9/F) (avec r = 0,1,2) des métriques hermitiennes
sur E.(F), E-(G), E.(G/F); soient h®(9:F) pF1(G.F) les métriques induites sur
E(gaj:)) El(g,F)

Pour le bicomplexe

(10.39) 14 T4 Ta

0—E(F)— E(G) — E(G/F)— 0,
en utilisant le théoreme 10.7, on a
(10.40) ch(E(F), H(E(F)), kPP, nH(Z412))

~ ch(E(G), H(E(G)), h"@), n!(#12)

+ ch(E(G/F),hEE/7))
= ch(B(G, F),hP@P) dans PS/PS0.
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Pour le bicomplexe
To To To
10.41

en utilisant le théoreme 10.7 et (10.36), on a

(10.42) ch(E(F), By (F), hEF) pEr ()
— h(E(G), Er(G), kP9, hPr(9))
+ Ch(E(G/F), E1(G/F), hB©CIF) pFr(6/7))
+ ch(Ey (G, F), hF1 (D)
= ch(E(G, F),hEEP) dans PS/P5O,
Pour le bicomplexe
6 8 §
(10.43) 0 EIT(I_) . ElT(g) o (Tg/f) o

en utilisant le théoréme 10.7 et (10.36), on a

(10.44)  ch(E\(F), Eo(F), hE+) pP2)
— ch(E1(G), E2(G), hF1 (D), nFz)
+ ch(Ey (G/F), hPr /7))

= ch(E\(G, F),hF1@P)  dans PS/PSO.
Pour le bicomplexe E(G/F), en utilisant le théoréme 10.7 et (10.35), on a

(10.45) ch(E(G/F), E1(G/F), hEGIF) pPrG/F))

+ ch(E1(G/F), WP/ 7))

= ch(E(G/F),hP9/F)) dans PS/PSC.

Par (10.40)—(10.45), on obtient (10.37).
On a bien terminé la preuve du théoreme 10.17. ]

e) Preuve du théoréme 3.9.

Par la construction de la section canonique o € A1 (E3) @ A(R*73.£) [KM], en
utilisant [BGS3, th. 1.23], (10.7), (10.29), on obtient le théoréme 3.9. On laisse
le détail au lecteur.
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11. Identités entre les formes de torsion analytique d’un complexe de
fibrés holomorphes

Soit m : M — B une submersion holomorphe de fibre compacte Z. Soit
(nt, v)o<i<n un complexe holomorphe de fibrés vectoriels holomorphes hermitiens
sur M. On suppose que le rang de ’hypercohomologie H(Z, 1 z) est localement
constant sur B. Dans ce paragraphe, on montre des relations entre les formes de
torsion analytique du complexe (7, v).

Ce paragraphe est organisé de la fagon suivante. Dans a), on rappelle la
définition de formes de torsion analytique pour le complexe (n,v) (voir [B4,
§3(b)]). Dans b), on démontre une identité de formes de torsion analytique
associées & (n,v). Dans c), on énonce une identité entre les formes de torsion
analytique de (1, v) et celles de son fibré cohomologique. Dans d), en déformant
le complexe 7 (voir [BGS1]), on montre le théoréme 11.2.

On utilise les notations du paragraphe 2.

a) Formes de torsion analytique associées & un complexe.
Soient M et B des variétés complexes. Soit # : M — B une submersion

holomorphe de fibre compacte Z. Soit w™ une (1,1)-forme réelle, fermée, C>
sur M qui induit une métrique hermitienne g74 sur T'Z. Soit

(11.1) (mv):0—n" —>pt = . 7" =0

un complexe holomorphe de fibrés vectoriels holomorphes sur M. Soient R
une métrique hermitienne sur 7', et h" = @, h"" la métrique correspondante
sur n =@, ,n"

Pour b € B, soit Ej I’espace des sections C*° de A(T*(%V) Z) @7 sur Z;. Soient
Nz et Ng les opérateurs de nombre sur A(T*(O1Z) et 7. Alors opérateur
Nz + Ny définit une Z-graduation sur E. Soit 0% D'opérateur de Dolbeault
agissant sur E. Alors (E,0% + v) est un complexe Z-gradué. Soit H(Zy,7|z,)
I’hypercohomologie de (Oz(7)z),v) sur Z. Alors

(11.2) H(Zy,n\2,) ~ H(Ep, 0% +v).

On suppose que le rang des fibres H (E, % +v) est localement constant. Alors
H(E,d% 4 v) est un fibré holomorphe sur B. Dans la suite, on identifie les fibrés
holomorphes H(E, 9% +v) et H(Z,n|z).

Soit 3%* (resp. v*) adjoint de &Z (resp. v) relativement & g7%, " (resp. h").
On pose

(11.3) V=v+v*, D?=5%+4+0%, A?=D?+V.
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Par la théorie de Hodge, pour b € B,
(11.4) H(Ey, 8% +v) ~ Ker A%,

Comme au paragraphe 2 b), KerAZ hérite du produit (2.2) de E. Soit h# (%1 2)
la métrique hermitienne correspondante sur H(Z,n|z). On pose

ch(n, k") = 3 (=1)’ch(n’, "),
=0
ch(H(Z, 1 2), 1 ZMD) = 3" (=1)ich(H (2, ), hT (Z712)).
=0

(11.5)

Par lextension de [BK6] au complexe de fibrés hermitiens (E,0% + v), on
peut associer des formes de torsion analytique (cf. [B4, § 3b)])

T(wM,8% + v,h") € PB/PBO.

Pour cela, il suffit de remplacer partout 8% par 3% + v. Les formes T'(w™, 5% +
v, h") vérifient I’équation suivante :
00 M Az "
(11.6) %T(w ,0% + v, A7)
= ch(H(Z,n) ), hWHEm2)) — / Td(TZ,g"%)ch(n, ).
z

On va maintenant exprimer T(w™ 0% + v,h") en fonction des formes de
torsion analytique associées aux deux filtrations du complexe E.

b) Formes de torsion analytique du complexe E et filtration par 5.

Dans cette partie, on suppose que 7 est ,-acylique, i.e. que 'on a Rim,n¢ = 0
pour tout j > 0 et ¢ > 0. Alors les R%7,n® sont des fibrés vectoriels holomorphes
sur B.

On pose (' = R%7,n'. Alors

(11.7) (C,v):O——»(O—UqglL...L,Cn_,O

est aussi un complexe holomorphe de fibrés vectoriels holomorphes sur B. On
note H:(() le i-itme groupe cohomologique du complexe (¢, v),.

Par un argument de suite spectrale, pour i > 0, H*(¢) et H'(E, 8% + v) sont
isomorphes canoniquement et holomorphiquement. Dans la suite, on identifie les
fibrés holomorphes H({) et H(Z,n,z) sur B.
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Soient h¢ et hH(C) les métriques hermitiennes sur ¢ et H(¢) induites par
(g7%, k"), et hS. Soit ch(¢, H((),hS, REZM2)) ¢ PB/PBO ] classe de Bott-
Chern construite au paragraphe 10 a). Soient T(w™, h"i) les formes de torsion
analytique sur B associées & n*. On pose

(11.8) T(wM, h") = zn:(—l)iT(wM, h).
=0

THEOREME 11.1. — Dans PB /P3O on a lidentité

(11.9) T(wM,8% 4 v, k") = T(WM, k") 4 ch(¢, H(C), S, hH(Zn12)),

Preuve. — La formule (11.9) est une généralisation de [B4, th.0.2]. La seule
différence est qu’on suppose H'(¢) = 0 pour ¢ < n dans [B4, § 14]. En utilisant
la proposition 10.4, et en procédant comme en [B4, § 14], on a (11.9). []

c) Formes de torsion analytique du complexe F et filtration par v.
Dans cette partie, on suppose que n vérifie 'une de deux conditions suivantes :
i) on a Hi(n) =0 pour i > 0;

ii) le rang des fibres H*(n) est localement constant, et H'(n) est m.-acyclique.

Par un argument de suite spectrale, on sait que H(Z, H(7n)|z) est un fibré
vectoriel holomorphe sur B; de plus, H(Z, H(n)|z) et H(Z,n|z) sont isomorphes
canoniquement et holomorphiquement. D’ol1 dans les deux cas ci-dessus, on peut
identifier les fibrés holomorphes H(Z, H(n)|z) et H(Z,n|z).

Soit AP une métrique sur H(n). Soit AF(ZHMIZ) la métrique sur
H(Z,H(n)|z) induite par g7Z hH . Soit ch(n, H(n), ", h1(M) la classe de
Bott-Chern construite au paragraphe 10 a).

THEOREME 11.2. — On a lidentité suivante dans PP /PBO .
(11.10) T (w™,57 + v, h") = T(w™, hHM)
— h(H(Z,7)z), W Em2) pHZH ) 2))

+ / Td(TZ, g7%)ch(n, H(n), k", k),
Z

d) Preuve du théoréme 11.2.

Soit P! le plan projectif complexe. Soit O(1) le fibré en droite canonique de
degré 1 sur P!, et soit o la section holomorphe de (1) définie par (1,0) € C?*.
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Alors ¢ n’est nulle qu'au point co. Si F' est un fibré vectoriel holomorphe
sur M x P!, et m > 0, on définit F(m) de la maniere suivante :

(11.11) F0)=F, F(m)=F(m—1)o0(1).

Pour 7 > 0, on pose F* = Im(v|,,i-1), G* = kerv),,;, H* = H'(n). Soit R hG'
les métriques sur F*, G* induites par A".

Pour j = 0,...,n — 1, soit Papplication F/ — G/ @ FI(1) définie par
linclusion dans G’ et par Id ® o dans F7(1). Soit ‘G = GV & Fi(1)/F7.
Soit lapplication G — n? @ 'G’(1) définie par linclusion dans 7/ et par
Tz € G [(2,0)] ® 0 €'G?(1). On définit aussi

i = Coker(G? — o/ &'G’(1))(2n — 27),
(11.12) FI=Fi(n-2j+2), G="G'@n-2j+1),
HI = HI(2n — 25 + 1).

Alors on a les suites exactes suivantes sur M x P

0— G —>ﬁj —>ﬁj+1—>0,
(11.13) _
0 — FI+1 — Gitl — it 0.

En les composant, on obtient un complexe (7, v) = (7}, v)o<i<n sur M x P* (voir
[GS4, p. 477)).

Soit z le parametre complexe standard sur P*, et soit i, : M — M x P!
Papplication de z € M & (,2) € M x P'. Alors pour z # oo, comme o(z) # 0,
le fibré i¥(7}) est isomorphe & 7, et i* 7/ ~ FJ @ F/*1 @ HJ. Par partition de
'unité, on peut trouver une métrique h7 sur 7’ telle que les isomorphismes
s~ et it i ~ FJ @ Fit1 @ HI sont des isométries.

ProrosiTioN 11.3. — On a :

(11.14) ch(n, H(n), h", kM) = _/ ch(#, h7) log |2|?.
Pt

Preuve. — La preuve est la méme que dans [BGS1, (1.115)]. []

Maintenant, on considere le diagramme commutatif suivant :
1P
MxP —— M

(11.15) 1= 1K
BxP' —— B

avec T = 7 X Idp1.
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Soit H(Z, 1| z) 'hypercohomologie du complexe (Oz(7) z),v) sur Z. Par notre

hypothese, le rang des fibres H(Z, 1) ;) est localement constant. Donc les formes
de torsion analytique

T(p*wM,a_Z +,U’h1'7) c PBx]P’l/PBx]P’l,O

sont bien définies. On a aussi

(11.16) pioH (20 z) = pH(Zm|2)  picH(Z:|z) = pH(Z,H(n)|Z),
On a
90
(11.17) %mgm? = 8 — boo-

En utilisant (2.18), (11.14) et (11.17), on obtient

(1118) [ TAT2,g"2)ch (. Hn) 7, 11O
A

— ch(H (2,7 z), hWHEm2) pHZH®)|2))

2,
pt 2im
= i T(p*wM, 8% + v, k) — i* T(p*w™, 57 + v, h")
= T(w™,8% +v,h") — T(wM, 5% + v, hi=T).

(p*wM,gz +v,h'7)1og |z|2

D’apres notre construction de 7, pour le complexe %7, on a :

Fitt

(11.19) i i =Fl e e H, KT =p"op " ent

et Papplication v : i% 77 — i% 77 *! est donnée par 0 sur F7 @ H7 et Id sur FI+!,

En utilisant (11.16), (11.19), on peut vérifier facilement qu’on a :
(11.20) T(WM,8% + v, hi=) = T(WM,RHM) dans PB/PEO,

Par (11.18), (11.20), on a (11.10). []
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12. Preuve du théoréme 3.11
Nous allons appliquer les théoremes 3.5, 11.1, 11.2 et le paragraphe 10.

On rappelle que (£*,v) = (€%, v)o<i<n est une résolution de fibrés holomorphes
T« et ma.-acycliques de € sur W. On pose F* = ROm &% Soit F = (F*J) une
résolution ma,-acyclique de fibrés holomorphes du complexe F' = (F*) au sens de
la définition 10.13. On note aussi (€.(F), d,.) (resp. (Er(]-'), d,-)) la suite spectrale
associée au bicomplexe F filtré par FPF = @5, F*? (resp. H O(Y, F) filtré
par

FPH(Y, F) = @@ HO(Y, 77 y)).
p'2p
Soient v : FiJ — Fithi et § : FiJ — Fii+l les différentielles du bicomplexe F.

On rappelle que h¢ est une métrique hermitienne sur &, et que h#m1=& pfims«&
sont les métriques sur R*m1,&, R*m3.£ induites par (g7, h¢), (974, h*) définies
au paragraphe 2 b). Soit h¢® = @D, h¢’ une métrique hermitienne sur £*. Soit h¥
la métrique sur F induite par (g7, h¢").

Comme au paragraphe 11 a), on définit T (w",0Y +v, hF) (resp. Ts(w", 0% +
v,h¢")) les formes de torsion analytique sur S associées & (V,S,7m2) (resp.
(VVa S ) 7T3) ) .

Dans la suite, pour 7 un fibré vectoriel holomorphe hermitien sur V, on note
toujours Ty (wV, h") les formes de torsion analytique sur S associées a (V, S, m2).
Si (L%)o<i<n est un complexe de fibrés vectoriels holomorphes hermitiens sur V,
on note

n .
(12.1) To(w",h") = (-1)'Ta(w", h).
=0
Soient H(Z,€%z), H(Y,F|y) les hypercohomologies de (Oz(£%)z),v),
i H(Z,£%|z) H(Y,F|y) At .
Y/ . ) ) ’
(Oy (F|y),v). Soient h 12), h 1Y) les métriques sur H(Z, &%)
H(Y,F|y) induites par (¢7%,h¢"), (¢7",hf) comme au paragraphe 11 a).
Comme £° est une résolution 71, et m3,.-acyclique de & sur W, on a :

(12.2) H(Z,€7) = H(Y, Fly) = R'm.¢.
En procédant comme aux paragraphes 4-9, on a dans P¥/PS0 :
(12.3) Ty(w", 8% + v, hE") = / TA(TY, g7 )T (0", hE")
+ To(wY,0Y + 'U,);LF)
- /Z Td(TZ, TY,g"%, g )eh(e*, h€")

+ (:Nh(R'ﬂ?,*g? RHYFly), hH(Z,E'lz))‘
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Pour le complexe £* = (£°), en utilisant les théorémes 11.1 et 11.2, on a :
(12.4)  Taw"W,ht) = - /Z Td(TZ,g7%)ch(E", €, h¢", )

+ T3(w", 8% + v, hﬁ')

+ ch(R*m3,&, hH(Z:E°12) pRma:€)

dans PS/PS0 et
(12.4")  Ty(w"W, k) = Ty (WY, hE") + ch(F, R*m1.&, b, hFm-€)

— [ Tarx,gXdie € b 1)
dans PY/PVO, )
D’apres (3.2), (12.3) et (12.4), on a dans P¥ /P30

(125) Ty, hf) — / TA(TY, g™ T4 (W, h)
Y

= —/ TA(TZ,TY, g™Z, g eh(€, h€)
T DN )
+ ch(R* w3, &, hWTVTIY) plims.€)
_ /Y Td(TY, gTY)ch(F’ Remi.€, BT hEm),

Soit 'E,-(F) la suite spectrale associée & F filtré par 'FP(F) = P

Frle,
'2p
Alors pour ¢ > 0, on a

P

(12.6)  'EP%(F)=FP, 'ER°(F) = RPm.¢, 'EVU(F) ='ERY(F) = 0.

Pour le bicomplexe F, d’aprés la définition 10.13, et (12.6), les suites spec-
trales &.(F), 'E,(F) dégénerent en Ey(F), 'Eo(F), et on a :

(127) 52(.7:) = 152(}-) = R'ﬂ'l*f.

On note h&2F) | p'€2(F) les métriques sur E(F), E2(F) induites par hBm1+¢,
Par (10.25), pour r = 0,1, on a

(12.8) E(F) = H(Y, &(F)).

Soit h* =@, , RF"" une métrique hermitienne sur F. Soit hé(F) (r = 0,1)

la métrique sur &£.(F) induite par h%. Soient hF(F) RHYEU(F)) Jes métriques
sur E(F), Ey(F) induites par g7¥,h", h€(F),
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Soient H(Y,F)y), H(Y,’£1(F)|y) les hypercohomologies des complexes
(Fiy,v + 8), (E1(F)jy,v) sur Y. Soit hEFIY) la métrique sur H(Y, Fy)
induite par g”Y,h”. On rappelle qu’on a

(12.9) H(E(F)) =H(Y,Fly) = HYY,E1(F)|y) = R*m3.&.

En procédant comme dans la preuve du théoréme 11.2, dans laquelle on
remplace 0¥ par 0¥ + v, on a dans PS/P5?°

(12.10) Tp(w",0Y 4+ v, hF) = To(w",0Y +v + 6,h7)
- / TA(TY, g7 )eh(F, E1(F), b7, hT) + ch(Rema.&, R VTIY) pHEFy))
Y

Pour le complexe (F,v + §), par le théoréme 11.1, on a dans PS /PS50

(12.11) Ty(w",8Y +v+6,h%)
= To(w", h”) + ch(E(F), H(E(F)), hEF) pHYFIv)),

Pour le complexe (F,v), en utilisant les théorémes 11.1, 11.2 et (12.8), on a
dans PS /P30

(12.12) Thw",h") = / TA(TY, g7 )ch(F, E1(F), k7, hE+F))
Y
+ T2(wv, hsl(f)) _ &(E(]—“), E\(F), hE(]—')7 hH(Y,é’l(J-"))).
Pour le complexe (€1(F), ), par les théorémes 11.1 et 11.2, on a dans PS /P50

(12.13) To(w", A5 )) = T(w, hFm-6)
— ch(By(F), By, A1) P2

+ [ TATY, g F), ), O, ),
Y

Par la définition 10.15, (12.10)(12.13), on a dans PS /PS50

(12.14) Ty(wY,0Y +v,hF)

— Tg(wv, hRﬂ'l*E) + CTl(Ez, H(Z,glz)’ hEz’ hH(Y’FIY))
1

+/ Td(TY9gTY) [Z&I(gz(f),5,+1(f), h‘gi(}-)’ h5i+1(-7'_))
Y = N
’ — ch(F, ’gl(f-),hf,hF)}.
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Par le théoreme 10.7 et (12.7), on a dans PV /PV:0

1
(12.15) Z&l(gi(}”)’giﬂ(}-), BE(F) e (5))
i=0 )
- Z&I(Igi(f)’/5¢+1(~7:)ah,gi(f),hlgi“(}-)).
=0

De (12.5), (12.14) et (12.15), on tire le théoréme 3.11. []
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