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MODELES LOCAUX DE STRUCTURES DE POISSON

SINGULIÈRES EN DIMENSION 3

PAR

AÏSSA WADE (*)

RÉSUMÉ. — On étudie la classification des structures de Poisson differentiables de
classe C°° qui ont un 1-jet nul en un point. On montre qu'en dimension 3, dans la
famille des structures de Poisson ayant un 2-jet quadratique « diagonalisable », il y a
quatre importantes classes. Ensuite, on déduit de cette classification celle des 1-formes
différentielles intégrables singulières.

ABSTRACT. —Classification ofsmooth Poisson structures with zéro 1-jet at a point,
is studied. In dimension 3, we show that thé family of Poisson structures with quadratic
and « diagonalizable » 2-jet, admits four important class. This classification is applied
to obtain thé classification of singular integrable 1-forms.

Introduction
Une structure de Poisson sur une variété différentiable M est la

donnée sur l'espace (7°°(M,]R) des fonctions differentiables, d'une loi de
composition interne { , } appelée crochet de Poisson, qui en fait une algèbre
de Lie et qui vérifie l'identité de Leibniz

{f9.h}={f^}g+f{g,h}^

quels que soient /, g et h ç (7°°(M,R). On dit alors que (M,{,}) est
une variété de Poisson. La donnée d'un crochet de Poisson équivaut à
celle d'un champ de tenseurs antisymétriques deux fois contravariants II
appelé tenseur de Poisson qui vérifie

[n,n]=o,
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574 A.WADE

où le crochet [, ] est celui de Schouten. Le tenseur de Poisson s'obtient
par la relation

Tl(x){df(x)^dg(x))={f^}Çx).

On appelle rang de la structure de Poisson en un point ;r, le rang de la
forme bilinéaire antisymétrique Tl(x) sur T^M.

Il est connu que localement, toute variété de Poisson est le produit
d'une variété symplectique par une variété de Poisson de rang nul en un
point (voir [Wel]). Donc, l'étude des formes normales de structures de
Poisson n'est intéressante que pour les structures de Poisson de rang nul
en un point.

Rappelons le problème des formes normales de structures de Poisson qui
peut se formuler comme suit : étant donnés une variété de Poisson
(M, { , } ) et rriQ un point de M, on cherche des coordonnées locales
(a;i,... ^Xn) définies au voisinage de mo telles que l'écriture des crochets
{xi^Xj} soit la plus simple possible.

D'une manière générale, si (a;i,.. . ^Xn) sont des coordonnées locales
définies sur un ouvert [7, alors les {xi.Xj} déterminent le crochet de
Poisson sur U. Dans cet ouvert, le tenseur de Poisson s'écrit

n=^>^,}^A^.
i<J J

On s'intéresse ici à l'existence de formes normales polynomiales. En dimen-
sion 2, cette question a été étudiée dans la référence [A], où l'on trouve
une liste de modèles locaux de structures de Poisson sur M2. Par ailleurs,
le problème qui a été beaucoup étudié, c'est celui de la linéarisation d'une
structure de Poisson (en dimension quelconque) de rang nul en un point
mo. La linéarisation consiste à trouver des coordonnées (a;i , . . . , Xn) nulles
en mo dans lesquelles

{ X i ^ X j } = ^>_^C^Xk'

En fait, les c^ sont des constantes de structure d'une algèbre de Lie Q
intrinsèquement liée au crochet de Poisson qui est appelée linéarisée de la
structure de Poisson en mo. On montre dans [Wel] que lorsque G est semi-
simple, la structure de Poisson est formellement linéarisable. Ce résultat
a été complété par J. Conn (voir [Cl], [C2]) qui montre qu'il reste valable
en analytique (en classe C°° aussi si l'on suppose de plus que G est de
type compacte). La linéarisation est également traitée dans [D], [D-M]. On
donne des formes normales formelles en dimension quelconque dans [H],
[D-W] et [Wal].
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MODÈLES LOCAUX DE STRUCTURES DE POISSON 575

On connaît peu de chose sur le problème général de l'existence d'une
forme normale polynomiale en classe C°° pour une structure de Poisson
de rang nul en un point, exceptés les résultats de linéarisation et ceux de
« quadratisation » obtenus dans [H] et [D-W]. Il est important de noter
que les singularités de tenseur de Poisson avec 1-jet nul sont en général
stables en ce sens que de façon générique, si un tenseur de Poisson II
admet un 1-jet nul en un point mo, alors tout autre tenseur de Poisson
qui est C^-proche de II possède un 1-jet nul en un point voisin de mo.

Les tenseurs de Poisson étudiés ici ont un 1-jet nul en un point ; nous
étudierons le cas particulier de la dimension 3, cela permet d'obtenir des
formes normales polynomiales en classe C°°. Travaillant localement, on
supposera que (M,mo) = (M^O). Par la contraction avec une forme
volume ̂ , on associe à tout tenseur de Poisson II une 1-forme différentielle
intégrable uj = i^. Cette correspondance définit un isomorphisme entre
l'espace des tenseurs de Poisson sur M3 et celui des 1-formes intégrables.
Les singularités des 1-formes différentielles intégrables sur C71 (ou M71)
ont fait l'objet de nombreuses études notamment celles de C. Camacho,
D. Cerveau, R. Moussu, A. Lins Neto, etc.

Si uj et a/ sont deux 1-formes intégrables conjuguées, c'est-à-dire qu'il
existe un difféomorphisme ̂  tel que a/ = y?*^, alors les tenseurs de Poisson
II et II' associés respectivement à uj et a/ sont liés par

n' = j(^n,
où J ( p est le Jacobien de y?. En d'autres termes, II est isomorphe à II',
à multiplication par une fonction non nulle près. Mais en général pour
se ramener à un modèle local, on se sert de théorèmes généraux qui
ne permettent pas d'avoir une expression explicite des isomorphismes (^,
donc on ne maîtrise pas le facteur Jy?. Comme le produit d'un tenseur
de Poisson sur M3 par une fonction est toujours un tenseur de Poisson
(ceci n'est pas valable en dimension supérieure ou égale à 4), on peut
dire que la connaissance des modèles locaux des 1-formes intégrables ne
donne pas des renseignements sur celle des modèles locaux de tenseurs de
Poisson. Par contre, nous montrons dans le paragraphe 5 qu'en partant
des résultats sur les tenseurs de Poisson, on trouve aisément les modèles
locaux des 1-formes différentielles intégrables.

Nous verrons plus loin que deux 1-formes intégrables conjuguées peu-
vent correspondre à deux structures de Poisson non isomorphes. En
revanche, à chaque modèle de tenseur de Poisson, est associé un unique
modèle de 1-forme intégrable.

Dans la classification des structures de Poisson quadratiques en dimen-
sion 3 faite dans [D-H], on trouve deux grandes classes.
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576 A.WADE

La première classe correspond aux formes intégrables exactes, ce sont
les structures de Poisson du type

W n^-^-9- -9- 9P-9- -9- ap--9- JLu ~ 8x3 9x^ 9x2 9x^ 9x2 A 9x3 + ô^^ A ~9x^'
où P(^i,a;2,^3) est un polynôme homogène de degré 3.

La seconde classe est formée des structures de Poisson isomorphes à
une structure de Poisson du type

/*^ rr2 9 9 9 9 , 9 9( ) n =cXiX2^— A——+aa;2^3^— A——+^3^1—— A — — ^
(TOI (9;r2 9x2 9x3 9x3 9xi

avec a, & et c deux à deux distincts. Ces dernières sont dites quadratiques
diagonalisables ; elles correspondent aux 1-formes intégrables du type

uj2 = ax2X3(ix^ + bx^X3dx2 + cx-^x^àx^.

Une telle forme différentielle 0:2 est dite tangente à une action commu-
tative linéaire de R2, c'est-à-dire qu'il existe deux champs de vecteurs
linéaires commutants X , Y tels que {Xx, Y^} soit libre pour tout x élément
d'un ouvert dense et tels que

^2 = îxîydrci A da-2 A dx3.

L'intégration des champs de vecteurs de l'algèbre commutative de dimen-
sion 2 engendrée par X et Y, donne un groupe G de germes de difféomor-
phismes qui agit naturellement sur (R^O).

D'après [Ce-LN], toute 1-forme intégrable sur M3 dont le 2-jet à l'origine
est égal à u^ (avec a, b, c non nuls et deux à deux distincts), est tangente
à une action commutative. Nous précisons ce résultat en montrant que
les modèles locaux de telles 1-formes sont presque toujours tangentes à
une action commutative polynomiale de R2 que l'on sait déterminer. Nous
prouvons d'abord le théorème qui suit.

THÉORÈME. — Soit II une structure de Poisson sur R3 dont le jet
d'ordre 1 est nul à l'origine. On suppose qu'il existe des coordonnées
{xi,X2^X3) nulles en 0 telles le 2-jet de H en 0 s'écrit sous la forme (**),
les coefficients a, b et c étant deux à deux distincts. On suppose également
que si l'un des réels a, b ou c est nul, les deux autres sont de signe
contraire. Alors II est isomorphe en classe C°° à l'un des modèles locaux
suivants

9 9 9 9 9 9Mo = cxy— A — + o^^- A — + bzx— A — -9x 9y 9y 9z 9z 9x
Ml=MO+ymlzm^^ay^+4)9x \ 9y 9z.
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MODÈLES LOCAUX DE STRUCTURES DE POISSON 577

avec (mi, m^) ç N2, m\ + m^ > 2 e^ a € M ;

M2=(l±^)Mo,

où g est un polynôme homogène en x, y, z et p G N* ;

M3=Pç-iO?)Mo+^îi2,

où Pq-i est un polynôme en g de degré (q — 1), avec q ç N* e^ Ils e^ zm
tenseur de Poisson d'ordre 2 en 0.

En se servant de ce résutat, nous établissons le théorème :
THÉORÈME.—Soituj une 1-forme intégrable de classe C°° au voisinage

de l'origine 0 6 M3 ayant pour 2-jet en ce point

0:2 = ayzdx + bzxdy + cxydz,

avec (a—b){b—c)(c—a) ̂  0. Supposons que si l'un des coefficients a, b ou c
est nul, les deux autres sont de signe contraire. Alors uj est (7°° -conjuguée
à l'un des modèles suivants :

FQ = 0:2,
î == ^2 + y^z^Çaydz - zdy),

^2 = ^2 4- gqSl2,

où g est un polynôme homogène en x, y, z et Û2 == àyz dx-\-bzx dy-\-cxy dz,
le triplet (a, 6, c) n'étant pas colinéaire à (a, 6, c).

Ce travail comporte cinq paragraphes. Dans le premier, nous rappelons
quelques définitions de base. Les paragraphes 2, 3 et 4 sont consacrés à
la démonstration du premier théorème. Dans le dernier paragraphe, nous
montrons le second théorème.

1. Rappels sur les structures de Poisson
Considérons un crochet de Poisson sur une variété M, c'est-à-dire une

application bilinéaire, antisymétrique

{ , } : (7°°(M, R) x C7°°(M, M) —. C°°(M, M)

qui vérifient les identités de Jacobi et Leibniz

( J ) {/, {g. h}} + {p, {h, f}} + {h, {/, g}} = 0,

W {/^}={Mh7+/{^L
quels que soient /, g et h G (7°°(M,R).
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578 A.WADE

A ce crochet de Poisson, il correspond un unique champ de tenseurs
antisymétriques deux fois contravariants II défini par

n(d/,d<7)={/^},
il est appelé tenseur de Poisson. Plus précisément, la donnée d'un crochet
de Poisson sur M équivaut à celle d'un champ de tenseurs antisymétriques
deux fois contravariants II qui satisfait la relation

[n,n]=o,
où le crochet [,] est celui de Schouten. Cette relation permet d'avoir
l'identité de Jacobi.

Il résulte de l'identité de Leibniz que pour toute fonction différentiable h
fixée, l'application

a d / , = { . , / Q

est une dérivation de la structure d'algèbre associative définie par le
produit usuel des fonctions différentiables : il existe un unique champ
de vecteurs différentiable X^ sur M tel que ad/i = X^'

On dit que X^ est le champ de vecteurs hamiltonien de h. Lorsque X^
est nul, on dit que h est une fonction de Casimir pour la structure de
Poisson.

L'ensemble des champs de vecteurs hamiltoniens est un espace vectoriel
réel stable par le crochet de Lie. On a l'égalité :

^f^g} = x{f,g}

pour tous / et g ç C°°(M). Toute structure de Poisson donne lieu à
un feuilletage singulier ou «de Stefan» qui est engendré par les champs
de vecteurs hamiltoniens et dont chacune des feuilles est munie d'une
structure de variété symplectique.

DÉFINITION. — Une application (p : (Mi,IIi) —^ (A^IIa) entre deux
variétés de Poisson, est appelée morphisme de Poisson si quels que soient
/, g e C°°(M2,R) on a la relation

{/^}2°^= { f ° ^ , 9 ° < P } l ,

où { , }i et { , }a sont respectivement les crochets de Poisson associés à IIi
et IÏ2. Cela revient à dire qu'on a la relation

^IIi = Il2.

Si de plus, y? est un difféomorphisme de classe C°° (resp. analytique,
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MODÈLES LOCAUX DE STRUCTURES DE POISSON 579

formel), on dit que (p est un isomorphisme de Poisson de classe C°° (resp.
analytique, formel).

DÉFINITION. — On dira qu'une structure de Poisson II différentiable
(resp. analytique, formelle) est diagonale dans les coordonnées ( r c i , . . . , Xn)
si elle s'écrit

y^- Q 9
^=^^X^XV^9x~-

i<J J

les Ilij étant des fonctions différentiables (resp. des fonctions analytiques,
des séries formelles).

2. Modèles locaux formels
Fixons d'abord les notations que nous utiliserons par la suite.

NOTATIONS. — Soient (x^,x^,x^) des coordonnées locales autour de 0.
Si / est une série formelle, nous écrivons :

/ = V fx1 avec x1 = x^x^x^3 et f1 e R.
zeN3

Un champ de vecteurs formel X s'écrit :

3 g
X = V V^ a\x1—— avec a\ e R.

i=ijçN3 ôxi

Posons xJ == x1 /X i , c'est-à-dire que J(, = 7^, pour tout £ différent de i et
J, = 7, — 1. Nous obtenons l'écriture

(i) ^-EE^»=i j
j j Q
J /v.^/y. . _____

'Qx,

Les triplets J sont dans (NU {—l}) 3 ; ils possèdent au plus une compo-
sante égale à —1. Nous conviendrons que si l'une des composantes Jy. est
égale à —1, alors rjf est nul pour tout i différent de r.

Un champ de bivecteurs formel P s'écrit

'^S^é "ïec pi€R-
BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



580 A.WADE

Remplaçons x1 par x1^ /XiXj, avec Kr = Ir pour tout r différent de i et j,
^ = 1, - 1 et ̂  = Ij - 1. Il vient :

(2) ^EE^^A^-.
z<j K axî ox^

Les triplets K sont dans (N U {-l})3, ils contiennent au plus deux
composantes égales à —1. De plus,

• si K contient une composante négative Kjç = —1 alors a^ est nul à
chaque fois que i et j sont différents de k ;

• si K contient deux composantes négatives Kr = Kg = -1, les af-
sont tous nuls sauf peut-être pour {i^j} = {r, 5}.

Dans la suite, nous emploierons surtout les notations (1) et (2), elles
permettent d'alléger les calculs. Pour obtenir les modèles locaux formels,
nous utilisons un résultat de forme normale formelle valable en toutes
dimensions qui a été établi dans [D-W]. En dimension 3, il peut s'énoncer
comme suit.

PROPOSITION 2.1. — Soit II une structure de Poisson sur R3. On
suppose qu'il existe des coordonnées (^1,^2,^3) nulles en 0 dans lesquelles
le 2-jet de H en 0 s'écrit

II2^) = cx^—— A —— + ax2X3—— A —— + bxsx^—— A ——,ox-t ôx^ 9x2 9x3 9x3 Qx-i

où les réels a, b et c sont deux à deux distincts. Alors il existe un
changement de coordonnées formel (p : (^1,^25^3) 1—^ Q/i^^) vérifiant

^^=^2Q/)+ ^ a ^ ^ y 9 ^ 0

.11^,0 ^ ^
La notation J||(a,6,c) signifie que J est colinéaire à (a,6,c).

Preuve. — Nous construisons par récurrence des coordonnées formelles
qui satisfont la proposition. Supposons que (^1,^2^3) sont des coor-
données nulles en 0 telles qu'on ait :

{xi, X j } = ̂  n̂ . = a i j X i X j + ̂  af^XiXj + IÎ 1 + • • • ,
^2 J||(a,&,c)

l^|J|^p-2

où 11̂  désigne le terme homogène de degré i, a = 023, b = 031 et c = 012.
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Remarquons d'abord que pour tout £ <^ p et pour tout z différent de j,
le terme 11̂  ne contient pas de monôme du type x^ avec k ^ î, j. Puisque,
sinon on aurait un triple! non nul J colinéaire à (a, 6, c) avec J^ = Jj == —1 ;
ce qui contredit le fait que a, 6 et c sont deux à deux distincts. En utilisant
l'identité de Jacobi, nous montrons que II^4" ne comporte pas non plus
de tels monômes. En effet, nous pouvons écrire

njT-E ̂ ^|J|=P-I
où les xJXiXj sont homogènes de degré p + 1, avec p > 2.

Dire que II^1 comporte un monôme non nul en x^~1 (avec k 7^ î ,j)
revient à dire que a7 est non nul si Jz = Jj; = —1 et J/c = p 4- 1. Or, en
considérant uniquement les termes en x^2 dans l'identité de Jacobi

{ { x i , X j } , X k } 4- {{^•,0^},^} + { { x k , X i } , X j } =0,

où {î,j,fc} == {1,2,3}, nous obtenons

(o^ 4- aik)a^x^2 = 0.

Comme {a,6,c} = {ûî j ,û jA;5Ûfcî} , et les réels a, & et c sont deux à deux
distincts, donc on a nécessairement a^ = 0. Par conséquent, II^" ne
contient pas de tels monômes.

Maintenant, fixons un triple! J = 1 qui intervient dans l'écriture
de n^4" et qui n'est pas colinéaire à (a,6,c). Nous allons montrer qu'il
existe un changement de coordonnées ^ : (^1,^25^3) 1—>' (^15^25^3) qui
élimine le terme en xIXiXj, c'est-à-dire qu'on a

(3) {Zr.Zs} ==arsZr^s + ^ OL^Z3 ZrZs
J||(a,6,c)

1<1^1<P-2 4-^ P^ZrZs +^^ 2 +.•• .

|J|=p-l
J^

Premier cas : supposons que 1 est dans N3. — Pour tout r = 1 , . . . , n,
posons :

Z^ = XrOr avec ^7. = 1 + ipr^1\ ^Pr ê 1^-

II s'agit donc de déterminer les réels (pr de façon que (3) soit vérifié. Nous
avons

[Zr, Zs} = OrOs[Xr, X^} 4- Xs0r{Xr, Os} 4- Xr0s[0r, ̂ },
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582 A.WADE

ou encore
p\f\ _ QÛ

{Zr, Zs} = 6rôs{Xr, Xs} -h Xgôr ̂  ———{xr, X(} - X^Os ̂  ———{Xs->X^.

En posant

Ars(^) = ^ ^a^ et A^-J=^a^Js,
I^I^I<P-I s

j^i

nous pouvons écrire

{^,2;,} = 6>^^^(a^+A^(a;)+^J(a^+A^J^-A,.J^))+0(||rr||p+l).

Si le système d'équations qui suit

(4) a^ = AsJ^r - Ar ' I^ps,

admet une solution alors compte tenu du fait que le changement de
coordonnées réciproque de y? est donnée par

^^(i-^+oanr1),
nous obtenons la relation (3). Il suffit donc de montrer qu'il existe des (pr
qui vérifient (4). Or, avec les notations

A ^ I = Y ^ A r ' I x Q .
*-—^ ry^r*9Xr

0_^_9_n7 =^a^a;,—A
9Xr 9Xsr<s

8V^ 0z=l.^x^
les équations (4) deviennent

(5) n7 = Z A A • J.

Mais, A-JAlI7 = 0 (à cause de l'identité de Jacobi) et A ' I est non nul car
sinon J serait colinéaire à (a, b, c) ; donc il existe un champ de vecteurs Z
qui satisfait (5). Par conséquent, si 1 est dans N3, on peut trouver un
changement de coordonnées qui satisfait (3).
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MODÈLES LOCAUX DE STRUCTURES DE POISSON 583

Deuxième cas : supposons que Ii == —1, les autres composantes de 1
étant dans N. — Posons

z^ = Xr pour r 7^ î,

z^ = XiOi^ avec Oi = 1 + ( p i X 1 .

Des calculs identiques à ceux faits dans le premier cas montrent que l'on
peut trouver (^ tel que (3) soit réalisé.

Par itération, on élimine au moyen d'un changement de coordonnées
tous les termes homogènes de degré p + 1 correspondant à un triplet J
qui n'est pas colinéaire à (a,b,c). Ainsi, on aboutit au résultat souhaité
de proche en proche. []

Considérons la structure de Poisson formelle
r\ r\

^n = n2^) + E ^y'v^ 9- A g-'
.7||(a,6,c) yî y3

De deux choses l'une :
• Ou bien (a, &, c) n'est colinéaire à aucun triplet de (NU {—l})3 ; dans

ce cas <^n = II2. Donc, II est formellement isomorphe à son 2-jet en 0.
• Ou bien (a,&,c) est colinéaire à un triplet de (NU {—l})3 . Comme

tout multiple réel de II2 (en particulier son opposé) possède les mêmes
propriétés que II2, on peut restreindre l'étude aux deux cas suivants :
a<0<b<cet0<:a<b<c.

(i) Supposons que a < 0 < & < c ; o n a :

(a,6,c) = —a(—L — - 5 — - ) = —a(—l,mi,m2).
\ a a/

Le vecteur J = (—l.mi.ms) est l'unique triplet de (NU {—l})3 qui soit
colinéaire à (a, 6, c). On en déduit qu'il existe deux constantes a et f3 telles
que l'on ait formellement

^11 = 11^) + y^ ̂  A (ay^ + ̂ ).

Nous verrons plus loin que l'on peut supposer que f3 == 1.

(ii) Supposons maintenant que 0 < a < b < c. Alors, les J colinéaires
au vecteur (a, 6, c) sont dans N3.
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NOTATIONS. — Désignons par IQ = (ni.r^^s) le plus petit triplet
de N3 qui soit colinéaire à (a, b, c), en ce sens que tout autre triplet de N3

colinéaire à (a,6,c) est un multiple entier de IQ. Notons

Q{yi^ 2/2,2/3) =^1^2^3.

Nous obtenons

(6) ^n=g/,(,)^,^A^.

Nous avons la classification formelle suivante.

THÉORÈME 2.1. — Si (a - b)(b - c)(c - a) ^ 0 a^rs ^^e structure
de Poisson sur R3, aî/an^ II2 pour 2-jet à l'origine, est formellement
isomorphe à l'un des modèles suivants

9 9 9 9 9 9
Mo = cxy— A — + ayz— A — + bzx— A —,

9x 9y 9y 9z 9z 9x

M,=Mo+ym^zrn29^(ay9+z-9Y
ôx \ ôy 9z/

avec (mi, m2) e N2, mi + 7713 > 2 et a e M,

M2 = (1 ± ̂ )Mo,

OÀ ^ e5î  îzn polynôme homogène en x, y, z et p e N*,

Ma = (i + ai^ + • • • + aç-i^-^n2 + ̂  ii2,

où les ai sont des réels et fi2 est un tenseur de Poisson d'ordre 2 en 0
cm n^ pas tm multiple de II2.

En vertu du raisonnement tenu plus haut, pour prouver ce théorème,
il suffit de montrer que la structure de Poisson donnée par (6) est
formellement isomorphe à l'un des modèles M^ ou Ma. Pour cela, nous
emploierons les quatre lemmes qui suivent (ils sont valables en toutes
dimensions).

Soit IQ = (m, . . . , nm) C N171 fixé. On pose

^Q/i,...,2/m)=2/r1 x . . . xy^.
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La structure de Poisson formelle considérée est définie sur R771 par :

n^E^)^^.

On désigne par F (g), la matrice antisymétrique de coefficients fzj(g) et
on note

m

Fi{o) ' I Q = ̂ fzj(g)nj.
j=i

Alors, le produit de cette matrice par Jo est donnée par :

F(g) . Jo = (Fi(^) • Jo , . . . , Fm(g) ' k).

Par la suite, pour simplifier l'écriture, on notera Fi au lieu de Fi(g) ' IQ.

REMARQUE. — Les fonctions Fi déterminent le champ de vecteurs
hamiltonien de la fonction g. En effet, on a :

^= E ^'^^-^E^^^^-^E^^-
l̂ <m yt yl l<,i,€<m yl i=l yl

LEMME 2.1. — On a les relations

(7) /^+/^+/^•=0.

Preuve. — II suffit d'écrire l'identité de Jacobi [(^n,(^n] = 0 en
partant de l'écriture (6) et en utilisant la relation

[x A y, z A r] = [x, z] A Y A r - [x, r] A Y A z
- [y, z] A x A r + [r, r] A x A z,

quels que soient les champs de vecteurs X, Y, Z et T. []

LEMME 2.2. — J^ erc^e îm entier positif g, de5 r<°e^ / ^ i , . . . , /^ e^ une
fonction G tels que

Fi = ̂ igqG avec G(0) = 1.

Preuve. — Lorsque les Fi sont toutes nulles (c'est-à-dire que g est une
fonction de Casimir pour II'), il suffit de prendre les /^ tous nuls; alors
n'importe quelle fonction G telle que G(0) = 1 convient.
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Supposons que les fonctions Fi ne sont pas toutes nulles au voisinage de
zéro. Multiplions (7) par rik et faisons la somme terme à terme lorsque k
varie de 1 à m. Comme, la somme des Fjçrik est nulle (à cause de
Y antisymétrie de la matrice des /^j), on obtient :

(8) F ^ F i - F Î F , = 0 .

Il existe un indice i et un entier i tels que la dérivée d'ordre £ de Fi ne
s'annule pas en zéro. Soit q le plus petit de tels entiers. Posons Fi = QqGi\
alors le système (8) donne

(9) G^Gi - G'fi, = 0.

Quitte à changer l'ordre des indices, on peut toujours supposer que la
dérivée d'ordre q de F\ en zéro est non nulle. Des relations (9), il résulte
alors que les fonctions G^/Gi sont constantes. Il suffit donc de prendre

?=^1(0) et G= Gl

G z ^ '" ' G'i(O)

Ce qui achève la démonstration, [j

LEMME 2.3. — II existe des constantes c^ telles que

fiji^k + fjkP'i + fki^j = ̂ Jk'

Preuve. — En remplaçant dans les relations (7) du lemme 2.1, Fi par
^iQ^G et en tenant compte du fait que G ne s'annule pas au voisinage de
zéro, nous obtenons

fij^k + fjk^i + fkiH = 0-

Ce qui signifie que les fonctions fijf^k + fjkP'i + fki^j sont constantes.
D'où le lemme. []

NOTATION. — Pour toute fonction H définie sur R et pour tout p ç. N*,
on note H^ le jet d'ordre p de H en zéro.

LEMME 2.4. — Si Q n'est pas une fonction de Casimir pour la structure
de Poisson II' alors il existe m fonctions ^i(^),..., O-mÇo) telles qu'on ait :

{2/A,%^}=2/z%^7ê1^) avec 0,(0) = 1.
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On rappelle que l'entier q est donné par le lemme 2.2.
Preuve. — On a :

{yi^yA} = W2/^} +Wyi^j} +^{^}.
ou encore

{yi0i,yA} = viv^e,^, + Q^F, - ̂ F,)).

En vertu du lemme 2.2, il vient :

{yA,yj0j} = yiyM(fi, + Q^G^J-^ - ̂ ,)).

Donc les fonctions 6i cherchées doivent vérifier le système

(10) /,-^1=^G(^,-^).

Or, le lemme 2.3 permet d'écrire

(f^ - flf)^k + (/„ - f^)^ + (A, - f^)^ = o.
Donc, le système (10) est résoluble. Il suffit de prendre

Qi f,. M
-i = uu ~ Jli

ôi~ ^iQ^C'

D'où le lemme. []

Revenons dans le cas de la dimension 3, on a la proposition suivante :
PROPOSITION 2.2. — II existe un changement de coordonnées

^ : Q/1^2,î/3) '——> (^1,2:2, Z^)

fixant 0 et vérifiant la relation :

^JI/=/(^^2+/^)^2,
où f est une fonction qui vaut 1 en zéro, h une fonction dont le (q- l)-jet
est nul en zéro et

TT 1 ( 9 9 9 9 \ii2 = —\^c2.W^——f\ —— - ^z3Z^—— A ——) .
n3\ 9z2 9z2 ' " 'Qz^ Qz^)
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Preuve. — Le résultat est immédiat si les fonctions Fi sont nulles. En
effet, dire qu'elles sont nulles équivaut à dire que le produit de la matrice
antisymétrique (fzj) par IQ est nul. En d'autres termes, le produit vectoriel
de IQ par le vecteur (/23(^)?/3i(^)5/i2(^)) est nul. Par conséquent, ce
dernier est soit nul, soit colinéaire à IQ. Il existe une fonction f(g) telle
qu'on ait :

(/23^),/3l(^)Jl2^))=/(^0.

Or, IQ est colinéaire à (a, 6, c) ; donc il existe un réel non nul À tel que
IQ = A(a, 6, c). En posant / = A/(^), il vient

(/23(^ /3l(^), /12(^)) = /(^)(a, &, C).

Pour ^ = 0 on a :

(a,6,c) = (/23(0),/3i(0),/i2(0)) =/(0)(a,&,c).

D'où /(O) = 1. Il suffit donc de prendre y = id^s et h = 0.
Si les Fi ne sont pas toutes nulles, on se sert du lemme 2.4 qui assure

l'existence de trois fonctions 0i(^>), O^o} et O^{Q} telles que 0^(0) = 1,
pour % ç {1,2,3} et satisfaisant les relations :

{yiOi.y^-yiyMfIfW'

L'application

^ '' (2/1^2^3) '——^ (^l(9l(^)^2<92(^),2/3<93(^))

est un changement de coordonnées au voisinage de 0 puisque ^(0) == 1
pour tout i. En posant ^ = yi0i(oÇy))^ on obtient :

(il) {^,^}=^7§](^)).
On doit exprimer g(y) en fonction des variables ^i, 2^2 et ^3.

Mais auparavant, on va montrer qu'il existe une fonction / qui vaut 1
en zéro et un vecteur V non colinéaire à (a, &, c) tels que

(/i^ /i!'(^ /II^)) = 7(^ ̂  c) + ̂  V.

Rappelons que q est le plus petit entier tel que les fonctions Fi n'aient
pas leur jet d'ordre q simultanément nul en zéro. Donc en faisant un
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développement limité des F, au voisinage de 0, à l'ordre (ç - 1) et en
tenant compte du fait que IQ = A(a, 6, c), il vient

{ft^jf^^fir^^ - (E~^%^c).
£==0 '

Par ailleurs, d'après le lemme 2.2 la dérivée d'ordre q en zéro de F, est
égale à q \ /^ ; donc on a :

çK/^/^s) = (^(o),^^),^^)).
Soit

ç!(/^/^3) = -{f^WJ^WJ^W) x (m,^,n3),

où le symbole x désigne le produit vectoriel usuel sur M3. Il s'en suit qu'il
existe un réel /^ tel que :

^l\0),f^W,f^\0)) = ̂ 2,-^i,0)+s(ni,n2,n3).

Posons

q~l À
7= ]C^+A/ to^=l+Al^+•>•+A^g et F=-L(^-^o).

^=0 ' ^3

II vient

(i2) (A), A), /II^)) = 7(^)(a, ̂  c) + ̂  y.
À présent, on va exprimer g(y) en fonction des zi. En posant

(9=6^16Ç26Ç3,

on obtient
Q{z)=Q{y)e{g{y)).

Mais, l'application ^ ̂  t0(t) est un difféomorphisme local au voisinage de
zéro car (9(0) = 1. Sa restriction à un intervalle centré en zéro de rayon 6
(a^sez petit) admet une réciproque donnée par t h-> tf3(t), où f3 est une
fonction qui vaut 1 en zéro. Notons 7 cette réciproque, nous avons l'égalité

Q(y) =7(^)).
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Cette dernière égalité et la relation (12) donnent

(13) (/l^)),^^)),/!!1^))) =7o7(^))(a^,c)+7g(^))V.

On note
-. 1 / Q Q 9 9 \

f=fo^ h=^^ n^^^s^A^+^.s^A^J.

Avec ces notations, les relations (11) et (13) impliquent :

^JI=/(^)^2+/^)^2.
La structure de Poisson diagonale II2 n'est pas un multiple réel de II2 car
s'il existait un réel 6 tel que (/^-/^O) = <î)(a,&,c), les /^ seraient tous
nuls puisque le coefficient c est par hypothèse strictement positif. Ceci
voudrait dire que les Fi sont nulles, or ce cas est exclu. La fonction h a
un (q — l)-jet nul en zéro puisqu'on a

h(Q)=-rq(g)=gqf3q(g) avec /3(0) = 1.

D'où la proposition. []

Nous venons de voir que si g est une fonction de Casimir alors
IT = /(^)n2. Sinon, il est formellement isomorphe à une structure de
Poisson du type IT" = f(e)H2 + h(g)B.2.

PROPOSITION 2.3. — Soit II" = /(^)II2 une structure de Poisson
sîzrR771, II2 étant une structure de Poisson quadratique diagonalisable^ f
une fonction non constante qui vaut 1 en zéro et Q une fonction de Casimir
pour II". Il existe un entier non nul p et un changement de coordonnées <Ï>
préservant 0 tels que :

^n" = (i ± ̂ )n2.

Preuve. — Soient (a;i , . . . , Xm) des coordonnées nulles en 0 telles que
0 r\

n" = î{ô(x}) ̂ âijXiXj —— A
9xi Qxj

i<J

Posons yi = Xi0i{o), avec ^(0) = 1 pour tout i. Il s'agit de montrer
que l'on peut trouver des O^ tels que le changement de coordonnées
( rc i , . . . , Xm) ̂  (2/1, . . . , y-m) vérifie la proposition. Nous avons

{Vi^Vj} = ô i 0 j { x i , X j } = aij0i0jXiXjf{g{x)) = a^%/(é<;r)).
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Par un raisonnement identique à celui fait dans la preuve de la pro-
position précédente, on montre l'existence d'une fonction 7 définie par
7 : t ̂  tj3(t), avec J3(0) == 1 et telle que

g(x) =7(^7)).

Par suite,
{y^Vj} == ̂ ijViyjf0^^))'

Mais, la fonction 7 dépend du choix des Oi. On peut choisir les fonctions Qi
de façon qu'on ait :

/ o7 (^ )= l±^ .

En effet, d'une manière générale, on a le développement de Taylor

f(t) = 1 + a? ^ + Op+i ^+1 + • • • ,

où p est le plus petit entier tel que la dérivée d'ordre p en zéro de / ne
soit pas nulle. Ceci peut encore s'écrire

/(()=!+^(tf/|a,,|(l+tJî(f))) .
1 0 ' p 1 v /

Or, la fonction définie par

6:t——t^/\ap\{l^tR{t))

est un difféomorphisme local au voisinage de zéro. Donc, sa restriction à
un intervalle centré en zéro et de rayon assez petit admet une fonction
réciproque que l'on notera 6~1 . En prenant 7 = <5~1, on a :

fo^g)=l^ap-nP=l±gP.
\dp\

Ainsi, pour un choix convenable des fonctions ^, on peut écrire :

{^ V j } = (1 ± ̂ ^ijVzyj'

D'où la proposition. []

Revenons en dimension 3 et considérons la forme normale formelle
donnée par :

^w=/te)^2+/^)^2,
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avec /(O) = 1, g(z) = z^z^z^\ h{g) = ̂  + h^g^ + • • • et

-o 1 / 9 9 0 9 \
n2 = — — ( / ^ 1 ^ 3 ^ A — — — + ^ 2 ^ 3 ^ A — — — j .

77-3 \ C^i (7^3 0^2 0^3 /

PROPOSITION 2.4. — ^ erm^e nn changement de coordonnées ^ fixant
0 et vérifiant

^n'" = (i + a^Q + • • . + a.-i^-^n2 + ̂ ii2,
OÀ II2 e5^ nne structure de Poisson diagonale qui n'est pas un multi-
ple dell2.

Démonstration. — Nous cherchons un changement de coordonnées du
type

^ : (^1,^2^3) •——> {z^e^Q),Z^{Q),Z^{Q}),

avec 0i(0) = 1. Pour les commodités du calcul nous noterons

k n h ^2 h ^012 = U, 023 = ——' °31 = — — — •ris n^

Notons également Xi = ̂ ^(^). Alors

{x^x,} = ZiZjOi0j(f{g)aij^h(Q)bi^gh(g)(^bune--^b^n^^^
£ j £ i

Ceci peut encore s'écrire

(14) {xi.Xj} = XiXjaij(o(z)),

avec aij{g) = f(g)aij + h(g)bij + gh(g)(^bif>n^-/- -^b^n^Y
t 3 t

Afin d'obtenir une écriture synthétique des relations (14), nous adop-
tons la notation

5(g) = {a^(g),a3i(g),a^{Q))'

En développant les composantes c^j puis en remplaçant (ni, n^ ,^3) par
A(a,6,c), nous obtenons

a(,)=(/(.)-^^)(^l-^l))(a,^)

+/^(ff)(l+,(n^+n^+n3^))(/.2,-/.l,0).
7l3 \ \ Q\ 02 03//

TOME 125 — 1997 — N° 4



MODÈLES LOCAUX DE STRUCTURES DE POISSON 593

Posons

c^^m-^-ghÇe)^01-^}
a'S v ^l f2 /

C2{e)=h(e)(l+e(n,0-+n,e2+n303}).v v (7l C/2 C/3//

II vient alors

û )̂ = C^)(a,6,c) + ̂ (^.-^i.O).
^3

Maintenant, il faut exprimer C^(g(z)) et C^O)) en fonction de g(x) ; le
raisonnement est identique à celui fait dans la preuve de la proposition 2 2 •
si l'on pose rj = ̂ 1^2^3, alors

Q(x)=g(z)rj{g(z)).

Le fait que 77(0) = 1 implique l'existence d'une fonction ç définie au
voisinage de zéro vérifiant ^(0) = 1 et telle que les deux fonctions t ̂  t rj(t)
et 11-^ tç(t) soient réciproques l'une de l'autre. Ainsi, nous avons

Q{z)=Q{x)^{Q{x)).

Remplaçons g(z) par cette valeur dans les expressions de C^Q(z)) et
C2(^)) et faisons un développement limité de ces fonctions en tenant
compte du fait que /(O) = 1 et h est d'ordre q en 0 ; il vient

Ci (gÇz)) = 1 + a^(x) + .. . + a^{x) + g^Çx) R^ Çg(x)),

^(^)) = {Q{x)^l+Q{x)R^Q(x))}\

Pour un bon choix des fonctions ^, on a

Ci(^)) = 1 + ai^) + • • • + a^(a;), C2(^(z)) = ^(.r).

En effet, si l'on considère un changement de coordonnées ^ qui est la
composée de deux changements de coordonnées définis par

</> '' (^1^2^3) ̂  (Zl 7l (^272(^373^)),

^ •• (^1^2,^3) '——> (2;l7l(^)^272(^)^373(^)),
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avec la condition suivante : 717273 = 1- On montre, comme dans la preuve
de la proposition 2.3, que l'on peut choisir les 7^ de manière qu'on ait :

(15) C^OQ={QO^.

De même, pour un choix convenable des fonctions 7^, on a :

(16) Ci o g = 1 + ai(^ o -0) + ... + aq(g o ̂

avec ^ = cj) o (j). Or, l'hypothèse 717273 = 1 entraîne la relation Q O ( J ) = Q .
Il vient :

g(x) = go^(z) = Qocf){z).

Par conséquent, les relations (16) et (15) donnent :

Ci(^)) = 1 + a^Q{x) + • • • + aqQ^x), C^W) = ^Qr).

Ainsi, nous obtenons :

^(^O) = (1 + ^iQ(x) + • • • + ag-i^9-1^)) (a, &, c)

+ ^(a;) (—(^2, -^1,0) + ag(a, 5, c)).\n3 /

Notons

_2 ^ <9 /^ ^ 9 9n = a q C ^ i ^ o — A _ — + 1 — + Q / g a j a ; 2 ^ 3 Q — A - —ox\ ôx^ \ri3 / ôx'2 0x3
( ïi\ ,\ 9 9

- ( — - aqb)x3X-i-— A -—•
Vus / 0x3 ôx\

Les relations (14) et la nouvelle expression de ûî(^(z)) donnent

V^n" = (i + a^Q 4- • • • + a^-i^-^n2 + ̂ n2.
Le tenseur II2 n'est pas un multiple de II2 car yÇ1^, —/^i, 0) +aç(a, 6, c)
n'est pas colinéaire à (a, 6, c). Ce qui achève la démonstration. Q

II découle des deux dernières propositions et du raisonnement qui
précède l'énoncé du théorème 2.1 que toute structure de Poisson sur R3

du type II2 + P (où la perturbation P a un 2-jet nul en 0) est formel-
lement isomorphe à Mo, Mi, M^ ou Ms. Pour prouver complètement le
théorème 2.1, il faut s'assurer que ces modèles ne sont pas isomorphes.
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PROPOSITION 2.5. — Soit n = (1 + a^Q + • • • + ag-i^-1)!!2 + ̂  n2

îme structure de Poisson sur R3 avec II2 gm n'e^ ^05 un multiple de II2.
AZor5 II n'est isomorphe à aucune structure de Poisson du type A = FTI2,
où F est une fonction de R3 telle que F(0) = 1.

Preuve. — Raisonnons par l'absurde. Supposons qu'il existe un difféo-
morphisme ̂  préservant l'origine tel que (/^II = A. Il envoie chaque feuille
du feuilletage F^ associé à II sur une feuille du feuilletage ̂ . L'aspect
des ces feuilletages symplectiques montre que les composantes (2/1,1/2,2/3)
de (p sont sous la forme

Vi = Xi0i(xi,X2,X3) avec (9,(0) ̂  0.

On a :

{Vi ̂ V j } = OiOj {^ ̂ 3} + ̂ J {^ ̂ 3} + QjXi {Oi, ̂  } + .̂  {(9,, Oj }.

Notons a^ les coefficients de la structure de Poisson diagonale II2. Notons
également

H(g) = 1 + a^Q + ... + o^i^-1,
n

À,. 1 - ̂  âyJ,, 9, = ln(|̂ |) = ̂  efrc7.
j=i /

Avec ces notations on peut écrire :

{y i , y j } = yiyj(—{xi,x,} + -{a;,,e,} + -'-{e,.^} + {e,,e,}).
\J^i^j Xi X j /

Ce qui peut encore s'écrire

{yi. y 3} = yiVj (H(Q) (ai, + ̂  x^Ai. jej
- A, . iQi + ̂  efefa,,j,^))

J-\-K=I
r,s

+ ̂  (a^ +^x1 (Ai. jej - A, . zef
4- ^ QfefàrsJrK,))).

J-{-K=I
r,s
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Par ailleurs, il résulte de l'hypothèse (/^II == II2 que le crochet {yi^yj}
vaut aussi a^î/^i71. Posons

F=^FIxI

et considérons uniquement les termes en Qq(x). En vertu du fait que A^.I
est nul pour tout 1 colinéaire à IQ, les termes en Qq(x) donnent :

(17) Y. IL ^efQfdrsJrKs + ai, = a^10.
0<h<q-l J-^-K=Çq-h)Io
l^r,s<3

Mais, si J -\- K est colinéaire à IQ, alors le terme ^arsJr^s est nul car
r,s

c'est le produit mixte de trois vecteurs liés. En effet, on a :

y^CLrsJrKs = V^Ay. • K) Jr = det ((a, b, c), J, K)).
r,s r

Comme Io = A(a, 6, c), donc s\ J -\- K est lié à Jo? on a nécessairement la
nullité de ̂ drsJrKs' Ainsi, le système (17) équivaut à

r,s

â^=a^°,

ce qui contredit l'hypothèse suivant laquelle II2 n'est pas un multiple
de II2. Par conséquent II et A ne sont pas isomorphes. []

À présent, nous allons montrer que l'entier p qui intervient dans le
modèle M^ est un invariant.

PROPOSITION 2.6. — Soient II = (1 +£^)II2 et II' = (l^e'Q^Tl2 deux
structures de Poisson sur R3, avec e = ±1 et e = ±£'. Si II et II' sont
isomorphes alors p == q.

Preuve. — Supposons que p < q et qu'il existe un difféomorphisme (p
tel que (/^II = II7. Les composantes de (p s'écrivent :

^ = Vi = Xi6i(x-i,X2,X3) avec (9,(0) ̂  0.

Un calcul analogue à celui fait dans la preuve de la proposition 2.5 montre
qu'en posant

ei=\n\0i\=^xIQI^
i
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les crochets des composantes de (p s'écrivent :

{^ y,} = yzVj (1 + ̂ ) (^ + ̂  x1 (A, . jej - A, . jef
+ ̂  efefa^j^)).

J+K=I
r,s

De l'hypothèse (̂ 11 = IT, il résulte que

{Vi^} = a^^(l +^Q/)) = a^y^l + e'^^)^1^2^3)^.

Donc, si l'on considère seulement les termes en (^(x)^ nous obtenons :

±a^+ ^ efefa^j^=o.
J+J<=pJo

r,s

Or, lorsque J + K est colinéaire à Jo? on montre comme dans la preuve
de la proposition 2.5 que ̂ drsJrKs est nul. Il s'en suit que a^ = 0, ce

r,s

qui est absurde. Donc, nécessairement on a p > q. De la même manière
on montre que q >_ p. D'où p == q. []

REMARQUE. —En tenant un raisonnement similaire, on montre que M^
n'est pas isomorphe à Mo. Ce même raisonnement permet de prouver la
proposition qui suit.

PROPOSITION 2.7.—SoientTÏ. = (l-^Q/yn^m+• • •+Q;p-l^p-l)^2+^p^2

etV = (l+/3m/^m/+•••+/3g-l^-l)^2+^^2 deux structures de Poisson
sur R3, où Om et ^m' sont deux réels non nuls, II2 et fl2 sont deux
structures de Poisson quadratiques diagonales qui ne sont pas multiples
de II2. Si II et II' sont isomorphes on a :

• m = m',

• P=^
• il existe deux réels A;i et k^ tels qu'on ait H2 = k^Tl2 + Â^fî2.

REMARQUE. — Les coefficients 0,1j d'une structure de Poisson quadrati-
que diagonalisable sont des invariants (voir [Wa2]). Or, contrairement au
modèle Mi, les coefficients a, b et c sont de même signe dans M^ et Ms.
Donc MI n'est isomorphe ni à Ma, ni à Ms. Il reste à montrer que Mi
n'est pas isomorphe à Mo.
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Pour tout (a,/?) ç R2, on note

^ = ayz^A è + (bzx - ̂ mlzm2+l) iA i
+(^+^TOl+lz"^2)âA^'

avec a < 0 < b < c, (m^ms) = ~-(o,c) e N x N*, m\ + m2 ^ 2.

PROPOSITION 2.8. — 5'î IIo;̂  et IIû/̂  5on^ isomorphes alors (a, /3) =
^(o:7,/?7), où fc e5^ zAn ree^ non nul.

Preuve. — Supposons qu'il existe un difféomorphisme (^ préservant
l'origine et tel que ^p^aft = ^-a ' f t ' - Soit (p^ la linéarisée de y en 0.
Comme IIc^ et I l a ' / s ' admettent II2 pour 2-jet en 0, on a (/^'II2 == II2.
Vu l'aspect des feuilles symplectiques de II2, on a

(^(1) (x, y , z) == {6-^x, 6^y, 6^z) avec ^ e R*.

À présent, nous notons

'0 = (^(l))-l 0(^.

Le difféomorphisme ̂  transforme Ha/3 en une structure de Poisson IIo;//^// :
on a

cmicmz ^ / ^ /î \
n,»,,, = "̂).-n.,,, .n'+^-.,-».̂ («v^+?-,̂ ),

où l'on convient de poser :

, 1 , 1 , 1a; = —a;, 2/ = —î/, ^ = —^.
ôi 02 03

Par identification, on a

cmicm2

(a''.^^-——^-^,/?').
ôi

Par la suite, on notera

q = m\ + m2 + 1
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et on désignera par (^-l)l9-2^ le jet d'ordre (g - 2) en 0 de la réciproque
de tj}. Posons :

r, = (^-^b-zi o ̂  = Id + î^-1) + ....

On a :
ï?,n^ = n2 + n^,, + • . . .

Donc, en notant rji, pour i e {1,2,3}, les composantes de rj, il vient :

{»?!, ??2}a/3 = C»?i»72 + a"^1^2 + . • . ,
(S)

{^i, %}a/3 = -br)irj2 + /^r^T2^ + • • • .

Posons
X = X - t , y = X ^ , Z = X s ,

r]i = Xi + 7,, pour tout î e {1,2,3},

^ = 1 ^ 7^7.
1^1^9-1

Considérons uniquement les termes en ^y777^1^77^ (resp. en ^ml^rn2+l^
dans la première équation (resp. dans la seconde équation) de (<S), il vient

ay^^z^+^Ç-am^y^^z^ = c^y^^z^2 + a'y^1^712,

^^1^2+1 ̂ ^(ami)^1^24-1 = -67fg2/ml^7n2+l +^ml^2+l

avec Jg = (0,mi,m2). Compte tenu du fait que (6,c) = -aÇm^m^), on
trouve :

cmi cma

(a^)^^^)^-——!-^^).
01

Ce qui achève la preuve. []

REMARQUE. — Cette proposition montre que Mo n'est pas isomorphe
à Mi et il résulte de sa preuve que si a et (3 ne sont pas simultanément
nuls alors 11^/3 dépend uniquement du rapport de a par /?. Nous pouvons
donc supposer que f3 = 1.

Le but de ce qui suit est de donner une version C°° du théorème 2.1.
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3. Action infinitésimale — Rotationnel d'un
champ de p- vecteurs

Dans la suite, les champs de vecteurs considérés s'annuleront tous à
l'origine. Les structures de Poisson que l'on étudie s'avèrent être souvent
du type II = XAV, où X et Y sont deux champs de vecteurs commutants.
On sera donc amené à utiliser le résultat suivant :

THÉORÈME 3.1 (voir [Ch]). — Soit ^ (resp. ^?o) une action infinité-
simale de R71 sur W71 donnée par les champs de vecteurs X\,..., Xn
(resp. Xio,... ,Xyio) qui commutent deux à deux. On suppose que pour
tout i e {1,... ,n} on a :

Xi = XÎQ + Xi^,

où les Xi^ sont des champs de vecteurs plats en 0. On note y?o l'ac-
tion infinitésimale donnée par Xip,..., Xno. Si y?o est hyperbolique (fai-
blement ou fortement) alors il existe un C°°-difféomorphisme du type
-0 = id^m +'0oo avec '0oo pl^t ^n 0, qui transforme y? en (po c'est-à-dire
que l'on a :

^Xi=Xi^ V î ê {!,..., n}.

A présent, nous allons introduire un champ de vecteurs attaché au
tenseur de Poisson qui est appelé rotationnel ou champ de vecteurs
modulaire.

Considérons une variété M orientable ; soit Q. une forme volume. L'ap-
plication f^ de l'espace des champs de p-vecteurs dans celui des (n — p)-
formes différentielles sur M définie par A \—>- ÎA^ est un isomorphisme
d'espaces vectoriels.

Notons f^ son isomorphisme réciproque et Dçi = ̂  o d o Ç^ (où d est
l'opérateur de différentiation extérieure).

DÉFINITION. — On appelle rotationnel d'un champ de p-vecteurs A
relativement à 0, le champ de (p — l)-vecteurs D^(A).

L'opérateur Dçi, est de carré nul, c'est-à-dire qu'il vérifie Dçi o Dçi, = 0.
Le rotationnel d'un champ de vecteurs relativement à Q est exactement la
divergence de ce vecteurs par rapport à fl, et le rotationnel d'une structure
de Poisson est un champ de vecteurs. En outre, le crochet de Lie de deux
champs de vecteurs X et Y s'exprime par la relation

[X, Y] = -D^{X A Y) - D^(X) A Y + X A Do(V).

Soient ( rc i , . . . , Xn) des coordonnées locales définies dans un ouvert U.
Posons :

___ r\ r\

II = y^n^—- A -,—i Q.Q = da;i A ... A dxn'
i<j j
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Alors le rotationnel de II par rapport à î^o s'écrit localement

^9Hij a
^oW-Z.^-^

13

Si II est un tenseur de Poisson, alors ses rotationnels sont des isomor-
phismes infinitésimaux, c'est-à-dire qu'on a [II, Dçi(îl)} == 0 (le crochet [, ]
étant celui de Schouten). Lorsque la variété est de dimension 3, l'identité
de Jacobi [II, II] == 0 équivaut à la relation II A Dçi(H) = 0.

Pour plus de détails sur cet opérateur, on pourra consulter par exemple
[D-H].

PROPOSITION 3.1. — Soient II et IIo deux structures de Poisson sur W^
ayant un 1-jet nul à l'origine et une partie quadratique diagonale^ de rota-
tionnels respectifs X et XQ relativement à la forme volume canonique Q.Q
telles que

n=no+noo ,
où Iloo est plat en 0. On suppose qu'il existe deux champs de vecteurs Y,
YQ hyperboliques en 0, avec Y — YQ plat en 0 qui vérifient :

T1=X/\Y, Tlo=Xo^Yo.

Si XQ et YQ donnent une action infinitésimale hyperbolique (fortement ou
faiblement) de M2 alors il existe un C°°-difféomorphisme 6 = id^m +^005
avec ÔQO plat en 0, tel que 6^11 = IIo.

Pour démontrer cette proposition, on sert du théorème suivant :

THÉORÈME 3.2 (voir [R]). — Soient X un champ de vecteurs sur M71

hyperbolique en 0 et g une fonction plate en 0. L'équation X{f) == g est
résoluble.

Démonstration de la proposition 3.1. — Soient / et g deux fonctions
différentiables telles que /(O) == 1 et g(0) =0. On pose

X=fX+gY^ Y=^Y.

Il est clair que II = X A Y. Montrons que l'on peut choisir / et g de
manière que le crochet des champs de vecteurs X et Y soit nul. Nous
avons

[X, F] = [X, Y] - ̂ YÇf)X - -^ ÇfX{f) + gY(f) + fY(g))Y.
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Comme D^ÇX) est nul, donc en utilisant la formule ci-dessus et en
remplaçant D^^Y) par div(V), nous obtenons :

[X,V] = -D^{X A Y) - D^(X)Y + D^(Y)X = (div(V) - l)X,

où îîo ^t la forme volume canonique sur M771.
Il vient donc

[X,F]= (div(V) - 1 - y(ln/))X - -(fX{f) + Y{fg))Y.

Ainsi, pour que les champs de vecteurs X et Y commutent, il suffit que
le système suivant soit satisfait :

(5) y(ln/)=div(y)-l, Y(fg)=-fX{f).

Si div(y) — 1 est plate en 0, ce système est résoluble. En effet, supposons
pour l'instant que div(y) — 1 est plate en 0. Alors le théorème 3.2 garantit
l'existence d'une fonction / = 1 -h foo-, avec /oo plate en 0 vérifiant la
première équation de (5). Ce même théorème permet d'affirmer que pour
une telle fonction /, il existe une solution g de la seconde équation de (S)
plate en 0. Par conséquent, il suffit de montrer que div(Y) — 1 est plate
en 0. Montrons-le par l'absurde. On a

(18) [X,y]=(div(V)-l)X.

D'autre part, en utilisant les décompositions X = XQ + Xoo^ Y =
YQ -l-Yoo? avec XQQ et Yoo plats en 0, on voit que l'on peut écrire le crochet
de X et Y sous la forme

[x,y]=[Xo,Yo]+[x,y]^,

où [X,y]oo est un champ de vecteurs plat en 0. Compte tenu du fait
que XQ et YQ commutent, il vient :

(19) [x,y]=[x,y]^.
Des relations (18) et (19) on tire

(20) (div(y)-i)x=[x,y]o,.
Il résulte ̂ le (20) que div(y) - 1 est plat en 0. Par suite, les champs de
vecteurs X et Y commutent. En outre, par construction, la linéarisée de
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l'action infinitésimale (j) donnée par X et Y coïncide avec celle de l'action
infinitésimale hyperbolique donnée par XQ et YQ ; par conséquent (j) est
hyperbolique. Le théorème de Chaperon s'applique : il montre l'existence
d'un <7°°-difFéomorphisme

6 = idpm +^oo
avec 600 plat en 0, tel que 6^X = XQ et 6^Y = YQ. D'où

^ n = ^ X A ^ F = n o ,
ce qui achève la démonstration. []

4. Modèles locaux en classe C°°
THÉORÈME 4.1. — Soit II une structure de Poisson sur ]R3 dont le

jet d'ordre 1 est nul à l'origine. On suppose qu'il existe des coordonnées
(a;i, 3*2,^3) nulles en 0 telles le 2-jet de II en 0 s'écrit

2 9 9 9 9 . 9 9
Ir = cx^-— A -— + 0x2X3-— A -— + 0x3X1-— A -—?

do-i <7.Z;2 OX^ 0X3 ÔX3 OX\

les coefficients a, b et c étant deux à deux distincts. On suppose également
que si l'un des réels a, b ou c est nul^ les deux autres sont de signe
contraire. Alors II est isomorphe en classe C°° à l'un des quatre modèles
locaux du théorème 2.1.

Pour établir la version C°° du théorème 2.1, il suffit de montrer que
les modèles locaux obtenus satisfont les hypothèses de la proposition 3.1.
Considérons une structure de Poisson II = IIo + Iloo, où IIo désigne l'un
des quatre modèles locaux polynomiaux et Iloo un champ de bi-vecteurs
plat à l'origine. Dans la suite, nous noterons

Ai = c — &, À2 = a — c, As = b — a.

Nous désignons par X (resp. Xo) le rotationnel de II (resp. IIo) relati-
vement à la forme volume canonique fl.o de M3. Comme par hypothèse
aucun des \i n'est nul, donc tout champ de vecteurs dont la linéarisée est
donnée par

X W = X , x a + \ , y 9 + \ , z 9

ox oy 9z
est hyperbolique. Compte tenu du fait que l'identité de Jacobi pour les
structures de Poisson II et IIo s'écrit respectivement II A X = 0 et
IIo A Xo == 0, il existe des champs de vecteurs Y et YQ tels que

n = X A V , n o = X o A Y o .
Pour appliquer la proposition 3.1, nous voyons d'abord s'il est possible

de choisir un champ de vecteurs YQ hyperbolique en 0, tel que Xo et YQ
donnent une action infinitésimale hyperbolique (fortement ou faiblement).
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Nous emploierons le lemme qui suit :

LEMME 4.1.—Soit II une structure de Poisson surW"' de rotationnel X
relativement à fîo- On suppose que la linéarisée de X en 0 est un
difféomorphisme local au voisinage de 0. Alors tout champ de vecteurs à
divergence constante (relativement à Qo) Qui vérifie la relation II == XAV,
commute avec X .

Preuve. — On a :

[X,y]=(div(y)-l)X.

Posons div(V) — 1 = ji et considérons uniquement les termes linéaires,
nous obtenons

[X^\Y^}=^\

où X^ et y^ sont respectivement les linéarisées en 0 de X et Y. Par
hypothèse, X^ est un difféomorphisme local au voisinage de 0; donc
sa restriction à une boule centrée en 0 de rayon assez petit admet une
réciproque que l'on note Z^. On a alors :

^(i)(^(i)y(i)_y(i)^(i))^id,

ou encore
y(i)-Z(i)y(i)jC(D^id.

Par passage aux traces, on obtient la nullité de jji. D'où le lemme. []

Maintenant, nous allons examiner successivement les quatre cas.

A) On suppose que IIo = II2. —Le rotationnel de IIo relativement à ^ÎQ
est :

r\ r\ r\

X^ = AI.E— + X^y— + X^z——dx dy oz
Soit k un réel non nul, posons

(^1,^2,^3)= (k\i,-^-+k\2,^-+k\3),

Yo-K^+K^+K^.

On a la relation II2 == X^ A YQ. On choisit un réel k tel qu'aucun
des Ki ne soit nul; alors YQ est hyperbolique en 0. D'autre part, X^
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et YQ commutent ; ils donnent une action infinitésimale y?o dont les poids
sont les applications définies sur R2 par

PI (^1^2) =exp(Àiî;i +^1^2),
^2(^1,^2) = exp (À2^i + ^2^2),
?3 (vi,V2) = exp (As^i + ^3^2).

Dans la suite, on identifiera les Pi à des covecteurs en posant :

Pi = (Ai.^i), ?2 = (À2,^2), ?3 = (A3, ̂ 3).

Si a, 6 et c sont non nuls, ces poids sont deux à deux indépendants
puisqu'on a :

det(P2, Ps) = a ̂  0, det(?3, Pi) = b ̂  0, det(Pi, P^) = c ̂  0.

Donc, dans ce cas (RQ est une action infinitésimale fortement hyperbolique.
Lorsque l'un des réels a, b ou c est nul, ipo est une action infinitésimale

faiblement hyperbolique. En effet, supposons par exemple que 6=0 . Les
valeurs propres de X^ s'écrivent Ai = c, À2 = a - c et A3 = -a. Les
poids de (po sont :

PI = (c, kc), ?2 = (À2,1 + A;À2), ?3 = (-a, -A;a).

Nous avons l'égalité aPi = -cP3. Mais, par hypothèse a et c sont de signe
contraire, donc le segment [Pi,?3] ne contient pas l'origine. Par ailleurs,
on a

det(?2, ?3) = a + 0, det(Pi, ?2) = c + 0.
Par conséquent, (po est faiblement hyperbolique. La proposition 3.1 s'ap-
plique : il existe un changement de coordonnées y? de classe C°° au voisi-
nage de l'origine tel que y^II = II2.

B) On suppose a e R, a < 0 et (mi, 7722) = --(6, c) e N2 et
a

ïïo = II2 + y^z^Qx A (m/<92/ + z9z).

Le rotationnel de IIo relativement à Qo est :

Xo = X^ + (a(mi + 1) + (m2 + l))^1^29-
^a;

Soit :
Xo = X^) - ̂ (c^ - A2)2/ml^m29-

a ax
II faut envisager les deux cas aÀ3 - À2 7e 0 et Q!À3 - À2 = 0.
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Bi) Cas où 0X3 - \2 7e 0. — Posons

y aa K - a
A2 = -—————,-5 AS -

a\s — À2 û^As — À2

AiJC3+^ _ AiJC2 - C

AS Â2
K 1 =

yo=^+^+^-

On la relation IIo = XQ A Vo, de plus le lemme précédent montre que
XQ et YQ commutent. Ils donnent une action infinitésimale y?o ayant pour
poids :

Pi = (Ai.Xi), ?2 = (A2,^2), PS = (A3,^3).

Si a, b et c sont non nuls, les poids sont deux à deux indépendants. Donc
ipQ est fortement hyperbolique. En revanche, si l'un des réels a, b ou c est
nul, (po est faiblement hyperbolique. Supposons que b = 0 ; les poids de ^
deviennent :

^'-ooTA.)' ^=(^00^)' P3=^aa(^•

On voit que aPi = -cPs, mais le segment [PI, Ps] ne contient pas l'origine
puisque a et c ne sont pas de même signe. Et comme on a

det(Pi,P2) = 0 ^ 0 , det(P2,P3) = a + 0,

l'action infinitésimale ^ est faiblement hyperbolique.
£?2) Cas où 0X3 - \2 = 0. — Pour tout k fixé, le champ de vecteurs

YQ donné par

^-^"•s^-w"'1'
vérifie IIo = XQ AVo. D'après le lemme 4.1 ce champ de vecteurs commute
avec XQ. On choisira un réel k tel que k{k\^ +c)(fcA3Ai - &) 7^ 0. Ainsi,
on montre comme dans la partie A), que l'action infinitésimale donnée
par XQ et YQ est hyperbolique. Les hypothèses de la proposition 3.1 sont
satisfaites. On en déduit que toute structure de Poisson II = IIo + Iloo,
avec Iloo plat en 0, est C°° -isomorphe à IIo.

C) On suppose IIo = (1 +£^)n2, avec e = ±1, o(x,y,z) = x^y^z^
et IQ = A(a, 5, c) e N*3. — Le rotationnel de IIo relativement à Qo est :

Xo=(l+^)X(i)
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En tenant un raisonnement identique à celui fait dans A), on voit que
la proposition 3.1 s'applique. Par conséquent toute structure de Poisson
II = IIo + Iloo, avec Iloo plat à l'origine, est C°° -isomorphe à IIo.

D) On suppose quello = (l-\-a^g-\-' • •+ag-l^g-l)^2+^^2 (îi2 étant
une structure de Poisson quadratique diagonale qui n'est pas un multiple
deîl2 e^eN).—Ona

Xo = (1 + a^g + • • . + aç-i^-1)^1) + ̂ X^ + ç^y,

où l'on convient de noter :

-2 . <9 <9 9 9 - 0 0
Ir = cxy— A — + ayz— A — + bzx— A —-.

ox 9y 9y 9z 9z 9y

X^ = (c - b)x9 + (a - c)y9 + (b - à ) z 9 .
ôx ôy dz

Y = (cn2 - bn^)x— + (ans - cn^y— + (bn^ - àn^z—-
dx ôy oz

Introduisons les notations suivantes :

V = (a,&,c), 1 = (1 ,1 ,1) , Jo = (^1,^2^3) =A(a,&,c).

Supposons que les vecteurs Z, Jo et V sont linéairement indépendants et
posons :

y 1 y
0 det(Z,Jo,V) '

Alors on a la relation IIo = XQ/\YQ. Le lemme 4.1 assure la commutativité
des champs de vecteurs Xo et YQ. Ces vecteurs donnent une action
infinitésimale (RQ hyperbolique. Nous appliquons la proposition 3.1 qui
dit que II est isomorphe à IIo.

Cependant, si ces vecteurs sont liés, on ne peut plus appliquer cette
proposition. En effet, si det(I,Io,V) = 0 et si l'un des coefficients c^ est
non nul, alors aucun des champs de vecteurs YQ vérifant IIo = Xo A YQ ne
commute avec Xo. Pour franchir cette difficulté, nous allons suivre une
autre méthode. Nous utilisons le lemme 4.2 qui suit.

Dans la suite, nous nous placerons toujours dans le cas où la structure
de Poisson II s'écrit :

n = (i + a^g + . . . + aç-i^-^n2 + ̂ n2 + iloo = no + iloo.
Nous avons le lemme suivant :
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LEMME 4.2. — II existe un changement de coordonnées ^ de classe C°°
au voisinage de l'origine^ du type ^ = id^s +^005 o^ec ^oo plo't en 0 et tel
que ^11 soit une structure de Poisson diagonale.

Preuve. — Soient r^ et r^ deux réels positifs. On considère le champ de
vecteurs linéaire diagonal donné par

r\ r\ r\

Y^ = -(^2 + cr^)x— 4- a'r^y— 4- ar^z—'
ox ay az

La trace de Y^ est négative; en outre le champ de vecteurs Y^ =
y^/t^V^)) vérifie la relation :

n^x^Ay^.
Soit Y un champ de vecteurs satisfaisant la relation II = X A V(X étant
le rotationnel de II). Nous pouvons supposer qu'il existe un champ de
vecteurs Vo polynomial en g tel que Voo == Y — YQ soit plat en 0.

Quitte à modifier Y en lui ajoutant un terme kX (avec k e R) on peut
toujours supposer que la linéarisée de Y en 0 est égale à Y^\ Notons
que y^ possède une valeur propre positive notée ^\ et deux valeurs
propres négatives que l'on note ^2 et ̂ .

On peut donc appliquer un résultat de Sternberg qui garantit l'existence
d'un changement de coordonnées T] = id+?7oo? avec 7700 plat en 0, tel
que rj^Y = YQ. On en déduit

r^II = rj^X A ̂ V = ̂ (D^(II)) A ^V.

On sait que, si l'on note Jrj~1 le Jacobien de la réciproque de 77, on a la
relation

J11-l^(D^(n))=D^(Jr]-l^Tl).

On tire

Posons

JTT^II = D^, (JTT^II) A ^V.

n' = jrr^n, x ' = D^(n'), y = ̂ y
Le champ de bivecteurs II' est un tenseur de Poisson car c'est le produit
d'un tenseur de Poisson sur R3 par une fonction. En outre, on a les
relations :

n^x^y, ^ii=——n\j'î]~^
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Par conséquent, pour montrer que Phypersurface [x = 0} est invariante
pour y^n (c'est-à-dire qu'elle est tangente au feuilletage associé à 77*11),
il suffit de prouver qu'elle est invariante pour II7. On a :

n'^/^n^^+n^o
avec n^ plat en 0. Désignons par H[, X[ et Y{ respectivement les
restrictions à Phypersurface {x = 0} de II', X' et V. Nous avons

r\ r\

^/l=aî/^A^+^/l~'

X[=X^X^X^

v 9 9YI =^22/-Q- + P-3Z--dy àz

La relation II' = X' A Y ' implique

(s) H = x[ A y/, H A Y[ = o.
Notons Pij (y, z) les composantes de 11̂ . Le système (S) donnent les

équations

(22) ^22/^31 + ^3ZPl2 = 0,

'23» -(^î+^)=p".

-(<^^)^.
Dérivons (22) par rapport à z ; on tire :

ôPi3 - ô?i2
^y-^=^2+^z-^-

En portant ceci dans (23), on obtient :

<9Pi2 <9Pi2
^-^- + ̂ 3^^^ = (1 - /^3)Pl2.

De même, les relations (22) et (24) donnent

/'2'/^3+^^3=(1-^P12
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ou encore

^l(Pl2) = (1 - /^3)Pl2, ^(Pl3) = (1 - /^2)Pl3

On en déduit que Pi2 et Pia sont nulles. Ce qui montre que le plan {x = 0}
est invariant pour la structure de Poisson A (donc pour 77,, II).

Par un raisonnement similaire, on montre qu'il existe un changement
de coordonnées 6 de classe C°° au voisinage de l'origine laissant fixe le
plan {x = 0} et tel que {y = 0} soit invariant pour (6 o y^II. Enfin on
réitère ce même raisonnement parallèlement à {x = 0} et {y = 0} pour
obtenir le lemme. []

Ainsi, pour le dernier modèle II = IIo+Iloo, il existe un difféomorphisme
^ = idR3 +^oo 5 avec Çoo plat en 0 et tel que 1̂1 soit une structure de
Poisson diagonale. Comme les réels a, b et c sont non nuls nous pouvons
écrire :

n = ̂ n = (i + h)n^
où h est plat à l'origine. Pour finir nous allons utiliser la méthode du
chemin pour montrer que l'on peut éliminer le terme plat hTLo. Posons :

IIf = (l+^)IIo =WIo.

On cherche une famille ((/^) de difféomorphismes telle que ((pt)^t = IIo.
Ce qui revient à chercher une famille (Zt) de champs de vecteurs vérifiant :

[z.,n.l+S,o.

On doit donc résoudre l'équation :

(25) [Zt.n,] = -hiio.
Or, on sait que IIo se décompose en IIo = XQ /\YQ où XQ est le rotationnel
de IIo relativement à la forme volume canonique ^o- Cherchons Zt sous
la forme Zt = g^o- L'équation (25) devient :

[gtXo,htTlo}=-hno.

Compte tenu du fait [Xo, IIo] = 0, il vient :

-Mo = (gtXoÇhi) - htXo(gt))Tlo = -/^(Xo(^))llo.
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II suffit de résoudre l'équation :

y (9t\ h
^Ql } =

\ht^ hf

Mais, par hypothèse XQ est hyperbolique en 0 et h plate en 0 donc, d'après
le théorème 3.2, cette équation admet au moins une solution. Nous venons
donc de montrer qu'il existe une famille ((pt) de difféomorphismes telle que

(^)*n,=no.
On en déduit çyie la structure de Poisson II est C°° -isomorphe à

Ho = /(^)II2 + ̂ II2, ce qui achève la démonstration du théorème 4.1. []

REMARQUE. —Deux méthodes de résolution différentes ont été utilisées
pour passer du formel au C°°. La première, qui repose essentiellement sur
la proposition 3.1, est valable pour les cas A), B) et C) ; tandis que la
seconde est efficace uniquement pour les cas A), C) et D).

5. Singularités de 1-formes intégrables
En dimension 3, à toute 1-forme intégrable est associée une structure

de Poisson via l'isomorphisme défini par : uj i-̂  II si et seulement si
%n^o = ^5 où f^o désigne la forme volume canonique de ]R3. La condition
d'intégrablité uj A dû; = 0 est équivalente à II A D^ÇIT) = 0.

Considérons deux 1-formes intégrables uj et ù/ qui sont C00 -conjuguées,
c'est-à-dire qu'il existe un difféomorphisme (p de classe C00 tel que
^p*uj = uj ' . Notons II et II' respectivement les structures de Poisson
associées à uj et ù/. Nous avons

^uj = y?*(în^o) = ̂ n^*^o = (J^)^n^o-

Donc on a la relation II' = (J(p)(p^Tl où J ( p est le Jacobien de (p.
Cependant, les formes normales des 1-formes intégrables ne sont pas une
transcription des formes normales des structures de Poisson. Voici un
contre-exemple.

CONTRE-EXEMPLE. — Soit 0:2 la 1-forme intégrable donnée par :

0:2 = yzdx + mzxdy + nxydz^

avec m,n e N*. Posons g ( x , y , z ) •= xyrnzn et considérons la 1-forme
intégrable suivante :

Uj = (1 + ^)o;2.
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Nous allons montrer que uj est C^-conjuguée à 0:2- Pour ce faire, on
considère le difféomorphisme :

y(x,y,z) = (x0(g),y,z).

Il s'agit de déterminer une fonction 6{g) ne s'annulant pas à l'origine telle
que (/?*ù;2 = ̂ - Cette dernière relation est équivalente à :

yzd{x0) + mzxffdy + nxyôdz = (1 + ^)^2-

Ce qui peut encore s'écrire :

uj^e + xyzO'àQ == (1 + ^)^2.

En remarquant que
c^2 ^
a:̂  ^

il vient
0dg+Q0fdg=(l+gq)dQ.

On doit donc résoudre l'équation

W =l+gq.

On prend la solution donnée par :

0{o}= 1 f (l+r^dr.
Q Jo

Ceci prouve que uj^ est C00 -conjuguée à <jj.
Pourtant, les structures de Poisson associées respectivement à 0:2 et LJ

ne sont pas isomorphes. En effet, ces structures de Poisson sont

. Q Q 9 9 , 0 9
n2 = cxy— A — + ayz— A — + bzx— A —.9x 9y 9y 9z oz ox
n = (i + ̂ )n2.

Nous avons vu dans le chapitre précédent que ces deux structures de
Poisson ne sont pas isomorphes. []

Dans [Ce-LN], on donne des résultats de formes normales de 1-formes
intégrables sur M^. En se servant de l'étude faite sur les structures de
Poisson, nous précisons ces résultats dans le cas où n = 3. Partons d'une
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forme intégrable uj de classe C°° au voisinage de 0 ç ]R3 ayant pour 2-jet
en 0

o;2 == ayzdx + bzxdy + cxydz,

avec (a -b)(b- c)(c - a) ^ 0. La structure de Poisson II associée à uj est
définie par la relation uj = %n^o- Supposons que si l'un des coefficients a, b
ou c est nul alors les deux autres sont de signe contraire.

Nous savons que sous ces hypothèses la structure de Poisson II est iso-
morphe en classe C°° à l'un des quatre modèles locaux du théorème 2.1. En
d'autres termes, il existe un changement de coordonnées (p de classe C°°
au voisinage de l'origine tel que ^uj = (^)^o, où J ( p est le Jacobien
de (p et LJo l'une des formes intégrables suivantes

^0 =^2,
/Tl=^2+ y^z^Çaydz - zdy),
T2= (1+^)0:2,

Ts = (1 + a^Q + • • • + Oç-i^"1)^ + ^%2.

avec les notations du paragraphe précédent et ^2 = àyzdx + bzxdy +
cxydz, le vecteur (â,6,c) n'étant pas colinéaire à (a,6,c).

En fait, on peut même prendre (p tel que sa linéarisée en 0 coïncide
avec l'identité. On a donc a; = (1 + h)cjo, avec h(0) = 0. Montrons qu'il
est possible de se débarrasser de la fonction h.

LEMME 5.1. — La 1-forme intégrable a; est C°°-conjuguée à UQ.

Preuve. — Elle utilise la méthode du chemin. Posons ̂  = (1 + th)ujo.
Cherchons une famille de difféomorphismes (y^)< telle que (<^)*c^ = c^o,
pour tout t. Cela revient à chercher une famille de champs de vecteurs
(Xt)t vérifiant :

(26) £^+^0 ,
dt

où Lxt est la dérivation de Lie suivant le champ de vecteurs Xt. Cette
équation (26) équivaut à :

(1 + th)Lx^o + tXt(h)i^o = -hcjo.

Nous savons que chacun des quatre modèles locaux de structures de
Poisson se décompose sous la forme

no=^(no)AVo.
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Fixons un tel champ de vecteurs YQ et posons

Xt = ftYo.
Il s'agit donc de déterminer une famille (ft) de fonctions différentiables
vérifiant :

(27) (1 + th)Lf,Y^o + tftYo(h)uJo = -h^.

Or, il découle de la relation 0:0 = îiio^o que l'on a

HftYo^O = ftZYo^O == 0.

Par conséquent, on a

LftYo^O = ̂ ftYo^^O = ftlYo^O =• ft'î'Yo^îlo^'0'

Mais par définition de l'opérateur D^ on a

dîrio^o ^ ^0(110)^0.
On trouve

LftYo^o = /^yo^Df2o(no)^o = ftiiio^o = ft^o'
En reportant ceci dans (27) on obtient :

((1 + th)ft + tftYo(h))u}o = -h(^o.

Il suffit de prendre
f =—————h———Jt l+t(h+Yo(h))

Ce qui montre la forme intégrable ù; est conjuguée à c^o- D'où le lemme. []

II découle du lemme précédent que toute 1-forme intégrable ayant uj^
pour 2-jet en 0 est C00 -conjuguée à l'un des quatre types de 1-formes 7o,
TI , TS ou 7s ci-dessus. Nous allons voir qu'il y a exactement trois modèles
locaux de 1-formes intégrables.

LEMME 5.2. — Avec les notations précédentes^ la 1-forme intégrable
donnée par 0:0 = (1 + Q^^ est C00-conjuguée à uj^.

La preuve est faite dans le contre-exemple donné au début de ce
paragraphe.

REMARQUE. —On peut aussi démontrer le lemme 5.2 en utilisant le fait
que la fonction polynomiale g ( x ^ y ^ z ) est une intégrale première formelle
faible au sens de [M-M]) (cela signifie que c^o A dg = 0). Il suffit alors
d'appliquer [Ce-LN] qui dit ceci : lorsque (a, 6, c) est colinéaire à un triplet
de N3 avec (a —b)(b— c)(c — a) 7^ 0, pour que UJQ soit C °° -conjuguée à 0^2
il faut et il suffit qu'elle admette une intégrale première formelle faible.
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LEMME 5.3. — Avec les notations précédentes la 1-forme

(jjo = (1 + a-tQ + • • • + Q^-i^9"1)^ + ̂ ^2,

est C°°-conjuguée à ̂  + Qq^'

Preuve. — Posons

/0?)=l+ai^+—+aç_i^-1,

Û2 = àyzdx + 62^ d?/ 4- cyxdz.

Considérons le changement de coordonnées définies au voisinage de l'ori-
gine par (p : ( x ^ y ^ z ) ^-> (x0(g)^y^(g)^z) avec ^7 = 1. La relation
(p*(jJo = c<;2 + Q^ï se traduit par :

f(g)^ + xyzf{o){a^d6 + 6^7) 4- Q^

+ a;^^9 (a7d^ + bO <^\ = 0:2 + ^^2.

En utilisant les relations

^=dg. ^7=1,xyz Q

l'égalité précédente donne :

/(,(4^)-^(4^).1^).
Or, la relation 0j = 1 implique

^=_Ï
0 7'

Donc, il vient

^((a-6)/(e)+(â-6)^)= l-^(e)•

On sait résoudre cette équation, par conséquent il existe bien un change-
ment de coordonnées (p de classe C°° tel que y?*cjo = ̂ 2 + ^Û2- D

En définitive, nous avons démontré le théorème suivant :
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THÉORÈME 5.1. — Soit uj une 1-forme intégrable de classe C°° au
voisinage de l'origine 0 e R3 ayant pour 2-jet en 0

o;2 = ayzdx + bzxdy 4- cxydz,

avec (a—b)(b—c)(c—a) ̂  0. Supposons que si l'un des coefficients a, b ou c
est nul^ les deux autres sont de signe contraire. Alors ̂  est C°°-conjuguée
à l'un des modèles suivants :

FQ =Cc;2,

jFi = cc;2 + y^z^Çaydz - zdy),

FÏ = ̂ 2 + Q^^

où ù;2 = àyzdx + bzxdy + cxydz^ le vecteur (a, &, c) n'étant pas colinéaire
à (a,&,c).

REMARQUE. — Nous avons vu au paragraphe IV que pour j = 0 ou 1,
la structure de Poisson définie par

ÎIL, dx A dy A d^ = ̂ j-

se décompose en 11̂  = Xj A Y}, où Xj est le rotationnel de 11̂  et Yj est
un champ de vecteurs qui commute avec Xj.

De plus, Xj et Yj sont polynomiaux (ces champs de vecteurs ont été
déterminés dans la section précédente). Cela est également valable pour
le modèle ^2 si on suppose que les vecteurs (a,6,c), (a,&,c) et (1,1,1)
sont linéairement indépendants. On peut donc conclure que TQ et T\
sont tangentes à une action commutative polynomiale tandis que F^ l'est
génériquement.
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