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MODELES LOCAUX DE STRUCTURES DE POISSON
SINGULIERES EN DIMENSION 3
PAR

AissaA WADE (¥*)

RESUME. — On étudie la classification des structures de Poisson différentiables de
classe C>® qui ont un 1-jet nul en un point. On montre qu’en dimension 3, dans la
famille des structures de Poisson ayant un 2-jet quadratique «(diagonalisable), il y a
quatre importantes classes. Ensuite, on déduit de cette classification celle des 1-formes
différentielles intégrables singuliéres.

ABSTRACT. — Classification of smooth Poisson structures with zero 1-jet at a point,
is studied. In dimension 3, we show that the family of Poisson structures with quadratic
and «diagonalizable)» 2-jet, admits four important class. This classification is applied
to obtain the classification of singular integrable 1-forms.

Introduction

Une structure de Poisson sur une variété différentiable M est la
donnée sur l'espace C°(M,R) des fonctions différentiables, d’une loi de
composition interne {, } appelée crochet de Poisson, qui en fait une algébre
de Lie et qui vérifie I'identité de Leibniz

{fg,h} = {f,h}g + f{g,h},

quels que soient f, g et h € C*°(M,R). On dit alors que (M,{,}) est
une variété de Poisson. La donnée d’un crochet de Poisson équivaut &
celle d’'un champ de tenseurs antisymétriques deux fois contravariants II
appelé tenseur de Poisson qui vérifie

[H’ H] =0,
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574 AWADE

ol le crochet [, ] est celui de Schouten. Le tenseur de Poisson s’obtient
par la relation

I(z)(df (2), dg(=)) = {f, g}(2).

On appelle rang de la structure de Poisson en un point z, le rang de la
forme bilinéaire antisymétrique II(z) sur T M.

Il est connu que localement, toute variété de Poisson est le produit
d’une variété symplectique par une variété de Poisson de rang nul en un
point (voir [Wel]). Donc, I’étude des formes normales de structures de
Poisson n’est intéressante que pour les structures de Poisson de rang nul
en un point.

Rappelons le probleme des formes normales de structures de Poisson qui
peut se formuler comme suit : étant donnés une variété de Poisson
(M,{,}) et mg un point de M, on cherche des coordonnées locales

(z1,...,%,) définies au voisinage de my telles que I’écriture des crochets
{x;,x;} soit la plus simple possible.
D’une maniére générale, si (z1,...,2Z,) sont des coordonnées locales

définies sur un ouvert U, alors les {z;,z;} déterminent le crochet de
Poisson sur U. Dans cet ouvert, le tenseur de Poisson s’écrit

0 5}
II= Z{:vz,asj}a—xZ A Fr

i<j

On s’intéresse ici a ’existence de formes normales polynomiales. En dimen-
sion 2, cette question a été étudiée dans la référence [A], o 'on trouve
une liste de modeles locaux de structures de Poisson sur R2. Par ailleurs,
le probleme qui a été beaucoup étudié, c’est celui de la linéarisation d’une
structure de Poisson (en dimension quelconque) de rang nul en un point
my. La linéarisation consiste & trouver des coordonnées (1, ..., z,) nulles
en mg dans lesquelles

{zi,z;} = Z cfjxk.

En fait, les cfj sont des constantes de structure d’une algebre de Lie G
intrinsequement liée au crochet de Poisson qui est appelée linéarisée de la
structure de Poisson en mg. On montre dans [Wel] que lorsque G est semi-
simple, la structure de Poisson est formellement linéarisable. Ce résultat
a été complété par J. Conn (voir [C1], [C2]) qui montre qu’il reste valable
en analytique (en classe C* aussi si ’on suppose de plus que G est de
type compacte). La linéarisation est également traitée dans [D], [D-M]. On
donne des formes normales formelles en dimension quelconque dans [H],
[D-W] et [Wal].
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MODELES LOCAUX DE STRUCTURES DE POISSON 575

On connait peu de chose sur le probléeme général de I’existence d’une
forme normale polynomiale en classe C° pour une structure de Poisson
de rang nul en un point, exceptés les résultats de linéarisation et ceux de
«quadratisation» obtenus dans [H] et [D-W]. Il est important de noter
que les singularités de tenseur de Poisson avec 1-jet nul sont en général
stables en ce sens que de fagon générique, si un tenseur de Poisson II
admet un 1-jet nul en un point mg, alors tout autre tenseur de Poisson
qui est C2-proche de II posséde un 1-jet nul en un point voisin de mq.

Les tenseurs de Poisson étudiés ici ont un 1-jet nul en un point; nous
étudierons le cas particulier de la dimension 3, cela permet d’obtenir des
formes normales polynomiales en classe C°°. Travaillant localement, on
supposera que (M,mg) = (R3,0). Par la contraction avec une forme
volume 2, on associe & tout tenseur de Poisson IT une 1-forme différentielle
intégrable w = i 2. Cette correspondance définit un isomorphisme entre
’espace des tenseurs de Poisson sur R3 et celui des 1-formes intégrables.
Les singularités des 1-formes différentielles intégrables sur C* (ou R™)
ont fait ’objet de nombreuses études notamment celles de C. Camacho,
D. Cerveau, R. Moussu, A. Lins Neto, etc.

Si w et w’ sont deux 1-formes intégrables conjuguées, c’est-a-dire qu’il
existe un difféomorphisme ¢ tel que w’ = ¢*w, alors les tenseurs de Poisson
IT et I’ associés respectivement & w et w’ sont liés par

IT' = Jop.Il,

ot Jy est le Jacobien de . En d’autres termes, II est isomorphe & IT',
a multiplication par une fonction non nulle prés. Mais en général pour
se ramener & un modele local, on se sert de théoremes généraux qui
ne permettent pas d’avoir une expression explicite des isomorphismes ¢,
donc on ne maitrise pas le facteur Jyp. Comme le produit d’'un tenseur
de Poisson sur R3 par une fonction est toujours un tenseur de Poisson
(ceci n’est pas valable en dimension supérieure ou égale & 4), on peut
dire que la connaissance des modéles locaux des 1-formes intégrables ne
donne pas des renseignements sur celle des modeéles locaux de tenseurs de
Poisson. Par contre, nous montrons dans le paragraphe 5 qu’en partant
des résultats sur les tenseurs de Poisson, on trouve aisément les modeles
locaux des 1-formes différentielles intégrables.

Nous verrons plus loin que deux 1-formes intégrables conjuguées peu-
vent correspondre & deux structures de Poisson non isomorphes. En
revanche, a chaque modele de tenseur de Poisson, est associé un unique
modele de 1-forme intégrable.

Dans la classification des structures de Poisson quadratiques en dimen-
sion 3 faite dans [D-H], on trouve deux grandes classes.
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576 AWADE

La premiére classe correspond aux formes intégrables exactes, ce sont
les structures de Poisson du type

o w_P0 , 0 PO 0 oPO 0
T Oz30z, Ozy Ozi Oz Oz Oz O3 8&:1,
ol P(z1,x2,z3) est un polynéme homogeéne de degré 3.

La seconde classe est formée des structures de Poisson isomorphes &
une structure de Poisson du type

0 0 0 o) o)

*$) 12 = cxyo=— A =— + aToZs— A — + br3z; — A —>
) 250 " 0wy ™80, " B T " s By
avec a, b et ¢ deux & deux distincts. Ces derniéres sont dites quadratiques
diagonalisables; elles correspondent aux 1-formes intégrables du type

wo = axorzdzy + brix3drs + crizods.

Une telle forme différentielle wy est dite tangente & une action commu-
tative linéaire de R2, c’est-a-dire qu'il existe deux champs de vecteurs
linéaires commutants X, Y tels que { X, Y, } soit libre pour tout z élément
d’un ouvert dense et tels que

wg = ixtydz1 A dzo A dzs.

L’intégration des champs de vecteurs de l'algebre commutative de dimen-
sion 2 engendrée par X et Y, donne un groupe G de germes de difféomor-
phismes qui agit naturellement sur (R3,0).

D’apres [Ce-LN], toute 1-forme intégrable sur R? dont le 2-jet & I’origine
est égal & wo (avec a, b, ¢ non nuls et deux & deux distincts), est tangente
a une action commutative. Nous précisons ce résultat en montrant que
les modeles locaux de telles 1-formes sont presque toujours tangentes &
une action commutative polynomiale de R? que 1’on sait déterminer. Nous
prouvons d’abord le théoréme qui suit.

THEOREME. — Soit II une structure de Poisson sur R3 dont le jet
d’ordre 1 est nul a l’origine. On suppose qu’il existe des coordonnées
(1,2, z3) nulles en 0 telles le 2-jet de IT en 0 s’écrit sous la forme (**),
les coefficients a, b et c étant deux d deux distincts. On suppose également
que si U'un des réels a, b ou c est nul, les deur autres sont de signe
contraire. Alors Il est isomorphe en classe C™ a l'un des modéles locaux
sutvants

o 0 o 0 o 0
My = — N = — N = — A=
0 cwyam/\ay—f-ayzay/\az+bzx6z/\am,

7] 0 7]
- m1,mz ~_ — _-
M) =My+y™z BwA(ay8y+zaz)’
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MODELES LOCAUX DE STRUCTURES DE POISSON 577

avec (my,m2) € N2, m; + my > 2 et a € R;
M, = (1 £ 0") My,
ot o est un polynome homogéne en x, y, z et p € N*;
Ms = Py_1(0)Mo + 0" i,
ot Py_1 est un polynome en o de degré (¢ — 1), avec ¢ € N* et I, est un
tenseur de Poisson d’ordre 2 en 0.
En se servant de ce résutat, nous établissons le théoréme :
THEOREME. — Soit w une 1-forme intégrable de classe C* au voisinage
de Vorigine 0 € R® ayant pour 2-jet en ce point
wg = ayzdx + bzaxdy + cxydz,

avec (a—b)(b—c)(c—a) # 0. Supposons que si l'un des coefficients a, b ou ¢
est nul, les deux autres sont de signe contraire. Alors w est C™-conjuguée
a l'un des modéles suivants :

fO = w2,

Fi1 =wa +y™ 2" (aydz — 2dy),

Fo = wa + 09w,
ot o est un polynéme homogéne en x, y, z et We = Gyz dz+bzz dy+éxy dz,
le triplet (a,b,¢) n’étant pas colinéaire a (a,b,c).

Ce travail comporte cinq paragraphes. Dans le premier, nous rappelons
quelques définitions de base. Les paragraphes 2, 3 et 4 sont consacrés a
la démonstration du premier théoréme. Dans le dernier paragraphe, nous
montrons le second théoréme.

1. Rappels sur les structures de Poisson

Considérons un crochet de Poisson sur une variété M, c’est-a-dire une
application bilinéaire, antisymétrique

{,}:C®°(M,R) x C°(M,R) — C*(M,R)
qui vérifient les identités de Jacobi et Leibniz
() {£,{g.h}} + {9, {h. f}} + {h.{f.9}} =0,
(L) {fg,h} = {f,h}tg + f{g,h},
quels que soient f, g et h € C*°(M,R).
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A ce crochet de Poisson, il correspond un unique champ de tenseurs
antisymétriques deux fois contravariants IT défini par

(df, dg) = {f, 9},

il est appelé tenseur de Poisson. Plus précisément, la donnée d’un crochet
de Poisson sur M équivaut & celle d’un champ de tenseurs antisymétriques
deux fois contravariants IT qui satisfait la relation

[Hv H] =0,

ou le crochet [,] est celui de Schouten. Cette relation permet d’avoir
I’identité de Jacobi.
Il résulte de I'identité de Leibniz que pour toute fonction différentiable h
fixée, I’application
adh = { .y h}

est une dérivation de la structure d’algebre associative définie par le
produit usuel des fonctions différentiables : il existe un unique champ
de vecteurs différentiable X sur M tel que adp, = Xp.

On dit que X}, est le champ de vecteurs hamiltonien de h. Lorsque Xj
est nul, on dit que h est une fonction de Casimir pour la structure de
Poisson.

L’ensemble des champs de vecteurs hamiltoniens est un espace vectoriel
réel stable par le crochet de Lie. On a ’égalité :

(X5, Xq] = X{f.9}

pour tous f et g € C*(M). Toute structure de Poisson donne lieu &
un feuilletage singulier ou «de Stefan) qui est engendré par les champs
de vecteurs hamiltoniens et dont chacune des feuilles est munie d’une
structure de variété symplectique.

DErINITION. — Une application ¢ : (Mi,II;) — (My,II5) entre deux
variétés de Poisson, est appelée morphisme de Poisson si quels que soient
f, g € C>®°(M,,R) on a la relation

{fig}2op={fop,gop}i,

ou {, }1 et {, }2 sont respectivement les crochets de Poisson associés & II;
et Ilz. Cela revient a dire qu’on a la relation

(P*Hl = H2.
Si de plus, ¢ est un difféomorphisme de classe C™ (resp. analytique,

TOME 125 — 1997 — ~° 4
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formel), on dit que ¢ est un isomorphisme de Poisson de classe C* (resp.
analytique, formel).

DErINITION. — On dira qu’une structure de Poisson II différentiable
(resp. analytique, formelle) est diagonale dans les coordonnées (z1,. .., Zx)
si elle s’écrit 5 3

= Zﬂwmaa o

i<j

les ﬁij étant des fonctions différentiables (resp. des fonctions analytiques,
des séries formelles).

2. Modeéles locaux formels

Fixons d’abord les notations que nous utiliserons par la suite.

NoTATIONS. — Soient (z1, z2,x3) des coordonnées locales autour de 0.
Si f est une série formelle, nous écrivons :

f= E fla?  avec z1~x{1x£2z§3 et fleR.
IeNs

Un champ de vecteurs formel X s’écrit :

X = ZZa - avec al €R.

i=1 JeN3

Posons z7 =z’ /x;, c’est-a-dire que Jy = I, pour tout £ différent de i et

J; = I; — 1. Nous obtenons 1’écriture

(1) X = Zme Tig -

=1 J

Les triplets J sont dans (N U {—1})3; ils possédent au plus une compo-
sante égale & —1. Nous conviendrons que si 'une des composantes J,. est
égale & —1, alors n; est nul pour tout 7 différent de 7.

Un champ de bivecteurs formel P s’écrit

P= ZZP’ 18 _Q_ avec Pi‘;-e]R.

i<j I€N3 8z]

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE
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Remplacons 2! par z¥ /zixj, avec K, = I, pour tout r différent de i et j,
Ki=I—-1et Kj =1; — 1.1l vient :

8
(2) P= ZZaux z,xja 6

i<j K

Les triplets K sont dans (N U {—1})3, ils contiennent au plus deux
composantes égales & —1. De plus,

 si K contient une composante négative Ky = —1 alors a - est nul &
chaque fois que i et j sont différents de k;
o si K contient deux composantes négatives K, = K; = —1, les a{]{.

sont tous nuls sauf peut-étre pour {3, j} = {r, s}.

Dans la suite, nous emploierons surtout les notations (1) et (2), elles
permettent d’alleger les calculs. Pour obtenir les modeles locaux formels,
nous utilisons un résultat de forme normale formelle valable en toutes
dimensions qui a été établi dans [D-W]. En dimension 3, il peut s’énoncer
comme suit.

PROPOSITION 2.1. — Soit II une structure de Poisson sur R3. On
suppose qu’il existe des coordonnées (z1,z2,x3) nulles en 0 dans lesquelles
le 2-jet de I en 0 s’écrit

%(z) = cx1z + az2x 9 8 = + bxsx 9 9
1Z25— 2382 - 3T15— (93:1

0 9]
0z, c’) o
ot les réels a, b et ¢ sont deur a deux distincts. Alors il existe un
changement de coordonnées formel ¢ : (x1,z2,23) — (Y1, Y2, y3) vérifiant

0

eI=1C@)+ > oy’ VY o N gy
Tl@be) vi

La notation J||(a, b, ¢) signifie que J est colinéaire & (a, b, c).

Preuve. — Nous construisons par récurrence des coordonnées formelles
qui satisfont la proposition. Supposons que (z1,z2,z3) sont des coor-
données nulles en 0 telles qu’on ait :

¢ _ JJ +1
{zi,z;} = E IT;; = aijziz; + E ojz’ iy + IMET 4o
£22 Jll(a,b,c)
1<[J|<p—2

ou IIfj désigne le terme homogene de degré £, a = ag3, b = a3; et ¢ = a;2.
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Remarquons d’abord que pour tout £ < p et pour tout ¢ différent de j,
le terme Hl ne contient pas de mondéme du type xk, avec k # 1, j. Puisque,
sinon on auralt un triplet non nul J colinéaire & (a, b, ¢) avec J; = J; = —1;
ce qui contredit le fait que a, b et ¢ sont deux & deux distincts. En utilisant
I’identité de Jacobi, nous montrons que Hffl ne comporte pas non plus
de tels mon6émes. En effet, nous pouvons écrire

p+1 _ B S
Hij = E ;T X%,
|J|=p—1

ot les z7z;z; sont homogenes de degré p + 1, avec p > 2.

Dire que H” 1 comporte un monéme non nul en azzi+1 (avec k # 1,7)
revient & dire que a iestnonnulsi J; =J; =—-1et Jy =p+1. Or, en
considérant unlquement les termes en xz+ dans I'identité de Jacobi

{zi, 2} e} + {{zj, 2}, 2} + {{on, 2}, 25} =0,
ou {i,j,k} = {1,2,3}, nous obtenons

J, p+2 _
(ajk + aix)ajzy -~ = 0.

Comme {a,b,c} = {aij,a;k,ar:}, et les réels a, b et ¢ sont deux & deux

distincts, donc on a nécessairement a;’ 0. Par conséquent, Hp +1 ne

contient pas de tels monomes.

Maintenant, fixons un triplet J = I qui intervient dans I’écriture
de Hfj"'"l et qui n’est pas colinéaire & (a, b, c). Nous allons montrer qu’il
existe un changement de coordonnées v : (z1,x2,z3) — (21, 22,23) qui
élimine le terme en xlxi:cj, c’est-a-dire qu’on a

(3) {2 25} = arszrzs + Z aszZJZTZs
J||(a,b,c) 2
[J|=p-1
J£T

Premier cas : supposons que I est dans N3. — Pour tout r = 1,...,n,
posons :
Zr = 270, avec 6,=1+ <prm1, pr € R.

Il s’agit donc de déterminer les réels ¢, de fagon que (3) soit vérifié. Nous
avons

{Zra zs} = eres{xr’ms} + $s0r{$ra 03} + x'res{eraxs}y
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582 AWADE

Oou encore
00, 00,
{2z, 25} = 0,0 {zr, 25} + x50, %: a—m{wr, Te} — b Z; 8—$e{xs, T¢}.

En posant

Ars(z) = E :z;Ja,_Js et A, -I= E arsls,
1<|J|<p-1 s
J#I

nous pouvons écrire

{27, 25} = 0085225 (ars+Ars(2)+a! (g +Ar-Tps—As T o)) +O([[2[P*1).
Si le systeme d’équations qui suit

(4) af, = AsIp, — A, - Igp,,

admet une solution alors compte tenu du fait que le changement de
coordonnées réciproque de ¢ est donnée par

zr = 2 (1 — pLzh) + 0(||2||P7),

nous obtenons la relation (3). Il suffit donc de montrer qu'il existe des ¢,
qui vérifient (4). Or, avec les notations

0
A-I= Er AT'IaIr,-a—xra
0 0
I _ I ,
I = E arsxszr—axr A oz,

r<s
0

7 = ; (p,..’l?,-a—xrv
les équations (4) deviennent
(5) m'=ZAA-TI
Mais, A-IATI! = 0 (& cause de I'identité de Jacobi) et A-I est non nul car
sinon I serait colinéaire & (a, b, ¢); donc il existe un champ de vecteurs Z
qui satisfait (5). Par conséquent, si I est dans N3, on peut trouver un

changement de coordonnées qui satisfait (3).
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MODELES LOCAUX DE STRUCTURES DE POISSON 583

Deuziéme cas : supposons que I; = —1, les autres composantes de I
étant dans N. — Posons

Zr = Xy pour 7 # 1,
zi =x;0;, avech; =1+ <pix1.

Des calculs identiques & ceux faits dans le premier cas montrent que 'on
peut trouver ; tel que (3) soit réalisé.

Par itération, on élimine au moyen d’un changement de coordonnées
tous les termes homogenes de degré p + 1 correspondant & un triplet
qui n’est pas colinéaire & (a,b,c). Ainsi, on aboutit au résultat souhaité
de proche en proche. []

Considérons la structure de Poisson formelle

0 0
eI =T®y) + > oy’ EEAN-
Tlab,e) Yi 9

De deux choses I'une :
« Ou bien (a, b, c) n’est colinéaire & aucun triplet de (NU{—1})3; dans
ce cas @,I1 =II2. Donc, IT est formellement isomorphe & son 2-jet en 0.
« Ou bien (a,b,c) est colinéaire & un triplet de (NU{-1})%. Comme
tout multiple réel de IT? (en particulier son opposé) posseéde les mémes
propriétés que IT2, on peut restreindre 1’étude aux deux cas suivants :
a<0<b<cet0<a<b<e

(i) Supposons que a <0< b<c;ona:

b ¢
(a,b,c) = —a(—l, — _E> = —a(-1,my, myz).

Le vecteur J = (—1,m;,mg) est Punique triplet de (NU {—1})* qui soit
colinéaire & (a, b, ¢). On en déduit qu'il existe deux constantes « et 3 telles
que l'on ait formellement

0 3] 0]
I = ] my, ma
el =TI"(y) + y3 " y3 o (ayz o ﬁya——ays)-

Nous verrons plus loin que ’on peut supposer que g = 1.

(ii) Supposons maintenant que 0 < a < b < c. Alors, les J colinéaires
au vecteur (a,b,c) sont dans N°.
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NotaTtions. — Désignons par Iy = (nj,ng,ng) le plus petit triplet
de N3 qui soit colinéaire & (a, b, c), en ce sens que tout autre triplet de N°
colinéaire & (a, b, c) est un multiple entier de Iy. Notons

ni, n2

Q(yl,yz,yg) =YY Z/3 .

Nous obtenons

0 0
(6) (P*H Zfz](g YiYi 75— ay 3_]

i<j

Nous avons la classification formelle suivante.

THEOREME 2.1. — Si (a — b)(b — ¢)(c — a) # 0 alors toute structure
de Poisson sur R3, ayant 112 pour 2-jet a lorigine, est formellement
isomorphe & lun des modéles suivants

My =cx 4 a+a za 2—l—bz:z:i/\?—
0= ya Oy ¥ oy 0z 9z oz’
0 0 0
_ my,mz "~ —_— —_—
My =My+y™z Bx/\(ayay+zaz)’

avec (m1,m3) € N2, my +mg > 2 et a € R,
M; = (1 + 0°) Mo,

ou o est un polynome homogéne en z, y, z et p € N*,
Ms=(1+ai0+ +ag_107)I* + o112,

ot les o; sont des réels et 12 est un tenseur de Poisson d’ordre 2 en 0
qui n'est pas un multiple de TI2.

En vertu du raisonnement tenu plus haut, pour prouver ce théoréme,
il suffit de montrer que la structure de Poisson donnée par (6) est
formellement isomorphe & 'un des modeles M> ou Ms. Pour cela, nous
emploierons les quatre lemmes qui suivent (ils sont valables en toutes
dimensions).

Soit Iy = (ny,...,nm) € N™ fixé. On pose

Q(yla ,ym) = XX yf,{'ﬂ
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La structure de Poisson formelle considérée est définie sur R™ par :
7] 0
= E ii(0) Yy =— N =—.
i<j flfl( ) yly] ayz ay]

On désigne par F(p), la matrice antisymétrique de coefficients f;;(o) et
on note

Fi(e)-To=Y_ fij(@)n;.

=1

Alors, le produit de cette matrice par Iy est donnée par :

F(o) - Io = (F1(o) - Io, - - -, Frm(0) - Io)-

Par la suite, pour simplifier 'écriture, on notera F; au lieu de F;(p) - Ip.

REMARQUE. — Les fonctions F; déterminent le champ de vecteurs
hamiltonien de la fonction p. En effet, on a :

Do ) o) i )
Xo= > —{vuln-—=0) ful®)nwiz—=0> Fuyiz—

1<i 6<m 9y 9y 1<it<m 9y i=1 9y
LEMME 2.1. — On a les relations

() 1 Fe + FiuFy + fiFy =0.

Preuve. — 11 suffit d’écrire l'identité de Jacobi [p.Il, @.II] = 0 en
partant de 1'écriture (6) et en utilisant la relation

XAY,ZAT|=[X,ZINY AT - [ X, T\INYANZ
-, ZINX AT+ Y, TINX A Z,

quels que soient les champs de vecteurs X, Y, Z et T. []

LEMME 2.2. — Il eziste un entier positif q, des réels pq, ..., um et une
fonction G tels que

F, = p;0'G avec G(0)=1.

Preuve. — Lorsque les F; sont toutes nulles (c’est-a-dire que g est une
fonction de Casimir pour II'), il suffit de prendre les y; tous nuls; alors
n’importe quelle fonction G telle que G(0) = 1 convient.
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Supposons que les fonctions F; ne sont pas toutes nulles au voisinage de
zéro. Multiplions (7) par ny et faisons la somme terme 2 terme lorsque k
varie de 1 & m. Comme, la somme des Fyng est nulle (& cause de
l’antisymétrie de la matrice des f;;), on obtient :

(8) FiF; — F/F; = 0.

Il existe un indice ¢ et un entier ¢ tels que la dérivée d’ordre £ de F; ne
s’annule pas en zéro. Soit g le plus petit de tels entiers. Posons F; = ¢7G;;
alors le systéme (8) donne

9) G;G; — GiG; = 0.
Quitte & changer I'ordre des indices, on peut toujours supposer que la

dérivée d’ordre g de F; en zéro est non nulle. Des relations (9), il résulte
alors que les fonctions G;/G1 sont constantes. Il suffit donc de prendre

G; G,
i =—=—G1(0) et G= .
=g ) e G1(0)
Ce qui achéve la démonstration. []
LEMME 2.3. — Il eziste des constantes c,, telles que

figh + fiwpi + fribt; = Ciji-

Preuve. — En remplagant dans les relations (7) du lemme 2.1, F; par
e 0 G et en tenant compte du fait que G ne s’annule pas au voisinage de
zéro, nous obtenons

Fijpn + Fixts + frips = 0.

Ce qui signifie que les fonctions fi;ur + fikps + frip; sont constantes.
Dot le lemme. ]

NoTtaTiON. — Pour toute fonction H définie sur R et pour tout p € N*,
on note H'”! le jet d’ordre p de H en zéro.

LEMME 2.4. — Si g n’est pas une fonction de Casimir pour la structure
de Poisson I alors il existe m fonctions 61(p), ..., 0m(0) telles qu’on ait :

{yibs,y;0,} = yiyjeﬂjf,-[}”(e) avec 6;(0) = 1.
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On rappelle que entier g est donné par le lemme 2.2.

Preuve. — On a :
{ibs,y;6;} = 0:0;{ys,y;} + Osy;{vs,0;} + 0;4:{0:,y;}-

ou encore

g’ 0
{i0i,y;0;} = yiy;0:9; (fz'j + 9(9—;5‘ - 0_:F’))

En vertu du lemme 2.2, il vient :
o, 9!
{:9:,y;05} = 4:y;0:; (fij + QQHG(O—;M - 0—:%))

Donc les fonctions 6; cherchées doivent vérifier le systeme

9 o’
(10) fij — fi[q] =0"MG(Fpi — L)
Y (0i 17, )

Or, le lemme 2.3 permet d’écrire

(fij — fi[g])ﬂk + (fix — f][(fg])ui + (fri — f;[z Juj =0.

Dongc, le systéme (10) est résoluble. 11 suffit de prendre

0, _ fu-f2
b; pettG
D’ou le lemme. []

Revenons dans le cas de la dimension 3, on a la proposition suivante :

ProposiTION 2.2. — Il existe un changement de coordonnées

¥ (y1,92,¥3) — (21, 22, 23)
fizant O et vérifiant la relation :
DIl = f(o)I1 + (o)1,

ot f est une fonction qui vaut 1 en zéro, h une fonction dont le (g —1)-jet
est nul en zéro et

— 1
I, =

__.( zzi/\i_ zz_a_/\i.)
ng HaZ2 2(922 82’2 H1Z321 321 ’

623
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Preuve. — Le résultat est immédiat si les fonctions F; sont nulles. En
effet, dire qu’elles sont nulles équivaut & dire que le produit de la matrice
antisymétrique (f;;) par Ip est nul. En d’autres termes, le produit vectoriel
de Iy par le vecteur (fa3(e), f31(0), f12(0)) est nul. Par conséquent, ce

dernier est soit nul, soit colinéaire & Iy. Il existe une fonction f~(g) telle
qu’on ait :

(f23(0), f31(0), fr2(0)) = ( ) o.

Or, Iy est colinéaire & (a,b,c); donc il existe un réel non nul A tel que
Iy = Xa, b,c). En posant f = Af(p), il vient

(f23(0), f31(0), fi2(e)) = f(0)(a,b,c).
Pour p=0ona:
(a,b,¢) = (f23(0), f31(0), f12(0)) = £(0)(a,b,c).

D’ot f(0) = 1. 1l suffit donc de prendre ¢ = idgs et h = 0.

Si les F; ne sont pas toutes nulles, on se sert du lemme 2.4 qui assure
Pexistence de trois fonctions 6;(g), 62(0) et 03(o) telles que 6;(0) = 1,
pour i € {1,2,3} et satisfaisant les relations :

{4i8i, 9,65} = yiy;0:9; £ (e(v))-
L’application
¥ : (y1,92,¥3) — (¥161(0), y202(e), y3b3(0))

est un changement de coordonnées au voisinage de 0 puisque 6;(0) = 1
pour tout 7. En posant z; = y;6;(0(y)), on obtient :

(11) {2025} = 232510 (0(v))-
On doit exprimer o(y) en fonction des variables 21, 29 et z3.

Mais auparavant, on va montrer qu’il existe une fonction f qui vaut 1
en zéro et un vecteur V non colinéaire & (a, b, ¢) tels que

(719, £l(0), Fi%(0)) = Fe)(a,b,¢) + o V.

Rappelons que g est le plus petit entier tel que les fonctions F; n’aient
pas leur jet d’ordre ¢ simultanément nul en zéro. Donc en faisant un
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développement limité des F; au voisinage de 0, & Pordre (¢ — 1) et en
tenant compte du fait que Iy = A(a, b, c), il vient

(7570, 7170, £5 ) = (30 5% ) (@, bro)
=0

Par ailleurs, d’apres le lemme 2.2 la dérivée d’ordre g en zéro de F; est
égale & q! u;; donc on a :

g (1, p2, p3) = (F{2(0), F52(0), Fs2(0)).
Soit
q! (1, 2, 13) = — (£2(0), £52(0), ££(0)) x (n1,na,n3),

ot le symbole x désigne le produit vectoriel usuel sur R3. Il s’en suit qu’il
existe un réel k, tel que :

1 1
;(fég)(m, 9(0), /2(0)) = (b2, =11, 0) + s (1,72, mg).

Posons
ik — 1
Z 71° of + Ak 0 =14+ Mo+ +Ag0? et V= ﬁ—(“"” —p1,0).
3
£=0
11 vient
(12) (74(0), 50, Fl9(0)) = F(0)(a,b,0) + 0" V.

A présent, on va exprimer o(y) en fonction des z;. En posant
= o565,

on obtient
o(2) = o(y) 0(e(¥))-

Mais, Papplication ¢ — t0(t) est un difféomorphisme local au voisinage de
zéro car 6(0) = 1. Sa restriction & un intervalle centré en zéro de rayon €
(assez petit) admet une réciproque donnée par t — t3(t), ou 3 est une
fonction qui vaut 1 en zéro. Notons - cette réciproque, nous avons I’égalité

o(y) =v(e(2)).
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Cette derniére égalité et la relation (12) donnent

(13) (£9ew)), £ e®)), 4 (o)) = For(e(2))(a,b,c) +v%(e(2))V

On note

_ — 1 0 0 0 0
- = ~4 2= — A —
f=fov, h=94 1I - (11121236 /\ +/.L22223 /\ 323)'

Avec ces notations, les relations (11) et (13) impliquent :
Il = f(o) TI” + h(e) IT2.

La structure de Poisson diagonale TI? n’est pas un multiple réel de I1? car
s’il existait un réel § tel que (u2, —p1,0) = 6(a,b,c), les p; seraient tous
nuls puisque le coefficient ¢ est par hypothése strictement positif. Ceci
voudrait dire que les F; sont nulles, or ce cas est exclu. La fonction h a
un (g — 1)-jet nul en zéro puisqu’on a

h(e) =7%(0) = 0'8%(0) avec [(0)=1.
D’ou la proposition. []

Nous venons de voir que si p est une fonction de Casimir alors
II' = f(p)II2. Sinon, il est formellement isomorphe & une structure de
Poisson du type I = f(o)II? + h(p)II2.

PropoSITION 2.3. — Soit II" = f(0)[I*> une structure de Poisson
sur R™, I12 étant une structure de Poisson quadratique diagonalisable, f
une fonction non constante qui vaut 1 en zéro et o une fonction de Casimir
pour I1". 1l existe un entier non nul p et un changement de coordonnées ®
préservant 0 tels que :

O, 11" = (1 & oP)IT?
Preuve. — Soient (x1,...,Zm,) des coordonnées nulles en 0 telles que
0
f(e(z)) Z Qi TiTj o 8 8_33]
i<j

Posons y; = z;0;(0), avec 6;(0) = 1 pour tout 3. Il s’agit de montrer
que I'on peut trouver des 6; tels que le changement de coordonnées
(z1y-++,Zm) — (y1,...,Ym) vérifie la proposition. Nous avons

{yi,y;} = 0:0;{xi, ;} = ai;0:0;z:z; f (0(z)) = aiyiy; f(o(z)).
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Par un raisonnement identique & celui fait dans la preuve de la pro-
position précédente, on montre l'existence d’une fonction 7y définie par
7 : t > tB(t), avec 3(0) =1 et telle que

o(z) =7(e(y))-

Par suite,
{yi,y5} = aijyiy; f o 3(e(v)).

Mais, la fonction 4 dépend du choix des 6;. On peut choisir les fonctions 6;
de fagon qu’on ait :

foA(e) =1=%0".
En effet, d’une maniere générale, on a le développement de Taylor
f®) =1+a, t* +appq P4+,

ou p est le plus petit entier tel que la dérivée d’ordre p en zéro de f ne
soit pas nulle. Ceci peut encore s’écrire

) =1+ I% (t3/lapl (1 + tR() )p.

Or, la fonction définie par

§:t st/ lap|(1 + tR(2))

est un difféfomorphisme local au voisinage de zéro. Donc, sa restriction &
un intervalle centré en zéro et de rayon assez petit admet une fonction
réciproque que I’on notera §~! . En prenant ¥ = 6!, on a :

for(Q) =1+ 2 P =1%¢.
lap]

Ainsi, pour un choix convenable des fonctions 6;, on peut écrire :
{yi,yi} = (1 £ 0°)aiy:y;-
D’ou la proposition. []
Revenons en dimension 3 et considérons la forme normale formelle
donnée par :

" = f(o)I1* + h(o)IT?,
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avec f(0) =1, o(2) = 2" 252 25°, h(0) = 07 + hg107"" + -+ et

SN I S )
II —ns(ﬂlzlz‘&a P +M222238 /\623)

ProprosITION 2.4. — I existe un changement de coordonnées ¢ fixant
0 et vérifiant

YT = (14 010+ - + ag_109 112 + T12,

ot T2 est une structure de Poisson diagonale qui n’est pas un multi-
ple de TI2.

Démonstration. — Nous cherchons un changement de coordonnées du
type
¥ : (21,22, 23) — (2101(0), 2262(0), 2303(0)),

avec 0;(0) = 1. Pour les commodités du calcul nous noterons
biz=0, by=152 by =-EL
ng

Notons également z; = 2;0;(p). Alors
0’ 6!
{zi,z;} = 2i2;0:0; ( (0)aij+h(0)bsj+0oh(o) (Zb ene —Zb g’nge ))

Ceci peut encore s’écrire
(14) {zi,z;} = iz ou(0(2)),

0, .
avec a;;(0) = f(e)ai; + h(e)bi; + Qh(Q)(; bienegt — S bjenegt).
¢

Afin d’obtenir une écriture synthétique des relations (14), nous adop-
tons la notation

(o) = (a2s(0), 231(0), 012(0))-

En développant les composantes a;; puis en remplacant (n,ng,ng) par
A(a, b, ¢), nous obtenons

a(0) = (£(0) - 2en(@) (gt - 1 32)) ()

(Q) 6 63

+ e/ e (1+ ( 15, T2 +ngz—é))(ﬂza—u1,0)'
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Posons
- A 01 _ 03
Ci(e) = £(0) ~ 7o h()(hegh — mg?).
/ /

C2(0) = h(o) (1 + Q(mz—i + n2z—z + ngz—i))

11 vient alors

C2(0)

&(9) =Ch (Q)(aa b, C) + 3

(;U'21 —/1’170)'

Maintenant, il faut exprimer C4(o(z)) et Ca2(g(2)) en fonction de o(z); le
raisonnement est identique & celui fait dans la preuve de la proposition 2.2 :
si 'on pose n = 676526052, alors

o(z) = o(z)n(e(2))-
Le fait que n(0) = 1 implique Dexistence d’une fonction £ définie au

voisinage de zéro vérifiant £(0) = 1 et telle que les deux fonctions ¢ — t 7(t)
et t — t£(t) soient réciproques 'une de Pautre. Ainsi, nous avons

o(2) = o(x) £(e(=)).
Remplagons o(z) par cette valeur dans les expressions de Ci(o(z)) et

C3(0(z)) et faisons un développement limité de ces fonctions en tenant
compte du fait que f(0) =1 et h est d’ordre q en 0; il vient

C1(0(2)) =1+ ar0(z) + - - + aq0%(z) + 0+ (z) R1(o(x)),

Ca(0(2) = (@) YT+ o(@)Ra(e(@) ).

Pour un bon choix des fonctions 6;, on a

Ci(e(z)) =1+ aro(x) + - + ag0%(z), C2(0(2)) = o(x).

En effet, si I’on considére un changement de coordonnées ¥ qui est la
composée de deux changements de coordonnées définis par

¢ : (21,22, 23) ¥— (z21m1(0), 2272(0), 2373(0)),
¢ (21,22,23) — (z17(0), 2272(0), 237%3(0)),
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avec la condition suivante : 4,723 = 1. On montre, comme dans la preuve
de la proposition 2.3, que 1’on peut choisir les y; de maniere qu’on ait :

(15) Cz00= (00 ¢)".
De méme, pour un choix convenable des fonctions %;, on a :
(16) Cioco=1+ai(eoy)+ -+ aglecy),

avec 1) = ¢ o ¢. Or, ’hypothése 719293 = 1 entraine la relation g o é=o.
Il vient :

o(z) = 0o ¥(2) = o $(2).
Par conséquent, les relations (16) et (15) donnent :
Ci(0(2)) =1+ ar0(@) + - + age’(z), Ca(e(2)) = o*(a).
Ainsi, nous obtenons :
&(0(2)) = (1+a10(@) + -+ + g1 () (a,,0)

+ 0(x) (%(Nz, —p1,0) + ag(a, b, c))

Notons
_ o 8  m 8 o
2 _ O A G (2 2 .9
" = agezrzs Oz, Oz + (n3 + Oéqa).’l?gl‘g O0z2 A Ox3
B 0 0
(71,3 aqb)x?’xl 8:1)3 A 3(171

Les relations (14) et la nouvelle expression de &(p(z)) donnent
Yl = (14 010+ - + ag_109” H)II? + o112,

Le tenseur I1% n’est pas un multiple de II2 car nz (g, —p1,0) + aq(a, b, )
n’est pas colinéaire & (a, b, c). Ce qui achéve la démonstration. []

Il découle des deux derniéres propositions et du raisonnement qui
préceéde 1'énoncé du théoréme 2.1 que toute structure de Poisson sur R3
du type I12 + P (ol la perturbation P a un 2-jet nul en 0) est formel-
lement isomorphe a My, My, M3 ou M3. Pour prouver complétement le
théoreme 2.1, il faut s’assurer que ces modeles ne sont pas isomorphes.
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PROPOSITION 2.5. — Soit Il = (1 + @10+ -+ + ag—1071)II? + o7 2
une structure de Poisson sur R® avec II2 qui n’est pas un multiple de I12.
Alors TI n’est isomorphe d aucune structure de Poisson du type A = FTI?,
ou F est une fonction de R® telle que F(0) = 1.

Preuve. — Raisonnons par ’absurde. Supposons qu’il existe un difféo-
morphisme ¢ préservant l’origine tel que ¢.II = A. Il envoie chaque feuille
du feuilletage F,; associé & II sur une feuille du feuilletage F,. L’aspect
des ces feuilletages symplectiques montre que les composantes (y1, Y2, y3)
de ¢ sont sous la forme

yi = z2;0;(z1,22,23) avec 6;(0) # 0.
On a:
{yi v} = 0:0;{zi, x;} + Oizj{zi, 0} + 0,2:{6;, x5} + 2:z;{0:, 05}

Notons a;; les coefficients de la structure de Poisson diagonale I12. Notons
également

H(Q) =l+ae+-+ag107,

Zaw Js ln |9| Zel L

Avec ces notations on peut écrire :
1
e Crt G s (00,0} + 2-{8u25} + {64,0,}).
T

Ce qui peut encore s’écrire

{vi, y5} = iy (H(Q) (aij + Z z!(A; - 16]
_IAJ ’ I@zl + Z e:ile;'{a'rerKs))

J+K=I

T8

+Qq(&ij +Z.Z’I(1"L IGJI -—.Zj I@{
I

+ Y ©/6fa,JK,))).

J+K=I
T,8
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Par ailleurs, il résulte de I’hypothese ¢, II = 1% que le crochet {y;,y;}
vaut aussi a;;y;y;F. Posons

F= ZFI:UI

et considérons uniquement les termes en p9(z). En vertu du fait que A;.J
est nul pour tout I colinéaire & Iy, les termes en p9(z) donnent :

(17) Z Z ah@;]@fa,«sJ,Ks + &ij = aiquI".
0<h<g—1 J+K=(g—h)Io
1<r,s<3

Mais, si J + K est colinéaire & Iy, alors le terme Y a,sJ. K est nul car
7,8
c’est le produit mixte de trois vecteurs liés. En effet, on a :

> arsJi Ko =Y (Ar- K)J, = det ((a,b,0), J, K)).

Comme Iy = A(a,b,c), donc si J + K est lié & I, on a nécessairement la
nullité de Y asJ-Ks. Ainsi, le systéme (17) équivaut &

7,8
~ 1
aij = aiqu 0,

ce qui contredit ’hypothese suivant laquelle 2 nest pas un multiple
de I12. Par conséquent IT et A ne sont pas isomorphes. []

A présent, nous allons montrer que I’entier p qui intervient dans le
modele M5 est un invariant.

PROPOSITION 2.6. — Soient IT = (1+¢e0P)[1% et ' = (1 +¢&'0?)I1? deux
structures de Poisson sur R3, avec e = +1 et e = +¢’. Si II et I’ sont
isomorphes alors p = q.

Preuve. — Supposons que p < g et qu’il existe un difféomorphisme ¢
tel que @, II = IT". Les composantes de ¢ s’écrivent :

wi =y; = zi0;(z1,z2,23) avec 6;(0) # 0.

Un calcul analogue & celui fait dans la preuve de la proposition 2.5 montre
qu’en posant

@i = 111!9,;' = ZJII@{,
I
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les crochets des composantes de ¢ s’écrivent :

{yi,yj} :yiyj(1+egp) (aij +Z.’L‘I(Ai 165 —Aj I@{
I

+J§=I@;~]6§<aerKs)) .

7,8
De I’hypothese o, IT = IT’, il résulte que

{vi,5} = aijyiy; (14 €'0*(v)) = aijyiy; (1 + €'0%() (67 05°65°)°).
Dong, si 'on considére seulement les termes en gP(z), nous obtenons :

tai;+ Y, 0]0Ka,J K, =0.
J+K=pl,
r,8

Or, lorsque J + K est colinéaire a Iy, on montre comme dans la preuve

de la proposition 2.5 que Y a,sJ- K, est nul. Il s’en suit que a;; = 0, ce
T,8

qui est absurde. Donc, nécessairement on a p > ¢. De la méme maniére

on montre que ¢ > p. Dot p =gq. []

REMARQUE. — En tenant un raisonnement similaire, on montre que M,
n’est pas isomorphe a My. Ce méme raisonnement permet de prouver la
proposition qui suit.

PROPOSITION 2.7.— Soient Il = (1+ o™+ - -+ ap_10P 1) 12+ gPT12
etIl = (1+ﬂm,gm' +- -+ Bg-1001) 12+ 01? deux structures de Poisson
sur R3, ot o, et B sont deuz réels non nuls, II? et 112 sont deuz
structures de Poisson quadratiques diagonales qui ne sont pas multiples
de T12. Si 11 et I’ sont isomorphes on a :

e M = m’,

«p=g, ~

o il existe deur réels ky et ko tels qu’on ait T1? = k112 + koII2.

REMARQUE. — Les coefficients a;; d’une structure de Poisson quadrati-
que diagonalisable sont des invariants (voir [Wa2]). Or, contrairement au
modele M, les coefficients a, b et ¢ sont de méme signe dans M, et Mj.
Donc M; n’est isomorphe ni & My, ni & Mj. Il reste & montrer que M;
n’est pas isomorphe & M.
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Pour tout (o, 3) € R%, on note

_ a 6 my ,ma+1 8 8
Iap —ayzay A 5 (bzm By™tz ) N — 72
0o 0
mi+1,_ mo
+(czy+ay z )3 A_ay

1
avec a < 0 < b < ¢, (my,mg) :~E(b,c) € Nx N*, m; + mg > 2.

op €t Horg sont isomorphes alors (o, B) =
k(d, ), ot k est un réel non nul.

Preuve. — Supposons qu’il existe un difféomorphisme ¢ préservant
Porigine et tel que p.Ilag = Iy Soit o1 la linéarisée de ¢ en 0.
Comme I,p et 1,5 admettent I12 pour 2-jet en 0, on a W2 = 112,
Vu ’aspect des feuilles symplectiques de I12, on a

oV (x,y,2) = (612, 82y, 832) avec & € R*.
A présent, nous notons
p=(pM) "o

Le difféomorphisme % transforme Il, 3 en une structure de Poisson Il g :
on a

851652 0 0 7]
P— (1)\—-1 s = T12 2 Y3 my Ima I /1
Mgy = (GO Mgy =104+ L s €1y Dy 0

ou 'on convient de poser :

1 1 1
==z y==—y ==z
)

Par identification, on a

(a”,,@”) — 5?163 ( /

Par la suite, on notera

g=m;+my+1
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et on désignera par (¢~1)[972 le jet d’ordre (¢ — 2) en 0 de la réciproque
de 1. Posons :

n= (¢—1)[q—2] otp=Id+n D ...,
On a:
Nllop = m+ Hgl)ﬁ” + ..
Donc, en notant 7;, pour i € {1,2,3}, les composantes de 7, il vient :

{m,m2}ap = cmnz2 + a”n;’“"‘lnmz 4.

(S)

{m,m3}ap = —bmn + B0y 0yt 4

Posons
r=T, Y==2T2, <Z=1IT3,

n = Z; + 7, pour tout i€ {1,2,3},

> Ala?

[1]>g—1

Considérons uniquement les termes en y™+12™2 (resp. en y™: zm2+1)
dans la premiére équation (resp. dans la seconde équation) de (S), il vient

I, 1 ’
aym1+lzmz _|__,yl ( amz)ym1+1 mao __c,y qym1+ mo +al mi+1 mg

ﬂym‘ M2+l + ,Y{q (aml)yml gmatl _b,hlqymlzm2+l + ﬂllymlzm2+1
avec Iy = (0,m;, mz). Compte tenu du fait que (b,c) = —a(my,ms), on
trouve :

(a,ﬂ) — (a",ﬂ”) — 6 163 ( ﬁ/)

Ce qui achéve la preuve. []

REMARQUE. — Cette proposition montre que My n’est pas isomorphe
a M; et il résulte de sa preuve que si o et B ne sont pas simultanément
nuls alors II,s dépend uniquement du rapport de a par 8. Nous pouvons

donc supposer que 8 = 1.

Le but de ce qui suit est de donner une version C*° du théoréme 2.1.
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3. Action infinitésimale — Rotationnel d’un
champ de p-vecteurs

Dans la suite, les champs de vecteurs considérés s’annuleront tous a
Porigine. Les structures de Poisson que ’on étudie s’averent étre souvent
du type Il = X AY, ou X et Y sont deux champs de vecteurs commutants.
On sera donc amené 3 utiliser le résultat suivant :

THEOREME 3.1 (voir [Ch]). — Soit ¢ (resp. @o) une action infinité-
simale de R™ sur R™ donnée par les champs de vecteurs Xi,...,Xn
(resp. Xi1gy---,Xno) qui commutent deuz d deuz. On suppose que pour
touti € {1,...,n} on a:

Xi =X + X

ot les X, sont des champs de vecteurs plats en 0. On note o l'ac-
tion infinitésimale donnée par Xy, ..., Xn,- St po est hyperbolique (fai-
blement ou fortement) alors il existe un C°°-difféomorphisme du type
P = idgrm +900 avec Yo, plat en 0, qui transforme ¢ en @y c’est-a-dire
que l’on a :

0 Xi = X4y, Vied{l,...,n}.

A présent, nous allons introduire un champ de vecteurs attaché au
tenseur de Poisson qui est appelé rotationnel ou champ de vecteurs
modulaire.

Considérons une variété M orientable; soit 2 une forme volume. L’ap-
plication ©° de I’espace des champs de p-vecteurs dans celui des (n — p)-
formes différentielles sur M définie par A — i4 est un isomorphisme
d’espaces vectoriels. '

Notons QF son isomorphisme réciproque et Do = QF o d 0 2° (ot1 d est
Popérateur de différentiation extérieure).

DEFINITION. — On appelle rotationnel d’un champ de p-vecteurs A
relativement & 2, le champ de (p — 1)-vecteurs Dq(A).

L’opérateur Dg, est de carré nul, c’est-a-dire qu’il vérifie D o Dg = 0.
Le rotationnel d’un champ de vecteurs relativement & 2 est exactement la
divergence de ce vecteurs par rapport & Q et le rotationnel d’une structure
de Poisson est un champ de vecteurs. En outre, le crochet de Lie de deux
champs de vecteurs X et Y s’exprime par la relation

[X,Y] = —Da(X AY) — Da(X) AY + X A Do(Y).

Soient (z1,...,%,) des coordonnées locales définies dans un ouvert U.
Posons :

0 0
sznija_fbi/\gj’ Qo =dzy A...Adxy,.

i<j
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Alors le rotationnel de IT par rapport & Qg s’écrit localement

oIl,;; 0
DQO (H) = Z 8$JJ 6$i :
i

Si IT est un tenseur de Poisson, alors ses rotationnels sont des isomor-
phismes infinitésimaux, c’est-a-dire qu’on a [II, Do (II)] = 0 (le crochet [, |
étant celui de Schouten). Lorsque la variété est de dimension 3, I'identité
de Jacobi [II,II] = 0 équivaut & la relation II A Dq(II) = 0.

Pour plus de détails sur cet opérateur, on pourra consulter par exemple
[D-H].

ProposiTioN 3.1. — Soient II et Iy deux structures de Poisson sur R™
ayant un 1-jet nul a Uorigine et une partie quadratique diagonale, de rota-
tionnels respectifs X et X relativement a la forme volume canonique g
telles que

I =1Ip + Heo,

ot Il est plat en 0. On suppose qu’il existe deux champs de vecteurs Y,
Yo hyperboliques en 0, avec Y — Yy plat en 0 qui vérifient :
O=XAY, Ij=XoAYp.

Si Xo et Yy donnent une action infinitésimale hyperbolique (fortement ou
faiblement) de R? alors il existe un C™-difféomorphisme § = idrm +6c0,
avec 6o plat en 0, tel que 6,11 = Ilj.

Pour démontrer cette proposition, on sert du théoréme suivant :

THEOREME 3.2 (voir [R]). — Soient X un champ de vecteurs sur R"
hyperbolique en 0 et g une fonction plate en 0. L’équation X (f) = g est
résoluble.

Démonstration de la proposition 3.1. — Soient f et g deux fonctions
différentiables telles que f(0) =1 et g(0) = 0. On pose

X =fX +gv, 7:%1/.

1l est clair que I = X A Y. Montrons que I'on peut choisir f et g de
manieére que le crochet des champs de vecteurs X et Y soit nul. Nous
avons

1
2
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Comme Dgq,(X) est nul, donc en utilisant la formule ci-dessus et en
remplagant Dq (Y') par div(Y), nous obtenons : :

[X,Y]=-Dq,(X ANY) — Dq,(X)Y + Dq,(Y)X = (diV(Y) - l)X,

ou {2y est la forme volume canonique sur R™.
Il vient donc

X,Y]=(div(Y)-1-Y(Inf)) X — }%(fX(f) +Y(f9))Y.

Ainsi, pour que les champs de vecteurs X et ¥ commutent, il suffit que
le systéme suivant soit satisfait :

(5) Y(n f) = div(Y) -1, Y(fg) =—-fX(f).

Si div(Y') — 1 est plate en 0, ce systéme est résoluble. En effet, supposons
pour l'instant que div(Y') —1 est plate en 0. Alors le théoréme 3.2 garantit
Pexistence d’une fonction f = 1 + foo, avec fo, plate en 0 vérifiant la
premiére équation de (S). Ce méme théoréme permet d’affirmer que pour
une telle fonction f, il existe une solution g de la seconde équation de (S)
plate en 0. Par conséquent, il suffit de montrer que div(Y) — 1 est plate
en 0. Montrons-le par ’absurde. On a

(18) X, Y] = (div(Y) - l)X.

D’autre part, en utilisant les décompositions X = Xg + X, ¥ =
Yo+ Yo, avec X, et Y plats en 0, on voit que ’on peut écrire le crochet
de X et Y sous la forme

[Xa Y] = [XOva] + [X» Y]om

ol [X,Y]w est un champ de vecteurs plat en 0. Compte tenu du fait
que X et Yy commutent, il vient :

(19) X,Y] =[X,Y]-
Des relations (18) et (19) on tire
(20) (div(Y) = 1)X = [X,Y]eo-

1l résulte de (20) que div(Y) — 1 est plat en 0. Par suite, les champs de
vecteurs X et Y commutent. En outre, par construction, la linéarisée de

ToME 125 — 1997 — ~n° 4



MODELES LOCAUX DE STRUCTURES DE POISSON 603

’action infinitésimale ¢ donnée par X et Y coincide avec celle de action
infinitésimale hyperbolique donnée par X, et Yy; par conséquent ¢ est
hyperbolique. Le théoréme de Chaperon s’applique : il montre ’existence
d’un C°°-difféomorphisme
6 = id]Rm +(5°o
avec 0o plat en 0, tel que 6,X = Xg et 6,Y = Y. Do
6,I1 =6, X N6, Y =TI,

ce qui achéve la démonstration. []

4. Modéles locaux en classe C°°

THEOREME 4.1. — Soit II une structure de Poisson sur R3 dont le
jet d’ordre 1 est nul da l’origine. On suppose qu’il eziste des coordonnées
(z1,x2,x3) nulles en 0 telles le 2-jet de II en 0 s’écrit

0 0 0 1o} 0 0
RN dz; " 5zs oz; " Bar’
les coefficients a, b et ¢ étant deux a deux distincts. On suppose également
que si 'un des réels a, b ou c est nul, les deux autres sont de signe
contraire. Alors Il est isomorphe en classe C*° a l’un des quatre modéles
locaux du théoréme 2.1.

2 = cryz0— + aror3— + br3x; —

Pour établir la version C* du théoréme 2.1, il suffit de montrer que
les modeles locaux obtenus satisfont les hypothéses de la proposition 3.1.
Considérons une structure de Poisson II = Iy + II,, ou Iy désigne 'un
des quatre modeles locaux polynomiaux et II,, un champ de bi-vecteurs
plat a l'origine. Dans la suite, nous noterons

A1=c—b, X=a—-c¢ M=b—a.

Nous désignons par X (resp. Xg) le rotationnel de II (resp. Ily) relati-
vement & la forme volume canonique €y de R3. Comme par hypothese
aucun des \; n’est nul, donc tout champ de vecteurs dont la linéarisée est
donnée par 5

X(l) = )\11‘% + Azya—y + AgZ%
est hyperbolique. Compte tenu du fait que ’identité de Jacobi pour les
structures de Poisson IT et IIy s’écrit respectivement II A X = 0 et
ITh A Xo = 0, il existe des champs de vecteurs Y et Yj tels que

II=XAY, IIp =XoAYo.

Pour appliquer la proposition 3.1, nous voyons d’abord s’il est possible
de choisir un champ de vecteurs Yy hyperbolique en 0, tel que Xy et Yy
donnent une action infinitésimale hyperbolique (fortement ou faiblement).
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Nous emploierons le lemme qui suit :

LeMME 4.1.— Soit I1 une structure de Poisson sur R™ de rotationnel X
relativement & Q. On suppose que la linéarisée de X en 0 est un
difféomorphisme local au voisinage de 0. Alors tout champ de vecteurs a
divergence constante (relativement a Qo) qui vérifie la relation Il = X AY,
commute avec X.

Preuve. — On a. :
X,Y] = (div(Y) — 1)X.

Posons div(Y) — 1 = p et considérons uniquement les termes linéaires,

nous obtenons
[X(l),y(l)] — NX(I),

ot XM et Y1) sont respectivement les linéarisées en 0 de X et Y. Par
hypothése, X(1) est un difféomorphisme local au voisinage de 0; donc
sa restriction & une boule centrée en 0 de rayon assez petit admet une
réciproque que l’on note Z(). On a alors :

Z(l)(X(l)y(l) — Y(I)X(l)) = pid,
ou encore
Yy _ zWy @) x (1) — pid.

Par passage aux traces, on obtient la nullité de x. D’ott le lemme. []

Maintenant, nous allons examiner successivement les quatre cas.

A) On suppose que Iy = I12. — Le rotationnel de Il relativement & Qg
est :

0 0 0
x = il il .
/\111381: + )\zyay + )\3Zaz

Soit k£ un réel non nul, posons

c b
(KI,K2aK3) = (k)\l; /\—l + k)\2, )\_1 + k>‘3),

0 0 0
Yo= Klil}a + sza—y + K325;

On a la relation T2 = X1 A Yy, On choisit un réel k tel qu’aucun
des K; ne soit nul; alors Y; est hyperbolique en 0. D’autre part, X
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et Yo commutent ; ils donnent une action infinitésimale o dont les poids
sont les applications définies sur R? par

Pi(v1,v2) = exp (A1v1 + K1v2),
P3(v1,v2) = exp (Aov1 + Kava),
P3(v1,v2) = exp (Agv1 + K3vs).
Dans la suite, on identifiera les P; & des covecteurs en posant :

P =\, K1), Pr= (X, K2), P3=()\3 K3).

Si a, b et ¢ sont non nuls, ces poids sont deux & deux indépendants
puisqu’on a :

det(Pg, P3) =a#0, det(Pg, P1) =b#0, det(Pl, Pz) =c#0.
Donc, dans ce cas g est une action infinitésimale fortement hyperbolique.

Lorsque 'un des réels a, b ou c est nul, yg est une action infinitésimale
faiblement hyperbolique. En effet, supposons par exemple que b = 0. Les
valeurs propres de X@) gécrivent A\ = ¢, Ay = a — c et A\3 = —a. Les
poids de g sont :

Py = (c,ke), Po= (A, 1+kX2), Ps=(—a,—ka).

Nous avons 1’égalité a P, = —cPs. Mais, par hypotheése a et ¢ sont de signe
contraire, donc le segment [P;, P5] ne contient pas l'origine. Par ailleurs,

on a
det(Py, Ps) =a #0, det(P,P2)=c#0.

Par conséquent, (g est faiblement hyperbolique. La proposition 3.1 s’ap-
plique : il existe un changement de coordonnées ¢ de classe C*° au voisi-
nage de Porigine tel que ¢,II = IT2.

B) On suppose a € R, a < 0 et (m1,ma) = —é(b, c) e N? et
My = 112 + y™ 2™20z A (aydy + 202).
Le rotationnel de Il relativement a g est :
Xo=XW 4 (a(my + 1) + (ma + 1))ym1zm25%'

Soit : 1 9
X, =x1 _ = - my,may |
0 a(a)\g )\z)y z o

Il faut envisager les deux cas adz — A2 # 0 et adz — Ay = 0.
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B;) Cas ot aAg — Mg # 0. — Posons

aa a
K = —— K = =]
2 a)\g —)\2 3 a/\3—)\2
MK3+0b MKy —c
K| = =
1 )\3 )\2 )

0 o} 1o}
Yo = Kiz— + Koy— + K3z—-
0 1x8x+ 2y6y+ 325~
On la relation Iy = Xy A Yy, de plus le lemme précédent montre que
X et Yy commutent. Ils donnent une action infinitésimale ¢y ayant pour
poids :
P, =\, K1), Py= (M, K2), P3=()3,K3).

Si a, b et ¢ sont non nuls, les poids sont deux & deux indépendants. Donc
o est fortement hyperbolique. En revanche, si I'un des réels a, b ou c est
nul, g est faiblement hyperbolique. Supposons que b = 0; les poids de ¢
deviennent :

P1=(C»‘aaix2)’ PF(*%@%})’ P3=(“G’ML+A2)-

On voit que aP; = —cPs, mais le segment [Py, P3] ne contient pas l’origine
puisque a et ¢ ne sont pas de méme signe. Et comme on a

det(Py, P2) =c#0, det(P,P3) =a#0,

Paction infinitésimale ¢ est faiblement hyperbolique.

Bs) Cas ot adz — Az = 0. — Pour tout k fixé, le champ de vecteurs
Yy donné par
Voo Limmd 0 b 0
A3 or M\ 0y M\ 0z
vérifie [Ig = XoAYy. D’apreés le lemme 4.1 ce champ de vecteurs commute
avec Xo. On choisira un réel k tel que k(kAg2A1 +c¢)(kAzA; —b) # 0. Ainsi,
on montre comme dans la partie A), que Paction infinitésimale donnée
par Xo et Yy est hyperbolique. Les hypotheses de la proposition 3.1 sont
satisfaites. On en déduit que toute structure de Poisson II = IIy + I,
avec Il plat en 0, est C*°-isomorphe a IIj.

C) On suppose Iy = (1 + epP)II2, avec € = %1, p(z,y, z) = T y"22"e
et In = M(a,b,c) € N*3. — Le rotationnel de Il relativement & g est :

Xo=(1+eg”) X",
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En tenant un raisonnement identique & celui fait dans A), on voit que
la proposition 3.1 s’applique. Par conséquent toute structure de Poisson
II = Iy + I, avec Il plat & V'origine, est C'°*°-isomorphe a IIj.

D) On suppose que Il = (1+ a0+ -+aq_1gq—1)ﬂ2+gqﬁ2 (I1? étant
une structure de Poisson quadratique diagonale qui n’est pas un multiple
deTl? etgeN). —On a

Xo= (140104 40g107 ) XD 4 g1XD 4 g7,

ou 'on convient de noter :

= —6-/\2+a z?—/\ﬂ-i-l;zxi/\ﬁ
- oy Yoy ’

Oz 0z 0z Oy

= =0 0 - 0
W~ (6022 45—l 4 (- a2,
X (¢ b)xax +(@a—-29oy By +( a)zaz

= . ~ 0 - . 0 = ~ 0
Y = (éng — bng)x% + (@ns — cnl)ya—y + (bng — ang)za-

Introduisons les notations suivantes :
V=(ab¢, I=(1,1,1), Iy=/(niy,ng,n3)=Aa,b,c).

Supposons que les vecteurs Z, Iy et V sont linéairement indépendants et
posons :
1 ~

REEARYRS

Alors on a la relation Il = Xy AYp. Le lemme 4.1 assure la commutativité
des champs de vecteurs Xy et Yy. Ces vecteurs donnent une action
infinitésimale g hyperbolique. Nous appliquons la proposition 3.1 qui
dit que II est isomorphe & II.

Cependant, si ces vecteurs sont liés, on ne peut plus appliquer cette
proposition. En effet, si det(Z, Ip,V) = 0 et si 'un des coefficients «; est
non nul, alors aucun des champs de vecteurs Yy vérifant IIg = X A Yy ne
commute avec Xo. Pour franchir cette difficulté, nous allons suivre une
autre méthode. Nous utilisons le lemme 4.2 qui suit.

Yo

Dans la suite, nous nous placerons toujours dans le cas ou la structure
de Poisson II s’écrit :

O=1+a0+ +ag107 I+ 012 + Iy = Iy + ..
Nous avons le lemme suivant :
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LEMME 4.2. — Il existe un changement de coordonnées & de classe C*°
au voisinage de l'origine, du type & = idgrs + €, avec € plat en 0 et tel
que &, I1 soit une structure de Poisson diagonale.

Preuve. — Soient ro et r3 deux réels positifs. On consideére le champ de
vecteurs linéaire diagonal donné par

7] 0
1) — _ il il .
Y (bra + crg)a:&c + amyay + arsz
La trace de Y1) est négative; en outre le champ de vecteurs Y (V) =
YD/ tr(Y (D) vérifie 1a relation :

m=xOAyW,

Soit Y un champ de vecteurs satisfaisant la relation Il = X A Y (X étant
le rotationnel de II). Nous pouvons supposer qu’il existe un champ de
vecteurs Yy polynomial en p tel que Yo, =Y — Y} soit plat en 0.

Quitte & modifier Y en lui ajoutant un terme kX (avec k € R) on peut
toujours supposer que la linéarisée de Y en 0 est égale & Y (1. Notons
que YV posséde une valeur propre positive notée pu; et deux valeurs
propres négatives que I’on note po et ps.

On peut donc appliquer un résultat de Sternberg qui garantit I’existence
d’un changement de coordonnées 1 = id +1, avec 7o plat en 0, tel
que 7,Y = Y5. On en déduit

Nl = X AnY = n.(Dg, (1)) A n.Y.

On sait que, si I'on note Jn~! le Jacobien de la réciproque de 7, on a la
relation

Jn~'n.(Da,(I)) = Da, (Jn~1n.II).

On tire
Jn~'nJI = Dg, (Jn~'n.0I) An.Y.

Posons
' =Jn 'n00, X' =Dq,(II'), Y' =n,Y.

Le champ de bivecteurs II' est un tenseur de Poisson car c’est le produit
d’un tenseur de Poisson sur R3 par une fonction. En outre, on a les
relations :

1
=X AY', nIl=——IT.
Jn~1
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Par conséquent, pour montrer que ’hypersurface {x = 0} est invariante
pour 7. II (c’est-a-dire qu’elle est tangente au feuilletage associé & n,II),
il suffit de prouver qu’elle est invariante pour II'. On a :

I = f(o)II2 + oI1% + I,

avec II’_ plat en 0. Désignons par IIf, X{ et Y] respectivement les
restrictions & ’hypersurface {x = 0} de II', X’ et Y. Nous avons

0 0
I = ayza—y N as +10;_,

0 0
o ’
X|= Agy—ay + )\32——82: +X1w,

3] 0
Y] = poy— 2.
1 szay + N3262
La relation II' = X’ A Y’ implique
(=) I =X AY{, HIAY{=0.

Notons P;;(y, z) les composantes de II} . Le systeéme (X) donnent les
équations

(22) M2y Ps1 + p3zzPra =0,
0P;2  0P13\ _

(23) 23/( By T3, ) = P,
0Py | OPi3\ _

(24) wsx(5t+ 5, ) = P

Dérivons (22) par rapport & z; on tire :

OP3
0z

O0P13
0z

M2y = pusPi2 + p3z

En portant ceci dans (23), on obtient :

3P12+ 23P12
oy K2,

M2y = (1 — p3)Pr2.

De méme, les relations (22) et (24) donnent

OP; OP;
uzy—évw +pzr—2 = (1 = p2)Prg

8z
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ou encore
Y'1(Pi2) = (1 — p3)Pi2, Y{(Pi3) = (1 — p2)Pis

On en déduit que Pj2 et P53 sont nulles. Ce qui montre que le plan {z = 0}
est invariant pour la structure de Poisson A (donc pour 7,II).

Par un raisonnement similaire, on montre qu’il existe un changement
de coordonnées § de classe C*° au voisinage de l'origine laissant fixe le
plan {z = 0} et tel que {y = 0} soit invariant pour (6 o ),II. Enfin on
réitere ce méme raisonnement parallelement & {z = 0} et {y = 0} pour
obtenir le lemme. ]

Ainsi, pour le dernier modele I1 = IIy+Il, il existe un difféomorphisme
¢ = idgs + €0, avec € plat en 0 et tel que &.II soit une structure de
Poisson diagonale. Comme les réels a, b et ¢ sont non nuls nous pouvons
écrire :

I =¢&0 = (1+ h),

ol h est plat & origine. Pour finir nous allons utiliser la méthode du
chemin pour montrer que ’on peut éliminer le terme plat h Ily. Posons :

I; = (14 th)Ily = hyI,.

On cherche une famille (¢;) de difféomorphismes telle que (¢;).I1; = Ip.
Ce qui revient & chercher une famille (Z;) de champs de vecteurs vérifiant :

dIT,
Z, 11 — =0.
[Z:, L] + 1
On doit donc résoudre 1’équation :
(25) [Z:,T1;] = —h1I,.

Or, on sait que Ily se décompose en Il = Xy AYy ou Xy est le rotationnel
de Il relativement & la forme volume canonique 4. Cherchons Z; sous
la forme Z; = g, Xo. L’équation (25) devient :

[9: X0, heTlo] = —hTl,.

Compte tenu du fait [Xg,IIy] = 0, il vient :

—hIly = (geXo(he) — heXo(ge))To = —h2 (XO(Z—i))HO.
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Il suffit de résoudre 1’équation :

Mais, par hypothese X, est hyperbolique en 0 et h plate en 0 donc, d’apres
le théoreme 3.2, cette équation admet au moins une solution. Nous venons
donc de montrer qu’il existe une famille (y;) de difféomorphismes telle que

(SOt)*Ht = Il,.

On en déduit que la structure de Poisson II est C'°°-isomorphe a
Iy = f(0)[12 + 7I12, ce qui acheéve la démonstration du théoréme 4.1. []

REMARQUE. — Deux méthodes de résolution différentes ont été utilisées
pour passer du formel au C*°. La premiére, qui repose essentiellement sur
la proposition 3.1, est valable pour les cas A), B) et C); tandis que la
seconde est efficace uniquement pour les cas A), C) et D).

5. Singularités de 1-formes intégrables

En dimension 3, & toute 1-forme intégrable est associée une structure
de Poisson wia l’isomorphisme défini par : w +— II si et seulement si
i1 = w, ot Qp désigne la forme volume canonique de R3. La condition
d’intégrablité w A dw = 0 est équivalente & II A Dg (IT) = 0.

Considérons deux 1-formes intégrables w et w’ qui sont C'*°-conjuguées,
c’est-a-dire qu’il existe un difféomorphisme ¢ de classe C* tel que
¢*w =w'. Notons Il et II' respectivement les structures de Poisson
associées a4 w et w’. Nous avons

o*'w = " (inQ0) = ip.nP Qo = (JP)iy, 1.

Donc on a la relation II' = (Jyp)p.Il ot Jp est le Jacobien de ¢.
Cependant, les formes normales des 1-formes intégrables ne sont pas une
transcription des formes normales des structures de Poisson. Voici un
contre-exemple.

CONTRE-EXEMPLE. — Soit wy la 1-forme intégrable donnée par :
wq = yzdz + mzzdy + nrydz,

avec m,n € N*. Posons o(z,y,2) = xzy™z" et considérons la 1-forme
intégrable suivante :
w= (14 oNws.
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Nous allons montrer que w est C°°-conjuguée & wy. Pour ce faire, on
considere le difféomorphisme :

o(z,y,2) = (20(0),y, 2).-

11 s’agit de déterminer une fonction 6(p) ne s’annulant pas & l’origine telle
que p*w,; = w. Cette derniére relation est équivalente a :

yzd(z0) + mzzfdy + nzyfdz = (1 + o¥)ws.
Ce qui peut encore s’écrire :
wol + zy26' do = (1 + 0?)ws.

En remarquant que

TYZ 0

w2 _ de

il vient
Odo + 00'do = (1+ ¢%) do.

On doit donc résoudre 1’équation
(00) =1+ 0.
On prend la solution donnée par :

1 e
6(0) = -/ (1 +r?)dr.
€ Jo
Ceci prouve que wy est C*°-conjuguée a w.

Pourtant, les structures de Poisson associées respectivement & wo et w
ne sont pas isomorphes. En effet, ces structures de Poisson sont

% = cz —8—/\2+az£/\2+bzxi/\—a—
Yo N oy T ¥y " 52 92" oz’

I = (1 + o9)IT2.

Nous avons vu dans le chapitre précédent que ces deux structures de
Poisson ne sont pas isomorphes. []

Dans [Ce-LN], on donne des résultats de formes normales de 1-formes
intégrables sur R™. En se servant de I’étude faite sur les structures de

Poisson, nous précisons ces résultats dans le cas ou n = 3. Partons d’une
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forme intégrable w de classe C* au voisinage de O € R? ayant pour 2-jet
en 0
wy = ayzdx + bzxdy + crydz,

avec (a — b)(b— ¢)(c — a) # 0. La structure de Poisson II associée & w est
définie par la relation w = i1£2y. Supposons que si I'un des coefficients a, b
ou c est nul alors les deux autres sont de signe contraire.

Nous savons que sous ces hypotheses la structure de Poisson II est iso-
morphe en classe C* a1’un des quatre modeles locaux du théoréme 2.1. En
d’autres termes, il existe un changement de coordonnées ¢ de classe C*°
au voisinage de lorigine tel que p*w = (Jp)wp, out Jp est le Jacobien
de ¢ et wp I'une des formes intégrables suivantes

Ty = wo,

T = way +y™ 2™ (aydz — zdy),

Ty = (14 0%)wo,

T=(14a10+ 4 ag107 ws + 0%s.

avec les notations du paragraphe précédent et Wy = ayzdz + bzx dy +
éxydz, le vecteur (@, b, €) n’étant pas colinéaire & (a, b, c).

En fait, on peut méme prendre ¢ tel que sa linéarisée en 0 coincide
avec l'identité. On a donc w = (1 + h)wo, avec h(0) = 0. Montrons qu’il
est possible de se débarrasser de la fonction A.

LEMME 5.1. — La 1-forme intégrable w est C*°-conjuguée 4 wy.
Preuve. — Elle utilise la méthode du chemin. Posons w; = (1 4 th)wp.
Cherchons une famille de difféomorphismes (y:); telle que (pt)*ws = wy,

pour tout t. Cela revient & chercher une famille de champs de vecteurs
(X}¢)¢ vérifiant :

d(.t)t
2 L — =
(26) X, Wt + g” 0,

out Lx, est la dérivation de Lie suivant le champ de vecteurs X;. Cette
équation (26) équivaut & :

(1 + th)LthO + tXt(h)wo = —huwyg.

Nous savons que chacun des quatre modeles locaux de structures de
Poisson se décompose sous la forme

Iy = DQO(Ho) NYp.
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Fixons un tel champ de vecteurs Y, et posons
Xt = fitYo.

11 s’agit donc de déterminer une famille (f;) de fonctions différentiables
vérifiant :

(27) (1 +th)L¢,y,wo + tf:Yo(h)wo = —hwo.
Or, il découle de la relation wg = i5,€2o que 'on a
i(f,Yo)wo = friv,wo = 0.
Par conséquent, on a
Ly,y,wo = i(f,v,) dwo = fiiyv, dwo = fiiy, dim,Qo-
Mais par définition de ’opérateur Dq, on a
dir,wWo = pg, (116)Wo-
On trouve
Ly,vowo = ftivyiDg, (116)§20 = ftine o = fiwo.
En reportant ceci dans (27) on obtient :
(1 + th) fi + tf:Yo(h))wo = —hwy.

11 suffit de prendre
h

T1xt(h+ Yo(h)
Ce qui montre la forme intégrable w est conjuguée & wy. D’ot1 le lemme. []

fe=

Il découle du lemme précédent que toute 1-forme intégrable ayant wq
pour 2-jet en 0 est C°°-conjuguée & I'un des quatre types de 1-formes 7y,
Ty, T2 ou 73 ci-dessus. Nous allons voir qu’il y a exactement trois modeles
locaux de 1-formes intégrables.

LEMME 5.2. — Awvec les notations précédentes, la 1-forme intégrable
donnée par wg = (1 + g?)wy est C™-conjuguée d ws.

La preuve est faite dans le contre-exemple donné au début de ce
paragraphe.

REMARQUE. — On peut aussi démontrer le lemme 5.2 en utilisant le fait
que la fonction polynomiale p(z,y, z) est une intégrale premiére formelle
faible au sens de [M-M]) (cela signifie que wo A dg = 0). Il suffit alors
d’appliquer [Ce-LN] qui dit ceci : lorsque (a, b, ¢) est colinéaire & un triplet
de N? avec (a — b)(b—c)(c — a) # 0, pour que wy soit C*®-conjuguée & wy
il faut et il suffit qu’elle admette une intégrale premiere formelle faible.
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LEMME 5.3. — Awvec les notations précédentes la 1-forme
wo=(L4+aio+ -+ og-109")ws + %o,
est C*®-conjuguée 4 wo + 09Ws.
Preuve. — Posons
flo)=1+aao+ 404107,
@y = dyzdz + bzzdy + éyzde.

Considérons le changement de coordonnées définies au voisinage de ’ori-
gine par ¢ : (z,y,2) — (z60(0),yv(0),z) avec 6y = 1. La relation
p*wo = wa + %Wy se traduit par :

f(o)wa + zyzf(0) (aydd + bOdv) + 0%,
+ zyzo? (&'y df + b6 d'y) = wy + p%Ws.

En utilisant les relations

ﬂ Z-C'iga 9")’=1,
XYz o

I’égalité précédente donne :

(o) (aé + b%) + ot (a%—, + b%l) - 1+(Q)~
Or, la relation 8y = 1 implique
0’ v
0 Y
Donc, il vient
S (@-050) + @- e = L2,

On sait résoudre cette équation, par conséquent il existe bien un change-
ment de coordonnées ¢ de classe C™ tel que p*wg = wy + e%ws. []

En définitive, nous avons démontré le théoréme suivant :
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THEOREME 5.1. — Soit w une 1-forme intégrable de classe C* au
voisinage de ’origine O € R® ayant pour 2-jet en 0

wy = ayzdx + bzzxdy + crydz,

avec (a—b)(b—c)(c—a) # 0. Supposons que si l'un des coefficients a, b ou c
est nul, les deuz autres sont de signe contraire. Alors w est C°°-conjuguée
a l'un des modéles suivants :

]:O = w2,
F1=we +y™ 2™ (aydz — zdy),
Fa = wa + 0%,

0t Ty = ayzdzx + bz dy + érydz, le vecteur (a,b, &) n'étant pas colinéaire
a (a,b,c).

REMARQUE. — Nous avons vu au paragraphe IV que pour j =0 ou 1,
la structure de Poisson définie par

injd:c/\dy/\dzz}”j

se décompose en II; = X; AY}, ol X; est le rotationnel de II; et Y; est
un champ de vecteurs qui commute avec Xj.

De plus, X; et Y; sont polynomiaux (ces champs de vecteurs ont été
déterminés dans la section précédente). Cela est également valable pour
le modele F;, si on suppose que les vecteurs (a,b,c), (a,b,¢) et (1,1,1)
sont linéairement indépendants. On peut donc conclure que Fy et F;
sont tangentes & une action commutative polynomiale tandis que J, l’est
génériquement.
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