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SUR L’HOLONOMIE DES VARIETES
PSEUDO-RIEMANNIENNES
DE SIGNATURE (n,n)
PAR

L. BERARD BERGERY (*) et A. IKEMAKHEN (**¥)

RESUME. — Nous étudions le groupe d’holonomie des variétés pseudo-riemanniennes
de signature (n,n). Nous étudions d’abord le cas particulier des variétés dont le groupe
d’holonomie laisse invariants deux sous-espaces totalement isotropes supplémentaires.
Nous donnons ensuite une liste de groupes qui sont candidats & étre groupe d’holonomie
d’une variété pseudo-riemannienne indécomposable mais non irréductible en signa-
ture (2,2). Nous terminons par quelques exemples de métriques explicites.

ABSTRACT. — We study the holonomy group of a pseudo-riemannian manifold
with signature (n,n). We first study metrics whose holonomy group leaves invariant
two n-dimensional totally isotropic complementary subspaces. Then we give a list of
candidates for restricted holonomy groups of indecomposable non-irreducible pseudo-
riemannian manifolds with signature (2, 2), and some examples of related metrics.

1. Introduction

Soit (M, ( )) une variété pseudo-riemannienne de dimension m et de
signature (p,m — p), et soit  un point de base pour M. Le groupe
d’holonomie en 6 est le sous-groupe de Og(p,m — p) C GL(TpM),
engendré par le transport parallele le long des lacets basés en . Les
invariants de ce groupe correspondent aux tenseurs paralleles sur M, et
la classification des groupes linéaires qui peuvent apparaitre ainsi est un
probleme important de géométrie (pseudo-)riemannienne. Ce probléme
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94 L. BERARD BERGERY ET A. IKEMAKHEN

est complétement résolu dans le cas riemannien (p = 0), mais pas dans
le cas général pseudo-riemannien. Nous apportons ici une contribution au
cas (n,n) et plus particulierement au cas (2, 2).

Pour simplifier, nous nous restreindrons ici au probléeme «localy», en
ne considérant que le groupe d’holonomie «restreint», qui est engendré
par le transport paralléle le long des lacets homotopes au lacet constant.
(Pour alléger les notations, dans le cours du texte nous omettrons parfois
le mot restreint, mais nous n’étudions en fait ici que ce cas.)

La premiere étape de 1’étude de I’holonomie est le classique théoreme
de G.DeRham (pour le cas riemannien : voir le chapitre 10 dans [6]
par exemple), généralisé par H. Wu (dans le cas pseudo-riemannien,
voir [22], [23]). Si la représentation du groupe d’holonomie H dans TpM
est décomposable en une somme directe orthogonale de représentations
dans des sous-espaces F; (i = 1,...,7) de Ty M, non dégénérés pour { )g,
alors, au moins localement au voisinage de 6, il existe une décomposition
de M en produit riemannien de sous-variétés pseudo-riemanniennes M;
telles que F; soit 'espace tangent a M;, et si H; est le groupe d’holonomie
de M;, alors H est en fait le produit des H;, et H; est 'image de H
dans GL(E;).

On est donc ainsi ramené a étudier les groupes d’holonomie «indécom-
posables », c’est-a-dire tels qu’il n’existe pas de sous-espace non-dégénéré
propre dans Ty M, invariant par H. Dans le cas riemannien, on est donc
ramené au cas ou la représentation de H dans Ty M est irréductible. Par
contre, dans le cas pseudo-riemannien, il peut y avoir encore des sous-
espaces invariants pour la représentation de H, a condition que ces sous-
espaces soient dégénérés pour { )g.

M. Berger a donné dans [4] une liste de groupes d’holonomie possibles
dont la représentation est irréductible (dans le cas riemannien, pseudo-
riemannien, ou méme affine). En résumé, ou bien la variété M est
localement symétrique, ou bien le groupe H appartient & une assez courte
liste de groupes linéaires. Quelques uns de ces groupes ont été ensuite
exclus de cette liste par d’autres arguments (voir par exemple [1] et [7]
pour le cas Spin9). Pour une revue récente sur la liste de Berger, voir la
synthese [9] de R.L. Bryant.

Dans la foulée, M. Berger avait classifié dans [5] les espaces symétriques
pseudo-riemanniens dont le groupe de transvections est semi-simple (ce
qui contient en particulier le cas irréductible).

Enfin, la derniere étape de I’étude du groupe d’holonomie consiste &
fabriquer des exemples de variétés ayant le groupe donné comme groupe
d’holonomie, ce qui est loin d’étre évident (par exemple, pour SU(n)
et Sp(n) voir [11] et [24], et pour les groupes exceptionnels de la liste
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SUR L’HOLONOMIE EN SIGNATURE (n,n) 95

de Berger voir [8]). Cela devient d’ailleurs encore plus compliqué si on
cherche des exemples de variétés complétes ou méme compactes (voir par
exemple [10], et [9] pour ’état actuel de la question).

Malgré tous ces travaux, le cas des groupes d’holonomie indécompo-
sables et non-irréductibles n’a été que peu abordé jusqu’a présent, et
méme la classification des espaces symétriques pseudo-riemanniens n’est
pas terminée. Cette classification des espaces symétriques n’est faite que
dans le cas lorentzien (pour la signature (1,m — 1), voir M. Cahen et
N. Wallach [14]) et dans le cas de la signature (2,m — 2), voir M. Cahen
et M. Parker ([12], [13] et [18]).

Nous avons commencé I'étude des groupes d’holonomie indécompo-
sables et non-irréductibles par le cas lorentzien, dans les articles [3]
et [16]. Le cas de la signature (2, m — 2) sera étudié dans l’article [17]
en préparation.

Dans cette article, nous nous intéressons au contraire au cas en principe
le plus éloigné du cas riemannien, c’est-a-dire au cas «neutrey ou la
signature est de type (n,n) avec m = 2n.

Dans le paragraphe 2, nous commencgons par examiner un cas qui
n’apparait que dans cette signature, celui ou le groupe d’holonomie
indécomposable laisse invariants deux sous-espaces supplémentaires tota-
lement isotropes. Le résultat général obtenu est décrit dans le théoréme 1
a la fin du paragraphe. A partir du paragraphe 3, nous étudions le premier
cas non trivial, celui o n = 2 et m = 4. Nous commencons par classifier les
sous-groupes de SO¢(2,2) qui sont indécomposables et non-irréductibles.
La liste est donnée dans le théoréeme 2. Au paragraphe 4, nous montrons
que deux de ces groupes ne sont pas des groupes d’holonomie, en uti-
lisant (comme d’habitude) l'identité de Bianchi et nous obtenons ainsi
une liste précise de condidats potentiels que nous séparons en deux listes
suivant que le groupe d’holonomie laisse ou non invariants deux sous-
espaces supplémentaires totalement isotropes. Au paragraphe 5, nous ex-
trayons des résultats généraux de Berger, Cahen et Parker pour les es-
paces symétriques ce qui s’applique & notre situation, en comparant &
la liste précédente. Enfin au paragraphe 6, nous utilisons les résultats
du paragraphe 2 pour obtenir des exemples explicites de métriques non
symétriques pour les groupes d’une des listes du paragraphe 4. Il reste
a traiter autre liste : cela sera fait ailleurs, la méthode devrait étre
différente. .

Ce travail a été mis au point lors de deux séjours du deuxieéme auteur a
I'Institut Elie Cartan (Unité Mixte de Recherche UMR 9973, UHP-CNRS-
INRIA).
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96 L. BERARD BERGERY ET A. IKEMAKHEN

2. Variété de type (n,n) et holonomie

Soit (M,{ )) une variété pseudo-riemannienne de dimension m = 2n
avec g de signature (n,n). Soit § un point de base de M. On suppose
que la représentation du groupe d’holonomie (restreint) H = HY en
de (M,{ )) laisse invariants deux sous-espaces E et E’ de lespace
tangent Ty M, supplémentaires et totalement isotropes. On note G’ le sous-
groupe connexe de SOg(Ty M, { )¢) engendré par les matrices qui laissent
invariants E et E’. Si on identifie SO¢(To M, { )o) & SOg(7) avec n définie
sur R™ par

n((mlw"7xn7yla"',yn)a(x/15'",x;—uyll""’y;z))
=z + 2y + o+ TuYlh + ThYn,

alors G’ est formée par les matrices

()

dans 1’écriture naturelle en blocs (n,n), ot U € GL™(n,R) et ot tU~!
est I'inverse de sa matrice transposée. Si K est un sous-groupe de G’, on
notera K le sous-groupe

Kr={U €GL(n,R); Ve K}
et K1 le sous-groupe
={'U"' e GL(n,R); V € K}.

Remarquons que G’ est le sous-groupe des éléments de SOg(n,n) qui
commutent & la matrice
I = (I 0 )
Yo -1

(our I est l'identité dans GL(n,R)). Par conséquent, si I’holonomie H est
dans G’, la variété M admet un tenseur parallele de type (1,1) (c’est-
a-dire un endomorphisme de TyM) I; qui est involutif (/2 = Id) et
antisymétrique pour la métrique ( ). Une telle structure s’appelle parfois
« parahermitienne ».

Puisque H laisse invariants F et E’, on a sur M deux distributions pa-
ralleles supplémentaires T et T”, intégrables et de dimension n telles que
la feuille associée & T' (resp. & T") qui passe par 6 est Ty (resp. T). Les
feuilles de chaque distribution sont totalement géodésiques et la connec-
tion de Levi-Civita D associée & la métrique pseudo-riemannienne ( )
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SUR L’HOLONOMIE EN SIGNATURE (n,n) 97

induit une connection sur chaque feuille. Si on note R la courbure tenso-
rielle de { ), on a:

R(U V)X eT pourtousU,VeTMet X eT.
Par suite,
<R(U, V)X,Y)=(R(X,Y)U,V)=0 pour tout Y € T.

Autrement dit, R(X,Y) = 0; de méme, on a R(X',Y’) = 0 pour X', Y’
dans T”. D’ol1 la connection induite sur chaque feuille est plate. Il y a donc
sur chaque feuille des coordonnées (z1,...,Z,), (resp. (Y1,...,yn)) sur To
(resp. sur T"p), plates pour la connection. On met localement autour de 6
des coordonnées sur M, en prenant un voisinage produit et la construction
suivante : en tout point p de M on regarde les feuilles T}, et T, ; T}, coupe
Tp en (y1,...,yn) et T, coupe T en (z1,...,,) par transversalité; donc
(Z1,--+y%n,Y1,--+,Yn) €st un systéme de coordonnées sur M. Dans ce
systéme de coordonnées, la métrique ( ) a une matrice

= (5 4)

puisque T et T" sont totalement isotropes. En plus A est inversible. On

peut enfin choisir les coordonnées (z;,y;) telles que A = I en . Pour
simplifier, on note

.

et, puisque 9; € T et 9 € T', pour tout V€ TM, on a :

8 =

Dyo; €T et Dva; eT'.
En particulier, puisque Dy, 0; = Da} 8, €TNT ;ona:
Dp,8; =0 pour tous4,j =1,...,n.

REMARQUE. — Le long de Ty on a Dp,0; = 0, mais cela n’est pas vrai
en général le long de T'. De méme, le long de T on a Dy, 6; =0.

On calcule maintenant les Dy, 8;- a partir des éléments a;; = (8¢,8§>
de A.On a:
(Do, 0;,0k) =0 (Do, 05, 0k) =
(D5,8;,0k) = % (8ian; — Okaij), (Do, 0},0;) =
(Da;05,0%) =0, (Da: 05, Ok)

(6iajk + 6jaik),
(0jaik — Oraij),
(61{04”‘ + 6;-aki).

N|= N N
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98 L. BERARD BERGERY ET A. IKEMAKHEN

Localement, la condition pour que T et T” soient paralléles est donc
Dp,0; = 0, soit :

(1) diajk = Ojay, et Oajx = Opaj; .

Et la condition pour que la métrique ( ) soit plate sur Ty et T{ est :

(2) A(z1,...,24,0,...,0) = A0,...,0,y1,...,yn) = 1.

Les équations (1) s’integrent facilement. Il existe (localement) une fonc-
tion A telle que

(3) az-j = 8i8;-h,

et on peut choisir A pour que son développement de Taylor en 0 commence
par 1y + - -+ + TnYn, les termes suivants étant au moins quadratiques
en les x; et quadratiques en les y;. Avec ces conditions, les seuls éléments
non nuls pour la connection sont donc :

(Do,05,01) = B;ajx et (Dp,0;,0k) = Oja;.
Par conséquent, si on écrit

Dy,0; =Y T5ok,
k
avec l“fj les symboles de Christoffel, on a :
Zr%ak[ = 61'0,]'13.
k

Soit
Ffj = Z diaje agr  ou agy est le coefficient de la matrice A~
¢

D’oty, si on note ®; 'opérateur Dp, restreint & T', exprimé dans la base (9;),
ona:
®; ='A1. 9;(tA).

De la méme fagon, si on écrit

Doy = STt
k

on obtient : .
/ / ~
r ij — Zaiaej ake
£

TOME 125 — 1997 — ~n° 1



SUR L’HOLONOMIE EN SIGNATURE (n,n) 99

Et si on note ®; 'opérateur Dy, restreint a T", exprimé dans la base (9;),
ona:
o =A"1.0A

(01,...,0n) est une base de T en tout point de M. De plus, les 9; sont
paralleles le long des feuilles de T” et le long de la feuille Ty (mais pas a
priori le long des autres feuilles de T').

Soit v un chemin particulier formé de :

e 71 le long de T} de (0,0) & p = (0,y),

e 12 lelong de T de p & ¢ = (=, ),

e 73 le long de T" de ¢q & (z,0) et

e 74 le long de T de (z,0) & (0,0).

Le long de v1, v3 et 74, les O; sont paralleles. Donc le transport

parallele 7, de 7 restreint & T est 'identité le long de 71, 73 et g4, si
on 'exprime dans cette base. On regarde maintenant 7,,. Si on pose

Ty Oip =Y _fij - 04,
ona: ’
(72 + 03, Ok)q = D6y 73, Bhdp = (Bis i)y = ase(p),
car les 0), sont paralléles le long des feuilles de T'. Or A(p) = I, d’on
1 sii=k,
> fij agi(@) = bk = {
J

0 sinon.

On a donc immédiatement que la restriction de 7, & T, exprimée dans
la base (01, ...,0n), est exactement *A=1(q). D’ou *A(q) € Hr pour tout
point g de M proche de 0.

Maintenant, soit K un sous-groupe connexe de G’. On suppose que
A est dans Kr; alors H(ds?) C K. En effet, si on désigne par Lp la
multiplication & gauche par B dans Kr, la dérivée de Lg-1 en B est

DpLg-1(X)=B'X €Kr pour X € TgKr,
avec K l'algebre de Lie de K7. Par conséquent,
tA1'A" € Kr pour toute dérivée A’ de A.
En particulier, ®; appartient & 7. On a de méme ®; € K7v. Donc
Dy, € K et Dy €K.

Par conséquent, 7(c) € K pour tout lacet o en 0 dans un voisinage de 0.
Ainsi H(ds?) C K. D’ot :

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



100 L. BERARD BERGERY ET A. IKEMAKHEN

THEOREME 1. — Soit (M,{ )) une variété pseudo-riemannienne de
signature (n,n). Soit 6 un point de M. Si le groupe d’holonomie (res-
treint) H = Hg en 0 de M laisse invariants deux sous-espaces de TyM
supplémentaires et totalement isotropes, alors, d un isomorphisme preés,

He o - {(g tUO_l) U e GL(n,R)}.
FEt il existe un systéme de coordonnées (x1,...,Tn,Y1,---,Yn) Sur M et

une fonction h définie au voisinage de 0 sur R?" telles que
a) la métrique ( ) a en coordonnées une matrice de la forme :

0 A
ds” = (tA 0 )
ou A € GL(n,R) est la matrice de coefficients 0;0;h;

b) le développement de Taylor de h en 0 débute par x1y1+ - -+ TpYn
et les termes suivants sont au moins quadratiques en les x; et quadratiques
en les y;. De plus,

c) *A appartient a Hr ;

d) plus précisement, le groupe d’holonomie restreint H(ds?) est le plus
petit sous-groupe connexe K de G’ tel que A € Kr.

REMARQUE. — Etant donné un sous-groupe K de G’, le théoréme 1
nous permet de trouver, si c’est possible, des exemples de métriques de
signature (n,n) dont le groupe d’holonomie restreint est exactement K
(voir paragraphe 5).

3. Un probleme algébrique en dimension 4
Nous rappelons d’abord certaines définitions nécessaires pour la suite :

DEériNtTiON 1. — Un sous-groupe connexe H de GL(m,R) est dit
indécomposable si il ne laisse invariant aucun sous-espace propre non
dégénéré de R™. Une sous-algebre H de gl(m,R) est dite indécomposable
si son sous-groupe connexe associé ’est.

DEFINITION 2. — Une variété pseudo-riemannienne (M, ( }) connexe
est dite irréductible si sa représentation d’holonomie restreinte H en un
point @ € M est irréductible. La variété (M, ( )) est dite indécomposable
si Hg ne laisse invariant aucun sous-espace propre non dégénéré de Ty M.

Soit maintenant (M, ( )) une variété pseudo-riemannienne de dimen-
sion 4 avec ( ) de signature (2, 2). On suppose que (M, { ) est indécompo-
sable non irréductible, donc la représentation d’holonomie (restreinte)

TOME 125 — 1997 — ~n° 1



SUR L’HOLONOMIE EN SIGNATURE (n,n) 101

H= Hg en un point # € M ne laisse invariant aucun sous-espace propre
non dégénéré de Ty M et laisse invariant au moins un sous-espace propre
E dégénéré de Ty M, donc aussi son orthogonal E* relativement & la 2-
forme symétrique ( )p et l'intersection E N EL qui est un sous-espace
totalement isotrope. Par conséquent, si on identifie TyM a R* et { ) & la
2-forme symétrique 7, alors H est un sous-groupe connexe de SOq(n) qui
laisse invariant une droite isotrope D ou un plan P totalement isotrope,
mais ne laisse invariant aucun sous-espace propre non dégénéré de R%.
Dans la suite, nous classifierons toutes les possibilités de tels sous-
groupes et en particulier ceux qui laissent invariants deux plans totalement
isotropes de R* supplémentaires. Soit (ej, ez, e3,e4) la base canonique
de R*; on peut donc supposer que D = Re; et P = Re; + Rey. On
note G le sous-groupe connexe de SOg(n) engendré par les matrices qui
laissent invariant D ou P. Alors 'algebre de Lie G de G est formée par

les matrices : U J
a
a=(o Liy)

onU € gl(2,R),a e Ret J = (_01 é) Pour simplifier les notations, on
identifie G & gl(2,R)@P R et A & (U,a). On notera :

U= {U7 (U7a') € g}a

U ={U; (U,a) € H},

A={(0,a); a € R}.

Le crochet dans G est défini par
(4) [(U,a),(U',d")] = ([U,U'],d trace U — atraceU’).

On remarque qu’il n’existe aucune droite ni aucun plan non dégénéré
invariant par 4. Donc A est un idéal indécomposable de G.

THEOREME 2. — Soit H une sous-algébre indécomposable non irrédu-
cible dans sog(n). Alors, ¢ un isomorphisme prés, H est dans la sous-
algébre G et

1) ou bien elle contient un conjugué de l’idéal A engendrée par (0 J)

00
2) ou bien, elle est 'une des exceptions :

a) Hi=s0(2)+R = {(a[-{o—ﬁJ —aI(:—ﬁJ>; a, ﬁER},

b) Hz engendrée par (g )

J
-
c) M3 engendrée par (3 7) avec J = (5 ) et L=(} _9).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



102 L. BERARD BERGERY ET A. IKEMAKHEN

Preuve.

LEMME 1. — Les sous-algébres H1, Ha et Hs sont indécomposables.

Preuve du Lemme 1.

e Pour H;, aucune droite n’est invariante et si E est un plan non
dégénéré invariant par H;, alors E N P = 0. D’ou il existe une matrice
carrée B, telle que E = {(BX, X); X € R?}. Ce qui implique que

—2aB = 3(BJ + JB) pour tout a, 8 € R.

Donc B = 0, ce qui est impossible.

e Pour Ha, les seules droites invariantes par (L,1) sont Re; et Res.
Et si E est un plan non dégénéré, invariant par (L,1) avec EN P de
dimension 1, on peut supposer que E N F = Re;, E = Re; & Rz et
(L,1)x = e1 + px, avec p € R et & un vecteur non nul de E indépendant
de e1. On en déduit que E = P ou E = Re;®Rey. Si maintenant ENP = 0,
alors E = {(BX,X); X € R?} avec B une matrice réelle carrée. Ce qui
implique, pour tout X € R?,

- (%) = (Y250%)

d’out J = —(BL + LB), ce qui est impossible.

(77x )

o Pour Hs, on fait la méme démonstration que celle de Hy. []

Soit maintenant H une sous-algébre de G. On suppose que H est
indécomposable et qu’elle ne contient aucun conjugué de A (sous le groupe
orthogonal complet). Donc H ne contient ni A ni A" engendrée par (N, 0),
(ol N est la matrice (8 (1))) et donc ni B = A @ A’. Nous distinguons
maintenant deux cas :

1) 'H laisse invariante au moins une droite isotrope. A une conjuguai-
son pres, on peut supposer que H laisse invariante la droite Re;, et donc
les éléments de H sont de la forme

((g Zx)"s) avec a,f,7,6 €R.

1.1) Si HN B = 0, il existe des constantes réelles a, b, c,d telles que
tout élément de H est de la forme

((g aa;bﬁ),ca—kdﬁ).

ToME 125 — 1997 — ~° 1



SUR L’HOLONOMIE EN SIGNATURE (n,n) 103

Si ‘H est de dimension 2, on doit avoir a = —b et ¢ = d. Or dans ce cas
'H laisse invariant le plan non dégénéré Re; + R(—ace; + ces + e3 + aey).
D’ou ‘H est décomposable. Donc on peut supposer que H est une droite
engendrée par

A= ((g Z?)’é) avec a # 0 ou 5 # 0.

Si a # (3, & une conjuguaison pres dans G, on peut supposer que v = 0.
Si en plus § = 0, H est décomposable, donc § # 0.

Si a # B et « = —f3, & une conjuguaison pres, on peut supposer que
‘H = Ho et donc indécomposable.

Si maintenant o # 8 et a+ 8 # 0, la matrice A laisse invariant le plan
non dégénéré Re; & R( a%_ﬁ es + e3), donc H est décomposable.

Si a = @ et v # 0, & une conjuguaison pres, on peut supposer que H
est engendrée par (L, 1) et donc indécomposable.

Sia=pfetvy =0, A laisse invariant le plan non dégénéré Re; &
R(e1+e2+2%e3—25ey), si 6 # 0 et laisse invariant le plan non dégénéré
Re; ® Reg, si § = 0. Donc ‘H est décomposable.

1.2) Si ‘H N B est de dimension 1, on peut supposer qu’elle est
engendrée par Ay = (alN, 1) avec a # 0. Toute matrice A de H s’écrit

A=C+6Ay, avec 0:((3 g),O)eH.
Or,

[40,C] = (a(B— a)N,—(a+B)) e HNB.
D’ot a(8 — a) = —a(a + B). Ainsi § = 0. En plus, pour

o= (5 D) o=((5 T))en

[C,C"] = (Y'a—~a/)(N,0) € A'.

on a :

Dot ¥'a = va’. Ce qui implique que la dimension de H est < 2. On
suppose donc que H est engendrée par Ay et Cy avec

a=((% 9)0)

Si ap = 0, alors 79 = 0 et H est donc décomposable. Si ag # 0, H laisse
invariante la droite R(—(y0/a0)e1 + ez — aeq). D’ott H est décomposable.
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2) 'H ne laisse invariante aucune droite isotrope. Donc U’ est irréduc-
tible, par conséquent elle est réductive. Ce qui implique que

U’ € {gl(2,R),sl(2,R),s0(2,R),s0(2,R) ® R}.
Et il existe une application linéaire ¢ : U’ — R telle que
H={U.e); Ueu'}.

On distinguera deux sous-cas :

2.1) On suppose ¢ = 0. Si U’ = gl(2,R) ou sl(2,R), on est dans
le premier cas du théoréme. Si U’ = so(2,R), H laisse invariant le
plan non dégénéré R(e; + e3) @ R(ez + e4), donc est décomposable. Si
U =50(2,R) ®R, H = H,.

2.2) On suppose ¢ # 0. D’apres (4), on a :

[(4,0(4), (4, (4))] = ([4,4],0), pour 4,4 €sl(2,R).

Donc si U’ contient sl(2,R), H contient A'. Si U’ = so(2,R), & une
conjuguaison prés dans G, on a H = Hs. Sild’ =so(2,R) ® R,

H:{((_aﬁ g),aa+bﬂ),a,ﬂeR}

avec a et b des constantes réelles. Puisque U’ est une algébre commutative,

b=0eta#0.Or ((_‘2; o)sac) est conjuguée a ((_% £),0). D'olt H est

indécomposable. []
4. Autres obstructions

ProposiTioN 1. — Il nlexiste aucune variété pseudo-riemannienne
(M, () de signature (2,2) dont l’algébre d’holonomie est Ha ou Hs.

Preuve. — On suppose qu’il existe une variété pseudo-riemannienne
(M,( )) de signature (2,2) dont 1’algébre d’holonomie est H. Soit R le
tenseur de courbure associé a la métrique g. On regarde d’abord R en 6.
Si H="Hs,ona:

R(z,y) = a(z,y)A, avec A= (L,1)eta:R*xR* >R,
ce qui implique

<R(.’L‘,’y)€1,63> = —<R(1L‘,y)62,64> = <R(.’17,y)€3,€4>,
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d’olu
(5) R(e1,e3) = —R(e2,e4) = R(es, e4).

Et on remarque que les autres R(e;,e;) sont nuls. De (5) et I'identité de
Bianchi algébrique, on obtient

(R(e1,es)e1,e3) = —(R(ez, es)e1, e3) = 0.

D’ott R(e1,e3) =0, ce qui implique R = 0 en 6. Si maintenant on pose

Ry(z,y) =7(7)"" - R(r(M)z,7()y) - 7(7)

pour z,y € R?% avec 7(v) le transport paralléle le long d’une courbe 7

quelconque d’origine #, on a de méme R, = 0 en §. D’apres le théoreme

d’Ambrose-Singer [2], on en déduit que H = 0, ce qui est impossible.
Méme démonstration lorsque H = Hz. []

On se place maintenant dans les notations du paragraphe 2. En
dimension 4, si on identifie tout sous-groupe K de G’ & Kz, on appelle :

xi={(4 1)inem)

K2:>\={<g 07)\); a,y €R, a>0} avec X € [-1,1];

K3 = {(g g) ;o,8,7ER, a,8> O},

K4 = SL(2,R);

K5 = GLT(2,R);

Ko={(5 o) s e}

Uy le sous-groupe connexe de G’ engendré par la matrice C' = ({ 1);

01

Us,x le sous-groupe connexe de G’ engendré par la matrice (*, })
avec A € R et positif ou nul;

A le sous-groupe connexe de G engendré par 1'idéal A;

B le sous-groupe connexe de G engendré par la sous-algebre

B= {(a(])\f —Z{N); a,,@G]R} avec N = ({ 7).

Alors on a :
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THEOREME 3. — En dimension 4, si H est le groupe d’holonomie (res-
treint) d’une variété pseudo-riemannienne indécomposable non irréduc-
tible et de signature (2,2). Alors,

a) ou bien H laisse invariants deux plans supplémentaires totalement
isotropes, et donc, d un isomorphisme prés, il ne peut étre que K1, Ko y,
K3, K4, K5 ou le cas exceptionel Kg;

b) ou bien il ne laisse invariant qu’un seul plan totalement isotrope,
et donc, a un isomorphisme prés, il ne peut étre que B, Uy - A, Uz » - A,
KQ,,\'A, KGA K3'A, K4A OUKE,'A.

Attention : il y a trois fagons de présenter K; comme étant un groupe
qui laisse invariant un plan totalement isotrope de R%. Par exemple, le
sous-groupe A ou le sous-groupe A’ associé & I'idéal A’ .

Preuve du théoréme 8. — Il suffit de remarquer qu’a un isomor-
phisme pres, les seuls sous-groupes qui laissent invariants deux plans
supplémentaires totalement isotropes et qui contiennent K; sont les cinq
premiers groupes de a) et que Kg est le sous-groupe connexe engendré
par H;. Et en vertu du théoreme 2 et les propositions 1 et 2, on en déduit
le résultat. []

Maintenant, un simple examen de tous ces groupes nous donne :

COROLLAIRE 1.— Le groupe d’holonomie restreint d’une variété pseudo-
riemannienne de signature (2,2), indécomposable, non irréductible est
fermé.

5. Les espaces symétriques en dimension 4 et signature (2,2)

Dans ce paragraphe, on fait quelques rappels sur les espaces pseudo-
riemanniens symétriques.

DEFINITION 3 (extraite de [12]). — Un quadruplet pseudo-riemannien
symétrique est un quadruplet (£, K, P,n) constitué d’une algebre de Lie
réelle £ de dimension finie, une sous-algebre K de £, un sous-espace
vectoriel P de £ supplémentaire de K et ad(K)-invariant, et une 2-forme
symétrique n sur P, non dégénérée et invariante par ad(K), qui vérifient
[P,P] = K et K ne contient aucun idéal non nul de L.

On sait que la donnée d’un espace pseudo-riemannien symétrique
(M, { )) simplement connexe est équivalente & la donnée d’un quadru-
plet symétrique (£, K, P,n) ou L est Palgebre de Lie du groupe des trans-
vections de (M, ( )) et K la sous-algébre correspondant au sous-groupe
d’isotropie d’un point base 6 de M. L’algebre £ admet un automorphisme
o qui est 'identité sur K et I’opposée de 'identité sur P, et qui représente
la différentielle de la conjuguaison par la symétrie sg.
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On peut montrer aussi que la forme 7 s’étend sur tout £ en une forme
(toujours non-dégénérée) qui est invariante par ad £ et par 0. On peut
ainsi caractériser le quadruplet par la donnée (£,o,7n) mais il faudrait
traduire les deux derniéres conditions. Parmi les résultats généraux de [13],
citons :

PROPOSITION 2 (voir [13]). — L’algébre L est résoluble si et seulement
si la représentation d’isotropie de 'H est nilpotente. Et L est semi-simple
si et seulement si la représentation d’isotropie de H est complétement
réductible.

M. Berger a donné dans [5] la liste compléte des espaces pseudo-
riemanniens symétriques lorsque la représentation d’holonomie est comple-
tement réductible. Le cas ou £ n’est ni semi-simple ni résoluble a été
étudié par M. Cahen et M. Parker dans [13] (en signature quelconque).
En particulier, il y a une classification compléte en dimensions < 7. Pour
le cas de la signature (n,2), M. Parker donne une classification compléte
dans [18]. Enfin, le cas ou L est résoluble a également été étudié par
M. Cahen et M. Parker dans [12], avec de nombreux exemples et une clas-
sification compléte du cas de signature (n,2). Le cas de signature (n,2)
(et donc en particulier celui de signature (2,2)) est donc contenu dans ces
classifications.

Dans ce qui suit, on précise simplement, par rapport aux nota-
tions du théoréme 2, le groupe d’holonomie restreint de tout espace
pseudo-riemannien symétrique de signature (2,2) indécomposable non
irréductible. Cependant, pour faciliter la lecture de cet article, on rap-
pellera quelques détails de ces classifications dans notre cas particulier.

o Premier cas : L est résoluble.

Le centre Z de £ est de dimension 1 ou 2, et ces deux cas sont assez
différents. .

Si Z est de dimension 2, alors £ est nilpotente. A une normalisation
pres, il y a ici un seul exemple, qui a été étudié en particulier par H.S. Ruse
et A.G. Walker, et qui est harmonique (voir par exemple [19]). En voici
une description. On considere £’ = R5, muni du crochet :

[($1,932,5U37$4,$5), (yl,y2,y37y4,y5)]
= (Tays — T5Y4, T1Y5 — T5Y1, —T1Y4 + 491, 0,0).

Si K' = {(21,0,0,0,0)}, P’ = {(0,%2,23,4,75)} et si n’ est définie par

' ((x1, 22,23, 24, %5), (Y1, Y2, Y3, Y4, Y5))
= Z1Y1 + T2Y4 + T3Ys + T4y2 + T5Y3,

alors (L', K',P',n’) est un quadruplet symétrique de signature (2, 2).
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Si Z est de dimension 1, on a maintenant toute une famille d’exemples.
Soit f une application linéaire inversible de R? dans lui-méme, qui est en
plus symétrique pour la forme bilinéaire lorentzienne

((z,y),(«',y")) = xy’ + z'y.

La matrice de f est donc (§ £). On considére alors I’algébre £ = R® avec

le crochet :

[($1 y X2,T3,%4,Ts5, Zﬁ)v (yla Y2,Y3,Y4,Ys, yﬁ)]
= (azeys + bTeys — axsys — bT5Ys, CTeYs + aT6Ys — CLaYs — AT5Ys,

T1Ys + Tays — TsY1 — TaY2, TeY1 — T1Ys, TeY2 — T2¥6,0).

On pose K = {(z1,22,0,0,0,0)} et P” = {(0,0,z3,24,25,76)} et enfin

71”((5617172,103,334,335,556), (yl,yz,ya,y4,ys,y6))
= Z1Y2 + T2Y1 + T3Ye + TaYs5 + T5Y4 + TeYs3-

Alors (£",K",P",n) est un quadruplet symétrique de signature (2, 2). Les
espaces symétriques correspondants sont isométriques si et seulement si
les applications f associées sont conjuguées par le groupe de Lorentz.

ProprosITION 3 (extraite de [12]). — Le quadruplet (L', K',P', ) et la
famille de quadruplets (L",K",P",n") sont les seuls quadruplets pseudo-
riemanniens symétriques de signature (2,2) dont lalgébre de Lie du
groupe des transvections soit résoluble et qui correspondent d des es-
paces symétriques indécomposables. Avec les notations du paragraphe 4,
le groupe d’holonomie (restreint) est A pour (L', K',P',n’) et B pour les
(ﬁ”, ’C”, P”, 77”)-

e Deuxiéme cas : L n’est ni résoluble, ni semi-simple.

Soit S une algebre de Lie simple de dimension 3, c’est-a-dire S = so(3)
ouso(1,2). Soit R I’algebre abélienne de dimension 3 et ¢ un isomorphisme
linéaire de S dans R. On considére ’algebre de Lie £ produit semi-direct
de I'idéal R par S pour la représentation adjointe de S transportée sur R
par . Autrement dit, le crochet de Lie de £L = R @ S est donné par la
formule suivante, si X, X’ e Ret VY €S :

X +Y, X'+ Y] =0lp7H(X), Y]+ o[V, o H(X)] + [¥,Y].
On munit £ de la forme bilinéaire symétrique n définie par :
N(X +Y,X'+Y')=B(p™'(X),Y') + B(Y,¢™ (X))
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ot B est la forme de Killing de S. On vérifie facilement que cette forme
est invariante sur £ et de signature (3,3). Soit maintenant 7 une sous-
algébre de dimension 1 de S, isomorphe & so(2) dans so(3) ou so(1,2),
ou & so(1,1) dans so(1,2). Dans tous les cas, la représentation adjointe
de 7 sur R laisse invariant un sous-espace U de dimension 1, et donc
K =U®T est une sous-algébre abélienne de L, sur laquelle la forme 7 est
non-dégénérée. Si P est 'orthogonal de K, on voit alors que [P, P] =K,
donc (£, K, P,n) est un quadruplet symétrique de signature (2, 2).

PROPOSITION 4 (extraite de [13]). — Les trois quadruplets symétriques
obtenus pour les différents choix de S et T sont exactement les seuls
quadruplets symétriques correspondant auz espaces symétriques indécom-
posables de signature (2,2) dont le groupe de transvections n’est ni semi-
simple ni résoluble. De plus, ces espaces symétriques s’identifient naturel-
lement aux espaces totauz des fibrés tangents auz trois espaces a courbure
constante non nulle de dimension 2 :

5% = S0(3)/S0(2),
H? =800(1,2)/50(2),
52 =80¢(1,2)/S00(1,1).
Enfin le groupe d’holonomie (restreint) correspond, avec les notations du

paragraphe 4, soit & Ug o -A dans les deur premiers cas, soit a Ko dans
le troisiéme.

o Troisieme cas : L est semi-simple.
On examinant les espaces symétriques de la liste de Berger [5], on déduit
facilement :

ProposITION 5 (extraite de [5]). — Les espaces pseudo-riemanniens
symétriques, de dimension 4, de signature (2,2), d groupe de transvections
semi-simple et qui ne sont pas des produits sont :

800(2,3)/800(2,2), SU(1,2)/U(1,1),
SL(3,R)/GL(2,R),  SL(2,C)/C*.

Les deuz premiers espaces sont irréductibles, alors que les deux derniers
sont indécomposables et non irréductibles. Les groupes d’holonomie (res-
treints) correspondants sont respectivement les groupes SO¢(2,2), U(1,1)
et, dans les notations du paragraphe 4, K5 = G1(2,R) et K¢ (abélien).

REMARQUE. — Ici C* est le sous-groupe diagonal de SL(2,C). Les
algebres de Lie £ sont munies de leur forme de Killing.
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6. Autres exemples

Comme indiqué dans le théoreme 1, on considére des coordonnées
(1,T2,91,%2) sur R* au voisinage de 0. On obtient une métrique de
signature (2,2), en prenant comme matrice en coordonnées

0 A
ds” = (tA 0)
ot A = (*!) est inversible. Comme on l'a vu au paragraphe 2 (avec

a = a1, b = a2, ¢ = ag1, d = agz) le groupe d’holonomie H est un des
groupes K; si et seulement si K, est le plus petit sous-groupe connexe
contenant toutes les !A. On obtient donc des solutions & partir d’une
fonction h (avec a = 8101 h, b = 8105h, ¢ = 8201h et d = 04h) vérifiant
les conditions initiales précisées au b) du théoreme 1.

e Pour obtenir H = Ki, il faut @ = d = 1 et b = 0. Une solution
générale est de la forme

h = z1y1 + zay2 + 2547 f (22, 91)
avec f non nulle.

Si f est une constante, on obtient une métrique localement symétrique,
localement isométrique & (M’, ¢') du théoreéme 4.

Si f est par exemple x2, on obtient une métrique non symétrique. Pour
obtenir H = K, il faut d = 1 et b = 0. Une solution générale est de la
forme

h = z1y1 + Tay2 + T122Y5 f (21, T2, Y1)
avec f non nulle. Un exemple simple est f = 1.

 Pour obtenir H = K5 ) (avec A non nul), il faut d = a* et b=0. Une

solution générale est de la forme

Y1
h = z1y1 + T2y2 + 5'31/ T2y f (T2, ) dt
0

+ Z/2/0$2 [[1+ @2y f(t,31)]% — 1] dt

ou f est non nulle.

Ici encore, un exemple simple est obtenu avec f = 1, mais cet exemple
est localement symétrique dans le cas A = 1, localement isométrique au
premier cas de la proposition 5. Pour obtenir un exemple non symétrique,
il faut alors prendre f non constante, par exemple f = xs.

o Pour obtenir H = K3, il faut b = 0. Une solution générale est de la
forme

h = z1y1 + T2y + i (@1, T2, 51) + 259(22, Y1, 2)
ot le développement de Taylor de f commence par un polyndéme de degré 2
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en (x1,z2) et celui de g par un polynoéme de degré 2 en (y1,y2). Une
solution simple est par exemple

h = (z1y1 + 22y2) (1 + T2y1)-
o Le cas H = K3, correspond a une fonction h générique de la forme

h =z1y1 + z2y2 + f(z1,22,¥1,Y2)

ol le développement de Taylor de f en 0 est au moins quadratique
en les z;, et quadratique en les y;. Ici encore, un exemple trop simple
comme f = x1y122Yy2 donne une métrique localement symétrique, loca-
lement isométrique & SL(3,R)/R - SL(2,R). Pour avoir un exemple non
symétrique, il suffit par exemple de rajouter x3y? a h.

o Pour obtenir H = K, il faut d = a et ¢ = —b. 1l est ici plus simple
d’introduire des coordonnées complexes z = 1 +1ix2 et w = Y1 —iys, ainsi
que la fonction f = a+ib. Alors les équations deviennent plus simplement

of _ of _

8z Ow =0

Donc f est holomorphe en z et w. Par le jeu des conditions initiales, f
doit s’écrire

f =14 2wg(z,w) (avec g holomorphe).

Ici encore I'exemple g = 1 est trop simple parce qu’il redonne une métrique
localement symétrique, localement isométrique & SL(2,C)/C*. Il suffit
alors de prendre g = z par exemple pour avoir un exemple non symétrique.

Pour retrouver une fonction A comme dans le théoréme 1 et les autres
cas, il suffit alors de prendre pour h la partie réelle de la fonction
holomorphe ¢(z,w) vérifiant :

g 0
(a) 8 2 8’(1) ¢ - f )

(b) au voisinage de 0, on a
#(z,w) = 2w + z2w2w(z7 w)

avec 9 holomorphe.
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7. Derniéres remarques et conclusion

7.1.— Si le groupe d’holonomie H de M est en fait inclus dans un sous-
groupe U(1,1) de SO((2,2), alors M est une variété pseudo-kahlérienne.
Autrement dit, M admet une structure complexe compatible & la métrique
(Popérateur J est antisymétrique) et paralléle pour la connection de Levi-
Civita. En particulier M est une variété complexe et on a intérét dans ce
cas a utiliser des coordonnées complexes.

La représentation de U(1,1) dans C? = R* est irréductible, donc U(1, 1)
n’est pas apparu dans les groupes que nous avons considérés. Par contre
SU(1,1) est apparu comme Ky. Les autres groupes qui sont dans U(1,1),
qui sont indécomposables et non irréductibles, sont A (= K;), K, Kg - A
et Uz x-A. Pour Ks, les coordonnées complexes sont apparues d’elles-
mémes dans les calculs du paragraphe 6.

7.2.— Pour le cas de K4, nous n’avons pas trouvé d’exemple vraiment
élémentaire avec les calculs du paragraphe 6. Attention que, contrairement
au cas de Kg, les sous espaces totalement isotropes supplémentaires
que K4 laisse invariants ne sont pas complexes (pour la structure complexe
associée a la représentation de K4 comme SU(1, 1)). Cependant, la théorie
générale de ’holonomie des espaces kahlériens (groupes U(p, q), SU(p, q)
et Sp(p,q)) s’applique en particulier au cas SU(1,1). Il y a donc des
métriques locales pour lesquelles 1’holonomie est bien SU(1,1) (voir les
travaux de R.L. Bryant [8] et [9]). Avec le paragraphe précédent, on obtient
donc en conclusion :

THEOREME 4. — Si H est un groupe d’holonomie (restreint) d’une
variété pseudo-riemannienne indécomposable non irréductible et de signa-
ture (2,2) et si H laisse invariants deuz plans supplémentaires totalement
isotropes, alors H est ['un des groupes K1, Ko x, K3, K4, K5 et K¢ du
théoréme 3 et tous ces groupes sont effectivement réalisés par au moins
une métrique non symétrique.

7.3. — Pour achever I’étude des groupes d’holonomie (restreints) en
signature (2,2), il reste donc & examiner la liste de b) du théoréme 3.
Cela sera fait ailleurs. En effet les méthodes du paragraphe 2 ne sont pas
adaptées a ce cas : il faut les modifier légerement.
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