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Etude sur les courbes gauches unicursales;

par M. Gentv.

(Séance du 1°* juillet 1881.)

I. — Considérations générales.

1. Soient f,, f3, f3, f4 quatre fonctions d’une variable arbi-
traire ¢; les équations

ziyisiw=fiifiifs S

ou, sous une forme plus simple,

Siifelfal

représentent une courbe C, lieu des points m qu’on obtient en
donnant successivement a la variable ¢ toutes les valeurs possibles.

Lorsque les fonclions fy, fs, fs, fi seront des fonctions algé-
briques et entiéres de degré m par rapport. a la variable ¢, je
dirai que la courbe C est une courbe unicursale ou rationnelle
d’ordre m.

2. Soient de méme F,, Fy, F;, F; quatre fonctions de deux
variables arbitraires indépendantes ¢ et w, les équations

xiy:s:w=F F,:F;: T,

ou simplement
FiiFoiF i Fy,
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représentent une surface S, lieu des courbes en' nombre infini
qu’on peut obtenir en établissant une relation quelconque entre les
variables ¢ et «.

3. Les équations
ziyis=fithiifs

dans lesquelles il n’entre qu’une seule variable arbitraire, repré-
sentent, soit le cone qui a son sommet au point % et qui contient
la courbe gauche C, soit la perspective de cette courbe sur le
plan w = o, I'eeil étant placé au sommet w du tétraédre de réfé-
rence.

4. Les points d’intersection de la courbe C avec le plan
lx +~my+nz+pw=o
sont donnés par ’équation
() If,+ mfy+ nfy+ pfi=o.

Dans le cas des courbes rationnelles d’ordre m, cette équation
est algébrique et d’ordre m. Donc un plan coupe une courbe uni-
cursale d’ordre m en m points.

8. Lorsque I’équation (1) du paragraphe précédent est identique,
la courbe C est située tout entiére dans le plan donné.

Réciproquement, pour que la courbe C soit plane, il faut qu'on
puisse trouver un plan

lx4+~my+ns+pw=o
qui la contienne tout entiére, et tel, par suite, que I’équation
Y+ mfy+nfs+pfi=o

soit satisfaite identiquement. On obtient ainsi, dans le cas d’une

courbe rationnelle, m + 1 équations entre lesquelles il restera a

éliminer /, m, n et p, ce qui donnera en tout m — 2 conditions.
Pour m = 2, il n’y a aucune condition a remplir, et, par suite,

toute courbe unicursale du second ordre est une courbe plane.
Soient, en effet,

A+ bty att+ byt + ¢y at+ byt +cylat*+ bt +c,



— 7 - v
les équations générales d'une conique; on reconnait immédiate-
ment que celte courbe est située dans le plan qui a pour équation
x ¥y 3 W
a4 A a; a,
b, b, b; b,
¢ C ¢ ¢

— 0.

Pour m = 3, les équations de la courbe sont
B+ b 24t +da P byt 4t +d,: ...,

et 'on voit immédiatement que la condition a remplir pour qu’elle

soit plane est
| a ay a; a,

b, by, b; b,
¢ ¢ ¢ ¢ | o
d d, d, d,

6. On obtient de méme les conditions qui doivent étre remplies
pour que la courbe C puisse étre placée tout entiére sur une qua-
drique. Il suffit, en effet, de cunsidérer I'équation d’une quadrique
quelconque, d'y remplacer les coordonnées courantes z, ¥, z et w
par fi, f2, f3 et f, respectivement, et d’exprimer que I'équation
en ¢ ainsi obtenue est identique. On obtiendra un certain nombre
de conditions entre lesquelles on éliminera les dix coefficients
inconnus qui entrent dans I'équation de la quadrvique.

Pour m = 2, onn’a que cinq équations qui ne suffisent pas pour
déterminer ces dix coefficients; donc, on peut placer une conique
sur une infinité de quadriques.

Pour m =3, on n’a que sept équations; on peut donc faire
passer une infinité de quadriques par une cubique gauche.

Pour m = 4, ona neuféquations, qui déterminent complétement
une quadrique contenant la courbe. Ainsi, en général, on ne
peut faire passer qu'une seule quadrique par une quartique gauche
rationnelle.

En général, en éliminant les dix coefficients inconnus entre
les 2m + 1 équations de condition, on obtient 2m — 8 relations
pour exprimer que la courbe C peut étre placée sur une qua-
drique.
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7. Un cone ayant son sommet en un point quelconque p et
(m—1)(m—2)
2

passant par une courbe unicursale d’ordre m a

arétes doubles;
Ou bien,

La perspective d’une courbe unicursale d’ordre m, l’ceil étant
placé en un point quelconque, est une courbe plane unicursale.

Le cbne qui passe par la courbe et dont le sommet estau point ¢,
supposé quelconque, a évidemment pour équations

(3) 1’:)":5:/'1:/'2:‘/.3.

Pour que ce céne ait une aréte double, il faut qu’on puisse trou-
ver deux valeurs ¢ et © de la variable satisfaisant aux équations

(1) fi(2) _ fa(8) _ fa(t)
Ji(=) () (%)

Il reste & faire voir que, dans le casou £}, f, et f; sont des fonctions

(m—1)(m—2)
2
solutions distinctes. Voici une démonstration assez simple de ce

théoréme bien connu:

Les équations (1) peuvent se mettre sous la forme

S2(O) fs(7)— fa(7) f3(2) =0,
(2) S () fi(m)—fa(=) fi(e) =o,
J1(8) fa(x) — fi(7) fa(2) =o.

Ces trois équations, si 'on y considére ¢ et t comme des coor-
données cartésiennes, représentent des courbes dont les points
communs auront pour coordonnées les valeurs cherchées de ¢ et <.
Les premiers membres de ces équations débarrassées du fac-
teur £ — < sont d’ordre m —1 en ¢ et 7, et, comme ils sont symé-
triques par rapport a ces deux variables, ils sont de la forme

entiéres de degré m, le sysiéme des équations (1) a

Atm—i.cm——l daeey

lc degré des termes négligés étantinférieur & celui du premier.
Les courbes représentées par les deux premiéres équations (2)
ont donc 4 (m —1)? points communs. Mais elles ont toutes deuxa
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I'infini, sur chacun des axes, un point multiple d’ordre m —1, et
ces points comptent pour 2 (m — 1)* points d’intersection qui ne
conviennent pas i la question.
D’un autre c6té, ces mémes courbes ont, parmi leurs points
communs, tous ceux qui ont pour coordonnées deux racines quel-
conques différentes de I'équation

Js(t) =o,

et ces points, dont le nombre est égal & n(n—1), ne sont pas
situés sur la troisiéme courbe. Donc, enfin, le nombre des points
communs aux trois courbes qui conviennent a la question est
égala

d(n—12—2(n—1)2—n(n—1)=(n—1)(n—2).

D’ailleurs, a un point d’intersection ayant pour abscisse A et
pour ordonnée i, en correspond un autre ayant pour abscisse p. et
pour ordonnée A, et ces deux points fournissent évidemment le
méme point double. Donc le nombre des points doubles apparents

de la courbe gauche est égal a (m_"—llz(,_m___"’),

II. — Du nombre des conditions nécessaires pour déterminer
une courbe unicursale d’ordre m.

8. Les équations générales d’'une courbe gauche unicursale
étant mises sous la forme

(1) SiifalSsl S

on voit immédiatement qu’elles renferment 4(m —+ 1) coefficients.
Mais la variable indépendante ¢ peut évidemment étre remplacée
par une autre T, liée avec elle par une équation de la forme

att + bt +cr+d=o,

etl'on peut disposer des coefficients @, b, ¢ et d de maniére a
donner & quatre des coefficients de la courbe des valeurs choisies
a volonté. En d’autres termes, il n’existe dans les équations (1)
que 4 (m 1) — § = 4 m coefficients véritablement arbitraires ; ce
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qui montre qu'il faut 4m conditions pour déterminer une courbe
gauche rationnelle d’ordre m.

9. On peut encore arriver a ¢e résultat de la maniére sui-
vante.

Remarquons d’abord qu’un point donné d’'une courbe gauche
équivaut & deux conditions. En effet, sile point (z,, ¥\, 5,, wy) est
situé sur la courbe, on pourra trouver une valeur de ¢ satisfaisant
aux relations

iyl sl wmi=/f1 el fal fue

En éliminant tentre ces trois équations, on obtient deuxrelations
entre les coefficients des équations de la courbe.

Ou encore, si le point donné est le sommet w du tétraédre de
référence, les équations de la courbe peuvent se mettre sous la
forme

S

{—a

(1) ©11 9% 93t ;
9y, @2, 3 étant des fonctions d’ordre m — 1 seulement, et I'on voit
qu’elles renferment deux coefficients de moins que les équations
générales.

Sia est donné, les équations ci-dessus renferment trois coeffi-
cients de moins que les équations générales. Ainsi un point donné
pour une valeur donnée de la variable équivaut a trois condi-
tions.

Ceci posé, étant donnés trois points d’une courbe, on peut faire
en sorle que ces trois points correspondent a des valeurs données
d’une variable indépendante convenablement choisie. Soient, en
elfet, t,, ¢, t; les valeurs de la variable actuelle qui correspondent
aux points donnés; 7 la nouvelle variable a introduire; 7, 72, 3 les
valeurs données de cette variable qui doivent correspondre aux
points donnés. On établira entre ¢ et t une relation de la forme

att + bt +cT+d=o,

et I'on déterminera les coefficients @, b, ¢ et d, a I'aide des rela-

tions
atyty+ bty +cty+d=o,

atyts+ bty + ¢t +d=o,
aty=y;—+ bty + ct3+d—=o.
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En éliminant a, b, c et d entre les quatre équations qui précédent,
on obtient la relation qui lie ¢ et < sous la forme

tr t T 1
Lty & Ty o1
lymy ly Ty 1

L3ty 3 T3 I

D’aprés cela, on peut considérer trois points donnés d'unc
courbe comme équivalant a neuf conditions. Comme, d’ailleurs,
bl : . A z \ :
I’'un des coefficients peut toujours étre supposé égal & 1, il manque
encore

bm+3—9g=~4m—6

conditions pour déterminer la courbe, soit 2m — 3 points, qui
avec les trois points donnés font en tout 2m points.

10. Le probléme qui consiste & trouver les équations d’une courbe
gauche, connaissant 4m conditions auxquelles cette courbe doit
satisfaire, peut étre impossible ou indéterminé. Il sera impossib]é
toutes les fois que les conditions données sont incompatibles avec
I'existence méme de la courbe en question ou d’une courbe plane
du méme ordre. Le probléme sera au contraire indéterminé quand
les conditions données, incompatibles avec I'existence d’une courbe
gauche, sont au contraire compatibles avec I'existence d’une
courbe plane du méme ordre. Un exemple suffira pour éclaircir la
remarque qui précéde.

Une cubique gauche est déterminée par six points; mais, si
quatre des points donnés sont dans un méme plan, le probléme
est impossible, puisqu'un plan ne peut pas rencontrer une cubique
gauche en plus de trois points. Mais si les six points donnés sont
dans un méme plan, il yaura une infinité de cubiques planes
satisfaisant & la question, puisqu’il faut huit points pour déter-
miner une cubique plane unicursale, etle probléme sera indéter-
miné.

11. Comme application, cherchons les équations d’une cubique
gauche déterminée par six points, savoir les quatre sommels
du tétraédre de référence, ct les points (&5, 3y, 3, v¢) el
(ray )2y 52, W)

y 2
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Les équations générales d’'une cubique gauche circonscrite au
tétraédre de référence sont évidemment

a . a |, a . a,
t—a"t—B t—y"t—3

Nous supposerons, ce qui est permis (9), que les deux autres
peints doivent correspondre aux valeurs £ = oo et t =o de la va-
riable, et nous aurons

xy :.),l M <t . W= a, : a; . a; : a,
a K a K a q,

Tyl Vai SaiWy— —

« "By

A =Ty, A=Y, QA3=35, QaQ,=wW;

X /
P R

—=—)

Ly Y2 ~2
De sorte que les équations de la cubique sont

TiXy o ViV o,
by — g " tys— ) E35— 5 T twya—

515, Wy,

12. Cherchons encore les équations générales des quartiques qui
passent par sept points .donnés, savoir les quatre sommets da
tétratdre de référence et les points (x4, 54, 21, W), (£, ¥a, 32, W2)
et (xs,ya: 33, “’3)'

Une quartique circonscrite au tétraédre de référence et passant
au point (&4, ¥y, 51, ®,) pour ¢ = co a pour équations

11(“‘“1).,71“—31).-71(5'—“{1).""'1(5—‘81)_
t—a = t—p = t—y T t—2o

Si cette courbe doit passer au point (z,, ¥3, 52, w2) pour {= 0, on
aura
- ~
xyay ¥y By Sy w6y 2z
I e et
Zoa ¥l f 59y Wy 0 ’
) étant une indéterminée, et I'on aura, pour les équations de la
courbe,

.

Tyt —daxy | Yt — MBya . 5it— Ay5, | wyl— ke,
t—= Cot—p3 " t—y t—3a
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‘Si enfin la courbe doit passer au point (xy, )3, 23, ;) pour
t=1,0n aura :

ry—hx, yi— My, 5 —73  w—lw,
1—a 1 —f I—y 1—0o

T3 - Y3 - 53 - w3 ="

i étant une nouvelle indéterminée. Des équations précédentes, on
tire
BTy — 2 Bk Ys—7 K55 ,

v —
S = Y
W3 — Ay BY3— AY,

~
o=

=2 L =3 1,
53— A3y Wy — Aoy

et les équations de la courbe deviennent

Ly (pxy— hay) — hay (pars— o)

t(pxy— ALy) — (na3— )

Lty (pys—Aye) — Ay (pys— )
Hprys—hy2) — (BYs— 1)

L t5 (pS3— R3y) — A5 (155 — 51)
t(p53— h3y) — (53— 5y)

Lt (s — hwy) — Ay (evyg — ) |

Ty yresy puy pry—y

elles ne renferment plus que deux coeflticients inconnus : donc un
point de plus suffira pour déterminer la courbe; on reconnait
d’ailleurs sans peine qu’il passe huit quartiques gauches unicur-
sales par huit points donnés.

13. Une courbe gauche rationnelle d’ordre » n’a point, en géné-
ral, de point double, ni & plus forte raison de point multiple d’un
ordre de multiplicité supérieur a 2. En effet, il faut qu’on puisse
trouver deux valeurs ¢ et = de la variable telles qu’on ait

o G ACENACENAGY
A AT R AT RV A

Or ces relations fournissent trois équations distinctes entre ¢ et <,
qui n’ont en général aucune solution.

Si on élimine ¢ et T entre ces équations, on obtient la condition
a laquelle doivent satisfaire les coefficients des équations de la
courbe pour qu’elle ait un point double. On voit donc que la con-
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dition d’existence d’un point double est une condition simple.

Réciproquement, si cette condition est remplie, on pourra tirer
des équations qui précédent le systéme des valeurs ¢ et = de la va-
riable qui correspondent au point double. Si ces valeurs sont réelles
et inégales, le point correspondant est un véritable point double,
¢’est-a-dire un point de croisement de deux branches réelles de la
courbe. Si ces valeurs sont imaginaires, on a un point isolé. Si enfin
t =, le point correspondant est un point stationnaire ou de re-
broussement. On voit, par suite, que deux conditions doivent étre
remplies pour que la courbe ait un point de rebroussement.

On obtient les conditions pour que la courbe ait deux points
doubles en écrivant que les équations (1) ont deux systémes de so-
lutions communes, et ainsi de suite.

14. De méme, pour que la courbe ait un point triple, il faut
qu’'on puisse trouver un systéme de trois valeurs ¢, = et 8 de la
variable satisfaisant aux équations

Ji(8) :fﬂ(tz () () =L (7) tSa(m) L fa(x) L fu(R)
=/1(8) 2 fo(0) ¢ f3(8) : £i(9).

Or ces relations fournissent six équations entre lesquelles on
pourra éliminer ¢, 7 et 8; on obtiendra ainsi trois conditions aux-
quelles la courbe doit satisfaire.

En continuantainsi, on voit sans peine que la condition d’exis-
tence d'un point multiple d’ordre » équivaut a

3(n—1)—n=2n—3

conditions simples.

15. Un point double donné d’une courbe gauche équivaut a
quatre conditions ou a deux points simples. En effet, si le point
double donné est le point w, les équations de la courbe pouvant se
mettre sous la forme

R S
Q1. P2 3. (t————m

’

@y étant des fonctions d’ordre m — 2, et 2 et 3 pouvant

(S
-6
™
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étre des quantités réelles ou imaginaires; et 'on voit que ces équa-
tions renferment quatre coefficients de moins que les équations
générales.

Un point triple équivaut de méme 2 six conditions; et en géné-
ral, un point multiple d’ordre 7 donné équivaut & 2~ conditions,
c’est-a-dire & n points simples.

16. Si le point w est un point de rebroussement, les équations
de la courbe pourront se mettre sous la forme

fo

?‘:“52:?3:-(_[‘——?:1—)2’

etl’on reconnait sans peine qu’elles renferment cinq coefficients
de moins que les équations générales; un point de rebroussement
équivaut donc a cinq conditions.

17. 1l est clair que si, dans les conditions qui doivent détermi-
ner une courbe gauche rationnelle, on fait entrer ’existence d’un
ou de plusieurs points multiples, on en pourra arriver i des cas
d’impossibilité ou d’indétermination. On sait, par exemple, qu'unc
courbe gauche d’ordre m ne peut pas avoir un point multiple
d’ordre m — 1, puisqu’un plan mené par ce point et deux autres
points de la courbe la couperditen m - 1 points, ce qui est impos-
sible.

Si donc, pour déterminer une courbe gauche d’ordre m, on donne
un point multiple d’ordre m — 1, le probléme sera en général im-
possible. Mais si les conditions données conviennent 4 une courbe
plane d’ordre m (qui peut avoir un point multiple d’ordre m — 1),
le probléme deviendra, en général, indéterminé.

18. Comme nouvel exemple de détermination d’une courbe
gauche, nous allons chercher les équations générales d’une quar-
tique gauche ayant un point de rebroussement au point z, passant
aux trois autres sommets du tétraédre de référence, et en deux
autres points donnés (4, 1, 51, W1 ), (L2, V2, 5y W2).

Les équations de la courbe sont de la forme

at+b, a , ay , a
(t—a) " t—B't—y ' t—2
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Si nous supposons que les deux points donnés doivent corres-
pondre aux valeurs £= o0 et t = o de la variable, nous aurons

ZyiYii s i wy=a,l ayl azla,,

. . 1 Y1 Sy vy
x2,y,,z,,(v,:—!—_———:——:—-r;
o B ¥ )
et 'on pourra prendre
Ay =, Ay == Y1, A3 =5, a, = Wy,
b—atey, 8= 11, e F g
— y = = =
Ya 52 Wy

Les équations de la courbe deviennent alors

it +atxy, vy 34
(¢t —a)t

W,

. 5
(2%
top4 2
2 Vg

13

e+t
Ya

13

on voit qu’elles ne renferment plus qu'un seul coefficient indéter-
mine a«.

La forme méme de ces équations montre que toutes les quar-
tiques qu’elles représentent sont situées sur un méme-cdne qua-
drique

Y o _ 5. ™ ,
W,

t+ —=
(1

Yiziw=

t+ 2
Y

ol

ayant son sommet au point stationnaire.

19. La condition de rencontrer une droite donnée est une con-
dition simple, car si la droite donnée est I'aréte 2y du tétraédre de
référence, les équations de la courbe sont de la forme

Siifat(E—2)900 (E—2)gs,

et 'on voit qu’elles contiennent un coefficient de moins que les
équations générales. Par exemple, les équations d’une cubique
gauche rencontrant les six arétes du tétraédre de référence sont

a(t—a)(t—B)(£—7) 1 ay(t—a)(t—3)(¢—¢)
Pay(t—B) (L —3)(t—mn): @ (t—y)(E—e)(t—1),
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et elles ne renferment plus que six coefficients réellement indéter-
minés.

La condition de toucher un plan est de méme une condition
simple; car si le plan donné est la face 2 = o du tétraédre de ré-
férence, les équations de la courbe seront de la forme

(t—a)oy: ol falfu

ct elles ne renferment que 4m + 3 coefficients.
Ainsi les équations d'une conique tangente aux quatre faces du
tétraédre de référence sont

a(t—a)ia,(t—B8) as(t—y)ia,(t—8)

Les points de conlact ont pour coordonnées

o a,(a—B)?, az(a—7)?, a,(x—239)?,
(ll(ﬁ—d)’, 0, as(?_‘()21 a’o(@'—'a)z’
a(y—2)?% a(y—3) o, a,(v—9)2,
a; (6 —a), ay,(3—B)% as(8—1)2 o,

et 'on vérifie sans peine que ces quatre points sont situés dans un
méme plan.

Si l'on donne en outre deux points de la conique, elle sera com-
plétement déterminée. Soient, en effet,

(Z1y Y15 515 W1), (Tay Yo, 5g; Wa)

les deux points donnés, et supposons qu’ils doivent correspondre
aux valeurs ¢ — « et ¢ = o de la variable. Nous aurons

il Y1 B i wy=a 1Ay (A3 Gy,

Lyl Yat Byt wa=ayatl agf?l azy?: @, 8

d’ou
A=y, A=Yy, QA3=—235y, Q,— Wy,
X V4 w.
R =2 == ‘-}ﬁ, yv==k :1, =4/ =,
& Y1 =7 Wy

et les équations de la conique sont

O R G R GV R CIVe R
| J1 ~ 1
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Ces équations ne représentent en réalité que huit coniques dis-
linctes, car deux systémes d’équations dans lesquels.les radicaux
correspondants ont des signes contraires représentent évidemment
la méme courbe.

Les plans de ces huit coniques ont pour.équation générale

x y s W
4 Y1 Sy Wy

—o.
z, Y 5 Wo

Vorxs EVry, E£Vz56 Ve

Ces plans ont entre eux des relations de position trés intéres-
santes, mais que nous ne pouvons étudier ici sans nous écarter un
peu trop de notre sujet.

20. Cherchons encore les équations d’une conique qui rencontre
les quatre cotés d’'un quadrilatére gauche et qui passe par deux
points donnés. Siles c6tés du quadrilatére donné sont quatre arétes
du tétraédre de référence, et sil'un des points donnés (zy,yy,z,,w,)
correspond 4 la valeur ¢ = oo de la variable, les équations de la
conique seront de la forme

Zy(t—a)(E =)t —BE—1 50— — 8 1wi(t—8)(t—2).

Supposons maintenant que le second point doive correspondre
a la valeur o de la variable, on aura

x ol = x,,
YiBy=0u
~ N —

-7 YO == G,

w02 = py;

et ces équations montrent immédiatement que les deux points
donnés ne peavent pas étre quelconques; elles donnent en effet

(1) ZoSy _ YVaWs,
- )
&y 54 Y11

ce qui montre que, le point (z,, ¥y, 5, %, ) élant donné, le second
point doit étre situé sur la surface du second ordre, qui a pour
équation

, xrs 444
(2) = Y%
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C’est qu'en effct toutes les coniques qui passent par le point
(24, ¥4+ 51, ) ), et qui rencontrent les cdtés du quadrilatére gauche
donné, sont situées sur la surface du second ordre déterminée par
le quadrilatére et le point, et qui est représentée par I'équa-
tion (2).

Ainsi, en général, le probléme est impossible ; mais, si la.condi-
tion (1) est satisfaite, il devient indéterminé.

Ill. — Tangente.

21. Les coordonnées d’un point d'une courbe gauche étant

fh .fﬂv fa, .fh

celles d’'un point infiniment voisin seront

Si=fide, fit fodt, fat fidE fu fde,

J' d&signant la dérivée de la fonction f prise par rapport a la va-
riable ¢. Or ces deux points sont situés sur la droite qui a pour
équations

(1) ufy+ of ) L ufo+ ofy L ufs+ ofy L uf+of',
dans lesquelles on regarde ¢ comme une constante et le rapport%

comme une variable arbitraire. Les équations (1) sont donc celles
de ]a tangente i la courbe au point ¢.

Le point (f', f5 f4, /) est évidemment un point de la tan-
gente; il correspond & u = o.

22. Les équations

(1) ziyiz=ufi+ofiiufatofyiufatofy

représentent le plan mené par latangente a la courbe gauche et le
point w, c'est-a-dire le plan tangent au cone projetant la courbe
sur le plan w = o.

L’équation de ce plan, mise sous laforme ordinaire, est

z Yy =
(2) S o Sfo|=o
AR A

IX. 9
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Les équations (1) peuvent étre considérées comme représentant
la tangente a la courbe plane, perspective de la courbe gauche sar
le plan & = o, I'il étant placé au sommet opposé du tétraédre de
référence.

Si dans I’équation (2) on regarde z, y et 2 comme les coordon-
nées d’un point donné, elle donnera les points de contact des tan-
gentes menées de ce point a la courbe plane. Or cette équation est
évidemment de degré 2(m — 1) en t; donc une courbe plane uni-
cursale d’ordre m et de la classe 2(m — 1).

Cette expression donne également le nombre des tangentes de la
courbe gauche qui rencontrent une droite donnée, ou enfin I'ordre
de sa développable osculatrice.

23. Les tangentes en un point double ou en un point multiple
d’ordre quelconque s’obtiennent sans difficulté. I suffit pour cela
de remplacer, dans les équations générales de la tangente, ¢ par les
valeurs de cette variable qui correspondent au point double ou au
point multiple.

Soit, par exemple, une courbe d’ordre m ayant un point triple,
au sommet w du tétraédre de référence. Ses équations seront de la
forme

oo o S
“'%"?3'(t-——a)(t—‘ﬁ)(t-—‘{),

et, en appliquant la régle précédente, on reconnait sans peine que
les points ou les tangentes au point triplé rencontrent le plan
v = o ont respectivement pour coordonnées

£?l(a)) ‘?2(“)’ ?3(“)7 03
o1(B), 92(B), 9s(B), o;
#(), e2(1), 9s(v), o

En sorte que les équations des tangentes sont, sous la forme or-
dinaire,

x 4 - z

() 0@ 52
r _y 5
?1(‘3)—?2(@)—“?3(?)’

et
r 14 3

‘.‘1(‘{): ’:"2(7): o (Y)
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Soit encore une quartique gauche ayant un point de rebrousse-

ment au point 2 et passant par les autres sommets du tétraédre de

référence. Les équations sont de la forme
a,t+ b a ., a3 | a4
(t—a) " t—B " t—y t—2

et 'on reconnait sans peine que la tangente au point de rebrous-
sement rencontre la face opposée en un point qui a pour coordon-
nées

Dans le cas ou la quartique considérée passe par deux autres
points fixes, a,, a;, as, 3, Y et 3 sont des quantités connues, et «
est un coefficient variable (18). Dans ce cas, le lieu du point ou la
tangente de rebroussement perce le plan x = o a pour équations
@y

yisiw= S el

C’est donc une conique circonscrite a la -face du tétraédre de ré-
férence située dans ce plan.

24. La condition de toucher une droite donnée est une condition
triple. Si, par exemple, la droite zw esL tangente & une courbe
gauche rationnelle, les deux fonctions f,, f; auront en commun
un facteur (¢ — «)?; de sorte que les équations de la courbe pour-
ront se mettre sous la forme

(t—a)ori(t—a) el fslfis

et elles contiennent trois coefficients de moins que les équations
générales. Une tangente donnée avec son point de contact équivaut
a quatre conditions, puisqu’alors on connait la valeur de « qui
entre dans les équations précédentes.

Les équations

ay(t—a)*(¢—B)
1ay (¢ =B (e—y)tas(t—x) (¢ —38)* ta(t —8)* (¢ —a),

représentent évidemment une quartique gauche inscrite dans un
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quadrilatére gauche ayant les mémes sommets que le tétraédre de
référence.

Les points de contact ont pour coordonnées

o o a;(B—v)*  a,(z—B)*
ay(B—v)? o o a,(y—29)*
a(x—38)  a,(y—9) 0 0
o as(x—B)  az(z—2¢)? 0
etl'on a
o o (B—7) (2—B)
(B—1v) °o o (y—2)*
(x—8) (1—3r o 0
o (a—B)?* (2—3) o

donc ces quatre points sont situés dans un méme plan.

Deux autres points donnés suffiront pour déterminer la courbe ;
mais il est facile de voir qu’elie a nécessairement un point double,
et que, par suite, quinze conditions suffisent pour la déterminer.
Donc les deux points donnés ne pourront pas étre quelconques, et
il devra exister entre leurs coordonnées une relation qu’il est facile
de trouver.

Soienteneffet (zy, ¥4, 31, W1), (2, Y2, 52, W2) les coordonnées
des points donnés, que nous supposerons devoir correspondre aux
valeurs ¢t = o et t = o de la variable. Nous aurons

iyt iw=a laliala,
Xyl Vs Gyt wy—a at Bl a, B2yl ay728t ! a8,
d’ou, en éliminant a,, a,, a;, a;, «, B, Y et o,
-2'252____'}’2"’2’
Z1Z it

résultat qu’on peut énoncer de la maniére suivante : Toutes les
quartiques gauches unicursales inscrites dans un quadrilatére
gauche et passant en un point donné sont situées sur la qua-
drique déterminée par le quadrilatéere et le point (').

(') Note de la Rédaction. — Ce résultat est immédiat'si 'on remarque que, par
I'une de ces courbes, passe une quadrique, ct unc seule, qui est évidemment celle

de I'énoncé, puisque cette surface et la courbe considérée ont ncuf points com-
muns. H. P.
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1IV. — Plan osculateur.

25. Le plan osculateur au point ¢ de la courbe gauche C est le
plan mené par les trois points infiniment voisins

(fiy f2) f:n fb);
(fi+Sdt, forfodt, fo-fidt, fo+fdt),
(fi+afidt+fde, fo+2f,dt+ fhder, ...).

Or ces trois points sont situés dans le plan qui a pour équa-
tions

Situf +ofy
:fz+uf'z‘+“’f';:f:i"‘uf'a"“vf';:fb"‘ufb'*‘vﬂ’

ou bien, sous forme ordinaire,

(1)

X y 4 w

A A
& AN A AN A

A

Les équations (1) ou (2) sont donc celles du plan osculateur.

Les points (£, fur for £a)s (fss s Sorf3) s00 deus points du
plan osculateur de la courbe gauche au point (fy, f2, f3, f3)-

26. On voit immédiatement que le plan osculateur au point
t = a delacourbe

Ji

t-—a

P92l Pl P
a pour équation
Y K w
g2(2)  9s5(2) () |=o.
72(®)  93(®) 9i(=) |

De méme, les plans osculateurs au point double (¢t = a, t =§)
de la courbe

Sy ot ot
m“ﬁ-‘?z-?a-?z
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ont respectivement pour équations

Y 5 w Y - w
P2(2)  @a(%) @ (a) [=o et | o(B) s(B) u(B) |=o.
Pa(2)  5(a) @ (x) $2(B)  95(B)  ¢4i(B)

Le plan osculateur au point de rebroussement (¢ = ) de la
courbe
Ji

(—t—_—;)—,:%l‘?ai‘h

a de méme pour équation

Y 3 w
$2(2)  93(2) o(a) |=o.
95(2)  93(2) ¢, (a)

Soient, par exemple, la quartique gauche (23)

at+b  a | a | a
(t—a)t " t—B t—y t—3

Le plan osculateur au point de rebroussement (¢=a) a pour
équation
¥ z w

1 I 1

~

a—@f a—y a—0 |=o,
I | 1

(a—B)* (2—7)* (a—29)?

ou bien, en développant,
s(a—y)?2(8—B)+w(a—38)*(B—v)+y(2—B)(y—28) =o.

Sicette quartique passe en deux points donnés, e est uncoefficient
variable, et I'on voit que le plan osculateur au point de rebrousse-
ment enveloppe une céne quartique, dont la base surle plan x=o
est une conique circonscrite a la face du tétraédre de référence
située dans ce plan.

Le plan osculateur au point ¢ = « de la courbe

Siifoi(E—2) g (t—a)q,
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tangente a I'aréte £y du téiraédre de référence a pour équations

3 v
=o.
$a(2)  9u(2)
Soit, par exemple (24), une quartique unicursale tangente i un
quadrilatére gauche ayant mémes sommets que le tétraédre de
référence

@ (t—a)r(t— B
Da (=B (E— Y )t Ay (E— 1) (E— 3t @ (£ — ) (¢ — )

les plans osculateurs de la courbe en ses points de contact avec les
cdtés du quadrilatére ont pour équations

ol Y . Y — 3 .
aj(a—B) 7 ay(B—7)" ay(B—7v) as(y—29)¥’
3 w w x

TG {—3)  aa—28) a a—e)p aa—fP

ces quatre plans se coupent doxc ea un méme point.

27. Si z, y, 5 et w sont les coordonnées d’un point donné de
Pespace, 'équation

x Y s W

o Sk Ao S|
ST S S
A A

résolue par rapport a ¢, donnera les points de contact des plans
osculateurs menés a la courbe par ce point. Il est facile de voir que,
dans le cas d’une courbe unicursale d’ordre m, cette équation est
d’ordre 3(m —2) en t. ’

Désignons en effet par A f la fonction définie par I'équation sui-
vante :

Af=mf—tf;

la fonction dérivée A f est d’ordre m — 1 en ¢.

De méme la fonction A2/, définie par I'équation

S f=A(Af) = (m—1)(mf— tf' ) — t(mf —t]")
=m(m—1)f—a(m—1)tf + f",

sera d'ordre m — 2, el ainsi de suile.
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Ceci posé, on reconnait immédiatement qu’on a

r y s w x y 3 w

S o i So| A A 8 N

fl f'z ./"3 fb - Aj.’l A./.:) A/‘fl Af’l ’

IR A A AR A A
ce qui montre que I'équation (1) est d’ordre 3 (m —- 2) en ¢. Telle
est la classe d’une courbe gauche unicursale d’ordre m.

28. Quand une courbe gauche unicursale a un point de rebrous-
sement, sa classe diminue de deux unités. Soient, en effet,

Jii8g 2oyl Lo,

les équations d’une courbe gauche ayant un point de rebrousse-

ment pour ¢ = o, au point x. L’équation générale du plan oscula-
teur est
|z ¥ 3 w
Ji 2 ¢, o, 2,
S (e (e (fe) |7

o (8a)" (£4)" (£o)"

Je dis que ¢2 est facteur dansle premier membre de cette équation.
Il suffit pour s’en assurer de vérifier que ¢* est facteur dans le dé-
terminant
¥y 5 w
(9)  (295) (2q,)
(£292)"  (43)"  (9,)"

ou simplement dans le déterminant

(93) (fq,)
(o) (¢)"

et on le reconnait trés simplement en développant les termes de ce
déterminant.

On démontrerait de méme que si une courbe gauche unicursale
d’ordre m a un point multiple pour lequel p branches de la courbe
ont la méme tangente, la classe de la courbe est égale a

J(m—2)—a(p—1).
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29. Un plan osculateur donné d’une courbe équivaut a deux
conditions. On exprime en effet que le plan

lx +~my+ns+pw=o
oscule la courbe C, en écrivant les conditions pour que ’équa-

tion
Ify +mfy+ nfy+pfi=o

ait trois racines égales.
Autrement, les équations

(t—a)orifalfsihi

représentent évidemment une courbe ayant un contact du second
ordre avec le plan z = o, et 'on voit que ces équations renferment
deux coefficients de moins que I'équation générale.

30. Cherchons, comme exemple, les équations d’une cubique

) P q q
gauche dont on donne six plans osculateurs, savoir les quatre faces
du tétraédre de référence et les deux plans

lx+my+ns+pw=o,

Lx+myy+ n s+ pyw=—o.
Les équations de la courbe seront de la forme
a;(t—a)iay(t—B)ras(t—1)°:a(t—3),

et nous achéverons de les déterminer en exprimant que chacune
des équations

lay(t—aP+m ay(t—B)+n ay(t— 1) +p a(t—3)=o,
La (t— a)*+mya,(t — B+ nya; (¢ — )+ pra,(t—8)P=o

a trois racines égales.

Pour simplifier les calculs, nous supposerons, ce qui est permis,
que la racine triple de la premiére équation doit étre égale a o, et
celle de la seconde a I'infini,
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Nous aurons alors les relations

laja +m a,f +nayy +p a,d =o,

laje?+m a8+ n a3y +p a,82=o,

layw®+m a,8*+n asy*+p a,8=o,

La, - +may, +nrna; +pa, =o,

Laja +mya,B + nya;y + pya,d =o,

Laa®+ mya, B+ nyaz v’ + pya, 8t =o.
Des trois premiéres on tire

la|a _ maeﬂ
B—y)(y—0)(c—B) (1—0)(d—a)(z—7)
nasy pa,s

TE—a)@—PB (=2 @@= —m—a)

Les trois derniéres donnent de méme

lLa, _ —mya,
B=NE—0)E—F) (—08)((—a)(z—r1)
_ nay _ —Pa, .
T @—a)(e—f)(B—0) (x—B)(B—1y)(y—2)
On a donc
la__mB _ny ps
L myT n T P
d’ott
__l _my ny Py 4
a....—l" ——”—l') "{—72-, o—;,
@ — B=1)( =) (@B —B)__ (myn)(ryp)(p,m)
= la - {ym? n*p?

2 I
-‘:l“l(mxn)(":P)(Pam) m’

en posant (myn) = myn — mn,...,avec des expressions analogues
pour a,, as, a;; les équations de la courbe sont dong enfin

A 1)’
l_‘(m,n)(n.P)(Pl’l)<t_l_l>
P — 2 (mp) (i) (lim) (‘_ _1>3
L Ny

50 (o) (mp) (1= 2’
: —-—ff(lm,)(m,n) (ny ) (l /’,1.).
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31. Cherchons encore les équations d'une cubique gauche oscula-
trice aux quatre faces du tétraédre de référence et passant en deux

points donnés (zy, ¥, 31, W3 ), (&2, Y2, 22, W) pour t=0o et
t = o, respectivement.

Les équations de la courbe seront de la forme
a(t—a)Piay(t—B):as(t—y):a(t—73)3,

et 'on aura
Ay Ayl A3 Q=1 Y. 5. W;

3. 3. . 23 . * - o .
a3 @yl asy’la, B =2, ¥, 5 wa;

les équations de la courbe sont donc
3 /2, \° YA
Iy t— -_— M J’i t— —
Ty Y1,
— 3 —
3/%2 3/w
T . —3> :w(t— —3>-
' ( \/31 ! Wy
Il y a 81 solutions, dont une seule est réelle.

32. Les équations d’une courbe gauche étant

Sitfet fst S
nous avons vu que les équations
(1) ziyiz=fiifsifs

sont celles de la courbe plane perspective de la courbe gauche sur
le plan w = o, I'ceil étant placé au point w. Or, il est évident que
les points de contact des plans osculateurs de la courbe gauche qui
passent par I'@il se projettent suivant les points d’inflexion de la
courbe plane; ces points sont donc déterminés par I'équation

Si Sfo s
Fio [o [s|=0;
S S S

cette équation exprime ainsi que trois points infiniment voisins de
la courbe gauche plane sont en ligne droite.
Dans le cas d’une courbe rationnelle d’ordre m, 'équation ci-
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dessus peut étre remplacée parla suivante (27)

Afy A, Al
Af’x Afz Afs =0;
AfY Afy  ASY

elle est donc d’ordre 3(m — 2); ainsi, une courbe plane unicur-
sale d'ordre m a 3(m—2) points d’inflexion. Un point de
rebroussement diminue ce nombre de deux unités, et, en général,

un point multiple, dont p tangentes coincident, le diminue de
2(p —1) unités.

V. — Plans osculateurs stationnaires.

33. La condition pour que quatre points consécutifs d’une
courbe gauche soient dans un méme plan s’obtient én substituant
dans ’équation du plan osculateur, qui contient trois points consé-

cutifs de la courbe, les coordonnées d’un quatriéme point voisin,
savoir

(fi+3f dt+ 3" de 4 f"dp, ...),

ce qui donne

H o f o S ]

. f’l f’z ./13 flb —o:

ror s ‘

Soofy Sy S
telle est I'équation qui détermine les points de contact des plans
osculateurs stationnaires.

Si la' courbe donnée est une courbe unicursale, I’équation ci-
dessus peut étre remplacée par la suivante (27) :

Afy NSy Nfy A,
afy A, N A
Ay ASY  AfY ALY
fi N PO 4
Donc elle est d’ordre 4(m -— 3) en ¢, et 'on voit qu'une courbe

unicursale d'ordre m a, en général, 4(m — 3) plans osculateurs
stationnaires.

— O.
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34. On démontre trés simplement que si une courbe a un point
de rebroussement, le nombre des plans stationnaires diminue
de trois unités, de sorte que, si une courbe a & points de rebrous-
sement, et si R = o est 'équation d’ordre k en ¢ qui détermine

ces points, I’équation qui donne les plans stationnaires prend la
forme
R3A—o,
et alors I'équation
A—o
est une équation d’ordre 4(m — 3) — 3% qui détermine les points
de contact des plans stationnaires véritables.

De méme, si une courbe gauche unicursale a un point multiple
pour lequel p branches de courbes ont la méme tangente, le
nombre des plans stationnaires diminue de 3 (p — 1) unités.

Ainsi une quartique gauche a, en général, quatre plans oscula-
teurs stationnaires; si elle a un point de rebroussement, elle n’a
plus qu'un seul plan stationnaire. Une quintique gauche ayant
deux points de rebroussement a deux plans stationnaires; une
sextique gauche ayant quatre points de rebroussement est de la
quatri¢me classe et elle n’a aucun plan stationnaire.

35. Un plan stationnaire donné d’une courbe gauche équivaut a
trois conditions.

On obtient, en effet, la condition pour que le plan
le +~my +ns +pw—o
soit un plan osculateur stationnaire d’une courbe donnée, en ex-
primant que 1’équation
1f, -+ mfy+ nfs+pfi=o

a quatre racines égales, ce qui donne trois conditions. Autrement
les équations

(t—aYoifalfsihs

représentent évidemment une. courbe ayant pour plan osculateur
stationnaire £ = o, et l'on voit qu’elles renferment trois coeffi-
cients de moins queles équations générales.

Par exemple, les équations

a (t—a)a(t—B): a”(t—A{)‘:ah(t——S)‘,
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sont les équations générales d’une quartique gauche rapportée a
ses plans osculateurs stationnaires supposés réels.

Soient (zy, ¥4, 51, ®1), (Z2,¥s, 32, W,) deux point donnés de

la courbe correspondant aux valeurs ¢ = o« , et # == 0 dela variable,
nous aurons

TR SRR -TR T TR P P A

. * - QE— - . . )
ZyiyaiZiwa=a et a, B azyt: a,

et les équations de la courbe sont
——\ % —\ 4
/2) n(y/2)
zlt—y/2) t—y¢ /22
! ( \/‘Ti 71 1
% 4
+ /5 '
:zi(t— -—’.> D wy (t— ﬁ) .
A wy

Il y a 128 solutions. Si les quatre quotients 53, L, %, ®sont
1 V1 51 W
de méme signe, 64 solutions sont réelles et 64 sont imaginaires.
Dans le cas contraire, il n’y a aucune solution réelle. -
Si, au lieu de donner deux points pour achever de déterminer la

courbe, on donne deux plans osculateurs,

lx+my—+nsz+pw=o,
llx+m1y+n15+P1W:0,

nous aurons a exprimer que chacune des équations

la(t—a)+may(t—B)+na(t—y) +p a(t—38)=o,
La(t—a)+myay(t—B)+nyja;(t—y) +pa,(t—38)}=o

a une racine triple.
Si, pour simplifier les calculs, nous supposons que ces racines
solent zéro et l'infini, nous aurons

L ajoa®+m a,B*+n a;y*+p a,3?=o;
laya®+m a,BB+n a;y¥ =+ p a, 8 =o;
laja*+m a;,B*+n azy* +p a,8* =o;
La, +mya, +nja; +pa, =o,
lyay2 +myasB +nyasy +pya,8 =o;

Laya®*+mya, B+ nyay? +p,a,3*=o.
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Les trois premiéres équations donnent

la,a? _ — ma, B?
B—1(—9)0EB—p ~ (1—98) (3 —a)(a—7)
nazy? —pa, 8

TE—0)E—fE—% @E—PE-1T—a
Les trois derniéres donnent de méme
La, _ — myQ,
(B—1)(y—29)(6—B) ~ (y—90)(8—a)(a—Y)
nyas — P1G .
(0—“)(“—?)(3'—°) T (=B B—T)(y—2
On déduit dela

E _ mgi 2 Pa!

A my ”'x

d’ott
A
o= —ll’. = %J (__\/— \/E
v B=D=E—=8) _ L (Vmin)(Vrp)(Vpim),
1 A A imnp
en posant

Vmin — Vmn, = (Vmir).

avec des valeurs analogues pour a,, @, @;. Les équations de la
courbe sont donc

L ) ymp) W) (= /%)
7 (i) (VP (Ve )(t__)‘

e VP WEm m)Wm‘P)< ,-17})‘
§<¢m><¢m><vm><t_ %)

V1. — Points d’inflexion linéaire et tangentes singuliéres.

36. Cherchons maintenant les conditions pour qu'il existe sur
une courbe gauche un point d'inflexion linéaire, c’est-a-dire un
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point tel que les deux points infiniment voisins de la courbe soient
situés avec lui sur une méme ligne droite.

Les conditions qui expriment que trois points de la courbe sont
en ligne droite peuvent se mettre sous la forme

WA Sfo Sfi S
lf« s Ss Si||=o0,
v non o

le premier membre de cette équation représentant le systéme de
déterminants qu’on obtient en omettant successivement une
colonne. On a ainsi deux équations distinctes entre lesquelles on
éliminera ¢ pour obtenir la condition cherchée.

37. Les équations du paragraphe précédent expriment qu’en un
point d’inflexion linéaire, le plan osculateur est indéterminé. Si
donc il existe sur une courbe un point d’inflexion linéaire, «,
I'équation générale du plan osculateur est divisible par ¢— a,
et par suite, elle n’est plus que du degré 3(m —1)—1 en ¢.
Ainsi l'existence d’un point d'inflexion linéaire diminue d’une
unité la classe de la courbe. Une quartique gauche ayant un point
d’inflexion linéaire est de la cinquiéme classe; elle est de la qua-
tri¢me classe seulement si elle a deux points d’inflexion.

Les équations

(t—aYPo i (t—a)o 1 f3:fs

représentent évidemment une courbe ayant un point d’inflexion
linéaire pour ¢t = «; la tangente d’inflexion est I'aréte zw du té-
traédre de référence. Il résulte de 1a qu’une tangente d’inflexion
linéaire donnée d’une courbe gauche équivaut a cinq conditions; si

le point de contact est donné, la tangente d'inflexion équivaut a
six conditions.

38. Un plan mené par une tangente d'inflexion d'une courbe
gauche et un point infiniment voisin est un plan stationnaire, puis-
qu’il contient quatre points infiniment voisins de la courbe. Je dis

qu’un tel plan compte pour deux dansle nombre des plans station-
naires de la courbe gauche.
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Soient en effet
Bo I 8o f3lfs
les équations d’une courbe gauche ayant un point d’inflexion pour
t = o. Les plans stationnaires sont donnés par I'équation

Bo, 3o, Ss  Su
(Be)  (P) S5 Sy
(Bo))" (L) [3 Si
(82)" (89)" f3 [
Pour reconnaitre que ¢* est facteur dans le premier membre de

cette équation, il suffit de vérifier qu'il est facteur dans le déter-
minant

(£e))" (Lo
>
(Bo1)"  (80)"
ce qui ne présente aucune difficulté.
Ainsi, une quartique gauche ayant deux points d’inflexion

linéaire n’a pas d’autre plan stationnaire que les plans osculateurs
en ces deux points.

39. Plus généralement, les équations

(E—a)? oy (E— )9yt f31 14
représentent une courbe unicursale ayant un contact d’ordre » — 1,
pour t = a, avec I'aréte zw du tétraédre de référence; la classe de
cette courbe est égale 43(m — 2) -— (n— 2), et le nombre de ses
plans osculateurs stationnaires est égal a

h(m —3)—2(n—2).

En outre de ces plans, il existe un plan ayant avec la courbe
an contact d’ordre » au point { = a; I'équation de ce plan est

z 4

e1(a) ‘?2u(°‘);

il compte pour 2(n — 2) plans stationnaires ordinaires.

40. Par exemple, les équations

(t—a)"(t—B)"
H(E— Bt (E— R (L= ) (e — )R (L — )
IX. 10
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représentent une courbe gauche d’ordre 21, ayant un contact
d’ordre n — 1 avec les c6tés du quadrilatére gauche xyzw. Les
points de contact ont respectivement pour coordonnées

o (e —B)* (a—38)" o

o o B—7)" (B—o)
1= B)” o ° (v—38)"
(8—a)» (3—y)" o o
et 'on a
' o (a—B)* (2—23)" o
o (B—1)" (B—a)
(r—p)" °o o (y—23)»
(8—a)* (3—y)" o o

Donc ces quatre points sont situés dans un méme plan.
Les plans osculateurs de la courbe en ces points ont respective-
ment pour équations

X . w
@—g) ~ (a—2o)’
_}’ . X
=1 BE—a)’
Y _ s
=8 =0
F4 w

=~ ="

et 'on voit qu'ils se coupent en un méme point ayant pour coor-
données

(=B G—B" (=29 (a—3)™

Les résultats obtenus précédemment (24) et (26) pour la
quartique gauche sont des cas particuliers des théorémes qui pré-
cédent.

VII. — Plans surosculateurs.

41. On obtient d'une maniére générale les conditions pour que
le plan
lx +~my+nz-+pw=o,
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ait, avec la courbe gauche unicursale C, un contact d’ordre n — 1,
en exprimant que 'équation

lfi+mfi+nfs+pfi=o

a n racines égales, ce qui donnera n — 1 conditions.
Il est évident que les équations

(t—a)* o fat fai fi

représentent une courbe ayant avec le plan # = o un contact d’ordre
n—1 pour t =a; et Uon voit qu'un plan donné ayant avec la
courbe un contact d’ordre » — 1 équivaut & » — 1 conditions.

Par exemple, les équations

ay(t—a)y™: ay(t—B)™: as(t— )™ ay(t— )™

représentent une courbe unicursale d’ordre m ayant avec chacune
des faces du tétraédre de référence un contact d’ordre m — 1.
Les points de contact ont pour coordonnées

o as(a—B)"  az(a—y)"  a,(a—3)m
a (B —a)" °o a(B—1)" a(p—2o)m
a(y—a)® as(y—B)" o a,(y—38)m
a(8—a)™ ay(8—B)" ay(d—1y)" o

Si m est un nombre impair, on a

o a(B—1)"  ay(B—8)m
as(1—B) o a,(y—38)™ | =o,
a,(8—B) ay(8—y)™ o

ce qui montre que les points de contact de trois des faces du té-
tra¢dre sont dans un méme plan avec le sommet correspondant.
Comme cas particulier, les points de contact de trois plans oscula-
teurs d’'une cubique gauche sont dans un méme plan avec leur
point d’intersection.

42. Deux points donnés, (2, ¥4, 51, Wy ), (Za, Y1, 23, W) dela
courbe suffisent pour la déterminer complétement. On peut sup-
poser en effet que ces points correspondent aux valeurs ¢ = et
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¢ = o de la variable, et les équations de la courbe sont

m — N\ m
m /[ we /1
(/) ol )
'y 1
m ;’ m m W— m
(=2 ()
3, Wy

43. Le plan osculateur de la courbe a pour équation

x y ¥4 w
a(t—a)” a(¢—3)™ a;(t—y)” a,(t—3a)m
a, (t—- gl)m—l a,(t — p)m—l aa(t .{)m—i ag(t —_— a)m—!

al(t—a)’”—z a2(t_ ?,)nt~—2 ,aa(t_Y)rrz—z a‘(t_a)m—2

ou bien, en développant le premier membre,

z(B—7)(y—8)(3—B) (y—=8)(—a)(a—7)
ﬂl(t _— a)m——-2 +y a,(t— p)m—z

=) —=PB—8  (e—=BB——0)_

az(t_.y)nl~2 a‘(t_a)m—:! b4

+ 3

équation du degré 3(m — 2), ainsi que cela doit étre.
Les plans osculateurs stationnaires de la courbe sont donnés
par I'équation
(t—a)™ (e—p)m (t—y)™  (t—23)"
(t——a)"‘—' (t—- p)m—l (t___.{)m—l (t___a)m—l
(t——a)’”‘—Q (t—— t@,)m—? (t___.Y)m—ﬁ (t_a)m—d
(t—a)no (=)= (t—y)wd (E— 3y

=0,

qui, développée, devient simplement
(t — a)’"—”(t — p)m—-a(t — Y)m—-a ( t — 8)»1»-—3 =o;

la courbe n’a donc pas d’autre plan stationnaire que ses plans
surosculateurs. L’on voit en outre, et il est facile de démontrer
directement; qu'un plan surosculateur ayant avec la courbe un
contact d’ordre m — 1 tient la place de m —3 plans station-
naires.
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VII. — Développable osculatrice.

44. Si, dans les équations générales de la tangente
Sirufy i firufy i it ufyl furufy,

on regarde ¢ et u comme des variables indépendantes, ces équa-
tions veprésenteront la développable osculatrice de la courbe
gauche C.
Nous obtiendrons la section de cette surface par le plan w =o,
1.

en faisant © —= — 7 ce qui donne
3

ziys=NS) (LS (S

Chacun des déterminants qui entrent dans cette équation est
d’ordre 2(m —1) en t; donc la section plane de la développable
osculatrice et par suite la développable elle-méme sont d’ordre
a(m—1) (22).

La classe de la développable est égale a celle de la courbe elle-
méme, c’est-a-dire, en général, 2 3(m — 2).

Un point de rebroussement diminue d'une unité I'ordre de la
développable, et de deux unités sa classe.

Un point multiple tel que p branches de courbe quis’y croisent
ont la méme tangente diminue I'ordre de la développable oscu-
latrice de p — 1 unités et sa classe de 2(p —1).

Aussi, la développable osculatrice d'une cubique gauche est du
quatriéme ordre et de la troisiéme classe; celle d’'une quartique
unicursale générale est du sixi¢éme ordre et de la sixiéme classe;
celle d'une quartique ayant un point de rebroussement est du
cinquiéme ordre et de la quatriéme classe; celle d’une quintique
ayant deux points de rebroussement est du sixiéme ordre et de la
sixiéme classe, etc.

45. La section plane de la développable. osculatrice étant une
courbe unicursale d’ordre 2m — 2, elle a en général

__n —
(m=DER=D) s g i




— 130 —

points doubles ou points de rebroussement. Or il est facile de
voir que les points de la courbe gauche situés dansle plan de la
section sont des points de rebroussement de cette section. Soient,
par exemple,

fritoaiteglity,

les équations d’une courbe gauche qui passe par le sommet z du
tétraédre de référence, pour £ =o. Les équations de la section de
la développable osculatrice parle plan w = o étant, en général,

NSO BSOS,

on reconnaitra sans peine que les deux déterminants contiennent
t! en facteur.
Donc une section plane de la développable osculatrice a en gé-
néral
2m*—8m+6=2(m—1)(m—3)

points doubles autres que ses points de rencontre avec son aréte
de rebroussement. Il existe donc sur la développable une courbe
double d’ordre 2(m —1)(m —3).

Ainsi Ja développable osculatrice d’une cubique gauche n’a pas
de courbe double; celle d’'une quartique gauche unicursale a une
courbe double du sixiéme ordre, etc.

46. Sila courbe gauche a & points de rebroussement, 'ordre de
sa développable osculatrice est égal a

am—2—k,
et 'ordre de sa courbe double est égal a

(2m—k—3)(am—k—4)
2

m

_k(bm—k—7)

=2(m—1)(m—3) ;

Un point de rebroussement diminue donc de 2m — 4 unités
Pordre de la courbe double de la développable osculatrice d’une
courbe gauche unicursale; deux points de rebroussement dimi-
nuent cet ordre de 4m — g unités, etc. Ainsi la développable os-
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culatrice d’une quintique gauche ayant un point de rebroussement
a une conique double; la courbe double de la développable oscula-
trice d’une quintique gauche ayant deux points de rebroussement
est du cinquiéme ordre; celle relative i une sextique gauche ayant
quatre points de rebroussement est du quatriéme ordre, etc.

47. Une tangente d’inflexion linéaire d’'une courbe gauche est
une aréte de rebroussement de la développable osculatrice.
En effet, les équations de la courbe étant

8oy ts9s [l fi

celles de la développable osculatrice sont

Boy+ u(e) 1 2o+ u(839,) 2 fs+ufy: fu+ uf,

et la section par le plan quelconque w = o a des équations de la

forme
82w 2w, v,

Il en résulte qu'un point d’inflexion linéaire diminue d’une unité
Pordre de la courbe double de la développable osculatrice. Par
exemple, la développable osculatrice d’une quartique gauche ayant
deux points d'inflexion linéaire a une courbe double du quatriéme
ordre. Une section plane de cette surface a quatre points doubles
et six points stationnaires.

IX. — Nombre maximum des points doubles
d’une courbe gauche.

48. Nous avons vu qu’'une courbe unicursale d’ordre m a
(m—1)(m—2)
2
devenir des points doubles effectifs ou des points de rebrousse-
ment. Nous allons chercher quel est le nombre maximum des points

doubles effectifs d’une courbe unicursale d’ordre m (*).

points doubles apparents dont plusieurs peuvent

(') Note de la Rédaction. — 11 est évident que ce maximum aura lieu, lorsque
le nombre des points doubles apparents atteindra son minimum. Or, M. Halphen
a ¢tabli (Comptes rendus des séances de l’Academie des Sciences, t. LXX,
p. 381) que ce dernier est égal, pour une courbe gauche quelconque, au plus grand



Une telle courbe peut toujours étre considérée comme I'inter-
section partielle de deux surfaces algébriques, d’ordre p et v res-
pectivement. Ces deux surfaces se coupent en outre suivant une
courbe C’ d'ordre m/, et l'on a

(1) m —+ m' = pv.

'Si, d’ailleurs, on' désigne par % et A’ les nombres des points
doubles appparents des courbes C et (' respectivement, on a
(SaLmon, Geometry of three dimensions, seconde édition, p. 273)

h:h'—}—(m_m,)(:—")(v—l)-

Le maximum du nombre des points doubles effectifs de la
courbe B correspond évidemment au minimum de A. Or on a, en
remplacant v par sa valeur tirée de 1’équation (1),

(m— ') (p =) (52 1)
h=MN + i .
2
Cherchons le minimum du produit
’ \
(2) (e (B )

pour une valeur connue de 7. Si I'on prend la dérivée de ce pro-
duit par rapport ., et qu'on 'égale a zéro, il vient
m—+ m' m—+m'

—1—(p—1) "5 =o,

ou
wWw=m-+m
et

p=\m+m.

m —

3
entier contenu dans ( l) . Voir également, i ce sujet, notre Memoire sur
les courbes gauches algebrigues (Bulletin, t. I, p. 269.) 1l suit de 1a que le nombre
cherché est égal au plus grand entier contenu dans

%(m — 1)+ LR

3 (m =) (m—2)-~ A H. P.
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Il est facile de voir que la valeur négative de p correspond a un
minimum, et la valeur positive 4 un maximum. Et comme p est
nécessairement un nombre entier positif, on voit qu’on obtiendra
le minimum de I'expression (2) et, par suite, celui de %, en faisant
#= 2. (Nous excluons le cas de p = o, qui ne signifie rien, et
celui de g = 1, qui est relatif aux cqurbes planes.)

Donc le nombre minimum des points doubles apparents d’une
courbe gauche unicursale et, par suite, le nombre maximum de
ses points doubles effectifs correspondent au cas ot la courbe est
tracée sur une quadrique.

Or, si une courbe gauche d’ordre m tracée sur une quadrique
rencontre en p points les génératrices de cette surface et en ¢ points
ses directrices, le nombre des points apparents de cette courbe a
pour expression (CHASLES)

p— P(P—1)+2(g—1)
— . ,
avec la relation

p+gqg=m.
Si m est un nombre pair, le minimum de A s’obtient en faisant

m IS s
p=gq=->etil estégal &

m(m—a
g m(m—2)

4
Sim est impair, le minimum a lieu pour

_ m+1 _ m—1
P= Pk q = P
et il a pour expression
m—1)?
om0
4

On ad’ailleurs

(m—x)(m—z)_ m(m—2) (m—z)”

2 4 [/
(m—l)(m—2)_ (m—1)? (m—l)(m——3).
2 4 4

Donc, enfin, le nombre maximum des points doubles effectifs
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d’une courbe gauche unicursale d’ordre m a pour expression

(m—2)
S—=———7
4
lorsque m est un nombre pair, et
5 (m—1)(m—3)
! 4

lorsque m est un nombre impair.

Ainsi une quartique gauche a, au plus, un point double, une
quintique gauche deux, une sextique gauche quatre, et ainsi de
suite.

L’équation (1) montre que, si m est pair, on pourra prendre
pour 7' un nombre pair quelconque pour obtenir une courbe ayant
le plus grand nombre possible de points doubles effectifs; de méme,
si m est un nombre impair, on pourra prendre pour 7’ un nombre
impair quelconque. La quantité 4’ a pour minimum dans le premier
cas

m'(m'—2)
- — 4 3
et dans le second cas
(m'—1)*

4

X. — Divisions homographiques tracées sur une courbe gauche
unicursale.

49. Soient
AOMAOMNAONAGE
21(7) 2 92(7) 2 92 (7) 2 u(7)
les équations de deux courbes gauches unicursales, d’ordres m et

m' respectivement. Les équations de la droite qui joint deux points
t et t de ces courbes sont

(1) f1(8) +u oy () 12 (8) 4w 9g (%) 1 fs(2) + wpa(7) 1 [ (8) + w94 (5).

Si I'on établit entre ¢ et t une relation quelconque, les équa-
tions (1) représenteront une surface gauche qui contient les deus
courbes données.
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Si la relation entre ¢ et t est de la forme
(2) tt+At+Br+C=o,

a un point de la premiére courbe correspondra un seul point
de la seconde et réciproquement. Nous dirons alors que les points
t et © forment sur les deux courbes des divisions homographiques.
Dans ce cas, les équations (1) représentent une surface réglée
d’ordre m + m/'.
On obtient en effet les équations de la section de cette surface
par le plan w = o en faisant

__AW®

—_ ’

. Pa(7)
ce qui donne

ziyis=L)a(t)—fi(t)e(T) ..o,

et si I'on remplace 7 par sa valeur en fonction de ¢ tirée de
I'équation (2), les équations ci-dessus seront d’ordre m + m’ en ¢.
Ainsi la droite qui joint les points correspondants de deux divi-
sions homographiques formées sur deux droites quelconques en-
gendre une quadrique.
Si les divisions sont faites sur une droite et sur une conique, la
surface réglée est du troisi¢me ordre, etc.

50. Le plan tangent de la surface gauche en un point ¢ de la
premiére courbe a pour équation

z y 3 w

Si(8)  fa(e)  fa(2)  fi(e)
1) fa(t) Sfi(8) [ (2)
e1(t)  pa(v)  93(7)  9u(T)

Cette équation est évidemment d’ordre 2m —+ m'—2 en ¢;
donc le plan tangent en question enveloppe une surface dévelop-
pable de la classe 2m + m/ — 2.

De méme les plans tangents de la surface gauche aux différents
points de la seconde courbe enveloppent une surface développable
de la classe 2 m/ 4+ m — 2.

51. Soient maintenant deux points ¢ et T d'une méme courbe
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gauche C liés entre eux par la relation d’homographie
tt+ At + Bt + C=o;

nous dirons que ces points forment sur la courbe deux divisions
homographiques.

Quand on a ainsi, sur une méme courbe, deux systémes de points
homographiques, il existe deux points doubles, c’est-a-dire deux
points tels que chacun d’eux, considéré comme appartenant
a I'un des systémes, coincide avec son homologue dans I'autre.

Si l'on fait, en effet, dans I'équation (1), ¢ ==, il vient

?+(A+B)b+C=o,
équation du second degré, dont chaque racine fournit un point

double.

52. La droite qui joint les points correspondants de deux divi-
sions homographiques formées sur une méme courbe unicur-
sale d'ordre m engendre une surface gauche  dont I'ordre est
égal & 2(m —1).

En effet, cette surface a pour équations

fit)+ufi(z): fo(t)+ufo(s): .. ..
Ses points d’'intersection avec la droite
a9+ b, a0+ b, azd + by: a,b -+ b,
sont donnés par I'équation

Si(t)  fa(e)  Sfi(l)  fi(2)
Si(x)  fa(x)  fa(m)  ful(m)

a Qs as a,
b, b, b; b,

dans laquelle les termes de I'ordre le plus élevé sont de la forme
A (tmam=t — gm—tgm)— A (¢ — )ttt

Mais le premier membre est divisible par ¢ — . Si I'on fait la
division, le terme de I'ordre le plus élevé prend la forme A¢m=t7m~1.
Si donc en remplace ensuite © par sa valeur en fonction de ¢,
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tirée de I'équation d’homographie, on obtient une équation
d’ordre 2(m —1) en ¢.
La surface T contient évidemment les tangentes a la courbe aux
points doubles des divisions homographiques.

53. La courbe C est évidemment une courbe double de la sur-
face gauche X; en chaque point a de cette courbe, la surface
a deux plans tangents qui ont respectivement pour équations

x Y 3 w
fila)  fi(a) fi(a) fi(a) —0
Sfi(a) fola) fi(a) fi(a) ’
Ji(B)  fa(B)  f3(b)  fi(B)
et

x ¥ 3 w
Sila)  fila) fi(a) fi(a) —0o
fila) [fy(a) [fi(a) Sfi(a) -
file)  fa(e)  fale)  fi(e)

b et ¢ étant les homologues du point @ considéré comme apparte-
nant successivement au premier et au second systéme des divi-
sions homographiques.

Aux points doubles des divisions homographiques, ces deux
plans se confondent en un seul; donc, les points en question sont
des. points de rebroussement de la surface gauche, les plans tan-
gents de rebroussement sont les plans osculateurs de la courbe.

54. Si deux divisions homographiques formées sur une courbe
sont telles que deux points homologues ¢ et © sont réciproques, on
dit que les divisions sont en involution. L’équation d’homographie
est alors

ttr+A(t+1)+B=o;

elle ne contient que deux coefficients arbitraires, de sorte que deux
groupes de points conjugués, par exemple les deux points doubles,
suffisent pour définir une involution.

La droite qui joint deux points homologues d'une involution
formée sur une courbe gauche unicursale d’ordre m est une sur-
face gauche X d’ordre m —1.
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On verrait en effet, comme précédemment, que les points d'in-
tersection de la surface avec une droite quelconque sont donnés
par une équation du degré 2(m — 1) en ¢; mais, si ¢ est une ra-
cine de cette équation, le point homologue © en sera évidemment
une autre, et il est clair que ce couple de racines ne donnera
qu’une génératrice de 3, et, par suite, qu’un seul point d’intersec-
tion avec la droite considérée. On n’a donc que m — 1 points d’in-
tersection en tout, et tel est par suite 'ordre de 2.

Ainsi, la droite qui joint les points homologues d'une involu-
tion sur une cubique gauche engendre une quadrique. Une seconde
division en involution déterminera une seconde quadrique; mais
on reconnait sans peine que deux divisions en involution sur une
méme courbe ont un couple de points homologues communs; donc
les deux quadriques ont une droite commune.

Deux involutions formées sur une quartique unicursale déter-
minent de méme deux surfaces réglées du troisiéme ordre ayant
une droite commune. L'intersection de ces deux surfaces, qui est
du neuviéme ordre, comprend donc cette droite, la courbe donnée
et une seconde quartique.

La surface gauche I contient évidemment les tangentes de la
courbe C aux points doubles de involution; ses plans tangents en
ces deux points sont les plans osculateurs de la courbe.

55. Les plans tangents de la surface = aux différents points de
la courbe G enveloppent une surface développable A dont je vais
calculer la classe.

L’un de ces plans tangents a pour équation

x y 3 w
Si(t) £ (@) fa(B)  fi(E)
F1(8) fa(t) Syt fi(t)
Si(r)  fa(®) fa(®) Sy

Cette équation est d’ordre 2(m —1) en tet d’ordre m en =t;
mais on reconnait sans peine que son premier membre est divi-
sible par (£ —7)2. Si donc on supprime ce facteur et qu’on rem-
place 7 par sa valeur en fonction de ¢, on obtiendra une équa-
tion d’ordre 3(m —2) en ¢; donc l'ordre de la développable A
est égal 4 3(m — 2).
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56. Si une courbe gauche a un point double et que les valeurs
¢, et tydelavariable qui correspondent & ce point soient un groupe
d’une involution formée sur la courbe, la surface gauche engendrée
par les droites qui joignent deux points homologues de I'involution
est d’ordre m — 2. En effet, dans ce cas, I'équation d’ordre
2(m — 1) en ¢, qui détermine les génératrices de la surface gauche
situées dans un méme plan avec une droite donnée est évidemment
satisfaite pour £ =¢, et £=1¢,; en supprimant de cette équation les
facteurs ¢ —t;, t — t,, son degré devient égal & a(m — 2), ce qui
montre que 'ordre de la surface gauche est égal & m — a.

Si, par exemple, on a sur une quartique gauche a point double
un systéme de points en involution, dont le point double forme un
groupe, la droite qui joint deux points homologues de I'involution
engendre une quadrique.

Il en est de méme évidemment si le point double est remplacé
par un point de rebroussement qui soit un point double de I'in-
volution considérée.

La présence de deux points doubles parmi les groupes d’une in-
volution formée sur une courbe réduira de méme a m — 3 le degré
de la surface gauche engendrée par la droite qui réunit deux
points correspondants de l'involution. Ainsi, dans le cas d’une
involution déterminée sur une quintique gauche ayant deux points
doubles, par ces points doubles eux-mémes, la surface engendrée
est une quadrique.

87. Cherchons enfin I'ordre de la surface gauche X engendrée
par une droite qui rencontre en trois points une courbe gauche
unicursale d’ordre m.

Soient et t deux des points de rencontre de la droite mobile,
dans l'une de ses positions, avec la courbe donnée. Les points de
rencontre de la surface 2 avec une droite quelconque

ad+ byl ad + by a + by ab+ b,
seront donnés par I'équation

Si(8)  fa(t)  fi(8)  fi(2)
(1) Sfi(®)  fa(z)  fa(z)  fi(®) —0

a, (22} as a,
b, b, bs b,
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Mais, ¢ étant un point donné de la courbe, le céne qui a son
sommet en ce point et s’appuie sur la courbe est d’ordre m — 1, et
il a
(m—2)(m—3)
2

arétes doubles. Chacune de ces droites rencontre la courbe en deux
points 7; donc I'équation qui lie les valeurs ¢ et © de la variable qui
entrent dans I'équation (1) est d’ordre (m — 2)(m — 3) par rap-
port a 1, et, comme elle est évidemment symétrique par rapport
atetr, elle est de la forme

(2) A(t—r)m=2m=3) 4. —o,

les termes négligés étant d’ordre inférieur au premier.
Mais I’équation (1) est elle-méme symétrique en ¢ et et de la
forme

(3) Al(t—r)ynt4 ... =o.

Il est facile maintenant de trouver le degré de I’équation en ¢
résultant de 1'élimination de 7 entre les équations (2) et (3).
Considérons en effet dans ces équations ¢ et © comme des coor-
données cartésiennes. L’équation (2) représentera alors une courbe
plane d’ordre 2(m — 2)(m — 3 ) ayant un point multiple d’ordre
(m — 2)(m — 3) alinfini, dans la direction de chacun des axes.
De méme l'équation (3) représentera une courbe d’ordre
2(m —1) ayant des points multiples d’ordre m — 1 a l'infini sur
les axes.
Ces courbes ont
b(m —1)(m—2)(m—3)
points communs.
Mais de ce nombre ily a lieu de retrancher les points a I'infini,
qui représentent
2a(m—1)(m—2)(m—3)

points de rencontre ordinaires; il reste donc seulement
2(m—1)(m —2)(m—3)

points de rencontre a distance finie.
Remarquons en outre que, les deux courbes étant symétriques par
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rapport 3 la bisseetrice de 'angle positif des axes, & un point de
rencontre (¢,7) en correspond un autre (%, ¢); il n’y a donc en
réalité que (m — x,}(m — 2)(m —3) points de rencontre donnant
des génératrices distinctes de la surface gauche. Comme d’ailleurs
chaque génératrice rencontre la courbe en trois points, on n’obtient

er: réalité que
(m—1)(m—2)(m—3)
3

points de rencontre de la droite considérée avec la surface
gauche Z. Tel est, par suite, 'ordre de cette surface ('). Par
exemple, une corde qui s'appuie en trois points d’une quartique
gauche unicursale décrit une quadrique; les cordes triples d’une
quintique gauche unicursale générale engendrent une suiface
gauche du huitiéme ordre, ayant la quintique pour courbe triple.

58. Si une courbe unicursale d’ordre 7 a un point double, le
cone d’ordre m — 2, qui a son sommet en ce point et s’appuie sur
la courbe, fait évidemment partie du lieu des cordes triples; donc
I'ordre de la surface gauche X est diminué de m — 2 pour chaque
point double. Ainsi, pour une quartique gauche a point double,
% est d’ordre zéro, c’est-a-dire qu'il n’y a pas d’autres cordes triples
que celles qui passent au peint deuble, Pour une quantique gauche
ayant deux points doubles, £ est une quadrique; pour une sextique

(') Note de la Redaction. — Plus généralement, on sait gue le degré de la sur-
face, lieu des sécantes triples d'une courbe gauche du degré m, & & points doubles
apparents, est égal &

(m —2) [h—%m(m~1)],

I'ordre de multiplicité de la courbe étant d’ailleurs 2 — m + 2.
Pour A = é (m —1) (m — 2), on a résolu le probléme posé par Pauteur. On peut

aussi, si ’on veut, chercher le nosabre des sécantes quadruples d’une courhe gauche
unicursale du degré m. Il est égal, cn général, A

%h(h——_/,.m 4 11) — zllml(m — ) (m —3) (m —13).
d t
Pour 2 = % (m —1) (m — 2), on trouve

= (m—2) (m—3)1(m—4).

1X. [}
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gauche ayant quatre points doubles, 2 est une surface gauche du
quatriéme ordre, etc.

Dans un prochain Mémoire, nous étudierons les propriétés des
courbes gauches unicursales du quatriéme et du cinquiéme ordre.



