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L’OSCILLATEUR RELATIVISTE ET
LES FONCTIONS DE MATHIEU
PAR

ANDRE UNTERBERGER (*)

RESUME. Un calcul symbolique approprié (celui de Klein-Gordon) permet
d’obtenir immédiatement les symboles d’opérateurs qui commutent & l’oscillateur
relativiste L, version relativiste de l'oscillateur harmonique. On déduit de la une
représentation intégrale & la Feynman, jouissant de propriétés tres particulieres, du
semi-groupe engendré par L ainsi que, en dimension 1, des propriétés ou formules
exactes relatives aux fonctions de Mathieu.

ABSTRACT. — The relativistic oscillator L is a relativistic version of the harmonic
oscillator : in the Klein-Gordon symbolic calculus, it is straightforward to obtain the
symbols of families of operators that commute with L. A Feynman integral type
representation of e €L with especially nice properties, is derived as a first consequence;
also, in the one-dimensional case, one gets new exact properties or formulas relative to
Mathieu functions.
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480 A. UNTERBERGER

0. Introduction

Instrument irremplagable dans la recherche des propriétés qualitatives
de solutions d’équations aux dérivées partielles, ’analyse pseudo-différen-
tielle n’a guere contribué, jusqu’ici, a la découverte des propriétés exactes
que celles-ci sont parfois susceptibles de posséder. Il y a a cela des contre-
exemples (ainsi les formules exactes relatives a I'oscillateur quartique ob-
tenues, par des méthodes semi-classiques, par Voros [13] puis HELFFER-
ROBERT [4]) et des raisons, plus ou moins honorables : la premiere de
celles-ci est que les spécialistes des équations aux dérivées partielles voient
souvent a de pareilles investigations la vocation exclusive de ’analyse har-
monique.

11 est de fait que, en dehors d’exceptions notables (équation de K.d.V et
celles qui s’y rattachent), les opérateurs différentiels qui conduisent & des
faits de structure exacts (nous verrons qu’il ne faut pas toujours entendre
par la des formules exactes pour leurs solutions) sont en général liés aux
groupes et algebres de Lie et a leurs représentations : en dehors de ce qu’on
trouve dans les ouvrages consacrés a la théorie classique des fonctions
spéciales (toutes plus ou moins liées au groupe SL(2,R)), mentionnons
les travaux plus récents consacrés aux opérateurs différentiels invariants
sur les espaces symétriques (DEBIARD-GAVEAU [2]) ou au réseau de Toda
généralisé (KosTANT [7]), renvoyant & HELGASON [5] pour des références
étendues sur le premier de ces sujets.

L’opérateur auquel, dans cet article, nous attachons notre intérét est
Poscillateur relativiste L défini par

(0.1) —4wL=Z%—4w2Zx§
J
d \2 d
+c*2[(2l‘j5:p—j> +(n—1)z.1']a—x]j|

dont la limite L, lorsque ¢ — oo, est 'oscillateur harmonique habituel.
Ce dernier opérateur a une structure parfaitement connue : du reste, sa
résolution spectrale résulte si ’on veut de la formule

02)  ful@5) = (50 + ) " exp[-2n(th §o) (172 +171%)).

No[—

laquelle, dans les coordonnées (Z, p') sur I’espace de phase R" xR"™, exprime
le symbole de Weyl f; de l'opérateur exp —t(Loo — %n) Le caractére
remarquable de cette formule est que toute une famille d’opérateurs
commutant avec Lo, ont des symboles qui sont des fonctions du seul
symbole 7 (|Z|? + |F|*) de Loo lui-méme : il faut en effet, en général,
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OSCILLATEUR RELATIVISTE ET FONCTIONS DE MATHIEU 481

des fonctions de 2n variables pour représenter les symboles d’opérateurs
sur L2(R™). Si la réduction du nombre de variables résulte ici de la
commutation de I'oscillateur Lo, avec la partie au-dessus de U(n) de la
représentation métaplectique de Sp(2n, R) dans L2(R?"), rien d’analogue
n’explique a priori le fait suivant, origine de ce travail : dans un calcul
symbolique approprié, une formule semblable & (0.2) permet d’obtenir
les symboles de familles d’opérateurs qui commutent avec 1'oscillateur
relativiste L.

Le calcul symbolique en question est celui de Klein-Gordon, développé
dans [12], et dont le lien avec la mécanique classique relativiste est
identique a celui du calcul de Weyl & 1a mécanique classique non relativiste.
Seule sera nécessaire ici la définition du calcul de Klein-Gordon, que nous
rappellerons : il sera congu comme un calcul symbolique des opérateurs
sur I’espace de Sobolev H. 4 2( R™) des distributions u sur R™ dont la
transformée de Fourier @ vérifie

/’ Ipl ) dp < oo.

De fait, une compréhension véritable du calcul de Klein-Gordon n’est
possible que s’il est systématiqquement fait appel au prolongement de u
en une distribution % sur ’espace-temps R™*!, solution & énergie positive
de 1’équation de Klein-Gordon libre : mais le fait de se limiter a t = 0
rendra plus facile, au lecteur non informé, la comparaison de ce calcul
aux calculs usuels.

Sur ’espace H! / 2(]R”), loscillateur L est autoadjoint, a spectre discret
de multiplicité finie. Son symbole de Klein-Gordon est la fonction

W&, D) = 7r — —
(x7p) T ].67TCQ

r(&@,7) = 127 + |F° + (7, p)*.

Les opérateurs dont les symboles sont des fonctions «arbitraires» de r
commutent avec L. Ce fait, reconnu dans [12] dans le cas ou n = 1,
n’avait pu étre décelé en général a la suite d’une erreur de signe qui avait
conduit pour n > 2 & une formule inexacte pour £ et n’avait heureusement
pas eu d’autre conséquence facheuse : nous saisissons cette occasion pour
corriger, en appendice, les formules incriminées. L’opérateur L est aussi
donné par

(0.3) nL=Y"B2+Y D}-c?Y R}

i<k
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482 A. UNTERBERGER

ol les opérateurs B;, Rji et D; sont les opérateurs infinitésimaux de la

représentation de Bargmann-Wigner du groupe de Poincaré dans H, . / 2(R”)
correspondant respectivement aux « boosts relativistes», aux rotations et
aux translations spatiales. Il est élémentaire, via un changement d’échelle,
de faire apparaitre un coefficient devant le terme > DJZ : outre sa contrac-
tion non-relativiste L., 'oscillateur L admet, quand ce coefficient est
remplacé par zéro, une deuxiéme contraction, unitairement équivalente &
l'opérateur de Laplace-Beltrami d’'un feuillet d’hyperboloide de masse.
Si Toscillateur harmonique commute avec la transformation de Fou-
rier u — 4, L commute avec la transformation F. définie par

Fay@ = (1+ Z0) i),

dont la décomposition spectrale se trouve ainsi liée a celle de L.
Nous examinerons pour commencer le cas o n = 1 : via le changement
de variable x1 = cshu, l'oscillateur L se ramene & 'opérateur

d2
de?

(0.4) M= [

= T — 47%c* sh? {}
dont les fonctions propres sont des fonctions de Mathieu modifiées.

Rappelons que les fonctions de Mathieu usuelles sont des fonctions pro-
pres, de périodicité convenable, de 'opérateur lié & M par le changement
de sh? € en sin? &. Les fonctions propres de opérateur M lui-méme sont &
rapprocher des fonctions de Mathieu modifiées de troisieme espece ([15],
article 268), mais seules nous intéressent ici celles qui appartiennent & l’es-
pace L2(R) : ce sont celles-ci que nous appellerons fonctions de Mathieu
dans cet article.

Les fonctions de Mathieu d’un type plus usuel, introduites par MATHIEU
dans [10] il y a fort longtemps, ont fait I'objet de nombreux articles
et de plusieurs ouvrages (WHITTAKER-WATSON [14], Mac LACHLAN [9],
MEIXNER-SCHAFKE [11], CAMPBELL [1]) : un auteur relativement récent
(CAMPBELL) attirait cependant, & plusieurs reprises, 'attention sur la
structure mal comprise de ces fonctions, et la situation n’a pas tellement
changé depuis I’époque ou il écrivait ces lignes. Le calcul de Klein-Gordon,
permettant d’écrire (via leurs symboles) toutes les fonctions (au sens de
la théorie spectrale) de l'opérateur M fournit d’emblée un point de vue
nouveau, et un lot de formules, dont certaines sont sans doute nouvelles,
sur les fonctions de Mathieu du type considéré ici. L’aspect le plus
intéressant sera la mise en évidence du fait que les fonctions de Mathieu
(définies comme fonctions propres de M) fournissent également les valeurs
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OSCILLATEUR RELATIVISTE ET FONCTIONS DE MATHIEU 483

propres d’'une famille & un parametre d’opérateurs fonctions de M, dont
les symboles sont des fonctions élémentaires.

Passant au cas ol n est quelconque, et disposant de familles & un
parametre d’opérateurs commutant avec L, on obtient une expression de
lopérateur e~*L (pour Res > 0) comme limite de produits d’un grand
nombre d’opérateurs dont les noyaux (et les symboles) sont connus. Il
s’agit bien entendu d’une sorte d’intégrale de Feynman, jouissant de la
propriété tres particuliere que 'opérateur L commute avec les opérateurs
obtenus avant tout passage a la limite.

Nous devons solliciter I’indulgence du lecteur pour les calculs, qui sont
quelquefois considérables : mais les formules exactes finales sont toujours
tres simples. En outre, les deux contractions de l'oscillateur mentionnées
plus haut, vers l'oscillateur harmonique et vers 'opérateur de Laplace-
Beltrami d’un espace symétrique de rang un, permettent des vérifications
souhaitables.

1. Calcul de Klein-Gordon

On se borne ici au minimum de rappels nécessaires pour la suite,
renvoyant 1’éventuel lecteur intéressé & [12] pour des explications plus
abondantes. On considere ’espace de Minkowski R**! = R x R", muni de
la forme quadratique relativiste

(1.1) ds? = 2 dt? — |dF)?,

ainsi que son dual, espace des covecteurs d’énergie-impulsion p = (po, D).
L’énergie-impulsion d’une particule de Klein-Gordon libre, de masse 1,
appartient & 91, feuillet d’hyperboloide d’équation py = ¢2(14|p]?/c?)'/2.
Le groupe de Lorentz orthochrone est le groupe des transformations
linéaires de l’espace de Minkowski qui conservent le ds?, et dont la
contragrédiente (qui conserve bien entendu I’hyperboloide d’équation
p2 = |p|? + ¢*) conserve le feuillet M. Sur M existent une métrique
riemannienne invariante, a savoir

(1.2) dsin = |dF* — ?py * (B, dp)?,

et Vopérateur de Laplace-Beltrams associé

19 dm= L g (S ) + -0 Ty |

La mesure invariante associée est
(1.4) pytdp = (p) "t dp,
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484 A. UNTERBERGER

—

ot I'on a posé (') = (1 + c¢~2|p|?)!/2, convention que l'on généralisera
aux vecteurs de R™; la distance hyperbolique d sur 9 est fournie par la
formule

/

(1.5) c? ch &t‘p—) = (Jp,p') = ¢ *popty — (7, 7")

dans laquelle la deuxieme égalité est une définition de J. L’espace rieman-
nien 9 est un espace symétrique (de rang un) de type non compact, ce
qui permet de définir le milieu géodésique mid(p, p’) de deux points de 9N,
ou bien le symétrique Syp de p par rapport a g : se rappelant que (pg, —p)
est le symétrique de (po,p) par rapport & (02,6 ) et utilisant l'invariance
de Lorentz, on retrouve que :

(1.6) mid(p,p') = 272 (1 4+ ¢ 2(JIp,p")) (0 + 1)

La définition suivante est fondamentale : si v € HZ/ Q(R"), espace de
Hilbert constitué des fonctions u = u(Z) telles que

(1.7) ul? = [ @) a5 < o
avec

u(p) = /exp{—2i7r<f,ﬁ)}u(§c’) dz,
on pose, pour tout p € 9,

(1.8) (Gu)(p) = (P)u(p)-

La transformation G est alors une isométrie de Ho/ 2(R™) sur L2(9M) =
L?(9M, (5)~! dp’). On remarquera que H? (R™) est, lorsque ¢ = 1, I’espace
de Sobolev H'/2(R") usuel; également, Ho/*(R™) = L2(R™).

L’espace L?(9M) est 1'espace de Hilbert & une particule de la théorie
des champs. Comme le groupe de Lorentz orthochrone conserve 9 et
la mesure (') ~!dp, il opere unitairement sur L?(91) : on peut préférer,
conjuguant cette action au moyen de G, la voir comme une représentation
unitaire dans Hg/ 2(IR”); c’est le point de vue que nous adopterons.
Posons :

19 . 1/2
Di= i g <D>=[1+C2ZD§] :
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OSCILLATEUR RELATIVISTE ET FONCTIONS DE MATHIEU 485
Pour tout vecteur a = (ag,d) de l’espace de Minkowski, 1'opérateur
ao(D) + > a;D; est essentiellement autoadjoint sur HY 2(R™) : en en
prenant ’exponentielle au sens du théoréeme de Stone, on vérifie que

(19) g(e2iw(ao(D)+(6,5))u) (p) _ ein(c*2aopg+(6,ﬁ))gu(p)

pour tout u € HY 2(]R”). Etendant, au moyen de (1.9), la représenta-
tion considérée ci-dessus en une représentation du groupe engendré par
le groupe de Lorentz orthochrone et par les translations de ’espace de
Minkowski, on obtient la représentation de Bargmann-Wigner du groupe
de Poincaré orthochrone dans HY/ 2(]R"). Si les translations purement spa-
tiales (i.e. ag = 0) ont une action évidente sur u (& savoir u — v, avec
v(Z) = u(Z+a)), pour laquelle il n’est pas nécessaire d’utiliser 'opérateur
d’entrelacement G, les translations temporelles ne s’interprétent correcte-
ment que si I’on utilise le prolongement de u € H} / 2(]R") en la distribu-

tion @ sur l'espace-temps, solution de ’équation de Klein-Gordon
1.1 — — = c*(D)a.
(1.10) %ir ot ¢ (D)

Soit f = f(¥;q) une fonction mesurable sur R™ x 90, telle que
[ i@l dzag < .

On a défini dans [12] (en (2.23) et (2.14) pour ¢ = 1, en (16.13) pour ¢

quelconque), au sens faible, 'opérateur borné Op(f) sur Y 2(R™) tel
que :

(G Op(f)u) (p) = 2" / F(7:0)(Gu)(Syp) ¥ TF) dgdg.

Effectuons dans l'intégrale le changement de variable défini par p’ = Syp :
d’apres le calcul effectué dans [12], en (7.7), et tenant compte du fait que
I’on ne fixe plusc=1,o0n a :

dp’ o(1— P
1.11 = = ne2=n) (g Jpyn—1 L0,
(1.11) 3 (o, 7p)" 20
D’apres (1.6), on peut écrire :
— _ —1/2 + /
(112) q—? =9 1/2(1+C 2<J;D,p/>) /2 Po /po’
(1.13) (g, Jp) = 27122 (1+ ¢~ (Ip,p)) 2.

Ce calcul conduit & la définition suivante :
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486 A. UNTERBERGER

DEFINITION 1.1. — L’opérateur Op(f) de symbole (de Klein-Gordon) f
est défini par la formule

(G Op(f)u)(p) = 22/ / (FLf) (7~ 7' mid(p, p')) (Gu) (p')

_ —n/2 po+Dp) ..
(14 2(JIp,p)] " i'p,—odp’
0

dans laquelle F1 f désigne la transformée de Fourier de f(§; q) par rapport
a l’ensemble des n premiéres variables.

On trouvera dans [12] un développement de I'analyse pseudo-diffé-
rentielle basée sur cette formule, laquelle, tout au moins pour des symboles
de classe C'*°, conduit a des opérateurs bornés sous des hypotheses bien
moins restrictives que celle de la sommabilité de f par rapport a la
mesure dydq.

2. Oscillateur relativiste

Les opérateurs infinitésimaux de la représentation de Bargmann-
Wigner sont engendrés ([12, p. 202]) par les opérateurs
D]‘, <D>, Bj = JJ](D) et Rjk = J?jDk — $ij.

Ceux des deux premieres especes correspondent aux translations d’espace-
temps, les R;;, aux rotations et les B; aux «boosts» ou «transformations
spéciales de Lorentz » : ces dernicres sont les transformations linéaires bien
connues qui «mélangent» ¢ et x;.

DEFINITION 2.1. — L’oscillateur relativiste L est 'opérateur autoadjoint
sur HS/Q(R") tel que

T L= (B} +Df) -ty R
i<k

Nous avons montré dans [12] que l'opérateur L, de domaine initial
S(R™) C aY 2(R"), est essentiellement autoadjoint, que son spectre est
constitué d’une suite (A\;)x>0 tendant vers 400 et que ses espaces propres
sont de dimension finie.

REMARQUE. — A un coefficient global pres, le terme
2 -2 2
> Bi-c?Y R
i<k

TOME 121 — 1993 — ~° 4



OSCILLATEUR RELATIVISTE ET FONCTIONS DE MATHIEU 487

est canonique puisqu’il correspond & I'opérateur de Casimir de la représen-
tation restreinte au groupe de Lorentz. Le groupe de Poincaré, au
contraire, n’est pas semi-simple et (tout en conservant le fait que L com-
mute avec le groupe des rotations), on pourrait considérer comme tout
aussi naturel I'opérateur

(2.1) Y BZ+A2) D¢ 2> RY;

i>k

or, le simple changement d’échelle Z — A~'/2Z, accompagné du change-
ment de ¢ en A\'/2¢, ramene, & un coefficient global pres, cet opérateur &
l’oscillateur relativiste canonique, pour lequel A = 1.

Nous avons explicité dans [12, p. 203], loscillateur sous la forme

2

L L[ SUILE ST K
J

et vérifié également [loc. cit, p. 176] que D'expression, dans les coor-
données P’ sur M, de I'opérateur G(—4nL) G~!, est identique & (2.2),
a condition d’y remplacer z; par p;. Compte tenu de (1.3), on peut aussi
écrire :

(2.3) G(—4rL)G™! = Agn — 4n®|p]?.

Signalons que d’autres opérateurs sur I’hyperboloide 91, ou encore sur
M x M, ont été étudiés par LUNDBERG [8], dans le but de décrire des
interactions de particules.

Il est commode d’introduire la transformation de Fourier relativiste F.
définie par

(2.4) (Feu)(&) = ()W(T)

qui ne serait autre (cf. (1.8)) que G si 'on ne tenait pas a distinguer
conceptuellement 9t de R™. Ce qui a été dit plus haut exprime le fait
que L commute avec F.. Posant (Pu)(Z) = u(—&) pour toute fonction u,
il est immédiat que PF? = (Z)(D). Lorsque n = 1, les valeurs propres
de L sont simples, et les opérateurs F. et (Z)(D) (dont les inverses ont
des noyaux explicitables & I’aide de fonctions élémentaires ou de Bessel)
sont des «fonctions )y de l'oscillateur L : de quelles fonctions il s’agit, c’est
I’'un des objets de la section suivante.

Observons que L admet deux limites ou, pour mieux dire, contractions.
La premiere, obtenue en faisant tendre c¢ vers l'infini, fournit 'oscillateur

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



488 A. UNTERBERGER

harmonique Lo, = 7Y (27 + D?) : mais, ainsi qu’il a été observé
dans la derniere section de [12], tous les faits de structure relatifs a
I’analyse de Klein-Gordon se contractent, quand ¢ — oo, vers des notions
analogues liées au calcul de Weyl. La deuxiéme contraction s’obtient en
faisant A = oo dans l’expression (2.1) obtenue apres changement d’échelle :
elle nous permettra de mieux comprendre 'intégrale de Feynman qui se
présentera dans la section 4.

Nous avons calculé dans [12, prop. 15.4] (voir appendice du présent
article pour une correction) le symbole passif de 'oscillateur L. En unités
pour lesquelles on n’a pas fixé ¢ = 1 (mais, toujours, h = 1, et la masse
de la particule est m = 1 également), ce symbole est

w2 + 112 + 2 )
avec, pour ¢ quelconque,
(2.5) NZII5 = 127 + (2, 7).
Posons :
(2.6) r(Z,5) = 2> + [p* + X7, 7).

Le prolongement admissible de r au sens de [12, p.31], i.e le prolongement
de 7 en une fonction 7(t, T; p) sur R**1 x 90 vérifiant

or or
(2.7) o = pia-

E ‘ 8(Ej ’
Jj=1
est donné, avec x = (¢, &), par
(2.8) (b, @ p) = [F[° — 22 + |5 + ¢z, p)?,

comme il est immédiat si I’'on se souvient que p2 = c¢?|7|? + ¢* sur M.

La recette, donné dans [12, th. 12.8], pour calculer le symbole actif £
(i.e. celui de 'espece utilisée dans la définition 1.1) d’un opérateur & partir
de son symbole passif consiste a appliquer au prolongement admissible de
ce dernier I'opérateur

(2.9) v = (1+ —D—)n/2

16722
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OSCILLATEUR RELATIVISTE ET FONCTIONS DE MATHIEU 489

avec ) ,
O = 0—28_ — 8_
ot? ox?

Rappelons (cf. [12, p. 58]) que la transformée de Fourier (Ff)(&;p),
par rapport aux variables d’espace-temps, d’une fonction admissible
sur R™*1 x 9, a son support dans 'ensemble défini par |€|2 — ¢=2¢2 > 0,
ce qui donne un sens & V" f. Comme (17 = —2n, on voit que le symbole
actif £ de L est finalement donné par :

(2.10) {=mnr—

Si les puissances entieres de V jouent un réle obligatoire dans le calcul
symbolique de Klein-Gordon, et si, par ailleurs, le choix du symbole actif
ou passif (ou de toute autre espeéce de symbole liée & la premiere par
lapplication d’une puissance de V) conduit dans tous les cas & un calcul
covariant a I’égard de la représentation de Bargmann-Wigner, seul le choix
du symbole actif conduit aux formules exactes relatives & L qui sont la
base du présent travail : nous n’avons pas d’explication a priori de ce fait,
fondé sur le calcul.

3. Fonctions de Mathieu

Dans toute cette section, on suppose n = 1, et 'on écrit x pour & = x;
(mais on conserve la notation p = (po, p1)). Soit (Ax)k>0 la suite croissante
des valeurs propres de

— (—47)"1 d? Ar2z2 4 o2 d\?2
et, pour chaque k, soit ¢ € Hc1 / 2(IR) une fonction propre associée (chaque
espace propre est de dimension 1) : on remet a plus tard le choix de la

normalisation de ¥. Comme L commute avec
Fo=QQ+a?/A)V2F = (a)F

(ott F désigne la transformation de Fourier), L est également autoadjoint
sur L?(R,(z)"'dz) : en posant z = cshs, dot (z)~'dz = cds, on
transforme L en l'opérateur

1 rd? 2.4 .12
(32) M=—W{@—4ﬂ'08h S].
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490 A. UNTERBERGER

Cet opérateur est 'opérateur « modifié » introduit par MATHIEU [10] en
méme temps que la version non modifiée (pour laguelle sin remplace sh) en
vue de résoudre le probléme de Dirichlet dans une ellipse. Il a donné lieu &
un grand nombre de travaux dont certains sont cités en référence : cepen-
dant, c’est plutot en changeant c¢* en —c* que ’on retrouverait ’opérateur
modifié habituel — et il n’est pas sir que Vopérateur M lui-méme ait été
sérieusement examiné. Quoiqu’il en soit, c’est par la recherche de dévelop-
pements en série de types divers, & coefficients non explicites, que tous les
auteurs abordent ’étude des fonctions de Mathieu : ce ne sera pas notre
point de vue ici. Des méthodes asymptotiques modernes, pour 1’équation
de Hill générale, ont été utilisées par A. Griais [3].

En méme temps que ¥, on considere la fonction x telle que :

(3.3) Xk(s) = Yx(cshs).

DEFINITION 3.1.— Posons r = x2+p?+c~2x2p?, de sorte que le symbole
(de Klein-Gordon, actif) de L est

1
167c2

{=nmnr—

Pour tout s € C tel que |Ims| < %ﬂ', on pose g5 = exp(—2mwesr) et l'on

désigne par G5 lopérateur Gs = Op(gs); on pose enfin :
F, = 91/2 os/2 e—27rc2 chsGs'

REMARQUE. — Puisque R(e®) > 0, g5 est sommable et Op(gs) est bien
défini au sens de la définition 1.1 : pour |Im s| = %ﬂ', (5 a encore un sens,
a priori, comme opérateur de S(R) dans S’(R) : on améliorera le résultat
de cette constatation dans un instant.

PROPOSITION 3.2. — Quels que soient u € S(R) et p € M, on a :
(GFu)(p) = ¢ / o2 porh chstpay sh) (G (') p! .
n

Preuve. — Lorsque n = 1, Papplication & — (c?ché&,csh§) est
d’apres (1.2) (au facteur constant c? prés) une isométrie riemannienne
de R sur 9. Il est alors commode de poser p; = cshé,p| = cshn
puisqu’ainsi, avec ¢ = mid(p,p’), ona ¢; = csh %(54—17). La définition 1.1,
que I’on rappelle, compte tenu de (1.6), sous la forme

(34)  (GOP(Hu)(p) = / (P 1 = i) (Gu) ) . .
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s’écrit (si 'on identifie p € M & pq, etc.)

(35) (GOp(f)u)(cshe) = / (Fuf)(eshe — eshaesh 1 (€ + 7))

(Gu)(eshn) ch (€ + 1) dn.

Rappelant que 1+ ¢2¢? = ¢~ g2, on voit que :
270 .5,2\—1/2 s 2 mct2?
(Fi9:)(z:9) = ¢*(2€°q5) ™2 exp(—2me*qf) exp(——Q)-
2esqq
ct2?
Avec z = c(sh& —shn) et gg = c?ch %(54—77), ona -y = c?sh® %(f -n)
o

ainsi que

(F1fs)(cshé —cshpsesh 5 (E+n)) ch 3(E+7)
= exp —2mc®(chs + e sh? %(ﬁ +n) + e *sh? %(5 —-n))
:exp——27rc2(chsch§ch77+sh3sh§shn).

En revenant dans (3.5) aux variables p, p’, on obtient la PrRoPOSITION 3.2.

REMARQUE. — Lorsque |Ims| < %w, F, est un opérateur borné

dans H. / 2(IR). On peut prolonger application s — F en une application
continue de la bande fermée |Ims| < %7( dans l’espace des endomor-
phismes continus de S(R), comme on le voit en examinant le noyau de
lopérateur GF,G~! : il est alors immédiat que F_;; /o = F.'. On a aussi

(avec (Pu)(z) = u(—z)) la relation F_g; = PF, = F,P pour tout s.

ProrosITiON 3.3. — Si |[Im(s £ ¢)| < %ﬂ', on a la formule de composi-
tion :

F.F, = c/ exp —2mc?(chschtchu + shsshtshu)F, du.
R
Preuve. — Posons, pour v € R et 8 € C, avec 6 distinct d'un réel <0,
(3.6) k() = 072K, (210"/?)
ou K, est la fonction de Bessel habituelle.

En dimension n quelconque, on a évalué dans [12, prop. 4.3] (le passage
de ¢ = 1 & ¢ quelconque ne présentant aucune difficulté), Pintégrale

(3.7) W(Z) = [ eyt
m
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Il faut supposer ici que Z € C"*! et que la partie réelle z de Z appartient
au cone de I'espace de Minkowski défini par zo > 0 et ¢®23 =37, 27 > 0;
le résultat est :

(3.8) U(Z) = 21y (c4zg > Z;).
Jjz1

D’apres la ProposiTION 3.2, le noyau k(p,p’), relativement & p{)_l dpj,
de l'opérateur GF,F;G~!, est donné par :

k(p,p') = 04/ exp —2m [c‘qu(po chs + pjcht)
m ’ dq1
+ q1(p1shs + p} sht)}——q )
0

Or on a, ainsi qu’on le voit en développant, I'identité :

(pochs +p6cht)2 —c*(p1shs+pf sht)2
= (¢ 2popy + c*chsch t)2 — (p1p} + *shssht)?.

Compte tenu de (3.8), on peut donc écrire, également, k(p,p’) sous la
forme :

64/ e—27r[42_21,10(c_r“)popé+c2chscht)+c_1q1(plp'1+c2 shssht)] dql.
m 90

11 suffit de poser ¢; = cshu, d’ott go = c?chu et cqo_1 dg; = du, et de se
référer au noyau de GF,G~! fourni par la PROPOSITION 3.2, pour obtenir
la PROPOSITION 3.3.

TuEOREME 3.4. — Pour tout entier k > 0, normalisons la fonction
propre Yy par la condition

x x2)1/2

Yr(—x) ~ ( )_1/2 exp—27rcz<1 + =z

c
pour x — +o0. Alors, pour tout s réel, on a :
Fotpp = Y (cshs)r = Xk (8)Vk-

REMARQUE. — La fonction 1y, est une fonction propre de 'oscillateur L
ou de la famille d’opérateurs (Fs) : mais 1, (cshs) apparait comme la
valeur propre de F associée a cette fonction propre commune.
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Preuve. — Soit h(r) = (2e%)}/2e=27¢’chsg=2me’r o sumhole de Fy.
D’apres les résultats de [12], Fs commute avec L, et 'on a donc

(3.9) Fsbr, = fr(s)vr

pour une fonction fr qu'il s’agit de déterminer. La Prorosrtion 15.10
(voir aussi (16.31)) permet le calcul du symbole £ h de 'opérateur LF, :
on a en effet

_ r 1 2r , 9 1
(3.10) —47r€hh—r<c—2+1>h +<C—2+1)h —dn’rh+ h,
identité ou figurent au second membre les dérivées de h par rapport a r :

2
_ = [4.2(T 25 o (2T s 42 1 ]
(8.11) —4ntsh=[4n*(5 +1)e on(55 +1) e —dntr+ 5|

On vérifie alors, en effectuant le calcul élémentaire, que

1 [9%h 2 4,42
ol le membre de droite n’est autre (cf. (3.2) que Mh si 'on regarde
le symbole h comme une fonction de s. Si 'on désigne par (,) le

produit scalaire dans ’espace Hg/ 2(]R), il résulte de la que, quelle que
soit u € Hcl/z(R), on a

M(S = (Fs1/}k7u)) = (Lstkau)

et par suite, tenant compte de (3.9), M fi, = Ak fk.

D’apres le théoréme 2.8 de [12], il existe une constante C' telle que, pour
tout symbole f(z;p), la norme de Hilbert-Schmidt de I'opérateur Op(f)
vérifie :

10p(f) 3 < C / |£(z;p)|* dz dpy.
Rx MM

Si 'on pose f(z;p1) = h(z? + p? + ¢ 2x2p?) avec h comme ci-dessus
(pour avoir Op(f) = Fy), il est immédiat que 'intégrale est une fonction
a décroissance rapide de s.

Comme ||Fs||% g = Y peo |fe(8)]?, on voit que chaque fonction fj est
& décroissance rapide sur R : a fortiori f, € L2(R), et par suite les
fonctions fi(s) et xx(s) = vg(cshs), fonctions propres de M pour la
méme valeur propre, sont proportionnelles : on normalisera la fonction
Vi en décidant que ces deuz fonctions sont identiques.
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Quand s tend vers —oo, le symbole (2e%)~1/2 ¢27¢” chsp(r) tend vers 1,
ct Vopérateur correspondant tend vers l'identité au sens faible dans
Pespace des opérateurs de S(R) dans S'(R). Par suite

(3.13) (2e°)"1/22me’ chsyy (oghg) — 1,

ce qui termine la preuve du THEOREME 3.4.
Du fait que x est une fonction propre de 'opérateur M, il résulte que
cette fonction se prolonge en une fonction entiére.

COROLLAIRE 3.5. — Pour s et t € C tels que |Im(s £ t)| < %ﬂ’, on a:

Xk(s)Xk(t) — C/ e—27rc2(chschtchu+shsshtshu)Xk(u) du.
R
Preuyve. — Cette identité intégrale est une conséquence de la Propro-
SITION 3.3 et du THEOREME 3.4.

REMARQUES :

1) La fonction 9y, liée & xx par (3.3) se prolonge en une fonction holo-
morphe dans le plan privé des demi-droites imaginaires pures joignant res-
pectivement +ic & 'infini; on peut encore définir i, (+ic) = Xk(:i:%iw),
en particulier :

(3.14) F ok = Yr(—ic)y.

2) Les équations intégrales exprimant que les fonctions de Mathieu
sont fonctions propres de certains opérateurs a noyaux intégraux ont
depuis fort longtemps joué un role dans I’étude de ces fonctions : ’équation
intégrale de Whittaker, base des méthodes de cet auteur, est la version
non modifiée de ’équation F 1oy = ptby -

La ProposITION 3.3 et la définition 3.1 montrent que, pour | Im s| < %w,
le symbole de FyF_; = PF? est

(315) C/ e—2‘1r(:2(ch2 scht—sh? ssh t)(26t)1/2 e—27\'c2 cht C—2ﬂ7’et dt

T -1/2 dne? X 2,\1/2
— . —4mc®(chs)(14r/c*)™ "7 .
— (1 + cQ) G r/c :
en particulier, pour s = :l:%iw (d’o ch s = 0), on obtient le symbole de

l’opérateur ((a:)(D))-l. Voici enfin une recette permettant de calculer le
symbole d’'un opérateur quelconque commutant avec L : tous les produits

scalaires sont pris dans Hg / Z(R).
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ProposiTioN 3.6. — Soit A l'opérateur

w > ()1

avec p; = 0 pour j assez grand. Avec

w(z) =3 plws(ic)| *wy(x),

le symbole de A est donné par l'intégrale
C/(2 e3)1/2 e—27rc2 chs e—zﬂ'Tes’UJ(CShS) ds.
R

Preuve. — D’apres la définition 3.1, 'opérateur B dont le symbole est
Iintégrale proposée est :

B = c/ w(csh s)Fs ds.
R

D’apres le THEOREME 3.4, tout revient a montrer que :

——C—.—g /wj(cshs)i/)k(cshs) ds = (¢Yr,¥5).
|4;(—ic)]
Or ceci résulte de (3.14) et de ce que F, est une isométrie de Hcl/Q(]R)
sur L3(R, (z)~!dz).

Pour terminer cette section, indiquons en quoi (que l’on s’intéresse ou
non & l'oscillateur relativiste), 'opérateur Fs joue un role obligé dans
I’analyse de Klein-Gordon, fondée sur le prolongement de u € H! (R) en

la fonction @ sur 'espace-temps R? caractérisée par ’équation d’évolu-
tion (1.10), i.e. définie par :

(3.16) i(t,x) = (X HPIy) ().

Il est immédiat que :

(3.17) a(t, ) = /zm 2 (P +2) (Gu) (p'plt dp),.
Pour tout o réel, posons :

(3.18) E, = F__ilw/QFa——Mr/Z =FeFo_ix/2-
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Si u appartient & S(R), on a donc pour tout p; € R

(319) (Ecru)(pl) = (gFa—iﬂ'/2u) (02<p1>7p1)

et il résulte de la ProposITION 3.2 que
(3.20) (E(,'U,) (C sh 6) = 2 / eQi‘rr(pf) ch&sho+cpy shécho) (gu)(p’)pg_ldpll .

En comparant avec (3.17), on voit que
(3.21) a(t,z) = (Eyu)(csh§)
pourvu que chésho =t et cshécho = z; en d’autres termes :

(3.22) sho+6) =t~

Le fait que le changement de coordonnées (3.22) permet une séparation des
variables dans I’équation de Klein-Gordon n’est évidemment pas nouveau :
dans la version pour laquelle le laplacien se substitue a 'opérateur des
ondes, le fait qu’un changement de coordonnées analogue sépare les
variables dans ’équation de Helmholtz remonte au tout premier article
de Mathieu, dans lequel ces fonctions furent introduites.

4. Une intégrale de Feynman

On ne suppose plus a présent que n = 1. On commence par généra-
liser les opérateurs F et G, en partant de l’expression fournie par la
ProprosiTION 3.2 : on verra plus loin une autre généralisation possible,
qui coincide avec G lorsque n = 1.

DeFINITION 4.1. — Pour |Ims| < L, on définit Vopérateur F,, sur

2
lespace S(R), par la formule

=/

(GF,u)(p) = C2/ e—2m(c™?popp chs+(ﬁ,ﬁ’)sh8)(gu)(p/)i{)_

m by

et Vopérateur G, = (2e%)~"/? e2me’ chs

Remarquons que, lorsque |Ims| < %ﬂ', lopérateur Fy s’étend en un
opérateur borné sur HCI/Q(R”). On a toujours F_;, /5 = F; ' et si lon
définit, pour o réel, E, comme en (3.18), on voit que le prolongement @

de u € Hc1 /2(R™) caractérisé par (1.10) est donné par la formule

p p

(4.1) u(t, ) = (Esu)(p)
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si
(4.2) t=(p)sho et Z=pcho.

Pour s et t réels, le noyau de l'opérateur GF,F,G™' relativement
apytdp’ est

k(p,p) = c* / exp —2m {c_2qo (poch s + pj cht)
dé
+(q,pshs+p’ sht}}—(z
qo
et d’apres (3.8), cette intégrale ne dépend que de

(pochs+p60ht)2—cQIﬁshs+ﬁ’sht|2
= p3 + P + c*(sh® s +sh®t) + 2 [poph ch scht — ¢* (7, ’) shssh ],

expression symétrique en (s, t). Par suite Fs et F; commutent, fait qui reste
vrai toutes les fois que |Ims| < %77 et [Imt| < %w (par prolongement
analytique et continuité).

Le symbole de Fs (ou de G;) n’est pas particulierement attrayant
(contrairement & celui de I’autre opérateur qui sera proposé plus loin) :
néanmoins, il va nous servir a obtenir un développement limité utile,
pour s — —oo. On définit pour commencer V=" comme en (2.9), rem-

placant ’exposant %n par %(1 —mn) : alors

_ n(n — 2)

4.3 vitng = R S A

(43) e 16mc?

si £ est le symbole de L et si 7 est expression définie en (2.6).

LEMME 4.2. — Le symbole gs de G est donné par la formule

(44) (Vl_"gs)(f;p) — e(l—n)s/2 e—2ﬂ'|;5'|2es( _2lﬁ|2 es + e—-s)(l—")/2

|Z|% + c=2(1 + ¢ *p3 %) (%, p)
—2|p|2es+ e—s

exp —2m

Preuve. — Les définitions 1.1 et 4.1 fournissent 'identité :

(4.4) 2V Y(Fg,)(F— Fymid(p, ) [1 + ¢~ 2Ip, )] " (po + ph)

= (2e°) /22 chs 2 oupy —2m(c™*popy ch s + (B, p") shs).
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Posons Z = p — p”’ et ¢ = mid(p,p’). D’apres (1.6), on a :
_o-1/2 -2 n\—1/2 /

(4.5) Q0 =2""*(1+c*Jp,p')) " (po + pp)-

En appliquant & nouveau (1.6), ainsi que

<ﬁ+ﬁlaﬁ_ﬁ/> = 0_2(]90 +p6)(p0 _p6)7

on obtient
(@, Z) = ¢ *q0(po — pp)
d’ou
1Z21? = qp (0, 2)° = [P — 91> — ¢ 2 (po — pp)? = —2¢% + 2(Jp, D)

et par suite
(4.6) S+ c2Upp) =1+ ;1 [7121 - 4, °(3,2)7],
ce qui s’écrit aussi
@7 S(=+cPpopy — 5,9)) = § (121 — g5 (@, )?).
Par ailleurs
22 = 15— 7"|* = ¢ *(po +pp)* — 2[c* + ¢ *popo + (5. 0")]
d’otl, en se servant & nouveau de (4.5) puis de (4.6) :

(4.8) 3 (= +c%popy + (7,07))

=—® = LZP2 + L2 (p + ph)?

=== HZP+ 3G (1+ ¢ HIp,p))

= = = J1EP + et + (Ul - NG 2)?)
= |71 + {2 (17PI2P - (3. 2)%).

Il résulte de (4.7) et (4.8) que

(4.9) ¢ 2popych s+ (9, ") shs — c*chs
=71 + 32 (1§12 — (3.2)%)] e
+ ¢ 127 = ag*(@. 2)" e
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Posons
(410) Q(2) = 1 (c72|glPe + %) |22 — L (c72e® + gg2e™*) (7, 2)?

et soit A la matrice de cette forme quadratique. D’apres (4.4), (4.5), (4.6)
et (4.9), on a:

(411) (flgs)(;?, q) = C2q0_1(2 es)_n/2 e_27""7|2 e’ e—""Q(E)
2|2 —2 /5 -1)/2
4+ 5 (1P~ a7 0))]

La formule (8.6) et la définition 8.5 de [12] fournissent (en tenant
compte de ce que ¢ n’est plus fixé égal & 1)

(412) AV Te)Ee) = (1+ fgllfllﬁ)u_n)m(ﬂgs)(f; 9)
avec

(113) 212 = |22 - ap*(2,0)?

d'oit

@14)  FuUVIG)(Fiq) = Cap L (2¢°) 2 o2 TR

Bien entendu, la transformée de Fourier inverse, évaluée en ¥, d’une
gaussienne exp —(AZ, Z), est la fonction (det A)~'/2exp(—m(A™17, 7)),
et 'on inverse A a laide de Pappendice de [12]; en posant

A= % (c2|7)Pe* + e7%), d= —b=2"1/2 (c72e* + c?q5 % e™*)q,
on a det A = A"~ (X + (@, b)), et

A (@, b) = e (1 - 5 °1q1%) = Setgp?e

d’ou
(4.15) det A =2""c'qy%e (¢ %|7]% e’ + e7*)

n—1

Les coeflicients B;j, de la matrice B = A~1 sont alors donnés par
_ !
Bjk =) 1((5j — ()\ + (a,b)) ajbk)
d’ou
(4.16) (A7, 8y = AHZ P + 2 (1 + g ) (T, 7)),

de sorte que (4.14), (4.15) et (4.16) conduisent au résultat du LEMME 4.2.
On notera que lorsque n = 1, (A71#, Z) se réduit &

2e°(1+ c_zqf)mf,

ce qui permet de retrouver aussitot la formule de la définition 3.1.
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THEOREME 4.3. — Pour tout s tel que |Im s| < %ﬂ', G commute avec
Uoscillateur relativiste L. En outre, pour € > 0, on peut écrire

-2
Genesa) = (I + &?Qﬂ(s)) exp —€(L — %)’

Uopérateur ((g) restant borné sur chaque espace propre de L pour e
tendant vers 0.

Preuve. — D’apres le LEMME 4.2, on a

- —me|p|? — — 1-n)/4
v ngén(e/Q) = o Telpl (1 + ic 252|p|2)( )/
exp{—ﬂ'g(]_ + ;11‘0_262]}7]2)—

182 +c72(@,5)2 + Je0p3(@,5)7] |
d’ou (utilisant aussi (4.3))

Vl_"gzn(e/g) =1—mer+ 521)5

1 _ 1—-n _’fl(’fl—2) 2
=1-¢(Vime- ) + e

avec |be(Z;p)| < C(1+ r)* pour une constante C ne dépendant que de c.
L’opérateur de symbole V™~ 1b, reste borné au sens faible, quand ¢ — 0,
dans lespace des opérateurs de S(R™) dans S’(R™) et comme pour tout s,
Gs commute avec Gyp(c/2), Gs commute aussi avec L. La deuxieme partie
du THEOREME 4.3 résulte du méme développement limité.

Nous avons défini Fs, pour n quelconque, en généralisant le noyau,
fourni par la PrRoposITION 3.2, de 'opérateur GF,G~! : on peut, au lieu
de cela, généraliser le symbole g5 introduit dans la définition 3.1.

PROPOSITION 4.4. — Pour |Im s| < %'rr, posons, avec gy = e 27"

H, = Op(gs).

Pour tout € < 0, le noyau he(p,p’) de l'opérateur Q’Hgn(e/z)g_l relative-
ment & la mesure py * dp’ est donné par

h’E(pap)'—c 5_"/2< hd(];,c ))1 n

2
exp — 7r[4 sh? d(];, +€|m1dp, )\2]
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Preuve. — D’apres la définition (2.6) de 7, on a

Go(F;q) = e 2m 11 g=2me (7P e™2(7.2)?).

D’apres Pappendice et le lemme 8.6 de [12], le discriminant de la forme
quadratique

e 127 = 1217 + (g, 7)?
est (7)% = ¢ 4¢3, est la forme quadratique duale est

— —

Ze ||IZ2]5 = 171? - P95 %(q, )%,
d’ou
(F19:) (F59) = c2q5 e 2m "1 (2%) /2
exp — %ﬂe_s(|5|2 - 2q5%(q, 7)?).
Il ne reste plus qu'a appliquer la définition 1.1 de Op(gs) en posant

Z=p—p’ et ¢ =mid(p,p’) : en se servant & nouveau de (4.5) et (4.7), on
obtient, pour u € S(R™), I'identité :

—n _ 1-n)/2

(GHa)) = 2e) ™ [{3 1+ )} G0 )
s| =2 —s 2 -2 / = =/ dﬁ
{exp —2me’|q] }{exp —me *(—c* + ¢ “popy — (P, P ))}p—,-

0
Enfin, on obtient 1’énoncé de la PROPOSITION 4.4 en posant € = 2¢° et

en utilisant (1.5).
THEOREME 4.5. — L’opérateur Hy, = Op(e=2"¢") commute avec L.

Preuve. — Posons, d’aprés (2.3), £ = G(—4nL)G~! = Agm — 472 |p]? et

(4.17) 0 =+ (Jp,p') = &+ ¢ *popy — (5,7")
ainsi que

/\2
(4.18) A= es(ﬂfe—@ + e,

En examinant le noyau de GH,G™' relativement & pj 'dp’ et en notant
que ¢ 22 = (po + p)?/(26), on voit qu’il s’agit d’établir que, avec

(4.19) K =g1-m/2¢g=m4
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la fonction LK est une fonction symétrique de (p,p’). Avec

4.20 R; = =
( ) ] 8p] Zp] 8p]

j>1
on a, d’apres I’expression de £ donnée en (2.2) (remplacer & par p)

1—n n?—1

_ -7
121) K-LK = n%B; — 7By +
(4.21) m°B1 — By + B;s + 55 By + 102

0

Bs
ou

(422)  Bi=) RI+c2S7—4|p]®, Bay=AmA,
(423)  Bz= ZRjgi c—Z(Z pjgi)& By = Amd,
(4.24) Bs = Z(@p]) ¢’ (Zp] Bp])

On a

(4.25) %zcﬂﬁv ﬁ=p'1ﬁ—p’

dp j Po 3pj 0 Po J

d’ou
0 Py, a2 o / 2P0 + Py
4.26 i— =—(c —c°) = PP =0 — c"——
(4.26) > p; o, po( P — ) — (B, 5") -
852 2p6 / Py
(4.27) ap' Dy PP = ( po)

Po + Py 2 (po + pp)?
=29(——p————1)—c LU L
0 Py

Par suite Bs = 6(c™26 — 2) est symétrique : on écrira Bs ~ 0 pour
traduire, dans toute la preuve de ce théoréeme, une équivalence plus précise,
a savoir celle qui néglige les termes symétriques en (p,p’) qui sont en outre
invariants sous ’action du groupe des rotations opérant & la fois sur p'et p”.

On sait (cf. HELGASON [6, p. 268]) que lorsque ¢ = 1, la partie radiale

de Agy s’écrit
2

d
il -1 Bl
a2 + (n — 1) coth pdp
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avec pop = chp : pour ¢ quelconque cette partie radiale s’écrit, si ’on
revient a la coordonnée py,

d2 n d
4.28 Arad — -2, 2 2\ R
(128) = (0 =) o + G
On en déduit 'identité
_ 2n
(4.29) Agn(po +p0)* = 2(c7*pG — ¢*) + —zPo(po + pp)

ainsi que (utilisant également l'invariance de Agy par le groupe de Lorentz)
les identités

(4.30) Apb=n(c%0-1),
(4.31) A0~ =(2-n)c2071 + (n—4)07 2
La relation (4.30) montre que By ~ 0 et que By ~ e*Agy a avec
2,
(4.32) a= (po+ph) 07"
On se propose d’établir la relation :

2(n — 1) po(po + pp)
(4.33) Agma ~ 02 0 .

Il suffit évidemment, utilisant ’invariance de Agy et de a par rotation, de
le faire en un point p = (pg,p1,0,...,0). En un tel point on a (utilisant
I’expression explicite de Agy provenant de (2.2))

(431)  Ama = (po +ph) Aam(071) + 6~ Agn(po + 1)

9 o)

_ 0
+2(14 ¢ *p7) 5—(po +p6)28_pl

Op1

et, compte tenu de (4.25) et (4.26), le dernier terme s’écrit :

—4¢72672py (po +p6)<0—0220p0—p0> ~ —4cpo(po +po) 0"

En se servant de (4.29) et (4.31), on obtient

Agpa ~ 2¢7207 1 [p2 + (n — 2)po(po + p))]
~2(n —1)c 20" po(po + pp)
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ce qui confirme (4.32) et permet d’écrire :
(4.35) By ~2(n—1)c™20 po (po + p}) €°

On obtient aisément (en développant systématiquement les calculs
suivant les puissances de 6, pg + p{, et po) les relations

[ .s(po+pp)? ) P 2 s PO+ PO)P;
(436) R =| e L ](pop——p])—FQ S

et (se servant de (4.25) et (4.26) pour ne pas calculer (p{p/po — P, ) une
deuxiéme fois) :

(437)  S= es{_(Po +26) | 2(Po +70)°

9 p002
+ 2po(po + o) _ 9bo +Po}
0 p09
+ e_s [0 — chO—"'_piO_:I .
Do

D’aprés (4.23), (4.25) et (4.26), on a

(4.38)  B3=) R (pg& —pj) +c? (0 - 02]%)/9>S.

En utilisant & nouveau (4.27) et (4.26) pour obtenir le carré du module
du vecteur pyp/po — P’ ainsi que son produit scalaire avec p, on obtient
apres développement

(4.39) Bs ~ 2¢™%po(po + p}) €

ce qui permet de constater, grace a (4.35), que

1
(4.40) —By+ "By ~0.

C’est & cet endroit précis que seul le symbole actif utilisé dans la
définition 1.1 (cf. fin de la section 2) convient. D’apres (4.21), il reste
pour terminer la preuve du THEOREME 4.5 a montrer que B; ~ 0, ce
qui — d’aprés (4.22), (4.36) et (4.37) — est le fruit d’un calcul que nous
épargnerons au lecteur, vu qu’il s’agit, au fond, plus de comptabilité que
de mathématiques.
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COROLLAIRE 4.6. — Soit f = f(&;p) un symbole continu sur R™ x 9N,
tendant vers 0 quand |Z|?> + |p]?> — oo, et ne dépendant que de r.
Alors Vopérateur Op(f) (bien défini de S(R™) dans S'(R™) d’aprés la
définition 1.1) commute avec L.

Preuyve. — Elle est une occasion d’appliquer le théoreme de Stone-
Weierstrass sur le compactifié de [0, oo.

REMARQUE. — Les opérateurs G et Hg, tout en commutant avec L, ne
sont pas, si n > 2, des «fonctionsy de L puisque la restriction de 'un ou
de 'autre a un sous-espace propre de L n’est pas, en général, un opérateur
scalaire. Rappelons cependant le THEOREME 4.3 et le fait analogue relatif
a H; (conséquence du THEOREME 4.5) :

(4.41) Hyp(er2) = (I +62fy(e))exp s(L + 16Zc2>
out v(¢) désigne un opérateur commutant avec L et restant borné sur
chaque espace propre de L pour € tendant vers 0.

Soit 6 > 0 et soit une suite de subdivisions 0 = 6 < 61 < ... < 6, =6
telle que Z;n:_ol(éj+1 — 6;)> — 0. D’apreés le THEOREME 4.43, on peut
écrire, dans ces conditions,

m—1

(4.42) TT Genctsysa-s072 — exp—5(L -
§=0

n(n—2)>

16mc?

et (4.41) permet une formule analogue dans laquelle H; remplace G5. Il n’y
a aucune difficulté & justifier (4.42) si 'on se contente d’une convergence
en norme sur chaque sous-espace propre de L, pour laquelle I’analyse est
ramenée en dimension finie. Explicitons le résultat en dimension 1 (cas ot
Hy = G,) : se servant du noyau de GHyp(. /2)g-1 sous la version donnée
dans la PRoPOSITION 4.4, on obtient :

(4.43) (]:C(exp —8[L + (167rc2)_1]).7-'c‘1)(csh§0)

m—

= limc™ (H 841 — 65) 1/2)

X /"'/GXP—WCQZ(@H — &;)sh? 5§ + &+1)
eXP(—47T02 D (6541 — 8;) " sh® S (&5 - §j+1))
u(eshéy,) déy -+ dém.
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On peut également se dispenser d’écrire F! puisque L commute avec F,.

Il s’agit évidemment, en dimension quelconque, d’une intégrale de
Feynman, qui reste valable pour tout § complexe tel que Reé > 0.
Elle présente le caracteére tout & fait exceptionnel que L commute avec
Popérateur produit considéré avant tout passage a la limite. Rappelons ici
la décomposition

(4.44) G(—4nL)G™" = A — 47°|p)?

donnée en (2.3) pour observer que l'intégrale de Feynman que nous avons
obtenue est distincte de celle a laquelle pourrait conduire la formule de
Trotter usuelle :

1) ) m
(4.45) Ge %Gl = lim {exp(——Agm) exp—w—|f)'|2} .
m— oo 4mm m

En effet le noyau h.(p,p’) de gHgn%g_l a été donné dans la Propro-
SITION 4.4; quant au noyau k. (p,p’) de GGeng G tel qu’il a été introduit
dans la définition 4.1, on peut I’écrire aussi sous la forme comparable :

(4.46) ke(p, ') = e~ {exp[—n(e/2 +2/¢) ((Jp,p) — )] } <P,

= =/ —_—
Or, si la deuxieéme exponentielle e~ "7} (ou exp —me|mid(p,p’)|?, qui
est le facteur correspondant dans h.(p,p’)) n’a rien d’exotique si I'on se
réfere a (4.44), la fonction

2 4 2 d ’/
2e—n/2 exp(—g(up,p’) B cz)) _ 2.n/2 exp<_% <2 (gcp ))

est, d’apres la proposition 5.1 de [12], le noyau de Popérateur
(4.47) 2ce /2 e2”2/5Ki[_chm_(n_;_1)2]1/2 (2mc?e™t).

Observons pour terminer qu'un développement asymptotique de la
fonction K, (x) lorsque z — oo montre que, sur I'image du projecteur
spectral correspondant & n’importe quelle partie compacte du spectre
(continu, cette fois) de Agy , I'opérateur ci-dessus s’écrit

(14 0(e?) expe[i—;'?t + —————n%?;f)]

pour € — 0. Ce fait apparait comme la contraction, lorsque le parametre A
qui intervient dans (2.1) tend vers l'infini, du THEOREME 4.3. L’autre
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contraction utile, ne serait-ce que dans un but de vérification, est celle pour
laquelle ¢ — oo : alors ch{d(p,p’)/(2c)} — 1 mais 2¢? sh*{d(p,p')/(2¢)} —
115 — p’|? de sorte que le noyau, relativement & dp’, de 'un quelconque
des opérateurs GGG~ ! et GH,G! tend vers le noyau

(4.48) (2e*) ™2 exp —m{(|p]* + |p"|?) chs + 2(5, p") sh s},

lequel n’est autre que le noyau classique du semi-groupe de ’oscillateur
harmonique, comme on peut le retrouver par exemple en posant e€® = th % t
dans (0, 2).

Appendice
Cet appendice est un erratum, qui corrige une erreur de signe intervenue
dans [12] dans le calcul de la composition d'un symbole par celui d’un
opérateur de rotation Rjy.
Avec F1a(z,p) = T1p2 — P12, il faut lire (12.40) comme suit :

L 9% 9%g
U dx20p;  0r10ps
2

9% 9%g 0°g 9%g
+ o1 (3 03102 * 59628170) _pom(aﬂvoapl * 336181?0)

- 82§
+Zp1p]< 0z ; 3p2 895231?]) +Zp2p7(3l’ 0p1 8x18pj>

et les mémes changements de signe intéressent les termes qui subsistent
dans (12.44). La derniére formule du THEOREME 12.6 doit donc se lire :

2 2
Ba(r12,9) = [axfapl B ax?apQ * (pl aig —p281‘1)( Z”Ja )]

Cette erreur de signe a des conséquences dans la section 15. La
formule (15.38) devient en effet

0
Bsy(ri2,r12) = =2+ 2(p18—x2

et le dernier terme n(n—1)/(1672) au second membre de (15.39) doit étre
remplacé par :

0
—pz—a?)?‘m = —2(1+p} 4+ p3)

1 9 o9y nn-—-1) n-1
S (1457 _ -1
872 M(pr TH) = Tt g -1

Finalement, dans la ProprosiTion 15.4, il faut lire
n(n —1)
1672
La preuve de la PropPosITION 15.5 s’en trouve simplifiée, la page 181 étant
désormais inutile en toute dimension.

7 1(0,Zp) = IZI2 +p§ — 1+
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