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FONCTIONS HOLOMORPHES SUR L’ESPACE DES CYCLES
PAR

D. BARLET et J. VAROUCHAS (*)

RESUME. — Si X est un espace analytique complexe arbitraire, il est établi que
sur l'espace réduit (variété de Chow) des m-cycles analytiques complexes compacts

¢ = Y n;Y; de X, la fonction ¢ fC§ =>'n fy ¢ est holomorphe, pour tout
représentant d-fermé £ d’un élément de H™ (X, Q).
Ceci, combiné avec les travaux du second auteur, montre que ’espace des cycles

d’un espace Kahlérien X est toujours Kéhlérien, et donc que toute image (réduite) par
un morphisme propre et plat d’un tel X est également K&hlérienne.

ABSTRACT. — If X is an arbitrary complex space, it is shown that on the reduced
space (Chow variety) of compact complex m-cycles ¢ = ZmY, of X, the function

z— fcg =>n in ¢ is holomorphic, for any 8-closed representative £ of an element

of H™(X,Q%). This implies that the space of cycles of a Kéhler space X is always a
Kabhler space, and therefore that any (reduced) image of such a space by a proper flat
map is again kahler.

0. Introduction
Le but de cet article est d’établir le

THEOREME PRINCIPAL. —  Soient

« X, S deuz espaces complexes avec S réduit,

o« ®, U deux familles de supports de X avec ® paracompactifiante et
® N T compacte,

« £ € HP(X, Q%) ou Q% est le faisceau des m-formes holomorphes
sur X,

« p €To(X, AY'™) un représentant d-fermé de & a support dans @,

o (¢s)ses une famille analytique de m-cycles de X & supports dans
U paramétrée par S.

(*) Texte regu le 27 juin 1988, révisé le 25 novembre 1988.
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328 D. BARLET ET J. VAROUCHAS

Alors la fonction
P oo [

est holomorphe sur S.

Pour comprendre cet énoncé, il est bon de connaitre :

(a) La définition des faisceaux de formes différentielles holomorphes
et C* sur un espace complexe non nécessairement lisse.

(b) La définition des groupes de cohomologie & supports dans une
famille paracompactifiante de fermés (f.p.f.) ® par des cochaines de Cech
ainsi que la forme explicite du morphisme canonique

s B Ker(d: Tg(X, A% — To(X, A%
HQ(X’ QX) l.—) Hfl;é-)(X) = (— ( 7"),{5—1 ( er )
’ Im(0: Te(X, A} — Te(X, AY))

(c) La notion de famille analytique de m-cycles (sous-entendu : ana-
lytiques complexes) de X & supports dans une famille ¥ de fermés, pa-
ramétrée par un espace réduit S. Un m-cycle de X est une combinaison
linéaire localement finie & coefficients entiers > 0 de sous-ensembles ana-
lytiques irréductibles de dimension m de X. Il est délicat de définir quand
une famille de m-cycles dépend analytiquement d’un paramétre s € S.

Notons que le lecteur n’a pas besoin de connaitre ’existence de 1’espace
B,,(X) des m-cycles compacts de X (c’est-a-dire que le foncteur “familles
analytiques de m-cycles compacts de X paramétrées par —” est représen-
tables) pour comprendre I’énoncé, et méme la démonstration, du théoreme
principal. Toutefois, si l’on sait que cet espace existe, le théoréme prin-
cipal implique qu'il existe un morphisme canonique de H™(X, Q%) dans
O(B, (X)) donné par I’accouplement

(¢,§) ¥ (c-§)

qu’on appellera aussi intégration de £ sur le cycle c.

Pour comprendre la portée du théoreme, il est également utile de
connaitre la notion de fonction faiblement holomorphe (= continue généri-
quement holomorphe, donc méromorphe) et d’espace faiblement normal
(un espace réduit ou toute fonction faiblement holomorphe est holo-
morphe). La principale information de notre énoncé est que la fonction F
est non seulement faiblement holomorphe (ce qui est connu depuis long-
temps) mais holomorphe.

Pour (a) nous renvoyons le lecteur & [7], [10], ou [15].
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FONCTIONS HOLOMORPHES SUR L’ESPACE DES CYCLES 329

Pour (b) nous donnons toutes les explications nécessaires dans le texte
et ’Appendice I, ou on léve ambiguité de la notion de “support d’une
cochaine de Cech”.

Maintenant passons & (c). Il existe plusieurs définitions équivalentes
de la notion de famille analytique de m-cycles paramétrée par un espace
réduit. La premiere est celle donnée dans [3], [4], [5] et [15]. La seconde, que
nous choisissons dans le texte, s’exprime par la possibilité de considérer
des traces de formes différentielles holomorphes qui dépendent holomor-
phiquement des parameétres choisis. Il est établi dans [3, Chapitre VII,
Proposition 2] que la premiére définition implique la seconde. La récipro-
que est également vraie, mais nous ne nous en servons pas puisque nous
déduisons le théoréme principal directement de la seconde définition.

L’idée d’accoupler une classe de H™ (X, Q%) avec une famille analy-
tique de m-cycles compacts pour obtenir des fonctions holomorphes sur
l’espace des parameétres apparait pour la premiére fois (& notre connais-
sance) dans larticle d’ANDREOTTI-NORGUET [2]. Ceci ouvrait la voie
a4 une méthode d’utilisation de la notion de convexité intermédiaire
introduite par ANDREOTTI-GRAUERT (ol nous conviendrons d’appeler
g-convexes (resp. g-complets) les espaces appelés (g+1)-convexes et (g+1)-
complets dans [1]) suivant le principe général suivant : la m-convexité d’un
espace X permet, sous certaines hypotheses, d’obtenir des conditions de
O-convexité sur I’espace des m-cycles de X. Les auteurs de [2] étudiaient
le cas ou X est quasi-projectif et considéraient le normalisé faible de
l’espace des cycles. En effet, en ’absence de notre théoréme principal (*),
il n’était pas facile de vérifier que la structure complexe de la variété de
Chow (espace des cycles) d’une variété quasi-projective X, lisse ou non,
ne dépend pas du choix du plongement de X dans un espace projectif.
Le théoreme étant établi, nous pouvons, en accouplant les m-cycles avec
des classes de cohomologie, obtenir des coordonnées locales au voisinage
de tout point de I’espace des m-cycles compacts de X, ceci pour un espace
complexe arbitraire ([5, Théoreme 2]).

Pour X quasi-projectif, le théoréme principal est démontré par le
premier auteur dans [3, Chapitre VII]. Plus tard, deux démonstrations
étaient données [4] et [5] sous la restriction que X est lisse. Le cas général
(X espace complexe arbitraire) n’était toujours pas résolu (voir & ce
propos la remarque de [6, p. 381]) au moment de la thése du second
auteur qui consiste & munir d’une métrique Kahlérienne ’espace des cycles
d’un espace Kéahlérien. Les résultats établis dans [15, Théorémes 3 et 4]

(*) 1 est instructif de remarquer les passages de [2, Remarque 7, p. 52, et Théoréme 5,
p. 71] ol notre résultat peut étre utilisé pour éviter de normaliser faiblement la variété
de Chow.
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330 D. BARLET ET J. VAROUCHAS

sont accompagnés d’hypotheses supplémentaires artificielles dont il était
naturel de croire qu’elles étaient superflues. Ayant établi le théoréme
principal nous obtenons comme conséquence

THEOREME 2. —  L’espace des m-cycles compacts d’un espace Kih-
lérien est un espace Kdihlérien.

COROLLAIRE (Probleme de HiroNAKA, [10, p. 35-36]).
Sim:X —Y est un morphisme propre et plat a fibres de dimension
pure avec X Kahlérien et Y réduit alors Y est Kahlérien.

Pour notre démontration nous utilisons un résultat (lemme de décou-
page) essentiellement dii & REIFFEN [14]. Du lemme de découpage nous
pouvons déduire le

COROLLAIRE. — Soit 7 : X — S un morphisme d’espace complezres
et soit F un faisceau cohérent sur X . Supposons que dim 7~ 1(s) < m pour
tout s € S. Alors :

(i) RIT'm F =0 pour tout ¢ > m.

(ii) Pour tout recouvrement ouvert (X,)aca de X on a une surjection

de faisceauzx sur S

@Rm(wa)! (F|, ) — R™mF  (oumg:=m|, ).
a€EA b ¢

Remarque. —  La partie (i) du corollaire est classique quand 7 est
propre, [12].

1. Cohomologie 4 supports

Nous renvoyons le lecteur & [8] ou [11] pour la définition d’une famille
paracompactifiante de fermés (f.p.f.) d’un espace topologique séparé X et
des groupes Hi(X,F) quand @ est une f.p.f. de X et F un faisceau de
groupes abéliens sur X. Voir aussi I’Appendice L. '

Nous aurons besoin des propriétés fondamentales suivantes : X sera
un espace localement compact complétement paracompact (tout ouvert
donc tout sous-espace de X est paracompact), ® une f.p.f. de X et F
un faisceau de groupes abéliens sur X. La lettre ¢ désigne la famille des
compacts de X. Pour tout espace topologique X', ¢ x X' désignera la
famille des fermés de X x X’ dont la premiere projection est relativement
compacte dans X.

ToME 117 — 1989 — n~° 3



FONCTIONS HOLOMORPHES SUR L’ESPACE DES CYCLES 331

1.1. — Si Y C X notons par V(Y) l’ensemble des voisinages de Y
dans X et pour U C X, @NU :={FNU | F € ®}. Alors

Hyy (Y, F|,) = lim Hi (U, F).
UeVv(Y)

De la suite de Mayer—Vietoris on peut facilement déduire :

LEMME 1.2. — Sim > 0 est fizé et si B est une base d’ouverts de X .
telle que HIY1(U, F) = 0 pour tout ¢ > m et tout U € B alors :
(i) HIYY(U,F) =0 pour tout ¢ > m et tout ouvert U C X.
(ii) Si (Uy) est un recouvrement ouvert de X alors le morphisme
naturel
P H (Us, F) — H(X, F)

est surjectif.

LE LEMME DE DECOUPAGE 1.3. — Soient X un espace analytique
compleze, Y un sous-ensemble analytique complere de dimension < m de
X et F un faisceau cohérent sur X. Soit Z la réunion du lieu singulier
de Y et de ses composantes de dimension < m (de sorte que Y\Z est lisse
de dimension pure m). Alors

(i) Pour tout ¢ > m, HI*'(Y,F| ) =0.

(ii) Pour tout recouvrement ouvert (Uy)aca de Y\Z, le morphisme

naturel
@ 5 (Ua, 7, ) — HI(Y.F|,)
a€A

est surjectif.

On notera que F ly n’a pas une structure naturelle de Oy -module, mais
que c’est un faisceau cohérent sur l’espace annelé (Y, Ox| Y).

Démonstration.
(i) est établi dans [14, Satz 2.
(ii) est une conséquence de [14, Satz 3] et du LEMME 1.2 ci-dessus.

LEMME 1.4. — Soient U un ouvert de C™, B un polydisque de CN
eto:V — U x B un plongement d’un espace analytique compleze dans
U x B. Soit ® la f.p.f. de V définie par & := o~ !(c x B). Alors pour
toute classe § € HF(V,QF) il existe un polydisque B' C B centré en 0
tel que, si V' := 0 W (Ux B') et ® :=&NV', €|, soit dans Iimage du
morphisme canonique

TR :HZT;B’ (U X BI,Q"[?XB/) —_— Hg"(V’, 7‘7/7'/).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



332 D. BARLET ET J. VAROUCHAS

Démonstration. — 1l s’agit de démontrer la surjectivité du morphisme
li_m)B, wp ol B' parcourt P’ensemble des polydisques centrés en 0 et
contenus dans B. Soit N le faisceau cohérent défini par la suite

(1) 0 — N — Quxp — 0.(Q}) — 0.
En identifiant U & U x {0}, on a par 1.1 et 1.2 (i)

lim K25 (U x B, A) = HI'W (U.N],) =0,
BI

Le résultat découle alors de la longue suite exacte de cohomologie associée
a (1) et de I’égalité

HgL(V,, 1‘71) = sz;B/ (U X B’,U*( ?}r))

2. Familles analytiques de cycles

2.1. Cycles analytiques complexes. — Soit X un espace analytique
complexe et m > 0 un entier. Un m-cycle analytique compleze (ou m-cycle)
de X est par définition une combinaison linéaire localement finie

c= ZniYi

i€l

ol n; > 1 sont des entiers et Y; des sous-ensembles analytiques complexes
irréductibles de dimension m deux & deux distincts de X. On définit de
la maniere évidente la somme d’un nombre fini de m-cycles, ainsi que le
m-cycle |y induit par ¢ sur un ouvert arbitraire U de X.

Le support de c est I’ensemble analytique

le| := J V.

i€l

Une carte adaptée a c (ou écaille adaptée d c) est la donnée de (C,0,U X B)
ouV cc X,U cc C™, B cc C¥ sont des ouverts (*) et 0: V — V x B
un germe de plongement tel que

o(lefnV)n (U x 6B) = 0.

(*) N entier arbitraire

ToME 117 — 1989 — n° 3 . -



FONCTIONS HOLOMORPHES SUR L’ESPACE DES CYCLES 333

Dans ce cas, chaque m; : ;N V — U x B défini par le diagramme
commutatif

v,nVv —2 . UxB

U

est propre donc fini d’un certain degré k; > 0 (k; est défini si U est
connexe. Sinon c’est une fonction localement constante a valeurs entieres
sur U). On appelle

k:= Z niki

le degré de c par rapport 3 la carte (V,o,U x B). Notons que o(Y;NV) est
un sous-ensemble analytique complexe de dimension m de U x B, propre
(donc fini) au-dessus de U.

Maintenant soit ¢ un entier telque 0 < g < m et soit w € 29(U x B) une
forme différentielle holomorphe de degré ¢. Pour toute forme différentielle
P € AT~9™(U) a support compact dans U posons

L,(v):= nz/ w A pri .
; o(YinV) !

Il est clair, d’apreés le théoréme d’intégration sur un ensemble analytique
complexe [13], que L, est un courant J-fermé de bidegré (g,0) sur U.
Donc il lui correspond une unique forme holomorphe Tw vérifiant

TwAY = n/ w A pri.
/U 2 o(ViNV) '

On obtient donc un opérateur trace
T= Tc,V,UxB . Q(U X B) —_— Q(U)

qui a les propriétés suivantes :

(i) T;,v,uxp est local en U, Qp-linéaire et compatible aux différen-
tielles.

(ii) Sio(lc|nV) c Ux(B'UB") ou B', B" sont deux ouverts disjoints
de BetsiV':=0"Y(U x B"), V" := ¢~}(U x B") alors

Teviuxs =Teviuxp +Te v uxpr-

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



334 D. BARLET ET J. VAROUCHAS

(iii) Te,v,uxp est additif par rapport c. Ceci signifie que si ¢;,c2 sont
deux m-cycles et si (V,0,U x B) est adaptée & c; et & ¢z, alors elle est
adaptée a c; +co et on a

Teiteo,vuxB =T, viuxB + Te,,v,uxB-

(iv) SiU est connexe et (U,0,V x B) est adapté a c alors T, v,uxp (1)
est égal au degré de c¢ par rapport a la carte (V,0,U X B).

2.2. Analyticité d’une famille de cycles. — Soient X, S deux es-
paces analytiques complexes, S réduit et soit m > 0 un entier. Supposons
d’abord qu’a tout point s de S nous avons associé un m-cycle c; de X.
Pour toute partie S’ de S, une carte adaptée ¢ S sera la donnée d’un
germe de plongement

0:V—UxB
comme avant (V CC X,U cC C™,B cC CV, N arbitraire) vérifiant la
condition
U o(lesiNV)N (U x 8B) =6

ses’

'adhérence du membre de gauche étant prise dans U x B. Ceci donc
signifie qu’il existe un compact K de B tel que o(|c|/NV) C U x K pour
tout s € S’. .

Maintenant nous pouvons poser, pour U ouvert de C™

Q?st)/s(U x §) = F(U, Ouxs ® Q‘l’]) =
Ou

Y oW xS8)dt"  (t={(t,...,tm) €V)

|I|=¢

ce qui n’est autre que ’espace vectoriel des g-formes holomorphes sur U
dépendant holomorphiquement d’un parameétre dans S.

Soit ¥ une famille de supports dans X (non nécessairement paracom-
pactifiante).

Une famille analytique de m-cycles de X a supports dans ¥ paramétrée
par S sera par définition

(1) La donnée d’une application s — ¢, qui & tout point s de S associe
un m-cycle ¢, de X.

(2) La donnée, pour tout ouvert S’ de S et pour toute carte
V = (V,0,U x B) adaptée & S" d’'un morphisme (opérateur trace)

Tsvuxp : WU x B) — Quuxss (U xS

ToME 117 — 1989 — ~N° 3
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vérifiant :

(1) Tout point de S a un voisinage 2 dans S tel que (J,cq, |c,| soit
contenu dans un élément de V.

(ii) Pour tout point s de S et toute carte V adaptée a c; il existe un
voisinage S’ de s dans S tel que V soit adaptée & S'.

(iii) Tsv,uxp est local en U, Qp-linéaire et compatible aux dlfferen-
tielles.

(iv) Ts',vuxp est local en S’ et pour tout point s de S’ le diagramme

Q(UXS’)/S’(U X Sl)

Q(U X B) évaluation en S

\

Tey.vuxs QU)

est commutatif.
(v) Si B’, B"” sont deux ouverts disjoints de B tels que

|J o(les n¥) cT x (B'UB")

ses’

etsiV' =0 Y (Ux B'), V" :=0"1(U x B"), alors
Ts vux =Ts viuxp +Ts vruxp:.

Remarque. — Les conditions ci-dessus impliquent que, si U et S’ sont
connexes, alors le degré de ¢ relativement a (V,0,U x B) est constant
sur S’.

Nous pouvons définir la somme de deux familles analytiques de cycles
en prenant les sommes point par point des cycles correspondants ainsi
que des opérateurs trace respectifs dés que leurs domaines de définition
coincident. Nous obtenons ainsi un faisceau de monoides additifs (ou semi-
groupes) sur S en associant & tout ouvert S’ de S ’ensemble des familles
de m-cycles de X paramétrées par S’.

Notons qu’il ne suffit pas que |c;| € ¥ pour tout s € S pour que la
condition (i) ci-dessus soit vérifiée.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



336 D. BARLET ET J. VAROUCHAS

2.3. Accouplement d’une famille analytique de cycles avec une
classe de cohomologie.

(a) Le cas d’un cycle. — Sic =3 n;Y; est un m-cycle de X et ¥ une
f.p.f. de X telle que F' € ¥ implique que |¢|NF est compact, nous pouvons
considérer pour toute classe de cohomologie £ € Hg' (X, %) un élément
O-fermé ¢ € Ty (X, AP'™) représentant ¢ comme suit : Soit U = (Uy,) un
recouvrement ouvert de X dans lequel £ est représentée par un cocycle
de Cech (£aq,...0,,) € ZZ(U,QR). Soit (pa) une partition de 1’unité C*
subordonnée & U. Alors 1’élément

@ i= (—l)m(m+1)/2 Z paogpal A A —a-pam A &ao...am

QQ...Qm

de Ty (X, A™™) vérifie Dp = 0 et sa classe dans H\’Il"’ln (X) ne dépend que

de £. On pose ?
(c-€) ::Zni/y ¥-

(b) Accouplement local avec une famille de cycles. — Nous montrerons
que, siy = (¢s)ses est une famille analytique de m-cycles de X paramétrée
par un espace réduit S, S’ un ouvert de S et (V, 0, U x B) une carte adaptée
a §’, alors il existe un morphisme canonique .

L :H™ 5 (U x B, ) — O(S)

tel que pour tout s € S’ le diagramme

0(8")
o
;”;(B (U X Ba Q}?xB) l évaluation en s
» c

soit commutatif.

Pour cela, soit £ € H™, g(U x B,Qf, p). 1l existe un recouvrement
ouvert W = (Wy)aca de U x B tel que £ soit représenté par un cocycle
de Cech

(§ao...am) € Zm(wa Qng)

TOME 117 — 1989 — ~° 3



FONCTIONS HOLOMORPHES SUR L’ESPACE DES CYCLES 337

tel que ¥3((€ay...a, ) € K x B pour un compact K de U (X3 étant défini
dans I’Appendice). Fixons un point s de 5.

Prenons un recouvrement fini de K par des ouverts Uy CC U(X € A, A
fini) tels que pour tout A € A, il existe une famille finie (B})jesn
d’ouverts de B deux & deux disjoints vérifiant les deux conditions

(i) =71 T, C Ujesn) o1 (Ux x B}) ol m, est défini par le dia-
gramme commutatif :

les| NV —— UxB

7r3\\ /ﬁ
U
(if) Uy x Bi C Wai pour un certain _ai €A

NN

AN

g
N 47—

Considérons maintenant ’ensemble E des multi-indices
(Au)) = ()‘Oa'-'aAm; jO,"'ajm)
tels que jo € J(Xo),...,Jm € J(Am). Pour (), j) € E posons

Uri=UyN---NUy,; B :=Bn---nB";

Vi=0"'U\xB]); d]

{i = £aj°
Ao

=0y
wadm |y Bt

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



338 D. BARLET ET J. VAROUCHAS

Comme chaque carte (V a,\, U, x BJ) est adaptée & ¢; et il n’y en a
qu’un nombre fini, il existe un voisinage S" de s dans S’ tel que chacune
de ces cartes soit adaptée & S”. Pour cet ouvert S” posons

J . , :
I3 = Tsu i uyxB-

Maintenant nous pouvons définir un élément de O(S") & savoir

gsn = ( 1)m mrl)/ Z / p)\naph A ap)\m A T] (5])
(A\J)EE

ou (py) est une partition de 'unité subordonnée au recouvrement (U)).
D’apres ce qui précede, la valeur en s € S de gg» est exactement (c; - £).
La fonction s — (¢, - €) est holomorphe dans ce cas puisqu’elle s’exprime
au voisinage de tout point comme somme finie d’intégrales dépendant
holomorphiquement de s.

2.4. Démonstration du Théoréme principal. — Fixons sg € S et
posons Y := |c¢,,|. Nous montrerons que s — (cs - £) est holomorphe au
voisinage de sy dans S. Posons Xy := Jpcy F (I’étendue de ¥) qui est
un ouvert car ¥ est paracompactifiante. Quitte & intersecter Y avec X,
nous pouvons supposer que Xo = X. Alors ¥ NY est la famille de tous
les compacts de Y. Recouvrons la partie lisse Y\Z de Y par des ouverts
Va C X\Z (a € A) admettant des plongements o4 : Vo, — Uy X By avec

Uy =V,NY et Oal, = = (Id,0), B, étant un polydisque de dimension

arbitraire centré en 0. Commengons par prendre 'image & ly de £ dans
HP (Y, Q%)) = lim Hoy (W, Q).
woYy

D’apreés le lemme de découpage appliqué au faisceau cohérent Q% & |y est
dans I'image du morphisme canonique

D =" (Ve 0,1, ) — HE (V%] )

Il existe donc un sous-ensemble fini A’ C A tel que pour o € A’ il
existe des classes £, € H"(Ua, Q7 | - ) telles que §| v soit somme de leurs

images canoniques dans H*(Y, Q% |Y) D’apres 1.1, pour chaque o € A’ il
existe un polydisque centré en 0, B!, C B, tel que si V) := o,'(U, x B,)
et &, := o, (c x B), & soit dans I'image du morphisme canonique

HE, (V, O,) — H (Uas O, |, ).
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D’apres le LEMME 1.4 et quitte & remplacer B/, par un polydisque plus
petit, &, est dans I'image de

H g (Ua X BL, Q7 ) — HI(Ua, O, | Us).

Finalement ¢| v est dans 'image de

@ ch' (Ua X By, ?axB;)—’HT(YaQ?IY)-
a€A

Ceci a son tour signifie que le germe en sy de la fonction s — (c, - £) est
somme d’un nombre fini de germes provenant chacun de ’accouplement
d’une classe de H.xp: (Ua X By, T x B, ) avec une famille analytique de
cycles dans une écaille donnée, ce qui fournit des fonctions holomorphes
d’apres 2.3.

Appendice

Soit X un espace topologique séparé et ¥ une famille de fermés de X.
On dit que ¥ est une famille de supports si :

(1) FeU,F' C F,F fermé = F' € ¥;

(2) FiI,FhbeV=FUF,eVv.

On dit que ¥ est paracompaticfiante si en plus :

(3) F € ¥ = F est paracompact;

(4) Tout F € ¥ a un voisinage U tel que U € .

En pratique nous considérerons des espaces X localement compacts
paracompacts ainsi que tous leurs ouverts. On écrira f.p.f. pour famille
paracompactifiante de fermés. Soit maintenant &/ un recouvrement ouvert
de X et F un faisceau de groupes abéliens sur X. Si f = (faq..a,) €
C9(U, F) est une g-cochaine de U & coefficients dans F, pour tout ouvert
U de X on note f|U = f ol fag..a, = f"‘""'“"|U<.0u.(. - Nous pouvons
alors définir de trois fagons différentes le support de fq :

« X1(f) est par définition le plus petit fermé de F de X tel que

f|X\F =0;
* EZ(f) = Ufu().“aq¢0 Ua() n---N an i

« 23(f) = Ufuo_'_uﬁéo Uay U+ U,
11 est clair que :
(1) Z1(f) € Z2(f) C Z3(f).

(ii) Si & désigne la différentielle de Cech alors T;(8f) C £;(f) pour
J=1,2,3.
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(iii) Sio :V — U est un raffinement de i/ alors X;(c* f) C E;(f) pour
j=1,2,3,0t0*:CUU,F)— CUV,F) désigne la restriction simpliciale.
(iv) SiU est ouvert dans X et X;(f) C U alors il existe un raffinement
o:V — U delU tel que X3(c*f) C U. (Pour montrer (iv) il suffit de
prendre un ouvert V tel que 8;(f) C V et V C U et ensuite un raffinement
(Vi) de U tel que VAnXy(f) # @ implique V), C V.) Maintenant définissons

CoU,F):={f € C'U,F) | Z:1(f) € T}
) = K2 Ol ) — O 4 7)
m(é6:Cy U, F) — CyUU,F))

HY(X,F) = lim Hy (U, F)
U

la limite étant prise sur tous les recouvrements ouverts &/ de X. La
propriété (iv) ci-dessus montre que H{ (X, F) serait le méme si C% (U, F)
était défini & aide de ¥; ou X2 a la place de ¥X3. Remarquons que la
définition de GODEMENT dans [11] se fait & 1’aide de X;.
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