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INEGALITES L? PRECISEES POUR LA CLASSE S,
PAR
GERARD BOURDAUD ET YVES MEYER (*)

RESUME. — Pour qu’un opérateur pseudo-différentiel soit borné sur LZ(R™), il
suffit que son symbole soit un multiplicateur de ’algébre de Beurling Ag(R™ x R™), ou
Q(z, &) = wi(z)wa(€), w1 et wo étant des poids de Beurling sur R™. Ce résultat permet
de retrouver, entre autres, le théoreme de Calderén—Vaillancourt, avec une hypothése
de régularité Holderienne minimale sur le symbole d’un opérateur pseudo-différentiel.

ABSTRACT. — Let o(z,£) be a multiplier in the Beurling algebra Aq(R™ x R™),
where Q(z, ) = wi(z)w2(€) and w1, we are two Beurling weights on R™. Then o(z, D)
is a bounded operator in L2(R™). As a corollary, we obtain the Calderén-Vaillancourt
theorem, with a minimal Holder continuity assumption on the symbol of a pseudo-
differential operator.

1. Introduction

A toute fonction o sur R™ x R”, suffisamment réguliére, est associé
lopérateur pseudo-différentiel de symbole o, défini sur la classe S(R™) par

Op(o)(f)(@) = (2m) ™ / €7 f(€)o (s, €) de.

Suivant HORMANDER [4], S, est l'ensemble des fonctions C* sur
R™ x R™ dont toutes les dérivées sont bornées; CALDERON et VAILLAN-
COURT [1] ont prouvé que tout opérateur pseudo-différentiel dont le sym-
bole appartient & 58,0 est borné sur L2, mais on peut se demander combien
de dérivées sont nécessaires pour obtenir cette propriété. Voici les résultats
les plus précis dans cette direction.

(*) Texte regu le 6 mars 1987, révisé le 14 octobre 1987.
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402 G. BOURDAUD ET Y. MEYER

THEOREME 1. — Pour qu’un opérateur pseudo-différentiel soit borné
sur L2(R™), il suffit que son symbole vérifie l'une des deur conditions
sutvantes :

(i) 0g870 € L*(R™ x R™) pour |a| < [n/2] +1 et |B| < [n/2] +1;

(ii) 9820 € L*(R™ x R™) pour a, 8 € {0,1}".

En 1975, H. O. CorpEs [3] démontrait la partie (i) du théoréme et
esquissait la démonstration de la partie (ii); une autre preuve de (ii) est
due & I. L. HwaNg [5]. Dans 'un et autre cas, le “nombre” de dérivées
utilisées est minimal :

PROPOSITION 1. — Il existe des opérateurs pseudo-différentiels non
bornés sur L2(R™) dont les symboles o(z,&) vérifient 6?650 € L>*(R?")
pour tous multiindices a, 3 tels que, respectivement,

(i) a €N et |8] < [n/2],

(ii) BeN" et |o| < [n/2],

(iii) a e N" et 81 =0,

(iv) BeN" ety =0.

1l suffit de reprendre le contre-exemple de COIFMAN et MEYER [2, cha-
pitre I, proposition 2] : o(x,£) = (1 + |€]>)~"/* exp(—iz - &€ — |z|?). Un
raisonnement par récurrence montre que

02080 (x, &) = (1+ [¢2) /* 71! exp(~iz - € — |2%) Qu (2, &),

ol @ est un polyndme par rapport aux deux variables, de degré
2|al + |B| en &; on en déduit aussitot

10020 (z,€)| < Caya(1 + [¢2) /12,
Ainsi 6?350 € L*(R?") sous I’hypothese (i). Il reste & voir que Op(c)

n’est pas borné sur L?(R"). Pour f € S(R™), on a Op(o)(f)(z) =
A(f)e1=I* ot X est la forme linéaire

A = em [ Fe i) e

la fonction (1 + |€|?)~"/% n’appartient pas & L2(R") : il en résulte que A
et donc Op(o) ne sont pas bornés sur L?(R").

Pour obtenir un symbole vérifiant agaga € L*°(R?") sous I'hypo-
these (ii), il suffit d’échanger z et € :

o(z,6) = (1+|2[?) ™" exp(~iz - €~ |¢?);

ToME 116 — 1988 — ~° 4



INEGALITES L? POUR 57 403

alors, pour f € S(R™), on a

Op(0)(f)(@) = (1 + 1) "“A(f),

ol A est la forme linéaire

A7) = @0 [ exp(-leP) e des

dés que A(f) #0, on a Op(o)(f) ¢ L*(R™).

Voici maintenant un symbole o tel que 6?650 € L*®(R?*™) sous
’hypotheése (iii) : on pose a1(21,&1) = (1 + £}) " 4 exp(—iz1& — x3) et
o(x,§) = a1(z1,61).

Le fait que Op(o;) ne soit pas borné sur L?(R) entraine immédiatement
que Op(o) n’est pas borné sur L%(R™); en échangeant = et &, on obtient
un symbole qui vérifie ¢ € L>®(R®") sous ’hypothese (iv).

Dés lors une fagon raisonnable d’affaiblir les hypothéses du THEOREME 1
consiste & imposer des conditions de HOLDER aux dérivées d’ordre [n/2]
du symbole o(z, £).

Pour comprendre les énoncés qui suivent, il faut considérer o(z,§)
comme une fonction de &, & valeurs dans certains espaces de fonctions
de £ — ce que nous ferons systématiquement.

Soit E un espace de Banach et s un réel positif, non entier, que nous
écrirons s = m + a avec m € N et a €]0,1[. A;(R™, E) désignera ’espace
de Banach des applications f : R® — E, de classe C™, dont toutes les
dérivées, jusqu’a I’ordre m inclus, sont bornées et telles que, pour || = m,
supg pern [Bl 7 F) (@ + h) — F(@)(2)||5 < co.

THEOREME 2. — Pour qu’un opérateur pseudo-différentiel soit borné
sur L2(R™), il suffit que son symbole appartienne a As(R™, As(R™)), avec
s>mn/2.

Commentaires sur le THEOREME 2.
1) L’appartenance de o & A;(R™, A;(R™)) peut encore s’exprimer de
la facon suivante :
92080 € L>(R*™) pour |a| < m, |8] < m;
siT= 3?850, avec |a| = m ou |B| = m, alors 7 a les propriétés de
continuité suivantes :
(@) |7z + h,E+ 1) — (2, 8)| < C(|h| + n])*;
(i) |r(z+h,§+n) — 7(z,§+n) — 7(z + h, §) + 7(z,§)| < C|n|*[h|".

Il n’est pas inutile d’observer que les conditions (i) et (ii) sont indépen-
dantes l'une de lautre : si F' € A,(R™) et F ¢ A, (R®) (¢ > 0)
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404 G. BOURDAUD ET Y. MEYER

alors 7(2,8) = F(z + &) vérifie (i) mais pas (ii); si F ¢ L>®(R") et
|F(z + h) — F(z)| < C|h|®, 7(x,&) = F(z)F(€) vérifie (ii) mais pas (i).

2) L’hypotheése s > % est bien la plus faible possible; dans le cas
ou n est pair, ceci résulte de la PRoPoOSITION 1; supposons maintenant
que n = 2m + 1, avec m € N, et montrons que le symbole o(x,§) =
(1+ [€1*)~/* exp(—iz - € — |z|?) vérifie 92070 € L®(R™, Ay /2(R™)) pour
a €N et || =m.

D’aprés la preuve de la ProrosiTionN 1, il suffit de montrer que
7(z,€) = 27 exp(—iz - £ — |z|2) (v € N") vérifie

(-, &)llay,, < Cy (1 + €)Y

pour cela, on observe que les fonctions z7 exp(—|z|?) et e appartiennent
respectivement & Ay /5(R™) et A;/5(R); on en tire

|7(x + h,&) — 7(x,€) <|exp(—|z + h|?) (z + h)"| |exp(—ih.£) — 1]
+ |exp(—|z + B|*)(z + k)" — exp(—|z|*)2"|
<GB+ 1) T

3) On peut démontrer le THEOREME 2 en utilisant les techniques de
CorbEs. Posons en effet

b= (I- Az)s,/z(I— Ag)sl/za, avec % < s < s;
des propriétés classiques des fonctions Holderiennes (cf. [7]), il résulte que
b € L*(R"); dés lors on peut écrire o = g* b, ot b € L®(R?") et g(z,£)
est le symbole d’un opérateur 3 trace sur L?(R™). On a alors

0p(@) = [ [ by U)o Olg) o Ulu )" dydr,

ol U(y,n) est 'opérateur unitaire qui & f € L2?(R™) associe z —
e f(x — y). On achéve la démonstration & ’aide du “lemme de Cordes
et Kato” ([6] et [8], chapitre XIII).

Dans les paragraphes qui suivent, nous proposons une démonstration
entierement différente des THEOREMES 1 et 2, & la fois plus élémentaire
— elle est fondée exclusivement sur 1’égalité de Plancherel — et plus
générale : on peut en déduire en effet toute une famille d’inégalités L2
“dans le cadre 53 ”.

ToME 116 — 1988 — ~° 4
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2. Algébres de Beurling et estimations L?

La preuve du THEOREME 2 reposera sur les remarques simples sui-
vantes :
1) les fonctions appartenant & Ay sont des multiplicateurs de I’espace
de Sobolev H*, quel que soit s < s';
2) pour s > n/2, H® est une “algébre de Beurling”, pour laquelle on
dispose des lemmes de presque-orthogonalité de ColIFMAN et MEYER [2].

Soit w une fonction continue de R™ dans [1,+o00[ et A, (R") I’espace

des distributions tempérées f telles que £ — w(€)Y/2f(€) appartienne &
L?(R™). A,, est un espace de Hilbert pour la norme

. = ([ oo )

On est amené & faire quelques hypothéses sur le poids w :

(1) w™t € LY(R™),

(2) il existe des constantes positives C et N telles que w(z) <
o1 +la])¥, c

3) ilexisteC>0telquel*l§—.
w ow T w

La propriété (1) entraine que A, est un sous-espace de A(R™) (espace des
transformées de Fourier des fonctions intégrables), alors que (2) fournit
Pinclusion C°(R™) C A, ; enfin (3) entraine que A, est une sous-algebre
de A(R™). Nous utiliserons une quatriéme propriété de w :

(4) Il existe C > 0 tel que, pour tous &,7 € R, w(£+n) < Cw(&)w(n).

Un poids w qui vérifie (1), (2), (3), (4) s’appelle un poids de Beurling (et
A, une algébre de Beurling).

LEMME 1. — Soit w un poids vérifiant (2) et (4). Pour toute fonction
¢ € C(R™), non nulle, il existe C > 1 tel que

1
G, < [ 1fe = (@), dv < CIIE,.
La transformée de Fourier de z — f(z — y)p(x) est

€ — / e~V f(n)p(€ — ) dn;
Rn
d’oi

6 [ =@k,

= /R dy ( /R ) w({)‘ /R ) e~ f(m)@(€ —n)dn

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE
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406 G. BOURDAUD ET Y. MEYER

Fixons £ et intégrons en y; il vient, par Plancherel,

Je

Intégrons par rapport & £ : (5) est alors égal &

2
/ ) e~V f(n)@(€ —n)dn

dy = (2m)" /lf(n )a(& —n)|* d.

(6) ey [ / F)PI8() Pwol€ + ) dé dn;

a l'aide de (4), on majore (6) par C||f]|4_ll¢l%, et on minore (6) par

([ 17oreeman) ([ B3 a).

Voici maintenant les lemmes de presque-orthogonalité.

LEMME 2. — Siw vérifie (1), il existe C > 0 tel que

‘ 1/2
50(/ nfuuiwdu) -
L2(Rn) Rn

LEMME 3. — Siw vérifie (1) et (3), il existe C > 0 tel que
1/2
<o( [ Mnlewan) .

Soit g(x) = [ €% fu(z) du, on a §(€) = [ga fu(€ — ) du, d’ott, par
Plancherel,

/” e f,(z) du

/n e ? f,(z) du

Au

2
ol = ny [ | ute-wan

puis, par Cauchy-Schwarz et (1),

d¢;

lal < | / Ful©Pe) de du,

ce qui termine la démonstration du LEMME 2.
La relation (3) et Cauchy-Schwarz entrainent

OGO < C [ 17ule ~ ol — ue(u) du;

ToME 116 — 1988 — ~n° 4



INEGALITES L? POUR 57 407

il suffit alors d’intégrer en £ pour obtenir le LEMME 3.

Nous en arrivons & ’énoncé du meilleur résultat connu sur la continuité
L? des O.P.D. dans le “cadre SJ ,” — cette derniére expression signifiant
que les hypotheéses sur le symbole o(z,¢) sont uniformément invariantes
sous D’effet des translations en z et en &.

THEOREME 3. — Soient w; un poids de Beurling et wy un poids
vérifiant (1) et (2); on pose Q(z,€) = wi(x)w2(€). Pour qu’un opérateur
pseudo-différentiel soit borné sur L2(R™) il suffit que son symbole o soit
un multiplicateur de Aq(R™ x R™) : autrement dit qu’il existe C > 0 tel
que, pour tout € CP(R™ X R™), |lop|laq < Cllellaq-

L’idée de base, maintenant tout a fait classique, est une double locali-
sation : par rapport a la variable d’espace z et la fréquence £. Pour cela,
on appelle ¢ € C°(R™) une fonction positive telle que [ ¢(z)* dz = 1.

Désignons par A, , la transformée de Fourier de (z,§) — o(z +y,& +
M p(€)p(z); Phypothese faite sur o signifie exactement :

1l existe C > 0 telle que .

) //Ran" A,y (1, )| Pwi (u)wa (v) dudv < C.
Soit f € S(R™) et
oa) = 2m) " [ e*talo )f(e)de
Rn
= (27)" " iz , 2(¢ £ de¢ d
e [ evtot o -nie dsdn
= / e g, (z) dn,
Rn
avee  gy(0) = (27" [ e Sole €+ M€ ) de
et fn(é) = (&) f(€ +n); il découle alors du LEMME 2 :
(®) lalg <C [ ol dn
Rn
Maintenant, on localise spatialement en écrivant
@) = [ a0 -v)dy;
Rn

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



408 G. BOURDAUD ET Y. MEYER

le LEMME 1 donne
9) lgnli%,, <C /R ) llgn(2)¢(z - )%, dy-

Il reste & estimer le second membre de (9); pour cela, on part de la formule
d’inversion de Fourier :

o(a+ 6+ pele) = o [ vt wo)dudo
n XR"
qui donne, par translation,
o@ Ep@pa—y) = @n)2n [[ ety (o) duds
n xRn

En reportant dans I’expression de g,, on obtient

m@ee =)= @0 [ feroerenn,,wo) dud.

n X R"
Posons fyy.v(z) = fy(z + v)p(z — y); le LEMME 1 implique
S Mol dv < CUAIE, < CIIE,

en effet le support de fn est un compact fixe; d’olt

(10) J[ . Wnwolia, dydn <l
R™ xR"
Ainsi

on(@)0%(@ — )
= (2m) // P (@) T YN (uyv) du do,
R» xR

ce qui donne, par le LEMME 3, & y fixé,

(11)  lgn(2)¢*(2 = y)lla,,
’ du;

<C wq(u)
R Ao,

/ fﬂ,y,ve_m'y/\n,y(“’ v) dv
Rn

on a

ToME 116 — 1988 — n° 4
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2
H\/I; fnr'yv”e—zu.yA",y(u’ 'U) d’U

Auy

2
< ([ Wawollas, Mot av)

d
< [/R" ||fn,:u,t||?4u,1 Z&;{T)] [/';n gy (1, 0)Pwa(v) do| ;

reportons cette inégalité dans (11) : en utilisant (7), on obtient

dt

lon()e* @ =W, <C [ Wanalh, 255
intégrons cette relation par rapport & y et n; en utilisant (10), puis (9)
et ( 8), enfin (1/ws) € L', on obtient ||g|la < C||fll2, autrement dit la
continuité L2

3. Démonstration du théoréme 2

On s’intéresse maintenant au cas particulier ot w(€) = (1 + |£]?)* avec
s > n/2. Une fonction f : R™ x R — C appartient alors & lalgébre de
Beurling Agq si et seulement si, considérée comme fonction de £ 3 valeurs
dans les fonctions de z, elle appartient & H*(R™, H*(R™)).

Pour obtenir le théoréme, il suffit donc de montrer que, pour s’ > s, les
fonctions de Ay (R™, Ay (R™)) sont des multiplicateurs de H*(R"™, H*(R"));
ceci résultera de la

PROPOSITION 2. — Soient E un espace de Hilbert, F' un espace de
Banach et B : E x F — E une application bilinéaire continue; s et s
deuz réels non entiers tels que s < s'. Alors pour tout f € Ay (R, F) et
tout g € H*(R™, E), la fonction B(g, f) appartient ¢ H*(R™, E).

On ne perd pas de généralité en supposant que B est de norme 1
et que s et s’ ont la méme partie entiere m; posons alors s = m + a,
s’ = m+a'. Il est utile d’estimer la norme de f € H*(R™, E) sans recourir
a la transformée de Fourier de f; plus précisément, on montre, comme
dans le cas E = C (voir [9, lemme 25.2]) que cette norme équivaut a

12) Y 1 L2gn, k)
s ISICEDEF SO
+ Y [//R e dzdt| ;
ann E

|e|=m

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



410 G. BOURDAUD ET Y. MEYER

compte-tenu de l'intégrabilité de ¢ — |¢|~"2% & I’infini, (12) est d’ailleurs
équivalente a

13) > 1N e@n, ,
ol @@+ - @I, 1
E
- Z [//|<1 [t[7+2e dudt| -

le|=m

Soit f € Ay (R™, F) et g € H*(R", E) : pour estimer la norme (13) de
B(g, f) on est amené a étudier B(g"), f#)), avec |y| + |8| < m. D’abord

IB(¢", 512 (re 5y = / I1B(9"(z), f©)(2)) I} dz

< [1g9 @I 159 @)1 dz
< NN e rm ) ||9(7)||%2(Rn,E);

pour conclure on remarque que |3| < m implique ||f9|| Lo=Rn,F) <
I lla, (r,F)- Vient ensuite l'intégrale

I1B(¢"(z +1), fPO(z + 1)) - B(¢™ (), /P (2))lI%
n+2a d.’[,‘dt;
t1<1 It]
on a I < (VI +17)?, avec
(8) —_ (B 2 1o 2
A TR
t|<1 [t|nt2e

|t|n+2a

T a2 1B ()12
e [[ 1870 ORI g,
t)<1

L’hypothése |3| < m entraine

1@ (@ +1) = FP@)lr < Clflla,, @er 1t ;

I; est donc majorée par

M (z +¢
ome [ MG dede = U U

I, est majorée immédiatement par
g™ (2 +t) — g (2)II%
PO // dz dt.
“ ”L (R™,F) <1 |tln+2a

ToMmE 116 — 1988 — ~° 4




INEGALITES L? POUR 57 411

La ProrosiTION 2 s’applique deux fois. D’abord avec E = F' = C, ce
qui permet d’obtenir application bilinéaire continue

B : H*(R") x Ay (R") — H*(R™)
(9,f) — fg.

Ensuite avec E = H*(R"), F = Ay (R™), B étant l’application qu’on vient
de définir.

4. Autres résultats dans le cadre 53,

Le théoreme suivant a été énoncé — avec des hypothéses un peu plus
fortes — par CorFMAN et MEYER (2, chapitre 1].

THEOREME 4. — Soit w un poids de Beurling et o(x,£) un symbole tel
que SUPgcRrn ||6gcr( -, 8|lB, < 400 pour tout a € {0,1}", ot B, désigne
Dalgébre des multiplicateurs de A,,. Alors Uopérateur pseudo-différentiel
de symbole o est borné sur L?(R™).

Voici deux COROLLAIRES du THEOREME 4.
1) On fait w(€) = (1+]¢|?)® (s > n/2) et 'on remarque que A, C B, ;
ainsi les conditions [|0ga( - ,&)llgs < Ca (o € {0,1}",5 > n/2) sont
suffisantes pour que Op(o) soit borné sur L%(R").

2) On fait w(€) = (1+£€%)...(1+£&2) : on obtient alors le THEOREME 1
(hypotheses (ii)).

Soit E un espace de Banach; on désigne par M (R™, E) (resp. N(R™, E))
’espace des f : R® — E telles que f(® € L*°(R™ E) (resp. L*(R*, E))
pour a € {0,1}".

Soit B une application bilinéaire continue de E x F dans G (E, F, G es-
paces de Banach); si f € M(R", E) et g € N(R", F), on a immédiatement
B(f,9) € NR™,G).

Appliquons ceci 4 E = B, F = G = A,. M(R",B,) est l’espace
des symboles vérifiant les hypothéses du THEOREME 4; N(R", A,) est
Palgebre de Beurling Aq(R™ x R™) associée au poids Q(z, &) = w(z)(1 +
&)...(1+ ).

On vient de voir précisément que M (R™, B,,) est formée de multiplica-
teurs de N(R", A,); il ne reste plus qu’a appliquer le THEOREME 3. Cela
termine la preuve du THEOREME 4.
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