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MODULES DE SU-BORDISME. APPLICATIONS
PAR

SERGE OCHANINE(*)

RÉSUMÉ. - Les techniques développées dans les deux articles précédents ([7], [8]), sont
appliquées d'une part à l'étude de la transformation naturelle

Q^We^KS-KÎCO

et d'autre pan, à l'étude des suites régulières dans les modules de SU-bordisme de complexes
finis.

ABSTRACT. — Thé Conncr-Floyd style transformation

^{X)^^KS^KS(X)

and thé regular séquences in SU-bordism modules of finitc complexes arc studicd by means
of thé techniques introduced m thé previous articles ((71, (8j).

Cet article est consacré à quelques applications des résultats obtenus
dans [7] et (8].

Dans le paragraphe 1, on construit un couple exact JT(X) dans la
K-théorie, analogue au couple ^{X) de 1.1.1 (A) , et un morphisme
surjectif

Ç: ^W-jr(^),

puis on applique les constructions de [7] et [8] à la solution du problème
suivant: dans quelle mesure le SU-bordismc Q^ (X) d'un complexe cellu-
laire fini X détermine la K-théoric réelle KS(X) de XI On démontre que
contrairement à ce qui se passe pour le Sp-bordisme (c/ (3j), la transforma-
tion naturelle Q^t-Y) -» KS{X) construite par Conner et Floyd, n'induit
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258 S. OCHANINE

pas, en général, un isomorphisme

f^W^oSu^pt^KSW.

Cependant, elle induit toujours un isomorphisme

tQy(X)®^vK!(pt)^tKS(X),

où t désigne le générateur de ft^ (théorème 1.8).
Dans le paragraphe 2, on étudie les suites régulières dans le fî^-module

D extrait d'un couple exact cohérent ^=(D,£,;,5). On démontre en
particulier que, si û'^0, le Q^-module D est de profondeur infinie. Ces
résultats sont ensuite appliqués à la construction de couples exacts cohé-
rents de dimension homologiquc donnée.

Je remercie chaleureusement Lionel Schwartz dont les remarques perti-
nentes m'ont permis d'améliorer plusieurs démonstrations.

1. Relations avec la K-tbéorie

1.1. Les K-théories réelle, complexe et quatemionienne seront désignées
respectivement par K^{ ), K^{ ) et K%( ). Comme nous aurons à les
utiliser simultanément, les trois théories seront considérées comme Z/8-
graduées. A cette fin, on pose :

ÂS"'iW=^^l(StJO (n€Z,0^7)
^''^(JO^^-Y)

^—(^^(S'X),

et il suffira, pour obtenir des théories Z/8-graduées, de choisir des généra-
teurs pour la périodicité de Bott. Plusieurs approches sont possibles. On
suivra celle de CONNER et FLOYD [3], chap. 1.

Soit k l'un des corps R, C ou H. On désignera par y^(^c) le fibre en
droites universel sur P,(U i.c. le fibre en droites associé au ^-fibré
principal k " ^ l\0'* P,{k}. C'est le fibre conjugué du fibre normal de
P.(^) dans P.,, (k}. Pour k =C, H, le nombre d'Euler de Yi (k) est ~ 1.

Soit ^ un t'Cn^fibrc vectoriel complexe et soit M(^) son espace de
Thom Conner et Floyd ont construit une classe de Thom multiplicative
Tc(^e^c(Af(^) ) telle que si ^ est le l^D-fibré y^C), on ait dans

TOMF 1 1 5 - 1987 - K ^



MODULES DE SU.BORDISME. APPLICATIONS 259

M(y=P,,,(C):

Tc(ïn(C))=l-Y,,i(C).

En particulier,

rctYoCCM^l-Y^Qe^ctP^Oï^^c^^Kc^pt)

est un générateur qu'on notera \. On prendra pour générateur de périodi-
cité de Bott module 8 l'élément \ (g) X ® \ ® île JSc(S8).

Soit maintenant ^ un Sl/(4w+2)-fibré vectoriel complexe. Dans ce cas,
on a une classe de Thom T^(!,)çi^{M{S,)} telle que si !, est le Sl/(2)-fibré
vectoriel y^(H), on ait dans M(^)=P,.^(H):

^^(Hn-l-Y^itH).

En particulier,

TH(Yo(H))=l-7l(H)6^H(P^(H))=^(S4)==KH4(pt)

est un générateur qu'on notera e et qu'on choisira pour générateur des
périodicités :

£®H: i^W^R^^X)

€®R: ^W-^W.

Enfin, si ^ est un Sl/(4n)-nbré vectoriel complexe, on a une classe de
Thom T,(^)€^(Af(^).

Les classes T^ et T, ont les propriétés de multiplicativité suivantes :

T^xTi)=TH(y®H7H(n),

si î, est un SL/(4n+2)-nbré et r\ un Sl/(4w+2)-ribré;

TH(^XTI)=T^(^®,T,(TI),

si ^ est un Sl/(4n+2)-fibré et r\ un Sl/(4w)-fibré;

T^xî^T,(y®,7»(Ti)

si ^ est un Sl/(4n)-nbré cl r| un 5 U (4 m (-fibre.
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260 S OCHANINE

De plus, si c : jTnt ) ^ jTc( ) et ; : K^{ ) ^ Kc( ) désignent
respectivement les morphismes d'oubli et de complexification, on a :

cTM(y=Tc(ypoi"'unSl/(4n+2)-fibré^,

et
J'T»i(y=Tc(y Pour un Sl/(4nHibré ï,.

Pour décrire les anneaux K$=Kg(pt) et ^=A^(pt), considérons les
éléments :

r^-Y^eX^W)^^1)^1

et
œ=rc(e)eKp4,

où r: Xc( ) -^ Xn( ) est le morphisme d'oubli.

PROPOSITION (c/., par exemple, [4], III. 5.19). — (1) Lanneau K^ est
engendré par ^ soumis à l'unique relation X4^ 1.

(2) L'anneau K^ est engendré par t et © soumis aux seules relations
It^^rœ^O, œ^^

(3) Le morphisme multiplicatif]: K^^K^ est déterminé par y(r)==0.
j(û))=-2X2.

(4) Le morphisme r: A^-^XS est donné par r(l)=2, r(3l)=r2,
r^^-œ.rpl^O.

(5) Onûc(e)=-3i2 . D

1.2. Considérons le diagramme JT* (X) :

XSW————KSW\ /-
^w

où l est la multiplication par / € K^ \j est le morphisme de compïexification
et ë est le morphisme de degré + 2 défini par :

^{e)=-r^\•l^e)}^-r^\3e).

TOME 115 - 1987 - N 3
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La suite

...^Kc^W^^^W-^C^-Xct^)-...

coïncide, au signe de f près, avec la suite exacte de BOTT ([l], cf. [4],
III. 5.18). Donc Jf*(X) est un couple exact. Ce couple possède des
propriétés formelles analogues à celles de ^(X) (cf. 1.1.1, 1.1.10). On
a, par exemple,

8(j(s).e)^s. Se (se KW.ee ̂ W),

conséquence de Fassociativité des produits tensoriels.
Soit e^ele morphisme de conjugaison dans K^(X).

LEMME. — On a dans K^ (S2) : A, == — X.

Démonstration. — On a ^== 1 — Y i ( C ) et ^ssO dans l'anneau R^(S2) (à
ne pas confondre avec le carré de \eR^(Sl}=K^2(pt) dans l'anneau
J<2). Donc Yt (C) = 1 -?i, et comme Yi (C) ® Y|(C) == 1, on a :

y , ( C ) = l / ( l ~ X ) = l + X ,

donc X = l - Y i ( C ) = -X. D

PROPOSITION. — Si d=jc est la différentielle du couple JT*{X), on a:
(1) de =\'l(e-e)(eçKi{X))
(2) d(e,.e^)^de,.e^e,.de,{e^e,çKHX)).
Démonstration '.

(1) de^-jr(\3e)^-^\3e^î7e}^-^\3e--\îe}^'k~t{e-e).

(2) U^i.^)^!^-^!^

=(^-rt)r^?,(^-f,)=A(^,.<'^€",.^). D

Remarquons que ( 1 ) entraine e=€^\ de. formule analogue à la formule
de conjugaison dans H'» (X} {cf. 1.1.2).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATMEMATIQI » IH HIA^<F



262 S. OCHANINE

1.3. Considérons le couple y*(X) :

îi?(,W——-n?uW

\ /.w*m

dual du couple exact de 1.1.1. Nous allons définir, à l'aide des résultats
de CONNER et FLOYD [3], un morphisme surjectif:

Ç: y*(X)^jT*(X) (2)

La classe de Thom TR définit un morphisme multiplicatif

^: WX)^Ki(X}

de la manière suivante: si /:S811~(X+ -»• MSU^^ représente un élément
mç^{X), ^(w) est Fimage de TR^J par:

^: ^(MSl/^^^^JU^m,

où ^4^ est le fibre classifiant au-dessus de BSU^^. Le même morphisme
Çn peut être défini à l'aide de T^: si wetîsuW est représentée par une
application

/: S8^4-1^-^^^

^(w) est Fimage de T^^^^) par

r: f^(MSU^^)^!^(S611^ 'X^^^tX).

De même, rappelons que la théorie W*( ) est donnée par un spectre
M W tel que

A^=P^(C) A MSU^.t (C/.H.2.7).

(2) Le couple .y^AI n'est pas un objet de la catégorie V (I 2 1 ) Nou^ laisserons au
lecteur le soin d'adapter a celle nouvelle situation les nouons de mc»rphiw»e. morphi&mc
sur}ectif. eic . ta proposition 1 . 2 1 et le Icmmc II. 1 . 4 .

TOME 1 1 5 - 1987 - N 3



MODULES DE SU-BORDISME. APPLICATIONS 263

Donc AW. est l'espace de Thom du fibre

Yi tQxîn- i sur P,(C)xBSU^,.

Si ^:S2<1~'X^ -^MW^ représente une classe e çW(X), on définit ^(e)
comme étant l'image de Tç^ (C) x Y,-i) par

^: ^{MW^^^S^^X^^X)^

le dernier isomorphisme étant la multiplication par une puissance appro-
priée de A,.

PROPOSITION. — Ç^ et Çç sont des morphismes f anneaux.
Démonstration. - L'affirmation concernant ̂  découle de la multiplicati-

vité de TR, puisque la multiplication^: MSU^^/\MSU^^^ M S 1/4,^4 „
œrrespond à l'application BSU^^xBSU^^^ BSU^^^^ classinanî
Ï4 ,XY4m-

Le cas de Ce est moins évident, car la structure multiplicative du spectre
MW n'est pas associée au produit direct de fibres. Cependant, il est clair
que la définition de Çç s'étend à la théorie du cobordisme complexe
QS( ), i. e. que Çç est le morphisme composé:

W^(X)^aî(X)ÏK^X),

où le morphisme i est induit par le morphisme classiïïant le l/(n)-fibré
TiCC)^,.-!» et correspond à l'oubli de la «Pi(C)-structurc» {cf. [9],
chap. VIII), et où Çç est le morphisme multiplicatif construit dans [3].
Pour Ci, e^ 6 IV111 (X), on a alors

i(e^e^)^i(e^.i(e^)^2v.idet.ide^

où v est la classe (^(C)]2-!?^)] de a^ {cf. [9], chap. X). La proposi-
tion découle de ce que, d'une part, le morphisme Çç : OJ4 — Kç4 est donné
par Çct^ Td(a)\1, où Td désigne le genre de Todd, et que d'autre part
Td(v)^0. D

1.4. Considérons maintenant la paire Ç==(^n, Ce)'

PROPOSITION. — Ç est un morphisme de couples exacts, (. e.

^=^ ^n-ÇcJ, ô^^e.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



264 S. OCHAN1NE

Démonstration. — La première affirmation découle de ce que Ç,(r)=r
et de la multiplicativité de ̂  La seconde n'est qu'une autre manière de
dire que Tc(^4n) est la complexification de T^(y^^) (cf. 1.1).

Pour démontrer la troisième affirmation, on utilisera la description
suivante de <?, conséquence facile de la définition (cf. [9], chap. VII) : ô est
induit par le morphisme de spectres :

( p = { < p , } : MW^MSV,

où ^n'.MW^-^MSV^^^ est définie comme suit: soit 0: P^C) -^ MSV^
l'application composée de l'inclusion

PI (C) = M (y, (C)) ç M (y, (C) © 77(0)

et de l'application classifiante

Miy^QQ'r^^MSU^
où Y i ( C ) © Y i ( C ) est muni de sa SU-structure canonique. Alors, <?„ est
l'application composée

MW^P^(C) A MSU^^^ MSV^ A MSL/,,i ^MSU^^

Soit n - ( - l=2(mod4) et soit T^(y^^e^(MSU^t) la classe de Thom
définie dans 1.1. Alors, on a:

P^T^,}^T^(y,}^T^,} (cf. 1.1)
et

<P;7'H(Y^,)=e*TH(^)®RT»(T,-i).

D'autre part, on a dans K^(MW^ :

Tc(1rl(C)x :y.-l)=^c(ïl(C))®c7"c(ï^l)=Tc(Yl(C))®RTR(Y.-^)

c211' '^(Y.-iÏ^^ntY.-iX^/ 1 - 1 ) . En vcrtudelaformulc5(/(s).e)=s.ae
de 1 .2 , il suffit donc d'examiner le cas où ns= 1, i. c. de prouver que l'on
a dans f^(MW^^f^(S^ A ^(C)):

£®HeeT„(^)=^(X- l®c7'c(ïl(C)))=-'F(^®c7'c(Tl(C)))•

TOME 1 1 5 - 1987 - N 3



MODULES DE SU-BORDÏSME. APPLICATIONS 265

Pour mieux comprendre 6, remarquons qu'il existe une application
canonique

A,: P,(C)-P,(H)

correspondant à l'inclusion C"'*'1 c; H"'*'1. On a:

^?(Yn(H))=Yn(C)®y,(C).

Par ailleurs, M(y,(C))=P,^(C) et M(y,(H))=P^(H). Ces identifica-
tions sont liées de la manière suivante: A^ : P^i(C) -^ P^-n(H) est
l'application composée

^(ïn(C))cïM(y,(C)®yJC))^M(y,(H)),

la dernière flèche étant induite par A,. Il est maintenant clair que

0: P^Q-^MSU^

est l'application composée

^(C)^P2(H)çP^(H)=MSl/2.

Notons que pour des raisons de dimension, h^ se factorise par une applica-
tion

P2(C)^S^P^H)czP^H).
Donc,

Alors,

et

e*TH(Y2)=^(l-Y,(H))=^(c).

e^M^^tY^^d A /î) '»(c®MC)

^^«He^ÏM^^d A/i)*(X4) ,
ou

1 A * : 54 A P, (C) -^ S4 A 54 = S8 est la suspension de h.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



266 S OCHANÎNE

D'autre part,

~7r(^®cTc(7i(C)))=~^®c^c(ïi(C))-^®c^(y7(CÏ)

=-^®c(0-Ï2(C))+(l-Y7(C)))

^-^(ac^O-YiW)
=(1 AA)*(~^®c( -^ ) )=( l A/î)*(?L4) .

car c(e) = — X 2 (c/. 1.1). Il reste à remarquer que

;•: ^(S4 A P^[C)} -» Kc(S4 A P^O) estinjectif.

En effet, la cofibration S5 -»• S3 A ?2(C) -»• S7 implique

^(^AP^C^O.

L'injectivité dej est alors la conséquence de la suite exacte

f^{S3 A P,(C)) - ̂ (S4 A P,(C)) -!. ̂ c(S4 A P,(C))

extraite du couple exact jT^fP^C)). D
Remarque. - Cest la nécessité d'avoir ^c^Çc q111 explique le choix

du signe dans la définition de ë en ^C-théorie.

1.5. Conner et Floyd [3] ont prouvé que pour tout complexe cellulaire
fini X le morphisme

Ce: fît(X)^KÎ(X)

induit un isomorphisme

Pc: tlîW®^KÎ^AÏW,

où l'on considère K^ ( ) comme théorie Z/2-graduée. Il est facile d'adapter
cette preuve pour démontrer que ̂  définit un isomorphisme

Fc W^X)®^KÎ^KÎW'

En particulier, le morphisme ^:W*(X)^ K^(X) est surjectif. 11 est
encore surjectif, si l'on utilise la théorie Z/8-graduée K^{X).

PROPOSITION. — Le morphisme ^ : ̂  (X) -» Jf* (AT) est surjectif.

TOME 1 1 5 - 1987 - N 3
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Démonstration. — II suffit de démontrer que Ç^ : Q^v W "̂  Ŝ W est

surjectif. Or, dans [3], on démontre que le morphisme composé :

^(X)^Qs^x)ÏKi(X)
est surjectif, ce qui entraîne la surjectivité de ̂ . D

1.6 . SoitjTW:

KSW———X5W,\ /,
tôw

le couple exact dual du couple de 1.2, et soit

;=(;", ̂ Y y ( X } ^ j r w
le morphisme dual de

^(^^ ^W-^r^W.
Il est facile de voir, à l'aide de 1 .5 , que le morphisme

ï^^ W^X)^KS(X)

induit un isomorphisme

F^ ^,W®^^^W

De même, le morphisme

;" ÇÏS-{X)^KS(X)

induit un morphisme

F^: fi^(X}®^^^K5{X).

Nous allons voir qu'en général, f^ nest pas injectif.

•l'LLFT»^ Df LA S«X tFTf MATMPMATIOl f DF FRANCF



268 S. OCHANINE

PROPOSITION. — Le morphisme F : W®^v K^ -^ Xe, induit par
Ç° : W -r Xe, ri est pas injectif.

Démonstration. — Rappelons (1.1.3) que W=Z[x^ x^ ^4, . . .],
x^W^ (i^2), A^,=X2,.i(ï^2). Comme ^(x^-À. et ^(x^O, on
peut, en modifiant s'il le faut x^ supposer que Ç0 (x^) = Ç0 (x^ -1 ) = 0 pour
n^2. Remarquons ensuite que tW-==0. Donc:

WS^vK^^W^^^d^/t^^W/J. W,

où J est le noyau de

Ç": n^/rQ^J^/rJ^.

Si l'on identifie O^/rO^ et K ^ / t K ^ avec leurs images parj dans ^ et
^c respectivement, ^R peut être décrit de la manière suivante :

Sixe^/rtî^ona:

0, n^0(mod4)
Ç"(x)= Trf(x), n=0(mod8)

Td{x)\\ n=4(mod 8),

où ^.çK^^K^2 est le générateur décrit dans 1.1 et où Td désigne le
genre de Todd (c/ [3], 6.5).

Considérons Félément x^ ® 1 e W®^ K^- On a F(x^ ® l)=ÇC(x4)=0.
11 suffira donc de prouver que x^ ® 1 ?^0. Pour cela, soit <p : H^-^Z le
morphisme d'anneaux défini par :

< p ( X i ) = l , <p(x4)=2;

<P(^2,-i)=0 (i^2),
<p(x2,)=0 0^3).

Nous allons voir que <p(J. MQcr4Z, d'où x^iJ.W.
L'idéal J de ff^ tfl^ n'est pas homogène. Il n'est que Z/8-gradué. Soit

ûcJ .deZ 8). Alors

û^L.0"

(û.e^^ftî51^,,,. où 4€Z est tel que <=ïo mo(l 8)' Posons

^xf^xîtefft^/tn51^.

TOMF 1 1 5 - 19g7 - •». 3



MODULES DE SU-BORDISME. APPLICATIONS 269

On a i;R(y=2ÇCOc2)=2X2. Alors,
— si i^O mod 4, on a :

^(ûn)=0 (neZ);

— si ï=0 mod 8, on a :

û=Sû.=S(û.-rrf(û.))
et

û,-Trf(^)6Jo;

si i=4 mod 8, on a :

a^a^(a^^Td^).l\

et

û—T^û.).^.

(Notons que T</(û,)=0 (mod 2) dans ce cas, car KÎ^Jtî^^^ est engen-
dré par; (û)) = ~ 2 X2 dans ̂ ^4 = Kc 81" "4.) Donc J est additivemcnt engen-
dré par des éléments homogènes de degré ^0 (mod 4), des éléments de la
forme

û-Trf(û), ae^lt^}^

et des éléments de la forme

a^^Td(a)^ aç(^lt^)^

Selon Stong ((9], chap. X), tout élément de n^/rO^c: Wc W[\/2] s'écrit
comme polynôme sur Z(l/2] en xf, x^.i, x^-(\/2)x^ x,,., (<^2).

Si ûe(nsu/rOslJ)^, posons donc

û^a.xf^P^.x^^.x,,-^^,^^ faezPIV

où P est un polynôme homogène de degré 4k qui ne contient pas de
monôme x2*.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQl fc Df- FRANCE



270 S. OCHANINE

Alors :

_. . f Z, k = 0 ( m o d 2 )a = Td (a) e {
\ 2Z, f e s l (mod2).

Donc, pour k =0 (mod 2), on peut écrire :

û-TrfOO^aOc^-lHP,

et pour k = 1 (mod 2),

a-]-Td(a)^çt^(x2^k~2-\)^P.

Revenons maintenant au morphisme (p : W -» Z. Pour démontrer que
q>(J. W)c:4Z, il nous suffit de démontrer que :

(^(x^-D^Otm^O);
(ii) <p(P)=0 (mod 4), où P est un élément de W qui s'écrit comme

polynôme homogène en x\, x^-p x^—(\/2)x^x^.^(i^2) sur Z [1/2] tel
que soit (û) dcg P^éO (mod 4), soit {b) deg P==4J^ et P ne contient pas le
monôme xf*.

L'affirmation (i) est évidente. Pour démontrer (ii), notons que si
deg P^éO (mod 4) chaque monôme de P est divisible par l'un des
X2._^(i>2).donc(p(P)=0.

Enfin, si P=4k, écrivons :

P^i^^f^-^i^

-^L^.,.lP^ît'4t-6^^-^l^V^4-e

(a<, P^eZ - j , où Q est un polynôme dont tous les monômes sont

divisibles soit par un x^ ,_ , 0^3), soit par un x^—(\12)x^x^^^ 0^3). On
a<p(Q)=0.

Notons maintenant que si l'on pose dans P,

X , = X 5 = . . . = = X ( , = X g = . . . =0, X4= 1,

TOME 115 - 1987 - N 3



MODULES DE SU-BORDISME. APPLICATIONS 271

on obtient le polynôme ^^i a^xf*"4* qui doit appartenir à Z(xi] puisque
PçW. Donc, a,6Z(i^l).

D'autre part,

ë! ^^^^k-î
^3 X3=X4=. . .=0 2 l

donc a^ e2Z. Alors,

^>(P)=^,^2i^o(mod4}. n
COROLLAIRE. — Le morphisme F^ : ̂  (P^ (C)) ®nsu ̂  -» ̂ (P^ (C))

n'est pas injectif.

Démonstration. — II est possible d'identifier le morphisme F^ et le
morphisme F de la proposition. Pour nous, il suffira de construire un
diagramme commutatif

^
W^f^

f[ ^1.
^{P, (C))- RS{P,(0).

où/est un isomorphisme de f^1-modules, alors que g est un morphisme
de ^-modules. En effet, on aura alors aussi un diagramme commutatif

H^®^^^^

/^ J-
^{P,(C)}^I^^K.(P,{C}),

qui montre que /•<* n'est pas injectif puisque l- ne l'est pas.
Nous avons construit un isomorphisme y (P, (C)) ̂ ^ (1.2.5) II résulte

de la définition de .X que le morphisme composé

/: ^-^(^(CH-ûy^tC)).
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où i (w) = w. p, est un isomorphisme. Soit u = Ç0^), soit i : ̂ c -+ ^S (P^ (C )) le
morphisme k^k.u, et prenons pour ^ le morphisme composé

^^(^(C))-^?^)).

Alors, on a ^1=1^ et ^ë^ôC^ (cf. 1.4). d'où Ç"/^0. D
1.7. Considérons maintenant le morphisme

7^: rn^W^nsuX^rKSW.

PROPOSITION. — 5oïf X un complexe cellulaire fini tel que le couple V (X)
soit projectif(cî. 1.2.2). Alors, F9 est un isomorphisme.

Démonstration. — Considérons d'abord Fisomorphisme

^: W^(X)(S^K^^KH(X) (c/ l .é) .

Comme ^ : W -+ Xe commute avec la différentielle d, Xe est canoni-
quement un H^-module différentiel. Donc W^(X)Qw^ a également une
différentielle canonique donnée par :

d(e®k)=de®k^e®dk (eçW^(X), kçK^),

et comme F0 (e® fe)=Ç C (^) . Jk ,ona :

d^c(e®k)^d^(e)k^1:^(e)dk

^(de)k^{e)dk
=ï:^(de®k^e®dk)=rcd(e®k}.

Donc F^ est un isomorphisme de groupes différentiels et induit un
isomorphisme

F£ ; H,(^(X)®H^)^^(^W)

Comme ^{X} est un couple projectif, W^(X) est une somme finie de
H'-modules différentiels isomorphes à W ou L {cf. 1.2.3. 1 .2 .9) 11 est
facile de voir que

H»^®^)^^»
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et

^(L®^)^.
Donc

H^(W^(X)^KC)^H^(W^(X))®H.iw,H^(KCY

En particulier, //» (KS (X)) est un H^ (^^module libre de rang égal à
celui de H^ (W^ (X)) sur H^ (W). De plus, ÇS : H^ (W^ (X)) -^ H^ (XS (X))
est un morphisme surjectif, ce qui implique que la différentielle (V du
couple Jf' (X) dérivé de JT (X) est nulle. Comme dans II. 1.7, cela implique
que H^ (t AS (X), r)=0.

Revenons au morphisme F". Comme Ç11 est surjectif (1.5), F" est
surjectif. D'autre part, on a, dans y(X), tô=0, donc

tO^W^u^srfH1^®^,

où A^^/BW (cf. 1.1.11) et A^A?1/^. Il est facile, grâce à 1.1, de
constater que :

A^M/^),

où IQ est l'image de tçK^ dans A^
Comme le couple y (X) est projectif, tQSP (X) est un A-module libre de

rang fini n (cf. 1.2.9). Alors t!ëy(X)®^^K est un A^-module libre de
rang n, donc un F^-espace vectoriel de dimension 2n. Pour terminer la
preuve, il suffira donc de prouver que dim^ t KS (X) ̂  2 n.

Comme H^(tK5(X), r)=0, on a une suite exacte :

0 -^ r2 KS(X) ̂  tK5(X) -^ î2 K5(X} - 0,

et notre condition est équivalente à dim^r2 KS(X}^n. D'un autre côté,
comme r^O et comme rf '=0 dans JT^A"), le couple J ^ " ( X ) dérivé de
Jf' (X) se réduit à la suite exacte :

0-t2K5(X)^H^(KS(X)}^t2KS(X}^0,

la condition ci-dessus devient dim^/f»(XS(X))^2w
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II est facile de voir que H^^)^^^^]/^2— 1), où c est la classe du
cycle X2. Donc :

dim^ H^ (Kï (X)) = 2 rg^. ̂  H^ (Kî (X)) = 2rg«. ̂  H^ (^ W),

et il nous reste à voir que ce dernier nombre est ^2n. Or, si ^=(D, £,^*,
^) est un couple projectif de V, on a toujours :

rg^D=rg^^H*(£).

En effet, cela est vrai pour les couples y et ^, et le cas général découle
de 1.2.9. D

1 . 8 . Soit X un complexe cellulaire fini arbitraire.

THÉORÈME. — Le morphisme ^R induit un isomorphisme

F^ : rn^XXSnsi^^rKÎW.

Démonstration. — Prenons une Y-résolution partielle de longueur 0 de
X{cf. il.2.9) :

Xo———-5^

A\ /-
Yo r-i

Par définition, le morphisme ( /o)« : ^ (Xo) -^ V ( Y., ) est surjectif.
Le diagramme commutatif

^(Xo) (/^ > ^ (y->)

jT(^o)————-^(^-1),
<^.

dont les deux morphismes ; sont surjectifs {cf. 1 . 5). montre que

(/o)» ; J? (Ao)-J? (> .»)
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. ..lien résulte un diagramme commutât»
est également surjectrf. Il en r

^/Y)—^.?'(y-i)—"0
Qil-V \ ——*-yv*<V ,

0 d ^ ^ „t ^rv ^—^0^-/Y '̂  —-^ Jr(.y-i/_ , -2?-1 Y\ -—»- Ji ^o)0 —•"̂  •A v * o/ ,. '
n i 4 apphn̂

.ont les deu. lignes ̂ °^^^ un diagramîne

aux deux suites exactes W. n

commutatif ASU /y t -—-0
-su .y \——^ t*1* v ' - 1 '

0__t^ao)———1"*^ ^|

î -1 '"l ^'y , )———0T ,P«ry^——-^tK* i î - i^sn/v \ - >• t/^t^o/0—*'tKï('o)

..̂ ——• .̂-r"
r«t 1 ^0 ^ A
F?o ^ _ _ — — — t 0 ( Y - 0 — — — °

O-^t^o)-————^^
c ̂  et /:? sont suqectrfs..̂ .o— r̂̂ r̂̂  -:̂ ^^^.^c'rrî'-,--^0"^"

démonstration. 0

^tiéments réguliers et soites régulières

-^*;f <»1

...So-̂ r̂ ^^^^^^ataen. re R «^ r^ ':̂ plc. r .>. y" "fj^ dans leSS^a--;;̂ ---—
"„„—»-—-"••"'
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Soit £/=(D, £, ;, ^) un couple exact cohérent. Rappelons que ^/ est
canoniquement un couple de Q^-modules (cf. I. 1. 10) et que par suite les
couples dérivés ^'=(D', E\j\ ^f) et Q"=(D'\ £",/', c " ) sont aussi des
couples de tî^-modules. De même, le groupe r|*r/ (cf. 11.1.7) est un
tl^-module.

PROPOSITION. — Son 9 un couple exact cohérent et sefî^. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(a) s est régulier dans D et r|»^;
(h} s est régulier dans £, £' et E".
Démonstration. - Supposons 5 régulier dans D et r\^Q.
Prenons d'abord un e ç E tel que 5^=0. On a : s.ce==^(s.e)=0. d'où

rT=0. Posons e=j(m}(mçD). Alors, ;(sw)= 5^=0, donc smetD. Pour
tout H 6 W, on a : rH.sw=0, et, comme 5 est régulier dans D, (?H' .W=O.
Donc, pour tout H-€ H7, ^H'.c=y(rH-.w)=0. Nous allons en déduire, grâce
à la cohérence de £. que ^=0.

On peut trouver, comme dans I . 1. 14, un isomorphisme de 1^-modules
différentiels £== H ' ® H ^ £ o ( 2 ^ n < oo). où W(n)=I[x^ x^ . . .^v^J et
où £o est un W{n}-moâ\i\e différentiel nœthérien. Il est facile de voir que.
pour k ^n, la suite exacte de H^^O-modules

0 -^ W31^ W -^ Wlx^^i W-^0

est scindée. On en déduit que la multiplication par x^+i =^2*0+2 ^ans ^
est injective pour k^n, ce qui entraîne bien ^=0. Donc, s est régulier
dans £.

Prenons ensuite un <? ,€£ ' tel que 5<?i==0. Comme ci-dessus, on a
s^^e^^^ise^^O. d'où ("'(e^O. car 5 est régulier dans ZVcrD. On
pose ^ = / ( W i ) ( W ( 6 D ' ) et on a : j"(sw,)=sci =0, donc 5m, er D ' = r 2 D.
En particulier, r^m, ==0. et comme s est régulier dans D', rwi =0. Il résulte
de la définition de r\^^/ (cf. 11 .1 .7) que m, représente un élément du
noyau de s : T|» 9' -^ r|» 9. Comme s est régulier dans TI* ̂ /, on a w i e r2 D,
et par suite, e^ =/(w,)=0. Donc s est régulier dans £'.

Prenons enfin un e ^ e E ' ici que s<s==0. Comme ci-dessus, on trouve
un m ^ ç D ' ^t2 D tel que e^^j"(m^ et sw^er^DssO. Comme 5 est régulier
dans D cD. on obtient w ^ = = 0 cl <s=0, ce qui prouve la régularité de s
dans £ .
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Nous avons démontré l'implication (û) =>((?). Pour prouver (/>)=> (û).
supposons au contraire que 5 est régulier dans £, E ' et E'\ Soit mçD un
élément tel que sw==0. Alors, on a s/(w)==7(5w)=0, donc (régularité de s
dans £) : 7 ' ( w ) = = O e t w e r D = Z y . De même, s/(w)=/(5w)=0, donc (régu-
larité de s dans £') : / (w)==0 et m ç î D ' = D " . Enfin, 5/" /(w)=y"(sw)=0,
d'où (régularité de s dans £") :/ '(w)=0et w6fD"=0 . Donc 5 est régulier
dans D.

Soit h une classe de r\^^/ telle que 5/î==0. Si h est représentée par un
élément mçiD tel que /w=0. on a : smçt2D. Posons e^=j'(m){e^çEf).
On a : se^ ==y"(5w)==0. Comme 5 est régulier dans £', on a ^,=0, d'où
weker / =r2 D. i.e. h=0. Donc s est régulier dans r^^7. D

COROLLAIRE. — 5(?/f ^/ u^ couple exact cohérent de dimension finie. Pour
que s ef^1 soi/ régulier dans D. i7 /ûMf éT il suffît que s soit régulier dans E
et « , (£)=£.

Démonstration. - En effet, pour un couple de dimension finie, on a :
n* r /=0e i £ =£ {cf. I I . 1 .7 ) . Q

Exemple — Prenons pour ^/ le couple-base ^ ( ï . 1 . 1 ) . Comme les
anneaux H et ^ /» (H ' ) sont intègres, un élément seî^ est régulier dans
O51 si et seulement si son image dans H^{\V) est non nulle. En particulier,
5 doit être de degré divisible par 8 (cf. proposition 1.1.12) . Ceci redonne
la description par CONNER et FLOYD ([2], [3]) des non-diviseurs de zéro
dansO211.

2.2. Remarquons que si M est un Âî-module. il existe toujours des
éléments r ç R réguliers dans Af. par exemple r==l. Afin d'exclure les cas
triviaux de ce genre, nous dirons que r est régulier propre dans M. s'il est
régulier dans M et r M ^ M.

Il est facile de construire des exemples de n^-modules non nuls pour
lesquels i) n'existe pas d'éléments réguliers propres. On a cependant le
résultat suivant

PROPOSITION Sniî 1/^0 un couple exact cohérent de dimension Finie.
Alor^ il e\i.\te un sçÇî^ régulier propre dans D.

l)em(m\truiton - D'après 1 . 1 . 1 4 . on pcuï trouver un isomorphisme
de H -modules différentiels

^^ ®N,,,^O (2^n<x) .

Kl IttTlS 1H l ̂  S«N if H M ^ Î H t ^ M A T I U f t 1^ »-RAS< t
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où EQ est un W(n)-modu\e différentiel nœthérien. On a alors un isomor-
phisme de H ^ (W)-mod\i\es

H,(£)^H,(HO®H.(.n,))^(£o) (cf. 1 .1 .7 ) .

Prenons un k>n et un seSÏ^ dont l'image dans W est x^x^' L'exis-
tence d'un tel s découle de la proposition 1.1.12 et de ce que tout élément
de d(W)-=j(^(W) est dans l'image de j iQ^ -*• W. Nous allons voir que s
est régulier dans £ et H» (£). Considérons la suite exacte de ^(^-modules
différentiels :

0 -^ W'^ W -. Wjx^x^ W-^0.

En utilisant le fait que x^x^^x^-x^ x^.i x^ et la structure de W
{cf. 1.1.3), il est facile de voir que cette suite est scindée. Il en découle
immédiatement que s est régulier dans £.

La suite exacte de H»(H^(n))-modulcs

0-H,(HQ^H,(HO-H»W/C8,H*(HO^O,

où C^€H^(W) est la classe du cycle x^x^ (cf. 1.1.7), est également
scindée, d'où la régularité de s dans H^(W). Le corollaire 2.1 montre que
5 est régulier dans D. Il reste à voir que sD i^D. Or, on a ̂ ^0, donc £^0,
et par suite, £o^0. Comme x^x^ W^ W, il en découle que x^x^E^E.
Considérons alors la suite exacte (dans V) :

O-^-^-^-^O,

où o est le morphisme (s,/(s)) et où Q^ est le couple (exact en vertu de
1 . 2 . 1 » :

D / s D ———— D / s D\ /-
£)(s)£

Comme £;(s)fc^0. on a D sD^O n
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Remarque. - Un raisonnement à peine plus compliqué, basé sur la
cohérence des A-modules £' et E" (cf. la démonstration du théorème 1.16)
montre que la condition dh^<cc est inutile: pour tout couple exact
cohérent ^0, il existe un élément sç^ régulier propre dans D et
régulier dans r\^Q.

2.3. La notion de suite régulière généralise celle d'élément régulier. Soit
R un anneau commutatif et M un ^-module. Si Fp . . ., r^ est une suite
d'éléments de R, on notera l^ l'idéal de R engendré par r? . . . , r
(\^k^n). On pose/o=0.

On dit que la suite r,, . . ., ^ est régulière dans M, si pour tout k.
0^k<n, r^i est un élément régulier dans M / I ^ . M . La suite r? . . ., r,
est régulière propre dans M, si elle est régulière dans M et /„. M ̂  M.

Dans certains cas, la notion de suite régulière peut s'exprimer en termes
homologiques (cf. [6]) : supposons que r,, . . ., r^çR soit une suite régu-
lière dans R et que M soit un ^-module. Alors, pour que la suite r? . .., r,,
soit régulière dans M il faut et il suffit que l'on ait Jor^RH^R, M)=0
pour tout k^n et tout !>0.

Soit 9 un couple exact cohérent et 5p . . ., s^ç^. Posons D,=D/J,D,
£„ =£//,£ et considérons le couple ^,=(D,, £„;. Z), où les morphismes
j et r sont induits par ceux du couple ^?. Notons qu'en général ^". n'est
pas un couple exact.

PROPOSITION. — 1 ' Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) La suite 5p . . ., 5, est régulière dans D et r|» 9.
(b) La suite s? . . ., .$„ est régulière dans £, E' et £'\
2 Lorsque les conditions (a) et (h) sont vérifiées, on a :
(c) Q^ est un couple exact cohérent.
(d) La projection canonique D ̂  D, induit un isomorphisme

i1»^7/,r|^ST^(f/.).
(e) La projection canonique £-» £. induit des isomorphismes

E ' / ^ E ' ^ E ^ e t £'//,. £^£,-.
Démonstration. - Récurrence sur n.
Soit n=l. L'équivalence de (û) et (b) constitue la proposition 2 . 1 . Si

les conditions (û) et (b) sont vérifiées pour l'élément s, et}51, on a une
suite exacte :

o-.i/ll^-^^o.
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où Oi désigne le morphisme (Si,;(5i)). Alors, 3^ est un couple exact
cohérent en vertu de 1.2.1. Ceci prouve (c). La même suite exacte entraîne
l'exactitude de :

0 - ^ D ^ f D - ^ t D i - ^ O (lemme 11.1.4),

d'où l'on tire un triangle exact :
«in»® 1 . n^\ /

n»®i

Comme s^ est régulier dans r^ff, {d) en découle. De même, la suite
exacte :

0 -^£^£-^£ i^0

conduit à un triangle exact :

£•———£•
\ /

^1
Comme Si est régulier dans E\ le triangle se réduit à la suite exacte :

0 -* E'^ E ̂  E\-^ 0.

Le même raisonnement appliqué à la dernière suite donne la suite
exacte :

0 - £" - £" -. £,' -. 0.

On a donc bien les isomorphismes £'/Si.£'s£i et Eft!s^.Eff^.E\ qui
constituent (e).

Supposons maintenant n> 1 et admettons la proposition au rang n- 1.
Soit s? ..., 5,60^ une suite régulière dans D et r|»^/. Il est clair que la
suite s,, .. ., 5, , est également régulière dans D et r|»f/'. Elle est donc
régulière dans £, E et £", £/',., est un couple exact cohérent et l'on a les
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isomorphismes canoniques :

TI^/^.i.n^^T^.,

£7/.-i.£^£;-i
£'7/,-i.£^£:-p

Comme la suite 5 i , . . . , 5, est régulière dans D et T^»^?, il en découle
que s^ est régulier dans D ^ _ ^ et r|»û\,_i, donc, en vertu du cas n = l , 5,
est régulier dans £„-1, £,.-1 et £„'_ p le couple Q^ est exact, et on a :

Ti*^.T^^Ti^.,/s,.n»^,^sn»^

£7^.£/s£,.-l/s..£^^£..

^/..F^^/s,. '̂.,^.

Il en découle que s? .. ., 5, est régulière dans £, E ' et E" et que les
affirmations (c), (d) et (e) sont vérifiées.

On démontre de la même manière que (b) entraîne (û), (c), {d) et
00. D

COROLLAIRE. — Pour qu'une suite Sp . . ., s^eti5^ wïf régulière propre
dans D et régulière dans r|»^?, il faut et il suffît au" elle soit régulière propre
dans E et régulière dans E' et £".

Démonstration. — 12 suffit de remarquer que si le couple Q^ est exact,
D,,==0 si et seulement si £,=0. D

Exemple. Considérons à nouveau le couple-base y. Comme T^y^O,
on obtient : une suite 5p . . .. s.en^ est régulière dans fl^ (respective-
ment, régulière propre) si et seulement si elle est régulière dans W et
H^(W) (respectivement, régulière propre dans W et régulière dans
H» (HO).

Si, par exemple, s,, . . ., 5, sont des éléments de ft^ dont les images
dans W sont respectivement x^, x^x^ ^ f t < h . • • • . ^ 2 • . x 2 » . ("^2)
(cf. 1.1.2), il est facile de vérifier que la suite 5p . ... 5, est régulière
propre dans W et H^ (W}. Ccst donc une suite régulière propre dans tf1.

Notons, pour en finir avec cet exemple, que si s,, . . ., 5. est une suite
régulière dans tl^, on a :

Tor^O^ /, tf1. H1-0
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et
Tor^n /̂̂ .n ,̂ H»(HO)==0

pour tout k^n et i>0, en vertu du critère homologique cité ci-dessus.
Nous utiliserons cette propriété dans l'étude des idéaux annulateurs des
éléments de D.

DÉFINITION. — Nous appellerons suite régulière dans Q toute suite régu-
lière dans D et r\^Q). De même, une suite régulière dans ^ sera dite
régulière propre dans Q, si elle est régulière propre dans D.

2.4. Nous avons vu que dans 0^ il existe des suites régulières propres
aussi longues qu'on le veut. Cette situation est tout à fait générale :

PROPOSITION. — Soit Q un couple exact cohérent et k < n deux entiers
positifs. Alors, toute suite 5 p . . . , s^eQ^ régulière {resp. régulière propre}
dans Q peut être prolongée en une suite Si, . . ., s^ régulière {resp. régulière
propre) dans 3.

Démonstration. — II suffit de considérer le cas où n=k-^-\. Soit donc
5p . . ., 5^ une suite régulière dans Q. Si D/4.D=0, on pose s^^ =5,=0,
et il n'y a rien à démontrer. Si par contre D J ^ . D ^ O , i.e. ^^0, on
déduit de 2.2 l'existence d'un s^^eO^ régulier propre dans €?^. La suite
5p . . ., 5^ i est alors régulière propre dans ^, D

Rappelons qu'on appelle profondeur d'un R-module M la borne supé-
rieure des entiers positifs n pour lesquels il existe une suite régulière propre
de longueur n.

COROLLAIRE. — 5i Q est un couple exact cohérent non nul, le ^v-module
D est de profondeur infinie.

C'est le cas, par exemple, pour tout O^-module Q^A'), où À' est un
complexe cellulaire fini non vide.

2.5. Soit M un R-module et aeM. On notera ^ ( ï ) < r R l'idéal annula-
teur de a, i.e. l'idéal des r e R tels que ra=0.

Pour tout R-module M. on notera y A (a) la borne supérieure des entiers
positifs n pour lesquels il existe une suite r? . . .. r,ç A (a) régulière propre
dans R. On peut démontrer (cf. la démonstration ci-dessous) que si i^O.
on a toujours :

TAW^dh^M.
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Appliqué au ^-module ^(X), ce résultat est sans intérêt car, en
général, JA^su Q^ W = oo (cf. II. 1.11). La proposition suivante donne
une inégalité plus forte :

PROPOSITION. — Soit 3 un couple exact cohérent. Alors, pour tout aeD
non nul, on a :

yA((t)^dhQ.

Démonstration. — Si dh^= oo, il n'y a rien à démontrer. Sinon, il existe
une résolution projective finie :

0-^^... -^o-^-^O (c/II.1.3).

Dans la suite exacte correspondante :

0-^D^-.... ^DO-^D^O.

chaque Dj est somme directe de fî^ ou W (cf. 1.2.9). Soit s? . . . , s, une
suite régulière propre dans ft^ contenue dans A (a). D'après 2.3, on a
alors :

Toif^ (tf^ 0 ,̂ Dj) = 0 pour tout i > 0 et O^j^m.

Par récurrence, on en déduit que :

Torî^n^/J.n^.D^O pour i^m+1.

Par ailleurs, un théorème de dualité de Koszul (cf. [6]) montre que :

Tor^n /̂/̂ . D)sHomnsu(nsu/7.nsl;, D).

Ce dernier groupe est non nul puisque l'application s»—» s a de Cfv dans D
se factorise en une application non nulle ff^/I^^ — D.

En comparant les deux affirmations, on obtient n^m. Q

2.6. La fin de ce paragraphe est consacrée à la construction de quelques
exemples de couples exacts cohérents ayant une dimension homologique
donnée. Le problème de la réalisation de ces couples comme couples de la
forme y (X), où X est un complexe cellulaire fini, reste intact.

Soit n un entier positif et s? ..., s^etf" une suite régulière propre dans
tî^ (il en existe en vertu de l'exemple 2.3). En partant du couple Q^y,
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construisons le couple 3^ = ̂  :

QSU^ QSU ___^.QSU^ ^SU

\ /-
W//,.^

qui est un couple exact cohérent (c/. 2. 3 (c)).

PROPOSITION. — dh^\=n.

Démonstration. - On a 7«c:/l(l) . Donc dh.^^yA{\)^n (c/.2.5).
D'autre part,

r^y,.=n^Z,Ti^=o.

La proposition 11 .1 .2 montre alors qu'il suffit de prouver :

dh^{W I^.m^n.

d h H . ^ ( H ^ ( W ) / I , . H ^ ( W ) ) ^ n .

Or, la construction de Koszul {cf. [5], VII. 7, problème 3), appliquée à
la suite 5p . . .. 5,, régulière dans W et H^ (W), donne des résolutions libres
de longueur n de W / l ^ W et H» (HQ//,. H» (HQ sur H'' et H* (IV) respective-
ment. d'où le résultat. D

2.7. L'exemple que l'on vient de construire a la particularité que
dh^ £„ = J^. ,H/» ̂ » (£„). Nous allons construire des exemples qui montrent
qu'en fait ces deux invariants sont totalement indépendants. Plus précisé-
ment. étant donnés deux entiers non négatifs m et n. nous allons construire
un couple exact I/(w, n) de dimension homologique sup(w, n) tel que :

dhn £(w, n)=w

^.^(H«(£(W. n))=n.

Commençons par la construction de £/ '(w,0). Soit m un entier non
négatif Fixons, une fois pour toutes, un H'-module différentiel cohérent
£ tel que dh^E^m (on peut, par exemple, prendre le module £„ du

Ï ( » M I 1^ ~ 19îT - s 3
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couple Q^y^ construit dans 2.6). Soit ./(£) le couple

E-^E

\ /.
LE

dans lequel L^=^2 EQ)E, Y2 E étant la deuxième suspension de £, et où
j et c5 sont définis par :

j(e)=(de, e) (eeE: e^e-x^de^cf. 1.1.2)

ë(e,j)=e+df (eep£,/e£).

Il est clair que le couple J de 1.2.3 est un cas particulier de cette
construction. On montre, par un calcul direct, que ^ ( E ) est un couple
exact cohérent.

DÉFINITION. — Q (w, 0) = V7®./ (£).

PROPOSITION.—(i) Le couple Q(m, 0) est de dimension homologique
finie',

(ii) dh^E(m, 0)=w;
(iii) ^(£(w,0))^^W.

Démonstration. — ( i ) Comme rD(w, O^tfî^, on a

r|»^(w, O)=T|»^=O.

Donc(c/. I I . 1.7), dh^{m, 0)<oc.
(ii) On a £(w, 0)= W@Y1 £®£- 11 est facile d'en déduire que :

dhn'E{m. 0}=dh^E=m.

(i i i) On a ./(£)'=0, donc £^(w, 0)'=y. d'où

^^(^O))^,^). D

2.8. Soit ^/ un couple exact cohérent de dimension homologique finie,
et sçO51 un élément régulier dans I/ (i.e régulier dans Dï On définit un
couple ̂  = ( D1. E\j\ (^)de la maniércsuivante :
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On pose

DS=DQ^rEI{(sm^m)\meD}

E'^EeZ^f.

On définit / : D9 -+ E9 par : / [m, e] = (jm — 5<T, — 4^), où m € D, ^ 6 ̂  £, et
où (w, ^] désigne la classe de {m,e) dans D*. Il est clair que/ est bien défini
car /(sw,jw]=(0, 0).

Enfin, ë9: E9 -» D1 est défini par : Z^e, ./)=[^, -y] (^6^/ep^2 £). On
voit tout de suite que/ et £9 sont des morphismes de îî^-modules de degrés
0 et — 2 respectivement. La proposition suivante se démontre par un calcul
direct, facile, mais long.

PROPOsmoN. — S'9 est un couple exact cohérent. Q

2.9. Le sens de la construction de Q* devient plus clair si l'on remarque
que 39 entre dans un triangle exact :

2 ° > 2^ < 1
Q^

dont les morphismes sont définis comme suit :

• o est le morphisme ((5, 0);
• 6=(6, (ù), où 6: D1 -» D et œ: E9 -» £ sont donnés par

0(w, ^]= -ce (mçD^e^E)

(û(e,y)=/ (eeE.fc^J^EY

• J = (p, n), où p : D -» D* et p : £ -^ £' sont donnés par

p(w)=|w, 0] {meD)

H(e)=(e.0)(e€£).

TOME 1 1 5 ~ 1987 - N 3
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PROPOSITION. — Le triangle

Q —°-^

.\ /J
^

est correctement défini et est exact (3).
Démonstration. — II faut montrer que CT, J, § sont des morphismes de

couples exacts (9 vérifications) et que le triangle est exact (18 inclusions à
vérifier).

Toutes les vérifications sont triviales. D

2. 10. Les propriétés homologiques de 3* découlent de la proposition
suivante :

PROPOSITION. — (i) dh Q* < oc;
(ii) dh^E^dh^E.
(iii) F injection canonique n : £ — ^ £ 1 induit un isomorphisme de

H « (^modules

H ^ E ) i s H . ( E ) ^ H ^ E 9 ) .

Démonstration. — Considérons la suite exacte de H^-modules différentiels

O-.E^E^E-.O

extraite du triangle exact de 2.9, et le triangle exact correspondant

^(£)———— //,(£')

\ 7-
H.(E}

Par définition, le connectant p envoie la classe du cycle /eZ(£) dans la
classe de u ' l d9 (0. /) puisque œ(0, / ) ==/. Or

^(O./)=/(0. ~/]=(57</)=(5/.0).

( ̂  Ainu y* est le «• cône *• de o
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car df=0 et J='f—x^df=-f. Donc, (i est précisément la multiplication
par s.

Comme 5 est régulier dans ^, il l'est également dans H ^ ( E ) (cf. 2.1).
On a donc une suite exacte

0-H,(£)-I»H,(£)^H*(£•)^0

qui prouve (iii).
De plus, comme ̂  commute avec les différentielles des couples Q' et

{^Y dérivés des couples 9 et 9\ on voit que (^)'=0, donc àhQt<^
{cf. 11.1.7).

Enfin, (ii) est évident car E^E®?"2 E. D

COROLLAIRE. — Soit 9 un couple exact cohérent de dimention homologi-
que finie, et Si =s, s^ . . ., s^fî^ un^ suir^ régulière (respectivement régu-
lière propre) dans 3. Alors, s^ . . ., s,, csr un^ suite régulière (respectivment
régulière propre} dans £?'.

Démonstration. - Si la suite 5p . . .. s^ est régulière (resp. régulière
propre) dans £/, elle est aussi régulière dans E et H ^ ( E ) (resp. régulière
propre dans £ et régulière dans H«(£)) en vertu de 2.1. Donc, la suite
S2 , . . . , s , est régulière (resp. régulière propre) dans ^s^®]^^ et
régulière dans H^^H^^/sH»^). Comme dh^<cc, le résultat
découle du corollaire 2.1. Q

2.11. Revenons à la construction de 2 (m, n).

THÉORÈME. — Soient m, n rfeux entiers non négatifs. I l existe un couple
exact cohérent ^/{m. n) de dimension homologique sup(w, n) tel que :

dh^E{m, n)=m

^H.<W'»W»(£(W, n))=n.

Démonstration - Le couple ^(w, 0) a été construit dans 2.7. Si n>0,
soit s,. . . ., s, une suite régulière propre dans ^(m, 0). L'existence d'une
telle suite découle de 2.4. îl est facile de constater, en analysant la preuve
de 2 4 , que l'on peut prendre Sp . . .. 5, de degrés positifs. Alors, on a :

J .H, (£(w,0) )=^H,(H r )^H»(HQ,

donc s,, . . . . A. est également régulière propre dans H»(£(w, 0)).

TOMI 115 - W - K ?
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Construisons alors S/(m, l )==^(w, 0)' à l'aide de 5==5p puis
^(w, 2)=^ (m, I)1 àFaide de 5=5^, etc. Alors, en vertu de 2.9 et 2.10,
Q (w, n) est un couple exact cohérent de dimension homologique finie, tel
que dh^E(m, n)==dhn'(E)=m. De plus, on a :

H,(£(m, n))^H^(W)II^H^W}.

et le raisonnement utilisé dans 2.6 montre que

dhn^w)H^(E(m, n))=n.

Enfin,

dh9{m, n)=sup(w. n} (proposition II. 1.8). D
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