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MODULES DE SU-BORDISME. APPLICATIONS

PAR

SErRGE OCHANINE (%)

RESUME. — Les techniques développées dans les deux articles précédents ([7), [8]), sont
appliquées d'une part a I'étude de la transformation naturelle

QS.U(X) ®nsuK2 hnd Kg(x)

et d’autre part, a I'eétude des suites régulieres dans les modules de SU-bordisme de complexes
finis.

ABSTRACT. — The Conner-Floyd style transformation
QYN @SUKS - KS(X)

and the regular sequences in SU-bordism modules of finite complexes are studied by means
of the techmques introduced in the previous articles ([7), [8)).

Cet article est consacré a quelques applications des résultats obtenus
dans (7] et [8].

Dans le paragraphe 1, on construit un couple exact X (X) dans la
K-theorie, analogue au couple ¥ (X) de 1.1.1 (%), et un morphisme
surjectif

L LX) =X (X),

puis on applique les constructions de {7] et [8] a la solution du probléme
suivant : dans quelle mesure le SU-bordisme Q%Y (X) d'un complexe cellu-
laire fini X determine la K-théorie réelle K$(X) de X? On démontre que
contrairement a ce qui se passe pour le Sp-bordisme (cf. [3]), la transforma-
tion naturelle Q3Y(X) — K% (X) construite par Conner et Floyd, n'induit

(*) Texte regu le 26 novembre 1984, revisé le 9 janvier 1987,

Serge OCHANINE, L.P. n 13 du C.N.R.S., « Topologie différentielle, Université Paris-Sud,
Mathématuques, Bit. n 425, 91405 Orsay Cedex.

(') «l. m nwet «ll.m n» renvorent au numero m. n de [7] et [8) respectivement.
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258 S. OCHANINE

pas, en général, un isomorphisme
Q3 (X) ®gsu KB (pt) = KR (X).

Cependant, elle induit toujours un isomorphisme

1 Q3 (X) ®qsu KB (pt) =t KB (X),

ou t désigne le générateur de Q3V (théoréme 1. 8).

Dans le paragraphe 2, on étudie les suites réguliéres dans le QY-module
D extrait d'un couple exact cohérent 2=(D,E,j,J). On démontre en
particulier que, si Z#0, le Q%“-module D est de profondeur infinie. Ces
résultats sont ensuite appliqués a la construction de couples exacts cohé-
rents de dimension homologique donnée.

Je remercie chaleureusement Lionel Schwartz dont les remarques perti-
nentes m’ont permis d'améliorer plusieurs démonstrations.

1. Relations avec la K-théorie

1.1. Les K-théories réelle, complexe et quaternionienne seront désignées
respectivement par K§( ), Kg( ) et K§( ). Comme nous aurons a les
utiliser simultanément, les trois théories seront considérées comme Z/8-
graduées. A cette fin, on pose:

R (X =Re(S'X) (neZ 0<i<T)
R (X)=Rc(5'X)
Ra 1 (X)=Ryu(S' X,

et il suffira, pour obtenir des théories Z/8-graduées, de choisir des généra-
teurs pour la périodicité de Bott. Plusieurs approches sont possibles. On
suivra celle de Conner et FLoyp [3]. chap. I.

Soit k I'un des corps R, C ou H. On désignera par vy,(k) le fibré en
droites universel sur P,(k), i.e. le fibré en droites associé au k*-fibré
principal k"* '\ 0 — P, (k). C'est le fibré conjugué du fibré normal de
P,(k) dans P, , (k). Pour k =C, H, le nombre d’Euler de vy, (k) est —1.

Soit § un U (n)-fibr¢ vectonel complexe et soit M(E) son espace de
Thom Conner et Floyd ont construit une classe de Thom multiplicative
T (5)e Re (M (%)) telle que si & est le U(Y)-fibre v,(C), on ait dans
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MODULES DE SU-BORDISME. APPLICATIONS 259

M) =P,.,(C):
Te(¥.(C)=1-7,,,(C).
En particulier,
Te(10(C)=1-7,(C)e Re (P, (C)) =R (sl)’= K22 (pt)

est un générateur qu'on notera A. On prendra pour générateur de périodi-
cité de Bott modulo 8 I'élément A@ A ® A ® Le K (S?).

Soit maintenant £ un SU (4 n+ 2)-fibré vectoriel complexe. Dans ce cas,
on a une classe de Thom Ty, (&) € K, (M (£)) telle que si § est le SU (2)-fibre
vectoriel y,(H), on ait dans M (§)=P, ., (H):

Tu(Y,(H)=1—7,.,(H).
En particulier,
Tu(Yo (H) =1-7, (H) € Ry (P, (H) = Ry, (S*) =Ky *(p)

est un générateur qu'on notera € et qu'on choisira pour générateur des
périodicités :

eE®n: Ki(X)—-RE*(X)
e®n: Ro(X)— K *(X).

Enfin, si £ est un SU(4n)-fibré vectoriel complexe, on a une classe de
Thom Tg(E) € Kg(M (8)).
Les classes T, et Tg ont les propriétés de multiplicativité suivantes:

Ta(€ xn) =Ty (E) ®u Tu(n).

si £ est un SU (4 n+2)-fibré et n un SU (4 m +2)-fibré;
Tu(ExM) =Ty (8) @a Ta(n).

si £ est un SU (4 n+ 2)-fibré et n un SU (4 m)-fibre;
Ta(Exn)=Tx(5) @g Ta(n)

si § est un SU (4 n)-fibre et n un SU (4 m)-fibre.
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260 S. OCHANINE

De plus, si c: X y( ) = Hc( ) et j:Kg( )— Kc( ) désignent
respectivement les morphismes d’oubli et de complexification, on a :

¢ Ty (§)=Tc (&) pourun SU (4 n+ 2)-fibre g,

et
j Ta(E)=Tc(E) pour un SU (4 n)-fibré E.

Pour décrire les anneaux Kg§=Kg(pt) et K&=Kg(pt), considéerons les
¢léments:

t=1-7,(R)e Ka(P, (R)=Kqa(S)=Kg*

et

o=rc(e)eKg*,

our:Kc( )— Kg( ) est le morphisme d’oubli.

ProposITION (cf.,, par exemple, [4], II1.5.19). — (1) L'anneau K¢ est
engendré par A soumis a 'unique relation A*=1.

(2) L’anneau K% est engendré par t et ® soumis aux seules relations
2t==t0=0, w?=4.

(3) Le morphisme multiplicatif j: K§ — K¢ est déterminé par j(t)=0,
jlw)=—2A2

(4) Le morphisme r: K&— K& est donné par r(1)=2, r(A)=t?
r(A)=—o, r(\%=0.

(5) Onac(e)=-2% O

1.2. Considérons le diagramme X" *(X):
K3 (X) ——=K3(0

N/

K2 (X)

ot ¢ est la multiplication par 1€ Kg ', j est le morphisme de complexification
et d est le morphisme de degré + 2 défini par:

ée)=—r(A""(e))=—r(\3e).

TOME 115 — 1987 - N 3



MODULES DE SU-BORDISME. APPLICATIONS 261

La suite

S KM S K () S K (DS K (X~ ..

coincide, au signe de ¢ prés, avec la suite exacte de Bort ([1], ¢f. [4],
II1.5.18). Donc X *(X) est un couple exact. Ce couple posséde des
propriétés formelles analogues a celles de & (X) (¢f. 1.1.1, 1.1.10). On
a, par exemple,

0(j(s).e)=s. e  (se K§(X).ee K&(X)).

conséquence de I'associativité des produits tensoriels.

Soit e e le morphisme de conjugaison dans K¢ (X).

LEMME. — On a dans Ko (S%): k= —\

Démonstration. — On a A=1—y,(C) et A?=0 dans I'anneau K¢ (S?) (a
ne pas confondre avec le carré de Ae Rc(S?)=Kc?(pt) dans I'anneau
K®). Donc vy, (C)=1-A, et comme v,(C) ® v,(C)=1, on a:

O =1(1=-2)=1+A

doncA=1-v,(C)=-A. 0O

PROPOSITION. — Si d=j C est la différentielle du couple X *(X), on a:
(1) de =1"'(e—e) (e€ KE(X))
(2) d(e,.e;)=de,.e,+e,.de, (e,.e,€ K& (X)).

Démonstration :

(1) de=—jr(Ae)=—(Ae+r%e)=—-(Ale—r'e)=A"'(e—e).

(2) kd(e,.e2)=§,—e,—-e, e,
=(e,—e,)e,+e,(e;—e;)=A(de, . e, +e,.de;). O

Remarquons que (1) entraine e = e + A de. formule analogue a la formule

de conjugaison dans We(X) (cf 1.1.2).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATION | I FRANCE



262 S. OCHANINE

1.3. Considérons le couple &#*(X):

Qfy (X) —— Q3,(X)

A7

w*(X)
dual du couple exact de I.1.1, Nous allons définir, a I'aide des résultats
de ConNER et FLoyp [3], un morphisme surjectif :
L L*X-H* (X (O
La classe de Thom Ty définit un morphisme multiplicatif
Cr: Qfu(X) — Kg(X)

de la maniére suivante: si f:S8""!'X, - MSU,, représente un élément
meQiy(X), Eq(m) est limage de Tg(7,,) par:

I Ra(MSU,) - Ra(S*"™' X,) = Ky (X),

ou y,, est le fibré classifiant au-dessus de BSU,,. Le méme morphisme
Le peut étre défini a I'aide de T,,: si meQf,(X) est représentée par une
application

fi SErrATiX, S MSU,,.,,
Ga(m) est 'image de Ty (Y4 ,+2) Par
0 Ru(MSU,,.0) = R (85747 X ) = Kp(X).

De méme, rappelons que la théorie W*( ) est donnée par un spectre
MW tel que

MW, =P,(C) A MSU,_, (c/11.2.7).

(%) Le couple .¥ *(X) n'est pas un objet de la catégone ¥ (1.2 1) Nous laisserons au
lecteur le soin d'adapter a cette nouvelle situation les notions de morphisme. morphisme
surjectif, etc., la propostion 1.2 1 et le lemme 11.1.4.

TOME 115 - 1987 - N 3



MODULES DE SU-BORDISME. APPLICATIONS 263

Donc MW, est I'espace de Thom du fibré
¥, (C)x¥,_, sur P,(C)xBSU,_,.

Si g:S2""'X, - MW, représente une classe ec W'(X), on définit {¢(e)
comme étant I'image de T¢(y,(C) x¥,-,) par

g*: Rc(MW) - Ro(S*"'X,)=KL(X),

le dernier isomorphisme étant la multiplication par une puissance appro-
priée de A.
PROPOSITION. — (g et L sont des morphismes d’ anneaux.

Démonstration. — L’affirmation concernant {g découle de la multiplicati-
vité de Ty, puisque la multiplication p: MSU, ,AMSU, .. - MSU . q4n
correspond a [l'application BSU,,xBSU,,— BSU,,.4. classifiant
:;4 aX A m

Le cas de (¢ est moins évident, car la structure multiplicative du spectre
MW n’est pas associée au produit direct de fibrés. Cependant, il est clair
que la définition de (o s’étend a la théorie du cobordisme complexe
Qf( ), i.e. que ¢ est le morphisme composé:

W (X) 5 03 (X0) S Ky(X),

ou le morphisme i est induit par le morphisme classifiant le U (n)-fibré
v,(C) x¥,_,, et correspond a P'oubli de la « P, (C)-structure» (¢f. [9],
chap. VIII), et ou {¢ est le morphisme multiplicatif construit dans [3].
Pour e,, e, € W*(X), on a alors

i(e,.e;)=i(e;).i(e;)+2v.ide,.ide,.

ou v est la classe [P, (C)]? —[P,(C)] de Q;* (cf. [9], chap. X). La proposi-
tion découle de ce que, d’'une part, le morphisme {¢: Q;* — Kc* est donné
par {¢(a)=Td(a)A? ou Td désigne le genre de Todd, et que d’autre part,
Td(v)=0. O

1.4. Considérons maintenant la paire {=({gq, {¢)-

ProPOSITION. — [, est un morphisme de couples exacts, i.e.
tle=Cat,  jlr=Ucj: e =CgC.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



264 S. OCHANINE

Démonstration. — La premicre affirmation découle de ce que (g(f)=t
et de la multiplicativité de (g La seconde n’est qu'une autre maniére de
dire que T¢(y,,) est la complexification de T (Y, ,) (cf: 1.1).

Pour démontrer la troisiéme affirmation, on utilisera la description
suivante de ¢, conséquence facile de la définition (cf. [9], chap. VII): 0 est
induit par le morphisme de spectres:

o={0,}: MW MSU,

ou ¢,: MW, - MSU,,, est définie comme suit: soit 8: P,(C) - MSU,
I'application composée de I'inclusion

P,(C)=M(y,(C) s M(v,(C) & 7,(0))
et de I'application classifiante

My, (C) @ v,(C)) = MSU,,

ou v,(C) ® v, (C) est muni de sa SU-structure canonique. Alors, @, est
I'application composée

MW,=P,(C) A MSU,_, ' MSU, n MSU,_, % MsU, . ,.

Soit n+ 1 =2 (mod 4) et soit T,,(?,,. l)612"(MSU,,+,) la classe de Thom
deéfinie dans 1.1. Alors, on a:

P* Tu(as ) =Tu(¥2) ®a Ta(Ta-y) (cf1.1)
ct
(00 Tﬂ(?no y) =0* Tu(;z) Rn Tu(?.- )

D’autre part, on a dans Ko (MW,):

Te(v,(€) x ?.- ) =Tc(,(C) ®¢ Tcﬁ-— )=Te(1,(C)) ®q Tnﬁp- 1)
car Te(Ya-,)=J Ta(Ya-1) (¢f. 1.1). En vertu de la formule (j(s).e)=s. de
de 1.2, il suffit donc d’examiner le cas ou n=1, i.e. de prouver que I'on
a dans Ky (MW ,)=Kg(S* A P,(C)):

E®u8" Ty(Y2) =¢(A ' ®¢ Te (1, () = —r(A ®¢ Tely, (O)).

TOME 115 — 1987 — N 3



MODULES DE SU-BORDISME. APPLICATIONS 265

Pour mieux comprendre 6, remarquons qu’il existe une application
canonique

h,: P (C)—=P,(H)
correspondant a I'inclusion C"** g H"*'. On a:
chy (v, (H)) =7,(C) @ 7, (C).
Par ailleurs, M (y,(C))=P,.,(C) et M(y,(H))=P,., (H). Ces identifica-
tions sont liées de la maniére suivante: h,,,:P,,,(C)— P,,,(H) est
I’application composée
M (1,(C)) s M (7,(C) & 7,(C)) = M (v,(H)),
la derniére fléche étant induite par h,. Il est maintenant clair que

8: P,(C)— MSU,

est I'application composée

P,(€) 3 P,(H) & P (H)=MSU,.

Notons que pour des raisons de dimension, h, se factorise par une applica-
tion

P,(C) > §*=P, (H) < P,(H).

Donc,

0* Ty () =h*(1—7,(H))=h*(e).
Alors,

E®u0* Ty(Y)=(1 A h)*(e®yE)
et

JE®u8* Tu(12))=(1 A I)* (1),
ou

1Ah: S*AP;(C)—5S*AS*“=S" estlasuspension de h.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



266 S. OCHANINE

D’autre part,
—jr(M ®c Te(11(0) = =22 ®¢ Te (¥, (€)= A7 ® T (v, (0))
= =R ®c((1-7,(C) +(1-7,(C))
=-A@ch*c(1-y,(H)
=(1 A B)* (A2 ®c(—=2))=(1 A h)*(X%),
car c(g) = —A? (cf. 1.1). Il reste a remarquer que
ji Kg(8* A P,(C)) = K. (S* A P,(C)) estinjectif.
En effet, la cofibration $° — S* A P,(C) = S implique
Kqa(S* A P,(C)=0.

L'injectivité de j est alors la conséquence de la suite exacte

Ra(S A P1(C)) = Ra(5* A P5(€)) > Re (5% A P,(C))

extraite du couple exact X *(P,(C)). O

Remarque. — C'est la nécessité d'avoir {g ¢ =78 qui explique le choix
du signe dans la définition de ¢ en K-théorie.

1.5. Conner et Floyd [3] ont prouvé que pour tout complexe cellulaire
fini X, le morphisme

Lo QB(X) — KE(X)
induit un isomorphisme
Fei: Q3(X) ®q; K2~ KL(X),

ou I'on considére Kg( ) comme théorie Z/2-graduce. Il est facile d’adapter
cette preuve pour démontrer que { définit un isomorphisme

Fe: W*(X) ®w- K& > K2(X).

En particulier, le morphisme Jc: W*(X) — K2(X) est surjectif. 1l est
encore surjectif. si I'on utilise la théorie Z/8-graduée K¢ (X).

PrOPOSITION. — Le morphisme 5: * (X) —» X * (X) est surjectif.
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MODULES DE SU-BORDISME. APPLICATIONS 267

Démonstration. — 11 suffit de démontrer que (g: Q% (X) = K§(X) est
surjectif. Or, dans [3), on démontre que le morphisme composé:

r
02,(X) = Q3 (X) = K3 (%)
est surjectif, ce qui entraine la surjectivité de {p. [J

1.6. Soit X (X):

KB (X) —— K2 (X)

NS
KE(X)

le couple exact dual du couple de 1.2, et soit
=R LX) =X (X
le morphisme dual de
0=Ca 5 LX) = X*(X).
11 est facile de voir, a I'aide de 1.5, que le morphisme

;c D We(X) - KS(X
induit un isomorphisme
FS: We(X)®wKS = KS(X).

De méme. le morphisme

P -KEX

induit un morphisme

Fo o 08 (X) @gs K® — KE(X).
Nous allons voir qu'en general. F® n'est pas injectif.

BULLETIN DF LA SOCIFTE MATHFMATIQUE DE FRANCE



268 S. OCHANINE

PROPOSITION. — Le  morphisme F: W®gsuK® — K€,  induit  par
L€ : W — KS, n'est pas injectif.

Démonstration. — Rappelons (1.1.3) que W=2Z|x,, x5, x4, ...},
x, € Wy (i#2), dxy;=x,,(i=2). Comme [®(x,)=—2A et d(x3")=0, on
peut, en modifiant s'il le faut x,,, supposer que £ (x,,) =% (x,,_,)=0 pour
n>2. Remarquons ensuite que t W=0. Donc:

W®qgsu KR = W®nsumsu(l(“/t Kd=w/iJ. W,

ou J est le noyau de
R SV SV KRt KR

Si I'on identifie Y/t Q%Y et K®/t K® avec leurs images par j dans W et
K€ respectivement, [® peut étre décrit de la maniére suivante :

Si xe(Q@V/tY),,ona:
0, n#0 (mod 4)
Rx)={ Td(x), n=0 (mod 8)
Td(x)\?, n=4 (mod 8),
ou AeKS=K:? est le générateur décrit dans 1.1 et ou Td désigne le
genre de Todd (cf. [3), 6. 5).

Considerons I'¢éléement x, ® 1e W®gsuK®. On a F(x, ® 1)={%(x,)=0.
Il suffira donc de prouver que x, ® 1#0. Pour cela, soit ¢ : W —2Z le
morphisme d'annecaux défini par :

o(x,)=1, Q(x,)=2;
‘p(xz.'-|)=0 (i=22),
Q(xy)=0 (i>3)

Nous allons voir que ¢(J. W)c4Z,d'ou x,¢J. W.
L ideal J de ©°* 1 Q% n'est pas homogeéne. Il n'est que Z/8-gradué. Soit
aeJ,(ieZ'8). Alors

a=y ,a,
(@, (V1) ... 0 igeZ est tel que i =i, mod 8). Posons

E=2x{=d(x})e( @V QY),.

TOME 115 - 1987 - ~ 3



MODULES DE SU-BORDISME. APPLICATIONS 269
On a [R(E)=2LC(x})=2A% Alors,
— sii¥0mod 4,ona:
(R(@a,)=0 (nez);
— sii=0mod 8,ona:

a:za.=z(a.— Td(a.))
et
a,—Td(a)edy;

— sii=4mod 8§, ona:

1
a=2a,=2(a,— 3 Td(a,). é)
et
a,— %Td(a,). Eel,.
(Notons que Td(a,)=0 (mod 2) dans ce cas, car K%, . ./t K%, ; est engen-
dré par j (w)= —2A2dans K§,. . = KZ ®™ ~*.) Donc J est additivement engen-

dré par des éléments homogeénes de degré #0 (mod 4), des éléments de la
forme

a—Td(a), ae (/1Y)

et des élements de la forme

a- %Td(a) E ae(@VuQ,,...

Selon Stong ([9], chap. X), tout élement de Q5V/t QY W = W[1/2] s’écrit
comme polyndme sur Z[1/2] en x3, x5, _ . X3, —(1/2) x, X5, _, (i 2 2).

Si ae (Yt O%Y),,. posons donc

1 1
a=u.xf"+P(xf. X3i- 1o x,,-—-;x,xz,-_,> (an[;]).

ou P est un polynome homogéne de degré 4k qui ne contient pas de
monéme x3*.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



270 S. OCHANINE

Alors :

Z, k=0 (mod 2)

:x=Td(a)e{
2Z, k=1 (mod 2).

Donc, pour k =0 (mod 2), on peut écrire :

a—Td(a)=a(x¥*-1)+P,
et pour k=1 (mod 2),

I B}
a- > Td@)t= %‘g(xf* 2_1)+P.

Revenons maintenant au morphisme ¢ : W — Z. Pour démontrer que
o (J. W)c4Z, il nous suffit de démontrer que :

(i) @(xi"—1)=0(m >0);

(ii) @(P)=0 (mod 4), ou P est un élément de W qui s’écrit comme
polyndme homogéne en xI, x,,_,, x3;—(1/2)x, x5;_, (i=2) sur Z [1/2] tel
que soit (@) deg P#0 (mod 4), soit (b) deg P=4k et P ne contient pas le
mondme x3¥,

L’affirmation (i) est évidente. Pour démontrer (ii), notons que si
deg P#0 (mod 4) chaque monome de P est divisible par I'un des
X3;-1(i22), donc @(P)=0.

Enfin, si P=4k, écrivons :
2k - 4i l ‘
P=Z,-;,a,-x, x4—-ix,x,

aicei 1 i
+Zuo. i1 ﬁux:nu ‘ 6J(xl—'2'xlx3> x3'+Q

1 . . -
(a,, B,,ell:i]). ou @ est un polynome dont tous les monomes sont

divisibles soit par un x,,_, (i 2 3), soit par un x,,—(1/2)x, x5;,_, (i=3). On
a 9(Q)=0.
Notons maintenant que si I'on pose dans P,

Xy=xg=...=xg=Xg=...=0, xe=1,

TOME 115 — 1987 - ~ 3



MODULES DE SU-BORDISME. APPLICATIONS 271

on obtient le polynéme Y ;,, a,x2*~* qui doit appartenir a Z[x,] puisque
PeW. Donc, a,€Z(i=1).

D’autre part,

cpP a,

%k—S
oxy|xy=xg=...=0 2

X

donc a,€2Z. Alors,
(P(P)=Zg;1’~1.-2‘-‘=‘0(mod 4) D

COROLLAIRE. — Le morphisme F® : (Y (P,(C)) ®gsvK® — K§(P,(C))
n'est pas injectif.

Démonstration. — 11 est possible d'identifier le morphisme F® et le
morphisme F de la proposition. Pour nous, il suffira de construire un
diagramme commutatif

<
W — K*®

|l

Q¥ (P, (C)) = K3(P,(C)).

ol f est un isomorphisme de Q' -modules, alors que g est un morphisme
de K®-modules. En effet, on aura alors aussi un diagramme commutatif

W®¢LK"—’-K‘

reis F_l.

B (P,(C) ®gst K& — Ko (P, (C)).

qui montre que F* n'est pas injectif puisque F ne I'est pas.
Nous avons construit un isomorphisme & (P, (C))~.# (1.2.5). Il résulte
de la définition de .f que le morphisme composé

[ WA We(Py(CH Lo (P, (O

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



272 S. OCHANINE

oui(w)=w.p, est un isomorphisme. Soit u={%(p), soit1 : K€ — KE (P, (C))le
morphisme k — k. u, et prenons pour g le morphisme composé

K 5 RS (P,(C)) > RE (P, (D).
Alors, on a LCi=1C et (Ra=0LC (cf. 1.4), dou {® f=gL. O
1.7. Considérons maintenant le morphisme
13 (X) ®qsu K* - 1 KE(X).

ProOPOSITION. — Soit X un complexe cellulaire fini tel que le couple & (X)
soit projectif (cf. 1.2.2). Alors, F® est un isomorphisme.

Démonstration. — Considérons d’abord I'isomorphisme

FC: W-(X)®WKC-’K$(X) (cf- 1.6).

Comme [°: W — K® commute avec la différentielle d, K€ est canoni-
quement un W-module différentiel. Donc W, (X) ® » K¢ a également une
différentielle canonique donnée par :

de®k)=de@ k+e® dk (ee Wa (X), ke KO),

etcomme F€ (e ® k)= (e).k,ona :

dFC(e®k)=dC(e)k + LT (e)dk
=L (de)k + L€ (e)dk
=F(de®k+e®dk)=FCd(e ® k).

Donc F¢ est un isomorphisme de groupes difféerentiels et induit un
isomorphisme

FS: Hu(Wa(X)®wKS) = Ho (KS(X)).
Comme ¥ (X) est un couple projectif, W4 (X) est une somme finie de

W-modules differentiels isomorphes a W ou L (¢f. 1.2.3. 1.2.9). 1l est
facile de voir que

He(W® w K )=H4(K*)
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et

Hy(L®y K% =0.

Donc

He(Wa(X) @w K)=Hy (W (X)) ® y. ) He (KO).

En particulier, Hy (K§ (X)) est un H, (K€)-module libre de rang égal a
celui de Hy (W (X)) sur He (W). De plus, £$ : He (Wa (X)) = Ha (K5 (X))
est un morphisme surjectif, ce qui implique que la différentielle d° du
couple X’ (X) dérivé de )" (X) est nulle. Comme dans II. 1. 7, cela implique
que Hq (1 KS (X), 1)=0.

Revenons au morphisme F®. Comme {® est surjectif (1.5), F® est
surjectif. D’autre part, on a, dans & (X), t d=0, donc

t Q3 (X) ®qsu KR =15V (X) @, AK,

ou A=SY/aW (cf. 1.1.11) et AX=K®/OKC. 1l est facile, grace a 1.1, de
constater que :

AR =F, [to)/(23),

ou 1, est I'image de te K} dans AX.

Comme le couple & (X) est projectif, tQ5" (X) est un A-module libre de
rang fini n (cf. 1.2.9). Alors tQ3Y(X) ® , AX est un AX¥-module libre de
rang n, donc un F,-espace vectoriel de dimension 2n. Pour terminer la
preuve, il suffira donc de prouver que dimg, ¢ KR (X)=2n.

Comme H.(t K®(X), t)=0, on a une suite exacte :

t
0~ K§(X) =t KE(X) = ? KI(X) -0,
et notre condition est équivalente & dimg,r*> K (X)>n. D'un autre coté.

comme t*=0 et comme d'=0 dans X' (X), le couple )" (X) dérivé de
X (X) se réduit a la suite exacte :

0-?KEXN L Ho(KSOXN) S 2 KB (X) 0,

la condition ci-dessus devient dimg, He (KS (X)) 22n.
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Il est facile de voir que Ha(KS)=F,[c]/(c*—1). ou ¢ est la classe du
cycle A2. Donc :

dimr., H.(K$(X)=21g,, «S Ha (KZ (X)) =284, o, He (W4 (X)),

et il nous reste a voir que ce dernier nombre est >2n. Or, si 2=(D, E, j,
¢) est un couple projectif de V, on a toujours : '

1gat D =rgy, w)Ha(E)

En effet, cela est vrai pour les couples & et £, et le cas général découle
del.2.9. O

1.8. Soit X un complexe cellulaire fini arbitraire.

THEOREME. — Le morphisme _® induit un isomorphisme

F® . tQ.s.U(X)®quK“—=+tK?(X).

Démonstration. — Prenons une ¥ -résolution partielle de longueur 0 de
X(cf 11.2.9):

stXx,

SN,/

Par définition. le morphisme ( fp)s : & (X,) = & (Y _,) est surjectif.
Le diagramme commutatif

F(Xg) =L L F(v_))
X (X,) X (Y_)),
fo)

dont les deux morphismes J sont surjectifs (c/. 1.5). montre que :

(fo).. .i(;\o)—oj()‘|)
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est également surjectif. Il en résulte un diagramme commutatif

0 — P(Yy) —=Z(Xy) —= P(Y_,) —=0

4 ‘|

0 —= X (Yo) —= X (Xo) —= H(Y_)—0

dont les deux lignes horizontales sont exactes. Le lemme II. 1.4 appliqué
aux deux suites exactes (cf. note p. 262) donne alors un diagramme
commutatif

00— 15V (Y,) — 1Y (X,) — t8Y (Y_,) —0

ol ol |

00—t K%(Y,) tR8(X,) — tR(Y_ ) —=0

aux lignes horizontales exactes, puis un diagramme commutatif :

1B (Yo)® s K — 1D (X)@qsu K — 1Y (Y _)@gsv K" =0
F.Y‘ol Fgo l F‘YI'I l

0 — tRR(Y,) t K& (X,) tR¥(Y_)—0

aux lignes horizontales exactes. Les morphismes I"}o et F‘,‘_I sont surjectifs
et F§, est bijectif en vertu de 1.7. Donc, grice au lemme du serpent,

#_, est bijectif. Comme F}_, est une suspension de F®, cela achéve la
démonstration. [

2. Eléments réguliers et suites réguliéres -

2.1. Soient R un anneau commutatif et M un R-module. On dit d’un
élement re R qu'il est régilier dans M, si I'application m—srm de M dans
lui-méme est injective. Par exemple, r est régulier dans R si et seulement
s'il n’est pas un diviscur de zéro dans R. Tout re R est régulier dans le
module nul 0. Un élément inversible de R est regulier dans tout R-module
M.
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Soit ¥ =(D, E, j, ¢) un couple exact cohérent. Rappelons que & est
canoniquement un couple de Q“-modules (cf. I.1.10) et que par suite les
couples dérives 2'=(D’, E', j, &) et 27 =(D", E”, j°, ') sont aussi des
couples de Q%Y-modules. De méme. le groupe N« < (cf. 11.1.7) est un
O -module.

PROPOSITION. — Soit & un couple exact cohérent et se Q°V. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(a) s est régulier dans D et N« &,

(b) s est régulier dans E, E" et E”.

Démonstration. — Supposons s régulier dans D et n. Z.

Prenons d'abord un e€ E tel que se=0. On a: s.de=¢(s.e)=0, d'ou
¢e=0. Posons e=j(m)(meD). Alors, j(sm)=se=0, donc smetD. Pour
tout we W, on a: éw.sm=0, et, comme s est régulier dans D, éw.m=0.
Donc, pour tout we W, dw.e=j(éw.m)=0. Nous allons en déduire, grace
a la cohérence de E. que e=0.

On peut trouver, comme dans I.1. 14, un isomorphisme de W-modules
différentiels E=xW ®y ., Eo(2<n< ). ou W(n)=Z[x,, x3, ..., x,,] et
ou E, est un W (n)-module différentiel neethérien. 1l est facile de voir que,
pour k >n, la suite exacte de W (n)-modules

X2kt

0= W = W= Wxy. , W—0

est scindée. On en deduit que la multiplication par x,,,, =dx,,., dans E
est injective pour k>n, ce qui entraine bien e=0. Donc, s est régulier
dans E.

Prenons ensuite un e, € E’ tel que se; =0. Comme ci-dessus, on a
s¢'(e))=¢"(se;)=0. d'ou ¢"(e,)=0. car s est régulier dans D'cD. On
pose e, =j (m,)(m,eD’) et on a: j (sm,)=se, =0, donc sm, et D' =1>D.
En particulier. tsm, =0. et comme s est régulier dans D', tm, =0. Il résulte
de la definmition de ne < (cf. 11.1.7) que m, represente un element du
noyau de s : Ne Z — ne . Comme s est régulier dans N« &, onam,er* D,
et par suite, e, =; (m,)=0. Donc s est regulier dans E".

Prenons enfin un e,e E” tel que se,=0. Comme ci-dessus, on trouve
unm,eD =1>D tel que e, =] (m,) et sm,e > D =0. Comme s est regulicr
dans D" c D. on obtient m,=0 et ¢,=0. ce qui prouve la régularité de s
dans E'.
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Nous avons démontré I'implication (a) = (b). Pour prouver (b) = (a).
supposons au contraire que s est régulier dans E, E" et E”. Soit me D un
elément tel que sm=0. Alors, on a sj(m)=j(sm)=0, donc (régularité de s
dans E) : j(m)=0et met D =D’. De méme, sj' (m)=j'(sm)=0. donc (régu-
larité de s dans E’) : j'(m)=0 et metD’=D"". Enfin, sj” (m)=j"(sm)=0,
d’ou (régularité de s dans E”) : j”(m)=0et met D" =0. Donc s est régulier
dans D.

Soit h une classe de N« < telle que sh=0. Si h est représentée par un
élément mer D tel que tm=0, on a : smet* D. Posons e, =j (m)(e, € E).
On a: se,=j (sm)=0. Comme s est régulier dans E". on a ¢,=0, d'ou
meker j =t>D.i.e. h=0. Donc s est régulier dans N, <. [J

COROLLAIRE. — Soit & un couple exact cohérent de dimension finie. Pour
que s€ Q%Y soit régulier dans D. il faut et il suffit que s soit régulier dans E
et Ho(E)=E".

Démonstration. — En effet, pour un couple de dimension finie, on a :
Ne=0et E=E"(c/ 11.1.7). T

Exemple. — Prenons pour & le couple-base ¥ (1.1.1). Comme les
anneaux W et H. (W) sont integres. un éléement se Q%" est regulier dans
O si et seulement si son image dans H (W) est non nulle. En particulier.
s doit étre de degre divisible par 8 (cf. proposition 1.1.12). Ceci redonne
la description par ConNeEr et FLoyp ([2]. [3])) des non-diviseurs de zéro
dans Q.

2.2. Remarquons que si M est un R-module. il existe toujours des
elements re R reguliers dans M. par exemple r=1. Afin d'exclure les cas
triviaux de ce genre. nous dirons que r est régulier propre dans M. s'il est
regulier dans M et r M = M.

Il est facile de construire des exemples de Q%'-modules non nuls pour
lesquels il n’existe pas d'elements reguliers propres. On a cependant le
resultat suivant -

ProposiTioN Sour 7 #£0 un couple exact coherent de dimension finic.
Alors. 1l existe un s€ Q™ regulier propre dans D.

Demonstration — D’apres 1.1.14, on peut trouver un 1somorphisme
de W-modules differentiels

LzW&, . Eo (Qsn< x),
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ou E, est un W (n)-module différentiel ncethérien. On a alors un isomor-
phisme de H.(W)-modules

He(E)=He (W) @y wmnHe (Eg) (cf 1.1.7).

Prenons un k>n et un se Q) dont I'image dans W est x,, x,,. L'exis-
tence d'un tel s découle de la proposition I.1. 12 et de ce que tout élément
de d(W)=j@(W) est dans I'image de j : QY = W. Nous allons voir que s
est régulier dans E et H, (E). Considérons la suite exacte de W (n)-modules
différentiels :

X2k%2k

0= W — W= Wjx,, x,, W—0.

En utilisant le fait que x,, x,, =x3, —x, x,, _, X,, et la structure de W
(cf. 1.1.3), il est facile de voir que cette suite est scindée. Il en découle
immeédiatement que s est régulier dans E.

La suite exacte de H« (W (n))-modules

0~ Ho (W) = Ho (W) = He (W)/cg Ha (W) = 0,

ou g, € Hg, (W) est la classe du cycle x,, x,, (¢f 1.1.7), est également
scindée, d’ou la régularité de s dans H. (W). Le corollaire 2. 1 montre que
s est régulier dans D. Il reste a voir que sD # D. Or, on a 2#0, donc E#0,
et par suite, E, #0. Comme x,, x,, W# W, il en découle que x,, x,, E#E.
Considérons alors la suite exacte (dans V) :

0=F 27—, -0,
ou o est le morphisme (s, j(s)) et ou &, est le couple (exact en vertu de

1.2.1):

14

Di/sD D/sD

N/

Ej(s)E

Comme E j(s)E=0.ona D sD#0. ]
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Remarque. — Un raisonnement a peine plus compliqué, basé sur la
cohérence des A-modules E’ et E” (cf. 1a démonstration du théoréme 1. 16)
montre que la condition dhZ <oc est inutile : pour tout couple exact
cohérent 2+#0, il existe un élément se Q%Y régulier propre dans D et
régulier dans n. Z.

2.3. La notion de suite réguliére généralise celle d'élément régulier. Soit
R un anneau commutatif e¢ M un R-module. Si r,, ..., r, est une suite

d’éléments de R, on notera I, I'idéal de R engendré par r,, ..., r,
(1<k<n). On pose I,=0.
On dit que la suite r,, ..., r, est réguliéere dans M, si pour tout k.

0<k<n, r,,, est un élément régulier dans M/I,. M. La suite ry, ..., r,
est réeguliere propre dans M, si elle est reguliére dans M et I,. M # M.

Dans certains cas, la notion de suite réguliére peut s'exprimer en termes
homologiques (cf. [6]) : supposons que r,, ..., r,€ R soit une suite régu-
liére dans R et que M soit un R-module. Alors, pour que la suiter,, ..., r,
soit réguliére dans M il faut et il suffit que I'on ait Tor® (R/I, R, M)=0
pour tout k<n et tout i>0.

Soit Z un couple exact cohérent et s,, . . .. s,€ QY. Posons D,=D,I,D,
E,=E/l E et considérons le couple 2,=(D,, E,, j, ¢). ou les morphismes
Jj et ¢ sont induits par ceux du couple £. Notons qu'en général &, n'est
pas un couple exact.

PROPOSITION. — 1° Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) La suite s,, . . ., s, est réguliére dans D et e 2.

(b) La suite s,, . . ., s, est réguliére dans E, E’ et E”.

2° Lorsque les conditions (a) et (b) sont vérifiées, on a :

(c) £, est un couple exact cohérent.

(d) La projection canonique D — D, induit un isomorphisme
NeZ/ I, N Z =N (Z,).

(e) La projection canonique E —E
E/l,.E'=E,et E'/l,.E"=E,.

Démonstration. — Récurrence sur n.

induit des isomorphismes

Soit n=1. L'équivalence de (a) et (b) constitue la proposition 2.1. Si
les conditions (a) et (b) sont vérifices pour I'élement s, e Q. on a une
suite exacte :

°,

0=G =7 -7, =0,
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ou o, désigne le morphisme (s,, j(s,)). Alors, 2, est un couple exact
cohérent en vertu de 1. 2. 1. Ceci prouve (c). La méme suite exacte entraine
I’exactitude de :

0—~tD—=tD—tD, »0 (lemme Il.1.4),

d’ou I'on tire un triangle exact :

N+ 2 n Ne?

N/

Ns 2,

Comme s, est régulier dans n. <, (d) en découle. De méme, la suite
exacte :

0—ESE—E -0

conduit a un triangle exact :

E’—l,E,

E;
Comme s, est regulier dans E’, le triangle se reduit a la suite exacte :

0~E SE —E,—0.

Le méme raisonnement appliqué a la derniére suite donne la suite
exacte :

5
0—E" —=E"—=E;—0.

On a donc bien les isomorphismes E’/s, .E'=E| et E”/s, .E”"=E} qui
constituent (e).

Supposons maintenant n> 1 et admettons la proposition au rang n—1.
Soit s, . .., 5,€ 2" une suite réguliére dans D et 1, 7. 1l est clair que la
suite 5,,....s, , est également réguliére dans D et n. <. Elle est donc
réguliére dans E. E' et E”, &, _, est un couple exact cohérent et I'on a les
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isomorphismes canoniques :
Ne2/l,_,. N+ 2=+ 2, _,
E/l,_,.E'=E,_,
E”’|l,_,.E"=E]_,.

Comme la suite s,, . .., s, est réguliére dans D et n« <, il en découle
que s, est régulier dans D,_, et n. Z,_,, donc, en vertu du cas n=1, s,
est régulier dans E,_,, E,_, et E;_,, le couple &, est exact, et on a :

n"gf’ln‘n*g;ntgu-l/su'n‘gn-lgn‘gn

E'/l,.E'=E,_,/s..E,_,=E,
E”/l, E"=E/_,/s,.E/_,=E..

n-1
Il en découle que s,, ..., s, est réguliére dans E. E" et E” et que les
affirmations (c), (d) et (e) sont verifiées.
On démontre de la méme maniére que (b) entraine (a), (c). (d) et

(). O

COROLLAIRE. — Pour qu'une suite s,, . . ., s, QY soit réguliére propre
dans D et réguliére dans N« 2, il faut et il suffit qu'elle soit réguliere propre
dans E et réguliére dans E" et E”.

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que si le couple £, est exact,
D,=0 si et seulement si E,=0.

Exemple. Considérons a nouveau le couple-base . Comme ne ¥ =0,
on obtient : une suite s,.....s, e est reguliere dans QY (respective-
ment, réguliere propre) si et seculement si elle est réguliére dans W et
H. (W) (respectivement. réguliére propre dans W et réguliére dans
Hy (W)).

Si, par exemple, s,.. ... s, sont des elements de Y dont les images
dans W sont respectivement Xxi. X X, Xq¥Xq ....: X,,.%,, (122)
(cf 1.1.2), il est facile de venfier que la suite s,.....s, est réguliére
propre dans W et H. (W). C'est donc une suite reguliere propre dans Q.

Notons, pour en finir avec cet exemple. que si s,. . ... s, est une suite
réguliére dans Q°", on a :

Tor™ (4.1, Q% ¥) =0
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et

Tor®" (QSY/I,. Q5Y, Hy (W))=0

pour tout k<n et i>0, en vertu du critére homologique cité ci-dessus.
Nous utiliserons cette propriété dans I'étude des idéaux annulateurs des
éléments de D. :

DEeriNiTION. — Nous appellerons suite réguliére dans 2 toute suite régu-
liére dans D et N« 2. De méme, une suite réguliere dans & sera dite
réguliére propre dans 2, si elle est réguliére propre dans D.

2.4. Nous avons vu que dans QY il existe des suites réguliéres propres
aussi longues qu’on le veut. Cette situation est tout a fait générale :

PROPOSITION. — Soit 2 un couple exact cohérent et k <n deux entiers
positifs. Alors, toute suite s,, . . ., s, € Q%Y réguliere (resp. réguliére propre)
dans 2 peut étre prolongée en une suite s,, . . ., s, réguliére (resp. réguliére
propre) dans 2.

Démonstration. — 11 suffit de considérer le cas ou n=k + 1. Soit donc
Sy, . - .. 5, une suite réguliére dans 2. Si D/I,.D =0, on pose s, ., =s,=0,
et il n'y a rien a démontrer. Si par contre D/I,.D #0, i.e. 2, #0. on
déduit de 2.2 I'existence d'un s, , , € Q%Y régulier propre dans 2,. La suite
Sy - - -+ Sg+, €St alors réguliére propre dans 2, [0

Rappelons qu'on appelle profondeur d’'un R-module M la borne supé-
rieure des entiers positifs n pour lesquels il existe une suite réguliére propre
de longueur n.

COROLLAIRE. — Si 2 est un couple exact cohérent non nul, le Q*V'-module
D est de profondeur infinie.

C’est le cas, par exemple, pour tout Q*U-module Q5 (X), ou X est un
complexe cellulaire fini non vide.

2.5. Soit M un R-module et ae M. On notera 4 (x)c R l'ideal annula-
teur de «, 1.¢. Ideal des re R tels que ra=0.

Pour tout R-module M. on notera y A (a) la borne supérieure des entiers
positifs n pour lesquels il existe une suite r, . . .. r, € 4 (2) réguliére propre
dans R. On peut demontrer (¢f. la démonstration ci-dessous) que s1 x# 0,
on a toujours :

YyA(a)<dhg M.
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Appliqué au Q@*'-module Q%Y (X), ce résultat est sans intérét car, en
général, dhgsuQ3’ (X)=00 (cf. I1.1.11). La proposition suivante donne
une inégalité plus forte :

PROPOSITION. — Soit 2 un couple exact cohérent. Alors, pour tout a€ D
non nul, on a :

YyA(x)<dh 2.

Démonstration. — Si dh 9 = o0, il n’y a rien a démontrer. Sinon, il existe
une résolution projective finie :

0-2,-... 22,4250 (c¢f 11.1.3).
Dans la suite exacte correspondante :

0-D,—-...-2Dy—-D-0,

chaque D; est somme directe de QY ou W (cf. 1.2.9). Soit s,, . . ., s, une
suite réguliére propre dans Q%Y contenue dans A (x). D’aprés 2.3, on a
alors :

Tor™ (QV/I,QY, D)=0 pourtout i>0 et 0<j<m.
Par récurrence, on en déduit que :
Tor™ (QY/I,QY, D)=0 pour i>m+1.
Par ailleurs, un théoréme de dualité de Koszul (c¢f. [6]) montre que :
Tor™" (QSY/I,Q%, D)=Homgsu (QV/I, Y, D).

Ce dernier groupe est non nul puisque I'application s~ sa de Q%Y dans D
se factorise en une application non nulle Q5Y/1, QY — D.
En comparant les deux affirmations, on obtient n<m. [J

2.6. La fin de ce paragraphe est consacrée a la construction de quelques
exemples de couples exacts cohérents ayant une dimension homologique
donnée. Le probléme de la réalisation de ces couples comme couples de la
forme & (X), ou X est un complexe cellulaire fini, reste intact.

Soit n un entier positif et s,, . . ., 5, Q% une suite réguliére propre dans
O (il en existe en vertu de I'exemple 2. 3). En partant du couple # =,

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE
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construisons le couple Z,=%, :

QVL.QY %Y. Q%

NS

w/l,. w

qui est un couple exact cohérent (cf. 2.3 (c)).

ProposiTiON. — dh &, =n.
Démonstration. — On a I,c A(l). Donc dh,Z2yA(1)=n (cf. 2.95).

D’autre part.

n‘yu=n“‘/"1n‘n*y=0'

La proposition I1. 1.2 montre alors qu’il suffit de prouver :

dhy (W'1,. W)<n.
dhy. ow, (Ha (W)/1,. He (W) <n.

Or. la construction de Koszul (cf. [5]}, VII.7, probléme 3), appliquée a
lasuites,,.... s, réguliere dans W et H4 (W), donne des résolutions libres
de longueur nde W/I, W et He (W)/1,. He (W) sur W et H, (W) respective-
ment. d’ou le resultat. [

2.7. L'exemple que I'on vient de construire a la particularité que
dhy E,=dh,, 4, He(E,). Nous allons construire des exemples qui montrent
qu’en fait ces deux invariants sont totalement independants. Plus precisé-
ment. €tant donnes deux entiers non négatifs m et n. nous allons construire
un couple exact & (m. n) de dimension homologique sup (m, n) tel que :

dhy E(m.n)=m
dhy, w He(E(m. n))=n.

Commengons par la construction de & (m, 0). Soit m un entier non
negatif. Fixons, une fois pour toutes. un W-module differentiel cohérent
E tel que dhy, E=m (on pecut. par exemple. prendre lc module E, du
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couple 2, =%,, construit dans 2.6). Soit .# (E) le couple

dans lequel L,=Y ?E®E, } *E étant la deuxiéme suspension de E, et ou
j et ¢ sont définis par :

j(e)=(de, €) (eeE. e=e—x,de,cf. 1.1.2)
éle, N=e+df  (e€)*E, feE).

Il est clair que le couple S de 1.2.3 est un cas particulier de cette
construction. On montre, par un calcul direct, que . (E) est un couple
exact cohérent.

DEFINITION. — Z (m, 0)=®.¥ (E).

ProposiTioN. — (i) Le couple Z (m, 0) est de dimension homologique
finie;

(ii) dhy, E(m, 0)=m;

(iii) Hy (E (m, 0))=H . (W).

Démonstration. — (i) Comme tD (m. 0)=tQ%", on a

T].g(m. O)=n‘y’=0

Donc (¢f. 11.1.7), dh & (m, 0)< .
(1) Ona E(m, 0)= W@Z: E®E. 1l est facile d’en déduire que :

dhy E(m. 0)=dhy E=m.
(i) On a .9 (E)' =0, donc & (m. 0y =%". d'ou

Ho(E(m, 0))=H.(W). O

2.8. Soit & un couple exact coherent de dimension homologique finie,
et se Q' un element regulier dans & (i.e. regulier dans D). On définit un
couple #*=(D*. E*.j*.**)delamaniére suivante :
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On pose

D*=D@®Y " E/{(sm, jm)|me D}

E'=E®Y"**E.

On définit j*: D* — E* par : j*[m, e]=(jm—se, —de), oumeD, ee) "E, et
ou [m, e] désigne la classe de (m,e) dans D*. Il est clair que j* est bien défini
car j*[sm, jm}=(0, 0).

Enfin, &*: E* — D* est défini par : &* (e, f)=[0e, —f](e€E, fe) "*?E). On
voit tout de suite que j* et &* sont des morphismes de Q5Y-modules de degrés
0 et —2 respectivement. La proposition suivante se démontre par un calcul
direct, facile, mais long.

ProposITION. — 2* est un couple exact cohérent. []

2.9. Le sens de la construction de 2* devient plus clair si I'on remarque
que 2° entre dans un triangle exact : '

2 7
J

N
2

dont les morphismes sont définis comme suit :

e o cst le morphisme (ts, 0);
e 5=(6, w),ou0:D*— Detw: E* - E sont donnés par

0[m, e]=—de (meD,ee) E)
o(e. f)=f (e€E, feY " E)
o J=(p, u).oup:D — D*etu: E — E* sont donnés par
p(m)={[m, 0] (me D)
u(e)=(e. 0) (e E).
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ProPoSITION. — Le triangle

-

2 2
J

ANYY
o*

est correctement défini et est exact (*).

Démonstration. — 1l faut montrer que o, J, 8 sont des morphismes de
couples exacts (9 vérifications) et que le triangle est exact (18 inclusions a
veérifier).

Toutes les vérifications sont triviales. [

2.10. Les propriétés homologiques de 2* découlent de la proposition
suivante :

ProPOSITION. — (i) dh 2* < oc;

(ii) dhy E*=dhy, E;

(ii1) Tinjection canonique u:E — E* induit un isomorphisme de
He (W)-modules

H. (E)/S H‘ (E) ; H. (E.)
Démonstration. — Considérons la suite exacte de W-modaules différentiels
0-ESE'SE—0

extraite du triangle exact de 2.9, et le triangle exact correspondant

M

H.(E) Ho(E")

N S

H.(E)

Par defimtion. le connectant § envoie la classe du cycle fe Z(E) dans la
classe de u ' d* (0. /) puisque w(0, f)=f Or

4 (0. N=j*10. —N1=(sf. dN=(sf. 0).

t3) Amsi 7° est le « cone » de o
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car df=0 et f=f—x,df=f Donc, P est précisément la multiplication
par s.

Comme s est régulier dans 2, il I'est également dans H« (E) (cf. 2.1).
On a donc une suite exacte

0= Ho(E) S Hy(E) S He (E*) -0

qui prouve (iii).

De plus, comme p, commute avec les différentielles des couples 2° et
(2*)" dérivés des couples & et 2*, on voit que (d*)'=0, donc dh2*<
(cf 1L.1.7).

Enfin, (ii) est évident car E*=E@®)"*?E. O

COROLLAIRE. — Soil & un couple exact cohérent de dimention homologi-
que finie, et s, =s, s,. . . ., 5,€ QY une suite réguliére (respectivement régu-
liére propre) dans &. Alors, s,, . . ., s, est une suite réguliére (respectivment
réguliére propre) dans &*.

Démonstration. — Si la suite s,,....s, est réguliére (resp. réguli¢re
propre) dans &, elle est aussi réguliere dans E et H, (E) (resp. réguliére
propre dans E et réguliére dans H4 (E)) en vertu de 2.1. Donc, la suite
Sy, . ... S. est réguliére (resp. réguliére propre) dans E*=E®) "**E et
réguliére dans He(E*)=H4(E)/s He (E). Comme dh2*< o0, le résultat
découle du corollaire 2. 1. O

2.11. Revenons a la construction de & (m, n).

THEOREME. — Soient m, n deux entiers non négatifs. Il existe un couple
exact cohérent & (m, n) de dimension homologique sup (m, n) tel que :

dhy E(m, n)=m
dhy, wyHe(E(m, n))=n.
Démonstration. — Le couple & (m, 0) a ¢té construit dans 2.7. Si n>0,
soit s,. ..., s, unc suite reguliere propre dans & (m, 0). L’existence d'une

telle suite découle de 2.4. 11 est facile de constater, en analysant la preuve
de 2 4, que I'on peut prendre s,. . . .. s, de degrés positifs. Alors, on a :

I.HO(E(’". O))=I_H.(W')#H.(VV),
donc s,, . . .. s, est egalement reguliere propre dans H, (E (m, 0)).
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Construisons alors Z(m, 1)=2(m. 0)* a Tlaide de s=s,. puis
2(m, 2)=2 (m, 1)* al'aide de s=s,, etc. Alors, en vertu de 2.9 et 2. 10,
Z (m, n) est un couple exact cohérent de dimension homologique finie, tel
que dhy, E (m, n)=dhy. (E)=m. De plus, on a :

Hy(E(m, n))=H (W)/I1,. Ho (W),

et le raisonnement utilisé dans 2. 6 montre que

dhy, w)Ha«(E(m, n))=n.

Enfin,

dh& (m, n)=sup(m. n) (proposition I1.1.8). (J
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