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INVOLUTIVITÉ DES VARIÉTÉS
MICROCARACTÉRISTIQUES

PAR

MASAKI KASHIWARA et TERESA MONTEIRO FERNANDES (*), ( * * )

RÉSUMÉ. - Sur une variété analytique complexe de Poisson on démontre que l'intersection
d'une sous-variété involutive V avec rhypersurface des zéros d'une fonction holomorphe /
est involutive si le flot hamiltonien de/est tangent à V.

On applique ce résultat pour retrouver Finvolutivité des variétés microcaractéristiques
C^(^) et Cj^(^), M désignant un système microdifférentiel sur une variété complexe X et
A une sous-variété lisse involutive de T* X.

ABSTRACT. - We prove that thé intersection of an involutive subset V of a complexe
analytic Poisson manifold with thé zéros of a holomorphic function / is aiso involutive if
thé associated Hamiltonian vector field is tangent to V.

We apply this resuit to give a new proof of thé involutivity of thé microcharacteristic
varieties C^(^) and C\{Ji}, where M dénotes a microdifferential System on a complex
manifold X, and A is an involutive submanifold of T* X.

Introduction

Dans cet article on se propose de démontrer le résultat suivant :
(*) Si V est une sous-variété involutive d'une variété symplectique et si

/est une fonction dont le flot hamiltonien est tangent à V, alors V C\f~1 (0)
est aussi involutive.

(*) Texte reçu le 14 octobre 1985, révisé le 12 mars 1986.

(*) Partiellement subventionnée par FInstituto Nacional de Investigaçàs Cientifica et
Faculdade de Ciencias de Lisboa.
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394 M. KASHIWARA ET T. MONTbIRO-FERNANDES

Ayant en vue les applications on travaille ici dans le cadre plus général
des variétés munies d'une structure de Poisson. Ce sont des variétés
analytiques complexes dont l'anneau des fonctions holomorphes est muni
d'un crochet de Poisson, la 2-forme anti-symmétrique associée sur son
fibre cotangent n'étant pas nécessairement non dégénérée. La notion de
structure de Poisson remonte à Lie [L,S]. Une étude détaillée de ces
variétés a été faite par A. Weinstein dans son travail [W.A].

On établit ici les notions de variété de Poisson et on généralise dans ce
cadre le théorème déjà cité.

L'outil essentiel dans la démonstration de ce théorème est un résultat
dû à Hironaka [H] concernant l'existence de stratifications qui vérifient la
condition A y de Thom.

Comme application on démontre que la variété 1-microcaractéristique,
introduite par le deuxième auteur (cf. aussi Laurent [L]), est involutive;
pour cela on a besoin d'un résultat de Gabber [G] concernant l'involutivité
du support caractéristique.

Une deuxième conséquence du théorème ci-dessus est l'involutivité du
cône normal à une sous-variété involutive le long d'un sous-ensemble
analytique involutif d'une variété symplectique.

En particulier la variété microcaractéristique d'un module microdifféren-
tiel introduite par le premier auteur et P. Schapira ([K-S] 1.) est involutive.

Soit X une variété complexe et V une sous-variété involutive lisse de
T*X, le fibre cotangent à X. Alors le fibre normal TyCT^X) est plongé,
comme une hypersurface, dans la déformation normale (/^ de V. Pour
un système microdifférentiel M^ on définit d'abord Ch^(^), la variété
caractéristique par rapport à V, comme une sous-variété de V^y de sorte
que la variété 1-microcaractéristique C^(^) est obtenue comme l'intersec-
tion de Chy{jy) et Ty(T*X). L'involutivité de Ch^(^) résulte du
théorème de Gabber sur l'involutivité du support caractéristique.

L'involutivité de C^(^) en résulte et du fait que Ty(T*X) est l'hy-
persurface des zéros d'une fonction dont le flot hamiltonien est identi-
quement nul.

Finalement l'involutivité de la variété microcaractéristique Cy{^)
résulte, par la même méthode, de celle du support de M.

Ces deux applications ont aussi été démontrées par Y. Laurent [L] par
une méthode tout à fait différente.
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(*) Ce théorème est énoncé et démontré d'une forme plus générale dans
[K-K] Proposition 12. Mais cette formulation (et donc sa démonstration)
est fausse.

1. Variétés de Poisson

1.1. Soit X une variété analytique complexe et notons (Py le faisceau
des fonctions holomorphes sur X.

DÉFINITION 1.1.1. — Nous dirons que X est une variété de Poisson si X
est munie Sun homomorphisme C-bilinéaire {^^}'-^x®c^x~~^ ^x ^uz

satisfait les conditions suivantes :
(i) {/,^}=-{^/},

(ii) {/^}=/{^}+g{/,M,
(iii) {{f,g},h}^{{g,h]J}^{{h,f},g}^
On appelle {f,g} le crochet de Poisson de / et g. Voici quelques

exemples de variétés de Poisson :
Exemple 1.1.2. — Toute variété symplectique est une variété de Pois-

son. En particulier le fibre cotangent d'une variété lisse est muni d'une
structure de Poisson.

Exemple 1.1.3. — Soit g une algèbre de Lie de dimension finie sur C.
Alors son dual g* est muni d'une structure de Poisson par

{û,fc}=[û, fc] pour û,fceg.

Ici [ , ] est le commutateur qui provient de la structure d'algèbre de Lie,
les éléments de g étant regardés comme des fonctions linéaires sur g*.

Exemple 1.1.4. — Soit X=C11 avec les coordonnées z^ . . .,z^. Soient
û^(f ,y=l . . .n) des fonctions holomorphes sur X. Alors les relations
{z,, Zj} = a^j donnent une structure de Poisson sur X si et seulement si on
a les relations

(1.1.5) û,j; = — Ojf pour tout ij.
n r~ a a ,3 -i

( 1 . 1 . 6 ) ^ a,,—(û,t)+û, v—(ûk,)+ûfc—(û,,) =0.
v = l L ^v ^v ^v J
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396 M. KASHIWARA ET T. MONTEIRO-FERNANDES

En particulier, si n=2 alors, pour toute/e^, {z^z^}=-f définit sur X
une structure de Poisson.

DÉFINITION 1.1.7. — Soit X une variété de Poisson et /e^. On définit
le flot hamiltonien de f noté H^ par H^ (g) = {/, g }, pour tout g e (9^.

Par définition 1.1.1 (i) et (ii) H^ est une dérivation de (9^.

DÉFINITION 1.1.8. — Supposons X lisse. On note encore {^r,^} la
forme bilinéaire alternée sur le fibre cotangent T* X définie par :

{dg(x),dh(x)},={g,h}(x) pour g.heG^^.

Remarque. — La forme {"Ar,^}^ est bien définie car dh(x)^0 implique
H,(h)(x)^0.

DÉFINITION 1.1.9. — Soit X une variété de Poisson, V une sous-variété
de X et soit ^y Fidéal de définition de V. On dit que V est involutive (resp.
invariante) si {^y , ^y } c ^y (resp. { ̂ y, 0^} <= J y ) .

On note Reg V la partie lisse de V, c'est-à-dire, l'ensemble des points
x e V tels qu'il existe un voisinage W de x tel que V C\W soit une
sous-variété lisse de X.

La définition 1.1.8 entraîne aussitôt que, si X est lisse, V est involutive
(resp. invariante) si et seulement si pour tout xeReg V, on a

{(TyX)^(TyX)^}^Q (resp.{(7?^,7^L=0).

Ici T? X désigne le fibre conormal à V.
Observons que si V est une sous-variété invariante, V est naturellement

munie d'une structure de Poisson induite par celle de X.
Exemple 1.1.10. — Soit 9 une algèbre de Lie complexe de dimension

finie. Alors d'après l'exemple 1.1.3, g* est aussi muni d'une structure de
Poisson. Soit l) un sous-espace vectoriel de 9. Alors son orthogonal l)1 est
une sous-variété involutive (resp. invariante) dans g* si et seulement si l)
est une sous-algèbre de Lie de g (resp. un idéal de g). Supposons de plus
que g est l'algèbre de Lie d'un groupe de Lie complexe et connexe G.
Alors une sous-variété fermée de g* est invariante si et seulement si elle
est invariante par l'action co-adjointe de G sur g*.

On démontre facilement le lemme suivant :

LEMME 1.1.11. — Si ly est engendré par des fonctions /i, . . .,fi alors V
est involutive si et seulement si {fpfk } ^ l y pour tout j, k.
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Voici le résultat essentiel de ce paragraphe :

THÉORÈME 1.1.12. — Soit X une variété lisse de Poisson, V une sous-
variété involutive de X et fune fonction holomorphe sur X telle que H^ soit
tangent à V. Alors f^1 (0) H V est involutive.

Démonstration. — On utilisera le lemme suivant conséquence d'un résul-
tat de Hironaka (corollaire 1, p. 248 de [H]) :

LEMME 1.1.13. — Soit X une variété analytique complexe, V une sous-
variété de X etfe (9^. Soit VQ =/~1 (0) F} V. Alors il existe un sous-ensemble
S analytique fermé de VQ qui satisfait les conditions suivantes:

(i) VQ\S est lisse et dense dans VQ,
(ii) Si une suite x^ e Reg V tend vers un point XQ e VQ\S et T^ V 0 Ker

df (xj tend vers un sous-espace T de T^ X alors T => T^ VQ.
Pour démontrer le théorème 1.1.12 on peut supposer V irréductible.

De plus si / est identiquement nulle sur V le théorème est trivial et donc
on peut supposer que dim Vo==dïm V— 1.

Prenons S comme dans le lemme 1.1.13. Comme la condition d'involu-
tivité se vérifie sur un ouvert dense de VQ, plaçons nous dans un voisinage
d'un point XQ de VQ\S. Soit x^eRegV telle que X^-^-XQ et
T^Vnkerd/(^)-»-ï. D'après le lemme 1.1.13, T contient T^VQ et
donc T= T VQ car dimi==dim VQ. Par suite

[T^ V 0 KeTdf(x^={T^X)^Cdf(x,) ̂  (T^,X)^

Ici 1 désigne l'orthogonal. D'après les hypothèses on a

{ ( T^ X)^ + C df(x^ (7? X)^ + C df(x,) }^

= {(7? X)^ (7? X)^ }^+ {(7? X)^ C df(x,) }^0.

Q.E.D.

Le théorème 1.1.12 entraîne immédiatement :

COROLLAIRE 1.1.14. — Soit X une variété lisse de Poisson et soit fe(Px
telle que Hf soit identiquement nul. Soit V une sous-variété involutive de X.
Alors Vr^f'^W est involutive.
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398 M. KASHIWARA ET T. MONTEIRO-FERNANDES

1.2. Rappelons maintenant la notion de « cône normal » due à Whitney
[W]:

Soit X une variété analytique complexe et Y un sous-ensemble analytique
de X\ on note ?y le spectre analytique de ^/y^dez^c"* c ̂ [c,c~1]
où */y désigne l'idéal de définition de Y et ^=-C\ pour k <0. On appelle
Y^ la déformation normale de X le long de Y. Par définition, Yy est
construit comme suit :

La C^-algèbre s^\ se représente localement comme un quotient

Ay^^[Ti,...,Ti]/^

où ^[TI, .. ., TJ désigne Panneau des polynômes à coefficients holomor-
phes à ( variables et ^ est un idéal homogène localement de type fini de
^[TI,...,TJ.

Alors i^ est la variété des zéros de ï dans Xx C1.
Soit p la projection de Yy sur X, soit S un sous-ensemble de X. On

note Cy(S)=p~1 (S)\c~1 (0) H c~1 (0) et on rappelle cône normal à Y le
long de S. Ici c est regardée comme une fonction de 7y à valeurs dans C.

Soit maintenant X une variété âe Poisson et soit Y une sous-variété
lisse involutive de X. Alors Yy est naturellement munie d'une structure de
Poisson comme suit :

On a {^y,^y} c^y, donc pour tout m et ?, {^y'^y}.^''^"1.

On peut donc définir le crochet de Poisson de j2/y en posant
{ûc'^fcc'^^a, fcî^c"""^1 pour û€^y',b6^y et en le prolongeant
ensuite à s/y par bilinéarité. Par construction {c, j^y}=0. On définit
alors le crochet de €^ en prolongeant celui de s / y .

Exemple 1.1.15. — Soit A^C2" muni des coordonnées
(Xi. . . x^ ^ i . . . ̂ ). Avec le crochet de Poisson défini par les relations
{^^}=8^, {^» ,^}={^ ,^}=0, X est muni d'une structure symplecti-
que et donc c'est une variété de Poisson. Soit A la sous-variété
A={(x ,^ )€X; X i = . . . =^=^.n=.. . =^,=0} avec l^f^yi . Alors l'al-
gèbre ̂ \ est la sous-algèbre de (9^ [c,c~1] engendrée par c, x,c~1 , ^c~1

avec i ̂  l et ; > (.
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On note

_ ( x j C ~ 1 pour j^l,
3 [ Xj pour j>l,

^r
f .̂ pour j^l,
Ujc-1 pour j>i

On a A^ = C2 "+1 avec les coordonnées (c, ̂  . . . ?„ , T| i. . . r|n).
La structure de Poisson dans (9^ est donc définie par les relations :

' {c , r ,}={c , 'n ,}=0,
{î^ }=§,„,

{^nk}={^}=0.

1.3. Soit X une variété lisse de Poisson et soit Y une sous-variété
involutive lisse de X On a c'^O^Ty.Y. Comme ^=0, c'^O) est une
sous-variété invariante donc munie de la structure de Poisson induite. De
plus, on a par définition

{foP.goP}^:sc{f^}x Pour f.gçOy.

Grâce au corollaire 1.1.14 on a le théorème suivant:

THÉORÈME 1.3.1. — Soit S un sous-ensemble analytique involutif de X.
Alors Cy(S) est involutif dans Y^ [et donc involutif dans c~1 (0)].

Démonstration. — L'idéal de définition de/y"1 (S) est engendré par celui
de S; donc, d'après le lemme 1.11.11, il est fermé par le crochet de
Poisson. Par suite, p~1 (S)\c~1 (0) est involutif. Le théorème découle
alors du corollaire 1.1.14.

1.4. Supposons maintenant que X est une variété symplectique; si A
est une sous-variété lagrangienne lisse de X on peut identifier 7\ X le fibre
normal à A, au fibre T* A grâce à —H, où H est Fisomorphisme hamilto-
nien T*X-*TX associé à la 2-forme canonique de X. Notons a cette
forme. On a par définition :

pour tout xçX, r} e TXy Qe T* X^

cr,(Ti,^(e))=<e,n>.
BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DR FRANCE



400 M. KASHIWARA ET T. MONTEIRO-FERNANDES

On a alors :

PROPOSITION 1.4.1. — La structure de Poisson de T^X induite par celle
de Ay est égale, via — H , à la structure de Poisson de T* A associée à la
structure symplectique de T* A.

Démonstration. — Prenons des coordonnées locales (.?c,^)==(^i, . . .,x^,
Ci , . .., ̂ ) de sorte que l'on identifie A à la sous-variété de C2 n définie
par ^=0, et le crochet de Poisson sur X est comme dans l'exemple 1.1.15.

Grâce à - H on identifie fô, < t, dx » e F" A à (Ç, < r, S / S ^ » e 7\ X. Sur
A^ on a les coordonnées (c, r, x) avec ^=ct. Soient /, g e ̂ . Alors comme
on a vu dans l'exemple 1.1.15.

;^=V" ^^-i^u.êî 2^1^^ cbc.aj'

qui coïncide sur T^(T* X) avec le crochet de Poisson sur T* A.

2. Application aux variétés microcaractéristiques

Rappelons la construction des variétés microcaractéristiques associées à
un système microdifférentiel le long d'une sous-variété involutive.

2.1. Soit X une variété analytique complexe et soit T* X son fibre
cotangent. On note S\ le faisceau des opérateurs microdifférentiels de
Sato, Kawai et Kashiwara [S.K.K.], <^(w) le sous-faisceau des opérateurs
d'ordre inférieur ou égale à m et o^ le morphisme « symbole d'ordre m »
de S\ (m) dans O^Çm), le faisceau des fonctions holomorphes sur T* X,
homogènes de degré m.

Soit M un système microdifférentiel, c'est-à-dire, ^ est un (^-module
cohérent. On note Ch(^) et on appelle variété caractéristique de Ji le
support de J( dans T* X.

Soit A une sous-variété involutive lisse de T* X, le fibre cotangent privé
de la section nulle. On note ^A^/^^O)' ^(^IA^L ^\ Fidéal de
définition de A dans C^x et ^A=Un,^o</A (c/- [K-0]); ^A est un anneau
cohérent muni de la filtration par l'ordre ^i^^An^^^^^^A» avec I3

convention ^A^jr (w) P01111 w^O. On note gr(^A)=®m6Z< f (An ) / ( f <An - l )

l'anneau gradué associé. C'est un anneau commutatif cohérent et on a
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^^^^^(^^©mez^A^^A- Notons Ay^ par S avec la struc-
ture de Poisson donnée dans le paragraphe 1.

2.2. Soit ̂  un ^-module cohérent. Soit { j\\ ]kez une bonne filtration
de ^T, i.e., une filtration croissante de ^ par des (^((^-sous-modules
cohérents vérifiant

(i) ^r=u^,
(ii) ^y^k c ^k+n. pour tout m et fe,

(iii) ^y^k^^+m P0111' m^ et fc^>0,
(iv) ^^^^.^pourw^Oetk^O.
Soit gr(^') le gradué associé:

On note Ch^(^0=supp(^®^^gr^/') c X. On démontre par les
méthodes classiques (par exemple [K], [M-F]2.) que Ch^(^) ne dépend
pas de la bonne filtration. L'anneau Oy étant fidèlement plat sur gr ê\ et
en appliquant le théorème de Gabber [G] on obtient :

THÉORÈME 2.2.1. — Pour tout ê^-module cohérent ^T, Ch^ (^T) est
involutive.

Soit jy un ^-module cohérent. Prenons un ^^-sous-module cohérent
qui engendre J( en tant qu'un ^-module. On pose

Ch^MO=Ch^)

ce qui a un sens puisque Ch^ {M} ne dépend pas du choix de .̂ On
peut donc reformuler le théorème 2.2.1:

THÉORÈME 2.2.1. - Pour tout ^y-module cohérent M, Ch^(^) est
involutive.

Par définition la variété 1-microcaractéristique de Ji le long de A est le
sous-ensemble de 7\ (T* X) donné par (cf. [M-F]) :

Cj,(^)=supp^^®^^^^=c-1^

La variété microcaractéristique de M le long de A est donnée par (cf.
[K-S] 1)

CA(^)=C^(Ch(^)).

(Pour une étude approfondie voir aussi [S]).
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402 M. KASHIWARA ET T. MONTEIRO-FERNANDES

D'après les résultats précédents (corollaire 1.1.14, théorème 1.3.1. et
théorème 2.2.2.) on peut donc énoncer le théorème suivant:

THÉORÈME 2.2.3. — Les variétés C\ {M} et C^(^) sont involutives
dans T^(T*X).
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