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INVOLUTIVITE DES VARIETES
MICROCARACTERISTIQUES

PAR

Masaki KASHIWARA et TERessa MONTEIRO FERNANDES (*), (**)

RESUME. — Sur une variété analytique complexe de Poisson on démontre que I'intersection
d’une sous-variété involutive V avec I'hypersurface des zéros d’une fonction holomorphe f
est involutive si le flot hamiltonien de f est tangent a V.

On applique ce résultat pour retrouver I'involutivité des variétés microcaractéristiques
C,(#) et C\(H#), # désignant un systéme microdifférentiel sur une variété complexe X et
A une sous-variété lisse involutive de T* X.

ABSTRACT. — We prove that the intersection of an involutive subset V of a complexe
analytic Poisson manifold with the zeros of a holomorphic function f is also involutive if
the associated Hamiltonian vector field is tangent to V.

We apply this result to give a new proof of the involutivity of the microcharacteristic
varieties C,(#) and CA(4), where .# denotes a microdifferential system on a complex
manifold X, and A is an involutive submanifold of T X.

Introduction

Dans cet article on se propose de démontrer le résultat suivant:

(*) Si V est une sous-variété involutive d’une variété symplectique et si
fest une fonction dont le flot hamiltonien est tangent a V, alors V N\ ™! (0)
est aussi involutive.

(*) Texte regu le 14 octobre 1985, révisé le 12 mars 1986.
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394 M. KASHIWARA ET T. MONTEIRO-FERNANDES

Ayant en vue les applications on travaille ici dans le cadre plus général
des variétés munies d’une structure de Poisson. Ce sont des variétés
analytiques complexes dont I’anneau des fonctions holomorphes est muni
d’un crochet de Poisson, la 2-forme anti-symmeétrique associée sur son
fibré cotangent n’étant pas nécessairement non dégénérée. La notion de
structure de Poisson remonte a Lie [L,S]. Une étude détailliée de ces
variétés a été faite par A. Weinstein dans son travail [W.A].

On établit ici les notions de variété de Poisson et on généralise dans ce
cadre le théoréme déja cite.

L’outil essentiel dans la démonstration de ce théoréme est un résultat
di a Hironaka [H] concernant I’existence de stratifications qui vérifient la
condition A, de Thom.

Comme application on démontre que la variété 1-microcaractéristique,
introduite par le deuxiéme auteur (cf. aussi Laurent [L]), est involutive;
pour cela on a besoin d’un résultat de Gabber [G] concernant I'involutivité
du support caractéristique.

Une deuxiéme conséquence du théoréme ci-dessus est I'involutivité du
cone normal a une sous-variété involutive le long d’un sous-ensemble
analytique involutif d’une variété symplectique.

En particulier la variété microcaractéristique d’'un module microdifféren-
tiel introduite par le premier auteur et P. Schapira ([K-S] 1.) est involutive.

Soit X une variété complexe et V une sous-variété involutive lisse de
T* X, le fibré cotangent a X. Alors le fibré normal T, (T* X) est plongé,
comme une hypersurface, dans la déformation normale 17: de V. Pour
un systéme microdifférentiel .#, on définit d’abord Ch, (.#), la variété
caractéristique par rapport a ¥, comme une sous-variété de m de sorte
que la variété 1-microcaractéristique C;, (.#) est obtenue comme Iintersec-
tion de Ch,(#) et T,(T*X). Linvolutivit¢ de Ch, () résulte du
théoréme de Gabber sur l'involutivité du support caractéristique.

L’involutivité de CL () en résulte et du fait que T, (T*X) est I’hy-
persurface des zéros d’une fonction dont le flot hamiltonien est identi-
quement nul.

Finalement l'involutivité de la variété microcaractéristique C, ()
résulte, par la méme méthode, de celle du support de .#.

Ces deux applications ont aussi ét¢ démontrées par Y. Laurent [L] par
une méthode tout a fait différente.
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(*) Ce théoréme est énoncé et démontré d’une forme plus générale dans
[K-K] Proposition 12. Mais cette formulation (et donc sa démonstration)
est fausse.

1. Variétés de Poisson

1.1. Soit X une variété analytique complexe et notons @, le faisceau
des fonctions holomorphes sur X.

DEFINITION 1.1.1. — Nous dirons que X est une variété de Poisson si X
est munie d'un homomorphisme C-bilinéaire { ¢, % }: Ox ®¢c Ox = Oy qui
satisfait les conditions suivantes:

(i) {fg}=—{s&f}
(ll) {fg,h}=f{g,h}+g{f,h},
(i) {{fig}h}+{{gh}./}+{{hf},g}=0.

On appelle {f,g} le crochet de Poisson de f et g. Voici quelques
exemples de variétés de Poisson:

Exemple 1.1.2. — Toute variété symplectique est une variété de Pois-
son. En particulier le fibré cotangent d’une variété lisse est muni d’une
structure de Poisson.

Exemple 1.1.3. — Soit g une algébre de Lie de dimension finie sur C.
Alors son dual g* est muni d’une structure de Poisson par

{a,b}=]a, b] pour a,beg.

Ici [ , ] est le commutateur qui provient de la structure d’algébre de Lie,
les éléments de g étant regardés comme des fonctions linéaires sur g*.

Exemple 1.1.4. — Soit X=C" avec les coordonnées z,, . . ., z,. Soient
a;(i,j=1...n) des fonctions holomorphes sur X. Alors les relations
{z,z;} =a;; donnent une structure de Poisson sur X si et seulement si on
a les relations

(1.1.5) a;=—a; pourtout i,j.

. 0 Iej 5,
1 . l . 6 "v I i v " ' v
( ) \:Ll [a 6zv(aﬁ) @ 0z @) +a, 0z

(aij)] =0.

v v
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En particulier, si n=2 alors, pour toute fe 0y, {z,,z, } =f définit sur X
une structure de Poisson.

DEFINITION 1.1.7. — Soit X une variété de Poisson et fe Oy. On définit
le flot hamiltonien de f, noté H, par H;(g)={f,g}, pour tout ge Oy.

Par définition 1.1.1 (i) et (ii) H, est une derivation de Oy.

DEFINITION 1.1.8. — Supposons X lisse. On note encore {¥, %} la
forme bilinéaire alternée sur le fibré cotangent T* X définie par :

{dg(x),dh(x)},={g h}(x) pour g helOy ..

Remarque. — La forme { %, % } . est bien définie car dh(x)=0 implique
H,(h)(x)=0.

DEFINITION 1.1.9. — Soit X une variété de Poisson, V une sous-variété
de X et soit S, lidéal de définition de V. On dit que V est involutive (resp.
invariante) si { £, %, } c F, (resp. { £y, 05} = F)).

On note Reg V la partie lisse de V, c’est-a-dire, 'ensemble des points
xeV tels qu’il existe un voisinage W de x tel que VN W soit une
sous-variété lisse de X.

La définition 1. 1.8 entraine aussitot que, si X est lisse, V est involutive
(resp. invariante) si et seulement si pour tout xeReg V, on a

{T3X), (TS X),},=0  (resp. {(T3 X),, Tt X},=0).

Ici T} X désigne le fibré conormal a V.

Observons que si V est une sous-variété invariante, V est naturellement
munie d’une structure de Poisson induite par celle de X.

Exemple 1.1.10. — Soit g une algébre de Lie complexe de dimension
finie. Alors d’aprés I’exemple 1.1.3, g* est aussi muni d’une structure de
Poisson. Soit ) un sous-espace vectoriel de g. Alors son orthogonal b est
une sous-variété involutive (resp. invariante) dans g* si et seulement si b
est une sous-algebre de Lie de g (resp. un idéal de g). Supposons de plus
que g est lalgébre de Lie d’un groupe de Lie complexe et connexe G.
Alors une sous-variété fermée de g* est invariante si et seulement si elle
est invariante par I’action co-adjointe de G sur g*.

On démontre facilement le lemme suivant:

LemMmE 1.1.11. — Si I, est engendré par des fonctions f,, . . ., f, alors V
est involutive si et seulement si { f;, f, } €1, pour tout j, k.
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Voici le résultat essentiel de ce paragraphe:

THEOREME 1.1.12. — Soit X une variété lisse de Poisson, V une sous-
variété involutive de X et f une fonction holomorphe sur X telle que H soit
tangent a V. Alors f~1(0) N\ V est involutive.

Démonstration. — On utilisera le lemme suivant conséquence d’un résul-
tat de Hironaka (corollaire 1, p. 248 de [H)):

LemMME 1.1.13. — Soit X une variété analytique complexe, V une sous-
variété de X et fe Oy. Soit Vo=f"1(0) N\ V. Alors il existe un sous-ensemble
S analytique fermé de V, qui satisfait les conditions suivantes:

(1) Vo\S est lisse et dense dans V.,

(i) Si une suite x,cRegV tend vers un point x,e Vo\S et T, V N Ker
df (x,) tend vers un sous-espace 1 de T, X alors 1> T, V.

Pour démontrer le théoréme 1.1.12 on peut supposer V irréductible.
De plus si f est identiquement nulle sur V le théoréeme est trivial et donc
on peut supposer que dim V,=dim V—1.

Prenons S comme dans le lemme 1. 1. 13. Comme la condition d’involu-
tivité se vérifie sur un ouvert dense de V,, plagons nous dans un voisinage
d’'un point x, de Vy,\S. Soit x,eRegV telle que x,—>x, et
T, V Nkerdf(x,) = 1. Daprés le lemme 1.1.13, t contient T, V, et
donc 1=T, V, car dimt=dim V. Par suite

[T,, VN Kerdf (x,)]* =(T} X),, +Cdf(x,) = (T}, X,
Ici L désigne 'orthogonal. D’aprés les hypothéses on a

{(T¥ X),,,+Cdf(x,), (T} X),,, +Cdf(x,) },
={(T¥ X, (T} X), } 5, + {(T¥ X),,, Cdf(x,) },=0.

Q.E.D.

Le théoréme 1.1.12 entraine immédiatement :

CoroLLAIRE 1.1.14. — Soit X une variété lisse de Poisson et soit fe Oy
telle que H soit identiquement nul. Soit V une sous-variété involutive de X.
Alors V N\ f~1(0) est involutive.
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1.2. Rappelons maintenant la notion de « cone normal » due @ Whitney
[W]:

Soit X une variété analytique complexe et Y un sous-ensemble analytique
de X; on note Y, le spectre analytique de o/ y=@®, ., FXc™* < Oylc,c 7]
ol .fy désigne I'idéal de définition de Y et S¥=C% pour k<0. On appelle
Yx la déformation normale de X le long de Y. Par définition, Y, est
construit comme suit:

La 0y-algebre o, se représente localement comme un quotient

Ay=0x[Ty, ..., T)S

ot Oy [T,, ..., T, désigne 'anneau des polynomes a coefficients holomor-
phes a [ variables et # est un idéal homogéne localement de type fini de
Ox[T,, ..., T)

Alors }7;( est la variété des zéros de I dans X x C.

Soit p la projection de ﬂ sur X, soit S un sous-ensemble de X. On
note Cy(S)=p T (S)N\c_ 1(0) Nc*(0) et on I'appelle cone normal a Y le
long de S. Ici ¢ est regardée comme une fonction de Yy a valeurs dans C.

. . cr,r ® . . cr e

Soit maintenant X une variété de Poisson et soit Y une sous-variété

lisse involutive de X. Alors Y, est naturellement munie d’une structure de
Poisson comme suit:

On a {4,,#,} c 5,, donc pour tout m et I, { I, £}, } F7 7L

On peut donc définir le crochet de Poisson de &/, en posant
{ac™™ bc™'}={a, b}xc™™ '*! pour ac S}, bef et en le prolongeant
ensuite a &/, par bilinéarité. Par construction {c, &/y}=0. On définit
alors le crochet de (' en prolongeant celui de /.

Exemple 1.1.15. — Soit X=C?" muni des coordonnées
(xy.-.%x58;...&,). Avec le crochet de Poisson défini par les relations
{8 x;}=8;, {x,x;}={&,&;}=0, X est muni d’une structure symplecti-
que et donc c’est une variété de Poisson. Soit A la sous-variété
A={(x,8)eX; x,=...=x,=F,,,=...=E,=0} avec 1 <I<n. Alors I'al-
gebre o/, est la sous-algébre de Oy [c,c™!] engendrée par ¢, x;c”', §;¢c™*
aveci<letj>l
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INVOLUTIVITE DES VARIETES MICROCARACTERISTIQUES 399

On note

xje”! pour j<lI,
X; pour j>I,

= E; pour j<l,
g pour j>I

On a Ay=C2"*! avec les coordonnées (c,t;. . .1, N;- - -N,)-
La structure de Poisson dans ¢, , est donc définie par les relations:

{cstj}={c’nj}=0’
{T‘j’tk}"—"ajk’
{npn}={tpti}=0.

1.3. Soit X une variété lisse de Poisson et soit Y une sous-variété
involutive lisse de X. On a ¢~ !(0)~T, X. Comme H_=0, ¢~ !(0) est une
sous-variété invariante donc munie de la structure de Poisson induite. De
plus, on a par définition

{fop,gop}y,=c{f.g}x pour fgely.

Grace au corollaire 1.1. 14 on a le théoréme suivant:

THEOREME 1.3.1. — Soit S un sous-ensemble analytique involutif de X.
Alors Cy (S) est involutif dans Yy [et donc involutif dans ¢~ * (0)).

Démonstration. — L’idéal de définition de p~* (S) est engendré par celui
de S; donc, d’aprés le lemme 1.11.11, il est fermé par le crochet de
Poisson. Par suite, p~ 1 (S)\c ! (0) est involutif. Le théoréme découle

alors du corollaire 1.1. 14.

1.4. Supposons maintenant que X est une variété symplectique; si A
est une sous-variété lagrangienne lisse de X on peut identifier T, X le fibré
normal a A, au fibré T* A grace a — H, ou H est 'isomorphisme hamilto-
nien T X — TX associé¢ a la 2-forme canonique de X. Notons o cette
forme. On a par définition:

pour tout xe X, neTX,, 0e T* X,

o.(n, H(8))=(6,n).
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On a alors:

PropPosITION 1.4.1. — La structure de Poisson de T, X induite par celle
de Ay est égale, via —H, a la structure de Poisson de T* A associée a la
structure symplectique de T* A.

Démonstration. — Prenons des coordonnées locales (x, E)=(x,, . . ., X,,
£, ..., E,) de sorte que I'on identifie A a la sous-variété de C2" définie
par £=0, et le crochet de Poisson sur X est comme dans I’exemple 1.1. 15.

Grace a —H on identifie (€, {(t,dx>)e T*A a (§,<t,0/0E))e T, X. Sur
K} on a les coordonnées (c, t, x) avec § =ct. Soient f,geC},. Alors comme
on a vu dans I'’exemple 1.1.15.

_yr (HE_HE
{fe}=%1, <at,~ ox;  ox; 3t.~>’

qui coincide sur T, (T* X) avec le crochet de Poisson sur T* A.

2. Application aux variétés microcaractéristiques

Rappelons la construction des variétés microcaractéristiques associées a
un systéme microdifférentiel le long d’une sous-variété involutive.

2.1. Soit X une variété analytique complexe et soit T* X son fibré
cotangent. On note &, le faisceau des opérateurs microdifférentiels de
Sato, Kawai et Kashiwara [S.K.K.], &y (m) le sous-faisceau des opérateurs
d’ordre inférieur ou égale a m et o,, le morphisme « symbole d’ordre m »
de &y (m) dans Or.,(m), le faisceau des fonctions holomorphes sur T* X,
homogénes de degré m.

Soit .# un systeme microdifférentiel, c’est-a-dire, .# est un &4-module
cohérent. On note Ch(.#) et on appelle variété caractéristique de .# le
support de .# dans T* X.

Soit A une sous-variété involutive lisse de T* X, le fibré cotangent privé
de la section nulle. On note #,={pedy(1), o,(p)|]x=0}, F, l'idéal de
définition de A dans Cr.y et Ex=Upz0 5~ (¢f- [K-O]); &, est un anneau
cohérent muni de la filtration par I'ordre £ =&, N &y (m)= #7, avec la
convention #2=&y (m) pour m<0. On note gr(&,)=@,,.z &/~ 1
I'anneau gradué associé. C'est un anneau commutatif cohérent et on a
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Orex ®ore 0 8 (EA) =D, . 7 SR = . Notons K:; par X avec la struc-
ture de Poisson donnée dans le paragraphe 1.

2.2. Soit 4" un & ,-module cohérent. Soit { A", }, ., une bonne filtration
de A7, i.e., une filtration croissante de A~ par des &y (0)-sous-modules
cohérents vérifiant

(i) /' =UAN,
(i) &M N, = A, POUT tout m et k,
(i) EM N =N om POUr m=0et k>0,
(iv) &P N =N 4m POur m<O0 et k <0.
Soit gr(A4") le gradué associé:
On note Ch,(A)=supp(Oz ®,, 4,8 H) = X. On démontre par les
meéthodes classiques (par exemple [K], [M-F]2.) que Ch, (.4") ne dépend

pas de la bonne filtration. L’anneau Oy étant fidélement plat sur gr &, et
en appliquant le théoréme de Gabber [G] on obtient:

THEOREME 2.2.1. — Pour tout &,-module cohérent A", Ch, (A") est
involutive.

Soit .# un &y-module cohérent. Prenons un & ,-sous-module cohérent
qui engendre 4 en tant qu'un &,-module. On pose

Ch, (#)=Ch,(A)
ce qui a un sens puisque Ch, (.#) ne dépend pas du choix de A4". On
peut donc reformuler le théoréme 2.2.1:

THEOREME 2.2.1. — Pour tout &x-module cohérent #, Ch, (M) est
involutive.

Par définition la variété 1-microcaractéristique de .# le long de A est le
sous-ensemble de T, (T* X) donné par (cf. [M-F)):

gr(A)

C}\(J”)=S“PP((9I®wAm

>=c"(0)ﬂChA(./{).

La variété microcaractéristique de .# le long de A est donnée par (cf.
[K-8]1)

Ca (M) =C,(Ch(A)).
(Pour une étude approfondie voir aussi [S]).
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D’aprés les résultats précédents (corollaire 1.1. 14, théoréme 1.3.1. et
théoréme 2.2.2.) on peut donc énoncer le théoréme suivant:

THEOREME 2.2.3. — Les variétés C) (M) et C,(#) sont involutives

dans T, (T* X).
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