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DÉVELOPPEMENT EN BASE 6
RÉPARTITION MODULO UN DE LA SUITE (xQ^o

LANGAGES CODES ET e-SHIFT
PAR

ANNE BERTRAND-MATHIS (*)

RÉSUMÉ. — Nous montrons que lorsque 6 est un nombre de Pisot de degré s, l'on peut
munir le tore FI* d'un endomorphisme linéaire qui fait du tore un facteur, par une application
continue, du 9-shift; nous appliquons ce qui précède à l'étude de la répartition module un
de la suite (x9"), ̂ o.

Nous montrons que dans le cas général le 6-shift est un système dynamique symbolique
codé et nous étudions quelques-unes de ses propriétés.

ABSTRACT. — We prove that when 9 is a Pisot number of degree s, we may endow thé
torus IT with a linear endomorphism, so that thé torus is a factor. by a continuous
application, of thé 6-shift. We apply thé above to thé study of thé repartition module one
of thé séquence (x9"),.^o.

We prove that in thé général case, thé 6-shift is a coded symbolic dynamic System and we
study a few of its properties.

I. Notations

DÉVELOPPEMENTS EN BASE 6

Nous désignerons par [t] et { r } les parties entière et fractionnaire d'un
nombre réel r; || r |[ désignera la distance à l'entier le plus proche.

DÉFINITION 1 (Rényi). — Soit 6 un nombre réel strictement supérieur à
1; tout nombre réel x s'écrit de façon unique sous la forme :

jC=£Q-(--l4- . . . +-"+ . . .e e"

(') Texte reçu le 12 février 1985, révisé le 9 avril 1986.
Anne BERTRAND-MATHIS, Université de Bordcaux-I. Mathématiques et Informatique.
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272 A. BERTRAND-MATHIS

où e;6Z, 0^6f<9 pour tout f^ 1 avec les conditions équivalentes :
i. vn^o^o^/e^i/e"
2. (e^)n^o est définie par la relation de récurrence

EO=M> ^^{x}

£^i=[9rJ, r^={er,}.

Nous dirons alors que la suite (£n)»^o est 1e développement en base 6, où
6-développement du nombre x et nous écrirons :

X==£o» ÊI» 6^ ...

On trouvera dans Rényi [1] et Parry [2] des détails sur cette question.
Étant donné deux suites (fco^i . • • ) et (CoCi . . .) nous dirons que pour

l'ordre lexicographique

bnb. . . . <CnCi ...[jo^i . . . -^co^i

s'il existe un entier p^O tel que

fco. • . bp,t=Co. . . Cp.i
^<^.

Fixons 6 strictement supérieur à 1 mais n'appartenant pas à N, et soit
(ûo, ûi, û2 . . . ) son 6 développement (1).

Soit A l'alphabet {0, 1, . . .,[9]} muni de la topologie discrète et soit
A^ l'ensemble des suites (e^)n^ i sur A muni du shift T :

T^e)^ avec e;,=en+r

DÉFINITION II. — Nous appellerons 9-shift unilatéral R le sous-espace
fermé T invariant de A^9 formé des suites e telles que

V/?^0, 'Pe^ûoûl . . .).

(') Nous poserons pour simplifier les écritures

(ûo ûi ....)= (ûoûi . . . ÛA-i(ût-l)ûo ûi . . .)

lorsque (ûo . , • • • ) = (ûo • • ^ 00 • • • ) avcc ̂  ̂  0» et ^o û, ... ) = (ûo û, . .. )
lorsque (ûo û, . . . ) ne finit pas par des zéros.
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DEVELOPPEMENTS EN BASE 6 273

Nous appellerons 6-shift bilatéral X son extension naturelle, c'est-à-dire
l'ensemble des suites (^n)nei ^l^s que

VpeZ, (e^.n...)<(ûoûi ...).

Nous appellerons mot admissible en base 6 un mot figurant dans une
suite de X. Un mot CQ . .. €„ est admissible en base 9 si et seulement si

C o . . . c^ûo. . . ̂

Ci. . .c^ao.. .û,

^n^ûo.

Nous appellerons cylindre de X (resp.^) les ensembles de la forme

[ b , . . . ^{ee^resp.^; e^ . . . e^=fr, . . . fc,},

qui fournissent une base de voisinage de X (ou X). Nous munissons X de
la distance usuelle

à (OCn)n ï 0. (yn)n ï o) = £n ̂  0 (̂ n ->n)/(21')-

Étant donné un élément e=(£n)n^i d® -^ nous appellerons e=(Cn)n€2
l'élément e de X tel que

Vn^O, £^=0

Vn^l, £^=c,.

Étant donné une mesure p T-invariante sur ^ nous noterons P son
extension naturelle à X.

L'ensemble X des suites £=(Cn)n^ i ^1^ q^il existe un nombre réel x
appartenant à [0,1[ dont le 6-développement est

x=0, c, e^ • • •

est égal à X privé des éléments suivants :
— si la suite (ûoûi . . . ne se termine pas par des zéros, il faut enlever

les suites e pour lesquelles il existe un entier p tel que

Te^ûoûl . . . )

X est l'ensemble des suites telles que V/? 'PE^ÛQÛI a^ . . . ).
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274 A. BERTRAND-MATHIS

— Si la suite (ûo . . . a^ . . . ) est de la forme

GO .. . ûk 000 . . . où ûjk est non nul

il faut enlever les suites e telles qu'il existe un entier p avec :

r^ûo. . . ûk-i(ûk-i)ûo- • ûk-i(ûk-l)...

un peu comme en base 10 on choisit parfois les développements des
nombres décimaux se terminant par des zéros; X est T-invariant et sa
fermeture est X. Nous noterons X son extension naturelle.

Notons que si 9=(ûo, ûi, a^ . . .), la suite (0, ûo, a^ . . .) n'est pas un
développement car l=(ao|Q)+(a^/Q2)+ . . . admet (1 ,000 . . . ) pour 9
développement.

Soit p la bijection de [0,1[ dans X qui à un nombre réel x admettant
pour 9-développement (0, e^ e^ . . . ) associe £=(£i £2 • • • ) et solt P l'appli-
cation de [0,1[ dans X qui au même nombre x associe e.

Soit T l'application de [0,1[ dans lui-même : x -^ {6x}. Alors

p o T=T°p.

Il existe [1] une unique mesure probabiliste T-in variante Ue sur l^ ^
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue; la mesure
He==p(Ae) est T-invariante et c'est la mesure d'entropie maximale portée
par le 9-shift.

Remarquons que tout sous-shift Y (ensemble fermé T-invariant) de A^
défini par la relation :

Sue^, ueY ^ ^nTnu<v

est, d'après les travaux de Parry [2], un 9-shift.

LANGAGES ET CODES

Soit A* l'ensemble des mots sur un alphabet A', c'est un monoïde muni
de la concaténation. Nous dirons qu'un mot a est facteur (resp. facteur
gauche) d'un mot b s'il existe des mots d et d1 (resp. un mot d ' ) avec
b = dad' ( resp. b = ad').

Nous appellerons langage une partie de A* et nous noterons F(L)
l'ensemble des facteurs des mots sur A. Le langage L est dit factoriel s'il
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DEVELOPPEMENTS EN BASE 6 275

contient tous ses facteurs. Il est dit prolongeable si pour tout mot a de L
il existe deux mots non vides d et d' sur A tels que dad' appartienne encore
à L. Il est dit transitif si pour tous mots w et y de L il existe uçA* tel
que vuw appartienne à L.

Nous appellerons sous-shift associé au langage L le sous-ensemble de
A^ formé des suites (b^^j. d^ tous les blocs ^ .. . b^p appartiennent
à F(L), muni de la transformation T: T ((?„)„ g 2 ==(^+1)^2. Les mots de
F(L) seront dits mots admissibles pour le sous-shift.

Nous appellerons code préfixe une partie X de A* qui engendre un
sous-monoïde libre de A* (tout mot de X* admet une décomposition
unique en mots de X) telle qu'aucun mot de X ne soit facteur gauche d'un
autre mot de X.

Nous appellerons sous-shift codé de A2- un sous-shift associé au langage
M* où M est un code préfixe.

Étant donné un langage La A* nous appellerons relation d'équivalence
syntaxique sur A* la relation définie par

a^-a o Vc, dçA*, cadçL <s» cadçL.

Cette relation est compatible avec la concaténation et nous appellerons
monoïde syntaxique M^ le monoïde quotient de A* par la relation; nous
appellerons morphisme syntaxique <D^ la surjection canonique de A*
sur M^.

Nous dirons qu'un langage est rationnel si son monoïde syntaxique est
fini.

Nous dirons qu'un sous-shift est sofique s'il est associé à un langage
rationnel factoriel (c'est-à-dire contenant tous ses facteurs) prolongeable.

Nous appellerons rayon de convergence p^ du code M, le rayon de
convergence de la série ^^o'î ^H^"}^ et nous appellerons rayon de
convergence de M* le rayon de convergence p ^ * de la série
L.^01} M* U^" ;;:"(' B désignant le cardinal d'un ensemble B).

CONVERGENCE MODULO UN

Soit T le tore et soit u un point de T; nous dirons qu'une série réelle
^n)nez converge module un vers u si

^n-oc.^JIŒ;;.-^)^!!^0
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276 A. BERTRAND-MATHIS

et nous écrirons alors

2jk e 2. mod. 1 ^k == u'

Nous ferons une convention analogue en ce qui concerne les tores T*.

MESURE ASSOCIÉE A UNE SUITE (nous entendrons par mesure une mesure
borélienne positive de masse 1)

Étant donné un espace métrique E et une suite (u^o sur £, nous
dirons que la mesure p est associée à la suite (^)n^o suivant l'ensemble S
s'il existe un sous-ensemble infini S tel que pour toute fonction continue /
de £ dans R

lim^„,sl[/0<l)+ ... +/(M=H(/)n

et nous dirons que la suite (u,),^o est p-répartie si l'on peut prendre S = M.
Lorsque £ est un tore nous dirons qu'une suite sur le tore est équirépartie

module un si elle est répartie selon la mesure de Lebesgue.

IL Énoncé des résultats

Dans tout ce paragraphe, 6 désignera un nombre réel strictement supé-
rieur à 1 dont la nature arithmétique sera précisée s'il en est besoin, et
(ûo, û, Û2 . .. ) désignera son 6-développement.

DÉFINITION II (Parry). — Nous appellerons ^-nombre (resp. ^-nombre
simple) les nombres 6 dont le 6-développement est périodique après un
certain rang (resp. se termine par des zéros).

THÉORÈME I. ( 1 ) — Soit 6 un nombre réel strictement supérieur à 1,
(ûç, ûiû^ . . .) son développement en baseQ; le Q-shift X est le sous-shift
associé au langage codé F (M*) où M désigne le code préfixe défini comme
suit :

M={ûo . . . a^i: O^Kû^p ^4-1=0, 1 ,2 . . . }

où ûo . .. û^ désigne le mot vide quand k+ 1 =0. Ainsi

M=={0, l , . . . ,ûo-^ûo0, ûol,...ûoûi-l); ûoûi0,... }

( l) Takahashi ( [18)) a, dans un autre langage, montré la première assertion du Théorème
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DEVELOPPEMENTS EN BASE 6 277

Ce code comprend a^ mots de longueur k 4-1 et est fini si et seulement si
Q est un ^-nombre simple.
Le rayon de convergence?^ est strictement supérieur à pj^. et pj^,= 1/9.

Le 6-shift forme un système sofîque si et seulement si 9 est un ^-nombre.
Ce théorème permet de prouver de façon immédiate un résultat classique

([3], [4]) :

COROLLAIRE. — Le 6-shift forme un processus de Markov si et seulement
si 6 est un Ç-nombre simple.

Parry [2] a montré que les P nombres sont des nombres algébriques
dont tous les conjugués sont de module inférieur à 2, et que l'ensemble
des P nombres est dense dans [1, oo[; comme l'ensemble des nombres de
Pisot est fermé, ces ensembles ne coïncident pas; on peut se demander si
l'ensemble des P nombres est la réunion des ensembles des nombres de
Pisot et Salem et si alors tout élément du corps d'un P nombre admet un
développement périodique après un certain rang; (Klaus, Schmidt [10] a
donné une autre démonstration du théorème 4 et a montré que si les
nombres de Q (9) ont tous un 9-développement périodique après un certain
rang alors 9 est un nombre de Pisot ou de Salem).

Nous dirons qu'un système (X, d, T) ou X est un espace métrique muni
d'une distance à et T une transformation continu de X dans lui-même
possède la propriété de spécification si pour tout e>0 il existe M(e) tel
que pour tout k ̂ 2, pour tout /c-uplet de points Xi . . . x^ de X, pour tous
les entiers

m^^n^<m^^n^< . . . <n,,^n^ avec m , — n , _ i ^ M ( c )

pour f=2, . . ., k et pour tout entier p avec p^M(e)-h^-Wi, il existe
un point x de X de période p tel que d(Tsx, 7'x,)^E pour w.^s^n,,
Ki^fe.

Cela signifie qu'étant donné k morceaux d'orbites, on peut les approcher
par une orbite périodique pourvu qu'on aie assez de temps pour aller d'un
morceau à l'autre, le temps en question étant indépendant des morceaux
d'orbites, et en particulier de leur longueur.

Nous dirons qu'une mesure ^ T-invariante sur un sous-shift est homo-
gène au sens de Bowen s'il existe une constante K et un entier p tels que
pour tout n, pour tous cylindres admissibles [x, . . . x^p]° et [1-1 . . . vj°

K^...x^]°^Lvi...^]°.
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278 A. BERTRAND-MATHIS

Le résultat suivant est inspiré de Sigmund [7] ( i) :

THÉORÈME II. — Soit 6 un nombre strictement supérieur à 1,
(ûo, ûi Û2 • • • ) son ^'développement, Les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. 3fc€^,û^i...û^,-i=0=>û,^0
ou bien

la suite (ûn)n^o se termine par des zéros (il s agit alors d'un ^-nombre
simple).

2. Le Q-shift possède la propriété de spécification.
3. La mesure de Parry Rényi ^ est homogène au sens de Bowen et il

existe une constante c telle que pour tout mot admissible Ci . . . c,,

H([ci...cj°)^-
y

Étant donné un alphabet A nous appellerons automate sur A la donné
(Q. ̂  Ï) d^" ensemble dénombrable d'états Ç, d'une application
^\QxA-^Q qui se prolonge immédiatement à Q x A* (^(q,ab)=^i
(4/(q, û), b) et d'un élément poubelle q de Q tel que

Vu 6.4*, \l/(ç, u)=^.

L'ensemble des mots u tels que {^f(q, u)\ q^Q} ne se réduit pas à q est
dit langage reconnu par l'automate.

Nous dirons qu'un système codé est synchronisant s'il existe un automate
(Ç, \(/, q) reconnaissant le langage associé au système et un mot u tel que
Q (u) soit fini mais non réduit à q [5].

Soient B et C deux ensembles dénombrables, soient (B2, H, T) et
(C2, v, T) deux ststèmes dynamiques. Nous dirons que ces systèmes sont
finitairement isomorphes s'il existe des sous-ensembles mesurables B^ et
Ci de B1 et C2, de mesure 1, et une application / bijective et bicontinue
de BI sur Ci commutant aux applications Têt telle que/(p)=v.

Remarquons que la continuité en y signifie qu'il existe n=n(y) tel que

L^...vJ==l^...^J => (/O'))o=(/00)o.

Nous appellerons processus de Bernoulli tout système de la forme
{A1, p, T) où (i est la mesure produit sur Aî• d'une mesure m sur A.

( ï ) Sigmund a montre que 1 . implique 2. cl 3.
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DEVELOPPEMENTS EN BASE 6 279

THÉORÈME III. — Soit 6 un nombre réel strictement supérieur à 1,
(ûo» ^\ Û2 • • • ) soyl ^-développement. Les propositions non .4 et B sont
équivalentes et entraînent la proposition C :

(A) Tout mot admissible en base 6 apparaît une infinité de fois dans la
suite (û^o.

(B) Le 9-shift est un système synchronisant.
(C) Le 6-shift est fmitairement isomorphe à un système de Bernoulli et la

mesure de Parry^ coïncide avec la mesure synchronisante (1).
Soit W^ l'ensemble des mots de longueur n admissibles pour le 6-shift, et

soit w^ son cardinal; soit ?„ l'ensemble des mots périodiques de longueur n,
c'est-à-dire des mots q^ . . . q^ tels que q ^ . . . q^q^ . . . q^q^ . . . q^ q^ est
admissible, quel que soit le nombre de répétitions de q ^ . . . q^ — ainsi si
e^e+1, 01010101 est dans Pg - et soit/?.. son cardinal; soit (:„ l'ensem-
ble des mots de la forme c = ab . . . l où û, f c , . . . l sont des mots du code;
nous les appellerons des messages, et ils sont tous admissibles en base 6,
et font partie de ?„; soit c^ le cardinal de €'„.

Soit 6 un P-nombre simple : 6 = ûç -h . . . -h a^Q11.
Le sous-shift associé à 6 est Markovien d'ordre fc; soit M la matrice

associée; pour tous mots u = U o . . . i ^ et r= i ;o . . . i ^ admissibles de
longueur k

^,,=1 si Vç . . . U A - I = U I . . . Ut
et si UQ . . . u^ v^ est admissible

^{^ = 0 sinon.

II est classique [8] que

A,=Tr^".

THÉORÈME IV. — 1. Soit 6 un nombre strictement supérieur à 1,
(ûQÛi Û2 . . . ) son développement en base 6.

Alors €•„ est le terme en Y" du développement en série de la fonction

l-(ûoy+ûly2+...+û,y"+l+...)

(*) Nous renvoyons à (5] pour l'étude des mesures synchronisantes: dans tous les cas la
mesure 4, est la mesure d'entropie Log ô définie par le code M.
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280 A. BERTRAND-MATHIS

et il existe une constante H et une série entière ^^o^n^* de rayon
strictement supérieur à 1/9 telles que

c,=HQ"^d,
et c, et HQ" sont équivalents au voisinage de F in fini. De plus avec la
convention CQ == 1 :

^n^n+ûl^-l+^C^-h . . . +feû,^-^i+ . . . -KM- \)a,_, Co

et il existe une constante J telle que

lim,^^=J

enfin si 6 n'est pas un (i nombre simple :

v^=C„+C„_l-^. . . -^Co

si 9 est un ^-nombre simple : 9=ûo+ • • • -HÛ^) er 5! M ^r supérieur ou
égal à k :

^ n = ^ + - - . + ^ - t - r

et dans les deux cas il existe une constante L telle que

••"•-.^-'-
(il est d'ailleurs classique que F entropie topologique \im^^^(LogwJn) du
6-shifî est égale à LogO).

2. Soit Q un ^'nombre simple: 8=ûo+ . . . -hû^/O*; soir
RW^^-ûo^-.. .-û^, 01=6,^...^ les racines de R(X),
r i= 1, r^ . . . r^ leur multiplicité, soit B F ensemble des valeurs propres de
M: alors

B={X, ... ̂ } oubien B={0, ?ip . ..,^}

^=Tr^r

^=ôn^+Z^,^(<nr•-- l+<.^nr.-2+...+^,

ou /es termes c{. sont tous différents de 0.
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DEVELOPPEMENTS EN BASE 6 281

w^ s'écrit de même

^=enH-}+£:=^?«.^-l+...-^w•,),

avec des coefficients w^ non-nuls sauf peut-être si ^ est racine (fc+2)° de
Tunité.

Le nombre c,, et w,, s'écrivent de façon analogue lorsque 6 est un
P-nombre quelconque :

A a\ am am^^e^o^-h... +-îï+-nLLl+...e o" (r-^
. ^ m - t - f ^m-H . , ^m-t-f . ^m-t-i-H .

ûw-»-^ ûw+f-H ' • • • ' ûm+2< ûm+21+1 ' • • •

Le polynôme ^ (X) est alors

^W=^+l-(ûo;^l+<+... +^+û,^-l+... +û,,,)
-(^^-(ûo^^.-.+ûj)

dont 6 est la seule racine réelle supérieure à 1 ([2]), et À.i . . . ̂  ses racines,
de multiplicité ri . . . r^ mais on peut plus affirmer que les coefficients c .̂
sont non nuls.

Les résultats qui suivent concernent essentiellement les nombres de Pisot.
Remarquons qu'un nombre supérieur à 1 est un nombre de Pisot si et

seulement si la série ^n^ol l^ l l converge.

LEMME I. — Soit 6 un nombre de Pisot; il existe une constante M et un
nombre a strictement inférieur à 1 tels que

1. pour toute suite (û^)^gj d'entiers relatifs bornés par un nombre R en
valeur absolue la série de terme général (u^G")^ç^ converge modulo un vers
un nombre y en vérifiant :

V/^0, V/i^O, ||v-Z^_,^e''||<RM(^+a').

2. Pour tout x appartenant à R. de ^-développement (0, e^ £3 £, . . . )

v/i^o, v/^o, xe"~^.,e /+...+e^e+e,+cn^-^... -^£"7'') |

<A^+1e*
BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



282 A. BERTRAND-MATHIS

Cela signifie qu'on peut tronquer

xe^eoe^... ̂ e^e^... +€^+8n±^t-l+...

en conservant une bonne approximation.
Nous appellerons Q(9) l'ensemble des nombres du corps de 0 : si 6 est

de degré s

Q ( e ) ~ { c o + C i 9 + . . . 4-c^e5-1 ou C..€<Q}.

THÉORÈME V. — Soit 9 un nombre de Pisot; alors un nombre réel admet
un développement en base 6 périodique après un certain rang si et seulement
s'il appartient à Q(9).

Les nombres de Pisot sont donc des ^nombres.
Il s'ensuit que le 9-shift associé forme un système sofique et finitairement

isomorphe à un processus de Bernoulli. Le théorème V généralise un
résultat de Meyer[17].

Les résultats qui suivent s'appuient sur le :

THÉORÈME VI. — 1. Soit 9 un nombre de Pisot de degré 5, vérifiant
9 s=fr^9 s~ l-+-. . . 4-fci; alors il existe une application continue q du Q-shift
bilatéral X dans le tore T définie par :

^((^n^^modI.ncZenB""-

Cette application est uniformément continue et surjective et si

x=0, 6162 • • •

S ! 6 = ( C i £ 2 . . . )^S!£=(£^^,

c = £„ pour n ̂  0

0 sinon.

/«^{xe^^cre).
2. Soit (T1, F) le tore de dimension s muni de Fendomorphisme :

T,(XI, . . ., x,)=(x^ . . ., x,, ^A- i -h . . . -t-^x,).
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L'application du 9-shift bilatéral X dans J3 :

^((a.e^fôOa q(Te\ . . ., q(r-1^)]

est uniformément continue et vérifie :

T,°q^q,°T

et si

x=0, £ 1 6 2 . . . £=£„ 5f n^O

0 sinon.

Alors

^(r'(6))=oc9", ...^e"^-1).

A un point x de [0,1] on associe donc successivement le point p(x) du
9-shift unilatéral, le point p ( x ) du 0-shift bilatéral et le point ^ (p (x)) du
tore^5. Il en est de même pour les mesures T-in variantes sur[0,1].

Étant donné un espace métrique X muni d'une transformation T et de
la tribu des boréliens, nous dirons qu'un point x appartenant à X est
générique pour la mesure p si la suite (T"x)^o est répartie selon la
mesure n, et que la mesure H est associée à x si la mesure n est associée à
la suite (T'x)^o.

Nous munirons implicitement le tore J5 de l'application T, et de la tribu
des boréliens.

THÉORÈME VII. — Soit 6 un nombre de Pisot de degré s; soit un point x
de [0, l], 6=61 £3 . . . son développement en baseQ\ si la mesure p est associé
au point x de [0, l], la mesure H=/?(n) est associée au point c du Q-shifi
bilatéral et enfin la mesure ^<(n) est associée au point <?,(e) du toreJ5.

Plus généralement, F image q^ d'une mesure T-invariante sur le 6-shift
bilatéral est une mesure T, invariante sur le tore T1; et toute mesure T,
invariante v sur le tore est l'image d'une mesure invariante sur le 6-shift et
Ton peut trouver un point générique pour v de la forme :

(x, x9, . . . , jce1 -1 ) .
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En réalité nous aurions pu écrire les théorèmes VI et VII sous la forme
suivante :

THÉORÈME VI'. — Soir r=(fj,gj une suite de nombres réels tels que la
série i^L-oJl^nll converge. Soit C un sous-ensemble fini de Z, i?=(i^^
un élément de C2, H une mesure sur C2; alors le nombre g(v)=Y^_^Viti
existe et F application g y de C2 dans le toreJ5

v^(g(v\g(Tv), ..^gÇr^v))

est continue.

Si la suite (T'(iO)^o de C2 est répartie selon une mesure p alors la
suite

(g(rv\ ...^(r^-1^^

est répartie dans le tore J3 selon la mesure g^ (n).

DEFINITION IV. — Soit 6 un réel strictement supérieur à 1; nous dirons
qu'un nombre réel x est normal en base 9 si la suite OcO"),,^ est équirépar-
tie module un; nous appellerons B (9) l'ensemble de ces nombres.

Nous dirons qu'un nombre réel x=£o, e^e^ . . . admet un développe-
ment normal en base 8 si la suite (T^e^^o où e=c^ e^. . . est répartie dans
X selon la mesure ̂  de Rényi-Parry. Nous appellerons N(9) l'ensemble de
ces nombres.

Notons que N(6) est toujours stable par translation entière et B(6) l'est
aussi lorsque 6 est un nombre de Pisot puisque || 6" [| tend vers zéro lorsque
n tend vers l'infini. Nous nous limiterons donc implicitement à l'étude de
[0,1[ lorsque 0 sera un nombre de Pisot.

THÉORÈME VIII. — Soit 6 un nombre de Pisot de degrés, les propositions
suivantes sont équivalentes :

1. x ç N ( 6 )
2. La suite du tore JS(xQn, . . ., ^O11'^''1),,^ est équirépartie module

un.

COROLLAIRE IX. — Soit 6 un nombre de Pisot, alors N(Q} est inclus dans
B(6).
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COROLLAIRE X. — Soit 6 un nombre de Pisot, les propositions suivantes
sont équivalentes :

1. xeN(Q).
2. Pour tout nombre a de Q [9], QLX appartient à B (9).
3. Pour tout nombre a de Z [9], ax appartient à B (9).

THÉORÈME XI. — 1. Soir 9 un nombre de Pisot. Soit a^O, soir P
appartenant à Z [9]; alors

aN(9)+P=N(9).

2. Soir p un entier supérieur ou égal à 1 :

N(9^=^(9).

3. Si V9 est encore un nombre de Pisot

N(9)cN(^/9).

Un corollaire immédiat est que :

COROLLAIRE XII. — Soit 9 un nombre de Pisot. Avec les notations
ci-dessus

aN(9)+pcB(9)

N(9)c:B(9p)

N(Q)cB{Qplq}.

Exemple. — Soit (£^)^^o ^a sulte formée en juxtaposant les messages de
longueur 1, puis ceux de longueur 2, et ainsi de suite (dans un ordre
quelconque à l'intérieur de chaque groupe de messages de même
longueur 1; la suite (e,.)^o est alors un 9 développement et ([14])

^L.^i6"^•^Qn

est un élément de N(9) (ceci même si 9 n'est pas un nombre de Pisot).

Autre exemple. — Soit (c,),^o ^a sulte formée en juxtaposant les mots
admissibles de longueur 1, puis ceux de longueur 2 et ainsi de suite (dans
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un ordre quelconque comme ci-dessus); bien que la suite (e,)»^o ne solt

pas un 6-développement, le nombre

-i..,̂
appartient, lorsque 6 est un nombre de Pisot, à N(6) [donc aussi à B(9)]
( par exemple si 6=2-h (1/9) 4-(I/O2)-»-. . .,

(£n)^o=0100011011200000010100x201001011112001012100000. . .

THÉORÈME XIII. - Soir e> l vérifiant 62r^aQr^\ ou r, ae^ soit p
un entier supérieur ou égal à \ :

B(6)c:B(Q11)

}-B(9)=B(6).
P

Le charme de ce résultat est qu'il soit un tout petit peu du cadre des
nombres de Pisot en passant à leurs racines r-èmes.

Nous donnerons une démonstration « probabiliste » d'une généralisation
d'un théorème dû à Mendès France [15].

THÉORÈME XIV. — Soit Q un nombre de Pisot.
1. Soit £ = { . x ; x=^£^/6"; 6^=0 ou 1 } où les chiffres £„ apparaissent

avec les probabilités \o et ^i indépendamment les uns des autres (T'c),,^
est réparti selon une mesure de Bernoulli). Alors :

£HB(e)=0.

2. Soit a un entier supérieur ou égal à 1.

Soit F= { x; x^^cJQ" ou c^=0, . . ., û — 1 } où les chiffres €„ apparais-
sent indépendamment les uns des autres avec la probabilité 1/û. Alors

FHB(e)=0.

Enfin, le théorème XV (toujours directement inspiré des travaux de
Mendès France) montre que si l'indépendance des chiffres est un obstacle
à Téquirèpartition dans le cas des nombres de Pisot, en général il n'en est
rien.
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THÉORÈME XV. — Soit Q un nombre strictement supérieur à 1 tel que la
suite (O^^o solt équirépartie module un.
Alors

B(9)cN(9)

et la dimension de Hausdorff de la différence entre ces deux ensembles est
positive.

On peut en réalité énoncer le résultat suivant :

THÉORÈME XV bis. — Soit 9 un nombre réel supérieur à 1; supposons qu^il
existe un nombre e strictement positif tel que la densité inférieure de l'ensem-
ble [n'^kW^^} soit strictement positive pour k = 1,2,3. . .

Soit r un entier compris entre 1 et 9.
Soit E F ensemble de Cantor

^M^L^iene-'c^O.l, . . . , r - l }

muni de sa mesure de Lebesgue l.
Alors £ H N(9) est vide mais E H B(Q) est non vide : l-presque tout x de

E appartient à B (9).
Notons que les nombres de Salem, genre de « débouché naturel » des

nombres de Pisot, rentrent dans la catégorie ci-dessus et que pour presque
tout 9 supérieur à 1 la suite (9n)„^o est équirépartie module un.

III. Démonstration des théorèmes I, II, III, IV

Soit M l'ensemble des mots explicités au théorème 1 :

M = { 0 , . . ., û o ~ l , ûoûetc.}:

par exemple si 9^9-hl, M = { 0 , 10}; si 9=2+ 1/9-h \/{02)^- . . .,

M = { 0 , 1, 20, 210, 2110, . . . . 2111110, . . . } .

Il est clair que M est une partie préfixe de A*, donc un code [6] et que M
comprend û^ mots de longueur k 4-1 : il est donc bien fini si et seulement
si flt==0 à partir d'un certain rang avec la convention faite dans l'énoncé.
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Montrons par récurrence sur la longueur n+1 d'un mot bo.. . (?„ que
tout mot admissible en base 6 est facteur d'un mot du monoïde M* : c'est
vrai pour n = 0 car

si bo < a^ bo lui-même est un mot du code,
si bo = ÛQ, soit h un indice tel que a^ soit non nul et que le développement

de 0 commence par do ... a^: bo est facteur de ce mot. Si h n'existe pas
c'est que 6 est entier, et le mot bo = ûo nïest P^ admissible, la question ne
se pose pas.

Supposons que tout mot admissible de longueur inférieure ou égale à n
est facteur d'un mot de M* et montrons qu'il en est de même pour les
mots admissibles de longueur n-h 1; soit bo . . . b^ un tel mot.

Si bo<ao, bo est un mot ^u code, fci . . . b^ est dans l'ensemble F (M*)
des facteurs de M, et bo . . . b^ aussi.

Si fco=ûo et s'il existe h inférieur ou égal à n tel que :

f ro . . . ^=ûo . . . û,-i(^~l) ou i€[l,ûj

alors bo . . . b^ est un mot du code, fc,,.^ . . . !?„ est de longueur inférieure
à n ou vide donc dans F(M*) et bo . . . b^ est dans F(M*).

Sinon bç . . . b^=ûo . . . û,; s'il existe A tel que û,,^ soit non nul et que
le développement de 6 commence par ûo • • • a» ' ' - • ' a»^^ bo .. . b^ est
facteur du mot du code ûo . . . ̂  . . . . . (û^+^~ 1); si un tel fc n'existe pas
c'est que le développement de 6 se termine par des zéros et que le mot
ûo . . . dn == bo . . . b^ n'est pas admissible, la question ne se pose pas : les
mots admissibles pour le 6-shift sont dans F(M*).

Réciproquement tout mot de F (M*) est admissible : d'après la
définition 2 un mot Ci . . . <:„ est admissible si

Ci ... C^ÛQÛ'IÛ^ . . .

^ . . . C^ÛQÛ'IÛ^ . . .

C^ÛQÛ'IÛ^ . . .

pour l'ordre lexicographique; les mots du code sont des mots admissibles
d'après leur définition au théorème 1 et même si CQ . . . c^ est un mot du
code : Co. . . c^<ûo.. . û^

Ci ... c^<ûo. ..ûj;

c,<ûo. • . a,
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Soit b ^ . . . &„ un mot de F (M*). Ecrivons le

b! - • • ^=^1 • • - bhbh-^l • • • +^+1 • • • ^n

où
OQ .. . û , & i . . . b^ est un mot du code;
fc^+i . . . bi est un message (produit de mots du code);
b(+i . . . b ^ d y . . . (û^+p— 1) est un mot du code.

Comme ûç . . . b^ est un mot du code

b! ' ' ' bhbh^\ . . . ^ . . . fcn<ÛQ . . . ûn-1

bhbh^l ' • • ^n^O • • • ̂ -l-

Comme ^+^ ::; ̂  est un message, produit de mots du code :

^+1 • • • bn<a0 ' ' ' ûn~*-l^ûo . . . un

bi. . . fc,<ûo- • • û,-^i<ûo. . . û,.

Comme fc^i .. . b^ est égal à ûo . . . û^.i les inégalités correspondantes
sont vérifiées et fci . . . < ? „ est admissible.

Exemple. - Soit 92 = 6 -hl (6 = ( 1 + ̂ 5/2).
La suite (ûoûi • . • ) se termine par des zéros et vaut (110000. . . ).
Un mot est admissible si le chiffre 1 est toujours suivi d'un zéro et le

code est formé des mots 0 et 10.
Soiie=(2, 1111.. .).
Un mot est admissible si après le chiffre 2 ne figure aucun mot 111 . . . 12.

Le code est formé des mots

0 1 210 2110 etc.

Soit 6=(1, 0100100010000...).
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Le code est formé par les mots :

0 100 101000 1010010000 101001000100000,

et ainsi de suite.
Il est clair que pj^ est supérieur ou égal à 1 et comme

a l
L^o^^ alors p^.=^ [6]

Le langage associé au 6-shift est factoriel, prolongeable et transitif
comme tout langage codé.

Montrons que le monoïde syntaxique est fini (donc que le système est
sofique) si et seulement si 6 est un P-nombre.

Supposons que la suite (û^^o nïest P35 périodique après un certain
rang (c'est-à-dire que 6 n'est pas un P-nombre).

Alors il existe un nombre infini d'indices i\, i^ 13 ... tels que les suites

(^-n^i...)

soient toutes distinctes.

Étant donné i\ ^i^ il existe donc un entier p^O tel que

^i+r • •^i+p-^^+i.. .fl.2+p-i

et pour fixer les idées

^ î̂

Alors le mot û^+ i . . .û^ -i^^. — 0 prolonge le mot ûç . . . a^ mais
pas le mot OQ . .. a^ : ces mots se trouvent dans des classes distinctes de
la relation d'équivalence syntaxique, le monoïde syntaxique est donc infini
et le système n'est pas sofique.

Soit 9=ûo+(ûi/6)+ ... -KÛ^/O*) un (î nombre simple.

Soit c, . . . c^ un mot admissible, que l'on peut prolonger en un mot
admissible

u^ .. . M^=fci . . . b,Ci . . . c^i . . .</ „
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le mot u ^ . . . Uj est admissible si et seulement si

VÀi^O, u,,. . . u^^i<ûo... û»

(on posera u,.==0 si r>j ou r<0).

Les seules égalités qui ne sont pas vérifiées du seul fait que b^ . . . fc,,
c^ . .. c^, di . . . d^ sont des mots admissibles sont (elles se superposent
éventuellement si la longueur de c^ .. . €„ est inférieure à k\ on peut
toujours supposer cette longueur supérieure à k)

b^k' ' ' biCi<ao .. . ûk

frj-t+l t • • ^CiC2<ûo. . . ûfc

fc,Ci . . . Ct<ûo . . . ûfc

C^ ,k . . . C^^<ûo. . .ûfc

^m-k+l • • • cmdld2<a0' ' ' ^

C^d^d^ . . . ̂ <ÛQ . . . û^

avec la même convention

^=0, i>n.

Ces inégalités sont en nombre fini lorsque Ci .. . c^ parcourt l'ensemble
des mots admissibles et le monoïde syntaxique est fini (les mots non
admissibles de A sont tous dans la même classe, sans avenir ni passé).

LEMME I. — Son

û« ÛA a. a- a. a-
e-o+-^... ̂ -^ • • • -^ë^ • • • +e^+ • • •

un ^-nombre non simple.
Alors le monoïde syntaxique associé au 6-shift est isomorphe au monoïde

syntaxique associé au P nombre simple

ûi ÛA a, a..
''•-'"•^-•-"eht^-- -^
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Le 6-shift sera donc encore un système sofique lorsque 9 est un
P-nombre.

Un mot est admissible en base 9 si ûo n'y figure pas ou bien si lorsqu'on
rencontre ûo, c'est sous la forme d'un bloc du type suivant :

ûo0, ûol, . . ., ûo(ûi-l)

ÛQÛlO, . . ., ûo0!^-1)» • • • > ̂ l • • • ^-l0- • • a0ûl • • • ûfc-l^t-1)

ûo . . . a^i ^2 • • • ^p^i a^ ... a^.. . ai ... apOCi . . . a^fc

où A e { 0 , p — 1 } et b<q^^^ ici le nombre de blocs a^ . . . a^ peut être 0
ou n'importe quel entier et b est un mot admissible.

Soit a l'application contraction qui à un mot c associe le mot a (c) que
nous formerons

— en transformant tout mot û o . . . û^ . . . OpOii . .. otp. . . ai . . . a^fc
en ûo • • • ^ a! - • • a/»^ (ou ̂ <a*-^ i) chaque fois qu'on le rencontre dans c;

— en transformant un mot do . . . a,, ai . . . a ^ . . . ai . . . a,, lorsqu'il
termine le mot c en ûo • • • ̂  a! • • • ̂

— en transformant le début du mot c, lorsqu'il est de la forme

a.;. . . ̂  ai . . . ap . . ., 04 . . . ̂ b en û , . . . û^ a^ . . . a^

lorsqu'il est de la forme

a,,. . . a^ ai . . . a^. .. a^ .. . a^a^ . . . a^fc
en a^. . . a? ai . .. a^fc si k>h

en o^ . . . a^ fc si ^ < h
a,, fc si fc = A

(ici fc désigne éventuellement le mot vide si c est de la forme

û.. . . û^a, . . . a^tti . . . a^ ou a ^ . . . a^ . . . a, ... a,,).

Par exemple si 6=4, 321132113211. ..

0(00432113211320104043043211321) =00432010404304321
a(211321132100)=2100

(î(211321132113200)=200.
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Les mots obtenus sont exactement les mots admissibles pour le O^ shift
où

e,«.A .̂..̂ .̂..̂

Soient <p et (pi les surjections canoniques envoyant les mots de A* dans
les monoïdes syntaxiques associés à Q et 61 respectivement.

Si CT(C)=CT(O alors (p (c)=(p (0 et (pi (o c)=(pi (a c').
Réciproquement si (p (c)=<p (c') c'est que (pi (oc)=(pi (oc').
Soit CT l'application qui va du monoïde syntaxique associé à 9 dans le

monoïde associé à 6^ définie par :

a((p(c)==(pi(<7c)

elle est définie d'après ce qui précède, injective de même et surjective car
un mot du 0^ shift est admissible pour le 9-shift.

De plus

a((p(cc')=(pi(CT(cO)

=<p(a(a(c), a(c'))

(il peut apparaître des a, . .. dp à faire disparaître au contact de deux
mots)

=(p,(a(cc')).

Nous obtenons donc un isomorphisme de monoïdes.
Nous aurions pu utiliser un automate reconnaissant le langage associé

au shift pour faire cette démonstration, mais la relation entre les divers
monoïdes syntaxiques n'apparaissait pas aussi bien.

Preuve du corollaire. — Soit L le langage associé au 6-shift. Si l'idéal
A*\L de A* est engendré par une famille finie de mots alors le sous-shift
associé est une chaîne de Markov topologique et inversement.

Dans le cas du 6-shift cet idéal est engendré par les « mots interdits »
qui sont :

— si 6 est un P-nombre simple,

e- .̂...̂
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les mots de longueur Ae[0, k] strictement supérieurs à ûo • • • û* et Ie5 mots

supérieurs ou égaux à ûo . . . a^; ils sont en nombre fini et nous obtenons
une chaîne de Markov;

— si 9 n'est pas un (i nombre simple :

e=ûo+...+^+...

et il existe une infinité d'indices ^ tels que a^ soit inférieur à ûo.
Les mots interdits sont les mots de longueur 2 supérieurs strictement à

ûoû4, ceux de longueur 3 strictement supérieurs à a^a^ a^ et ainsi de suite.
Le mot ûo . . . û ^ _ i ( û ^ -l-l) se trouve dans A* et n'appartient pas à

l'idéal engendré par les autres mots interdits (il est trop long pour les mots
de longueur supérieure à i^ et les mots interdits de longueur inférieure
commencent par ÛQ .. . a^ -h (, / > 0).

Preuve du théorème I I . — Montrons que 1 => 2.
Soit e>0; érant donné h tel que û^+i • • • ^A-I =0=>ûk+/.^0i prenons

M (e) tel que

<e
^(Af (e)/4)

M(e)^4Ài.

Soient (^in)n^o • • - (^tnïn^o ^ points de X\ soient
w! ̂ "i <w^yi^ . . . <w^n^ avec w,—n,—l>M(£), soit
p^n^—m^ + M (e).

Posons pour tout f= 1 . . . fc

^(-(^(e)^) • • • 2mi ' ' • 2ni ' ' • ^nf+tMCc)^)

=•)ci.m^-(M(e)/4) • • • xi.mi ' ' • xi. n, • • • î. n,+(M (0/4)

zni+^M{t)f^ • • • zm,+l-(M(t»/4)==0 ... 0

et enfin :

^k+lMtcï/Z) • • • zm^p-l =0 • • • 0

et ceci définit un élément (z,),^o ^e période /?, qui approche les pièces
d'orbites de (x,^^o • • • O^nîn^o comme il est demandé pour la propriété
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de spécification et qui appartient au 6-shift car la condition

^-n.. . 4n^-i=0 => q^k^O

implique que si u et v sont deux mots admissibles et si fc=fci .. . ̂ =0,
alors le mot ufcy est admissible.

Montrons que si (1) n'est pas vérifié, (2) ne l'est pas non plus. La suite
(û^^o admet des plages de zéros arbitrairement longues suivies d'un û,
non nul. Il existe donc des entiers M arbitrairement grands tels que

ûn+i . • • ûn+2M+i=0. • • Où avec û^O.

Aucun mot de la forme un . . . a^ b ^ . . . b^ 1 n'est admissible car ûo . . . û,
doit être suivi de 2 M zéros, alors que 1 est admissible et un • • • a» aussi
car la suite (û,,)^o nlest P^ périodique; pour k égal 2 la propriété de
spécification n'est pas vérifiée.

Montrons que les propositions (1) et (3) sont équivalentes; supposons
tout d'abord que 9 n'est pas un P-nombre simple.

Soit b^ . . . b^ un mot admissible.
Alors

.-|t,...y°-{^...^^...}

ou pour tout n T'(fci . . . ^ c ^ + i C ^ + z . . . )<(ûnûi û^ • • • ) •
Si fci . . . b^ ne finit pas par ûo . .. ûp alors la borne inférieure de p ~ 1

([^i . . . fcj°) est (fci/6)+ . . . -(-(^/e*) et la borne supérieure

b. bf. un a» b. bh 1_î.-L. _i " _j -4" 4 - _ _ _ - ^ sx—*--4- -4- — -4-_
9 '" 9" 9n+l "* 9<l+n+l '" 9 *" 9 h 9 / '

et l'intervalle en question est la longueur 1/9*.
Si ^i . . . bf, finit par ûç . . . dp alors la borne inférieure de

,-(^...^])est^...+^+^-,+...^

sa borne supérieure est

bi ÛQ û» Û..+.
-l+. . . -»-———°——-h. . . -t--^-»--1'^--»-. . .
9 9n~p~ l 9* 9n<hl
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et sa longueur est

^^ =lfûP±A+ûm+ ^
gn+i •" e^V e e2 ' /

Cette longueur est bornée inférieurement si et seulement si dans a, ne
figurent pas des plages de zéros de longueur arbitraire : si le nombre de
zéro est au maximum h

û^i 1^h+l -» - . . .>e e^1

S'il peut y avoir Q zéros, il se trouve des intervalles avec

^+1 1——+. . . <—.e e°
Si 6 = ÛQ 4-. . . 4- (ûfc/O*) est un (i-nombre simple nous ferons de même

en remarquant que les développements des nombres compris entre 0 et 1
sont les suites b=(b^o telles que

Vw^O, 7^b<ao... ûk_i(û^i)ûo. .. û^-i (ûk-i). . .

Remarque. - Désignons par l([b^ . . . fcj) la longueur de l'intervalle
p ~ 1 ([fci . . . fcj°). Dans le cas des P-nombres et dans ce cas seulement les
quantités

l(b,...b,)
O*

sont en nombre fini (donc forcément minorées).

Comme dans la mesure ^e est absolument continue par rapport à la
mesure de Lebesgue /, il existe deux constantes positives c et C telles que :

cl(b, . . . b,)<yi([b, . . . b^°)<cl(b, . . . b,).

Si (û,),^o ne possède pas de plages de zéros arbitrairement longues, il
existe des constantes positives g et G telles que

^<H((fc,...frJ°)<^
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et donc pour tout cylindre [x^ . . . x^p]° et [ g ^ . . . ^J°

î . .. ̂ °X^^<^. .. ̂ ]°).

La propriété d'homogénéité est donc vérifiée.

Supposons maintenant que pour tout q il existe un indice n tel que
^ . . . û , ^=0 . . . 0 .

Prenons

Yl • • • ^ n = = û o - - - ûn-1

X = X i . . . X ^ p = 0 . . . 0

yi(x. . . . x,,+.,)>——* • û" + p

H(Ji . . .^)<e^
Comme nous pouvons choisir q aussi grand que nous le désirons, la

propriété d'homogénéité se trouve contredite.

Preuve du théorème I I I . — Soit 9==ûo, ûi a^. . . un nombre strictement
supérieur à 1. Définissons un automate reconnaissant le langage associé
au 9 shift (tout langage associé à un code est reconnu par un automate).

Si la suite ÛQ, û^ . .. se termine par des zéros, prenons comme automate

Q =(<?, û, q^ < ,̂ ... ̂  ... û^).

Si la suite (ûo, a ^ . . . ) ne se termine pas par des zéros, prenons comme
automate

Q =(^ ^ ̂  ^o-p • • • ^o . . . ̂  • • • )

et définissons une application ^ de Q x A dans Q par :

V û € ^4, qa^q

Vû<ûo, ^û=<î

^0=^0
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Vû<ûi, q^a^q

qa^t^qao^

Va>ûi, q^a^q

et de même pour tout n :

Vû<û^i ^n0^

ÇflO. • .On0"-»-! ^flO- • fln-H

Vû>û^i, ^...o,0^'

Alors l'automate (Ç, \|/, ^) reconnaît le langage associé au 6 shift.

Remarquons que si la suite (a^)^o est périodique après un certain rang,
l'automate défini par :

Ql =(^ q^ ^ooi' • • - q^o. . .«W ^o. . .<W^11 • • • t ^O. • .<»m. • •'•».+^

avec xK^ . .^.,,^» ^)=^(^o.. ..^r.-) reconnaît le langage associé au
sous-shift (il s'agit d'un P nombre, pour lequel le sous-shift associé forme
un système sofique); le système est alors synchronisant.

Montrons maintenant que non A => B. Soit bç . . . fc, un mot admissible
n'apparaissant qu'un nombre fini de fois dans la suite (û^^o : l'ensemble
{ Q x bç. . . fc«} ne se réduit pas à q puisque bç . . . &„ est admissible mais
il inclus dans {ç , ç, ç.o • - • ^o "* î sl ^ est un i^ice tel que bç .. . <?„
n'apparaisse pas dans la suite (û^û^^.^ . . •), et cet ensemble est fini.
Montrons que A => non B. Soit une suite (û,),^o possédant la propriété y4,
par exemple la suite

10 10100 101010010000 10101001010100100010000...

et soit fc, . . . b^ un mot admissible en base 6; montrons par l'absurde
qu'étant donné un automate (Q, ̂  q) reconnaissant le langage associé au
6-shift, ^(Ç, fci .. . fc^) ne peut être fini.

Soient Wp n ^ . . . des indices tels que pour tout i :

ûo . . . fl,,bi . .. fe»=ûo • • • ̂ .ff
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Comme la suite (ç»)^o ne P^ ̂ ^ périodique si elle possède la propriété
A, les ensembles A^ de mots définis par :

.4,={ci . . . c^ ûo . . . û^.fci . . . fe^Ci . . . c^ est admissible}

comprennent une infinité d'ensembles distincts; il est donc impossible que
^(6,^1 . . . ^k) solt ^lnL

Montrons que si A n'est pas vraie, B est vrai; supposons que P n'est
pas un P-nombre, sinon le système est sofique et B est alors vérifiée. Soit
b^ . . . bf, un mot admissible apparaissant un nombre fini de fois dans la
suite (û^)n^oî il existe donc m tel que

ûo- • • ̂ 1 ' ' ' ^=ûo . . . û^+fc

et fc, . .. &„ n'apparaît plus dans la suite (û»,+fc+r)r^o-

Soit ûo . . . a, le plus petit mot appartenant au code X et s'écrivant

ûo . . . Û.A . . . bfcCi . . . C.=ûo • • • ûr-l(ûr-l).

L'image^ (fi x ûo . . . (û^— 1))) est finie tout comme ^{Q x b ^ . . . b^) et
[5] l'image de ûo . . . (a^— 1) par la surjection canonique (p sur le monoïde
syntaxique appartient à l'idéal 0-minimal associé au code.

Toujours selon [5], soit Y le code préfixe constitué par l'ensemble des
mots u de A* tels que dans le monoïde syntaxique :

<p(ûo. . . (û,~l)u)=<p(ûo . .. (û,-l),

tels qu'aucun facteur gauche strict autre que le mot vide ne vérifie cette
égalité.

Si le rayon de convergence du code Y est strictement supérieur au rayon
1/6 de M*, et si le plus grand diviseur commun des longueurs des éléments
de Y est 1, et si ̂  désigne la mesure synchronisante sur X, alors (X T, Ho)
est finitairement isomorphe à un processus de Bernoulli ([5],
théorème III. 15).

Or le code Y est égal à M : tout ceci est donc bien vérifié.
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II reste à montrer que la mesure synchronisante coïncide avec la mesure
de Parry : c'est vrai parce que l'entropie de la mesure de synchronisante
est — Log p = Log 9, et que la seule mesure invariante d'entropie Log 6 sur
le 9-shift est la mesure de Parry.

Preuve du théorème 1. — La fonction méromorphe

1
i-^oy+ûiy^.-.+^y^^...)

se développe en

i +(^ 74- . . . +^ y^1)^ y + . . . +^ y^)^...
Comme le code M comporte a, mots de longueur û,,n, l'examen du

facteur (ûo V+ • • • ûk y*"4'1)* permet d'étudier les messages qui sont pro-
duits de n mots du code (on les obtient tous, une fois chacun car le
monoïde engendré par M est libre et le code est préfixe). Le terme en Y"
de la série est le nombre de messages c^ de longueur n.

Le rayon de convergence p^ du code M, rayon de convergence de la
série ^(M 0 A^.z^^a^^ z" est 1 (ou l'infini si 9 est un P nombre
simple.

On sait [2] que 9 est la plus grande racine positive de l'équation en z :

Uo û, a..i—^---^^--
et il n'y a aucune autre racine de module inférieur ou égal à 9 car les û,
sont positifs : pour avoir

|z|^9

ûr, a. ûo û,
1=-°+-!-^. . . =-°-h—-h. . .

z z2 9 92

il faudrait avoir

un ûoo — °

et comme ûo n'est pas nul, r = 9.

TOME 1 1 4 - 1W> - S 3



DEVELOPPEMENTS EN BASE 6 301

Comme le rayon de la série ̂ a^z"^1 est au moins 1, il existe un disque
ouvert de centre 0 de rayon supérieur à 1/9 dans lequel la fonction
méromorphe 1/(1 -^o^ yn+ l) "a pas d'autre pôle que 1/6. Ainsi :

1 H -^L^y"l - (4y+. . .+û ,y^+ . . . ) i-(y/6)

où d^Y" est une série entière de rayon strictement supérieur à 1/0, d'où
l'équivalent de c^.

Remarquons que tout mot admissible m^. . . m^ s'écrit

m, . . . m^l, . . . /„

ou

m! • • • mn^l\ • • • ^0 • • • û,-i

où /i . . . /^ est un message de longueur k (ceci est une propriété particulière
du code associé au 6-shift); on en déduit la relation entre œ^ et les (c,),^o-
Ainsi

Lt T~"'»| «",=Q;+£:̂ .

Comme ^n^ ^ J, est le coefficient de r" de la série

( l - ^ 2 - ^ Z 2 4 - . . . ) ( r i o + ^ 2 + . . . )

de rayon strictement supérieur à 1/0

y </
lî l„„z±ll̂ =0y

d'où l'équivalent de (û,.

Évaluons maintenant /?„ en fonction de (•„.

Un mot de p^ s'écrit si n est assez grand :

1. û, Û6C,,
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OU

2. b^ OÛQ ou ûo^i GSt un mot du code de longueur 2 (il y en a a^) et a
appartient à c^.^
ou ûi h^ ̂ o °ù aoal ^2 est un mot ^u ^de de longueurs (il y en a a^) et
û appartient à c,,_3

ou ûi . . . a^« i fcûûo où ÛQ . . . û^_ i fr est un mot du code de longueur k -+• 1
(il y en a a^) et où a appartient à c ^ _ k + ^

et ainsi de suite jusqu'à épuisement des mots du code (si 6 est un P-nombre
simple) ou jusqu'à :

ûi . . . ̂ -2^0 où ûo0! • • - ^n-2^ est un mot du code de longueur n (il
yena^. i ) .
ou encore

3. fcûûoûi où û appartient à c^_3 et doa^b est un mot du code de
longueurs (il y en a a^)

a^ba^a^ où a appartient à c^_4 et a^a^a^b est un mot du code de
longueur 4 (il y en a 03) et ainsi de suite

4. fcûûoû, a; ou û est dans 0,^4 et flou, û^ fc est de longueur 4, etc.

On obtient ainsi tous les mots périodiques, une seule fois car le code
est préfixe et leur nombre est

pour le cas 1 c^,
pour lecas2ûic , .2+û^n-3+— ^^n-iC^a^.^ CQ,
pour le cas 3 a^c^.^-¥ . . . -^^-2^1 ̂ ^-i^
pour le cas 4 a^c^_^-\-. . . +û ,_ i CQ

et ainsi :

^=^4-û,^ .2+2û2^.3+. . . +^^.^.1-1-. . . + (n- l )^ - iCo .

Comme pour û), on en déduit l'existence d'une constante J telle que

lim^^^J" "e"
l'assertion 1 est donc prouvée.
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Preuve de r assertion 2. — 6 est maintenant un P-nombre simple et la
fonction méromorphe

1 1
û-(aor+...) R(Y)

est une fraction rationnelle, d'où l'écriture de c^ comme dans la proposi-
tion. Remarquons que 0 n'est pas racine de R.

Soit u^(u^)^o une suite, 5 un polynôme

SW=r,Jr+...+ro.

PoSOnS (P,(M)=U OÙ ^,=^U^-h. . . -hto^r

Remarquons que (ppQ=(pp°(pQ et que l'ensemble des polynômes P tels
que <pp(u)=0 est un idéal I(u) qui est distinct de { 0 } si et seulement si la
suite est récurrente.

La suite u s'écrit, si (pp(u)=0 :

"=Zx racine depE^O^.""^"

où m^ désigne la multiplicité de X dans P.
Et I(u) est engendré par

n(X-^

où le produit est pris sur

n ^ = { supj'+ 1; b^ i^-0}.

Nous savons que la suite /?„ est récurrente et aussi que c'est la trace
d'une matrice ^"[8] :

^=Tr.^r=c,.+aiC,,,;2-h2û2C,,«3+.. . -hkû^.^i.

Les valeurs propres de jU sont donc 0 éventuellement et un certain nombre
des racines de R(X). celles qui ne disparaissent pas lorsqu'on passe de
(^n^o a (Pn\ïo- Montrons qu'aucune de ces racines ne peut s'échapper

A.=<Po((^)^o)où

Ç(X)=^ t+ l+ûl^- l-^2û2^-2-^...+^.
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L'idéal I((p^o) est

T(X)^n(X-X)

où le produit est pris sur les racines de R (X) qui sont valeurs propres de
M et tous les facteurs de T sont simples.

Soit r l'ordre d'une racine X de R (X), posons Y=\/X :

R(X)= Y(--a^a, Y- . . . -^ Y\

Aucune racine n'est nulle car a^ est non nul et 1/T est racine d'ordre r
de Y.R(\/Y) donc du polynôme :

y2(-^2~û l-2û2y-•••-^yk" l)=^1^2û iy~•••- f cû*yk+ l

et K est racine d'ordre r — 1 du polynôme :

Q(X)^Xk^l^a,Xk~l^2a2Xk~2+ . . . -hfcûk.

Comme T(X)Q (X) se trouve dans l'idéal /((M'"1 ^")n^o) engendré par
(X-^y et comme [X-^Y ne divise pas Q (X), X- K divise T(X) : la valeur
propre ̂  apparaît dans l'écriture de p^.

Nous ferions un raisonnement analogue avec w^ et le polynôme
X11'^1 - h . . . -h 1 : une racine peut se perdre entre c^ et H^, si elle est aussi
racine (k 4-2)° de l'unité.

IV. Estimation de la partie fractionnaire de xQ" et preuve des
théorèmes IV à XI

Preuve du lemme I . — Soit 5 le degré de 0, a^ . . . a, les conjugués de 6
différents de 9 : ils sont donc de module strictement inférieur à 1.

Soit

/. . . . n{lo^.-KI^)a=max( |a^ |, . . ., |a,|, -
\ ^ )

Alors a est strictement inférieur à 1 et comme 9 est un entier algébrique

9" + o^ + .. . -h a; est toujours un entier relatif.
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Pour tout n>0 :

|ew|[=||(X;+...+CX;||^(5-l)cXn.

Si n est négatif

Ml-e^"1

Posons .^^{I^-A^n®"} et considérons ̂  j comme un point du tore.

^•^-y^s-^R^V'^^^-'^Rs
-J t . -Ja -Kx
1-a

La suite y^ j est donc une suite de Cauchy sur le tore; elle y converge
vers un point y et

? I? c
Ih-^l^——^+o^W+a').

1 —01

Nous obtiendrons 2 en remarquant que si x=0, £1 £3. . . alors

jcO^ei y-^c^e"-2-^ . .. +£,-^81'^+ . ..

et £„ est inférieur à 6 pour tout n : posant en effet e,,==0 pour n^O

||xe"-e,.,e'+... ̂ -y\\< s:.,,, -£„.9•+I;œ-*.̂ |[•

Majorant la première somme par le procédé ci-dessus et la seconde à l'aide
de la condition (1) sur les 6 développements nous obtenons

||^e"~(c,.^+... ̂ ^I^MÔO^I
8 6

ceci prouve le lemme.
Justifions la remarque faite au début du paragraphe : si 0 est un nombre

de Pisot, [le'1')! est majoré par a1" et la série ^Ile111)! converge.
Si la série positive ̂  || 6'" [| converge alors ̂  || 0"' ||2 aussi et il est classique

[9] qu'alors 6 est un nombre de Pisot.
La méthode utilisée ne peut donc sortir du cadre des nombres de Pisot.
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Preuve du théorème V. — II est clair que si le 9-développement de x est
périodique après un certain rang alors x est dans Q(9); montrons la
réciproque.

Il est classique [9] que si x appartient à Q(9) la suite {xQ^^o n'a qu'un
nombre fini de points d'accumulation modulo un, que nous imaginerons
compris entre 0 et 1; d'où le lemme 5 qui exprime l'idée qu'à partir d'un
certain rang le terme xQ" se trouve proche de l'un des points d'accumula-
tion et loin des autres.

LEMME 2. — Soit 6 un nombre de Pisot, x un nombre du corps de 9,
B^ . . . By un système de représentants des points ff accumulation modulo un
de la suite {xQ^^^Q :

Soir fr=inf^;||B—Bj|; alors

3 po, Ve<fc/4, Vp>po, 3f=f(^),

||x9^B,||<6

||x9^B,||>^ si j ^ i .

Nous poserons dans la suite £„ = 0 si n < 0.

LEMME 3. — Soit 9 un nombre de Pisot, x un nombre de Q(9), 0, e^,
63 . . . son 9 développement.

Soit r| > 0.
Il existe q^ ho et IQ tels que si p^ et p^ sont supérieurs à ^o» / supérieur à

IQ et h supérieur à fcç, alors

e,^...6^,=e,^...c^, => ll^-^l^ri.

Prenons /o et ho tels que Ma^-hO^^fc/lô.
Soit qo^Po du lemme précédent.
Si £p .1. . . tp ^==Cp -\ • • • Ep +/, alors d'après le lemme 1

||Jc9p»-x9pî||<2(Ma/+- l^)<fc.
9 8

D'après le lemme 2 pour un même i

||x9^B,||<c
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||x9^B,||<6

et si e est inférieur à r|/2

lljce^-xe^ii^.

LEMME 4. - Soir 9 un nombre de Pisot, x un nombre du corps de 9,
(^n^o son 9 développement; lorsque ce dernier ne se termine pas par des
zéros, le nombre de zéros consécutifs que Fon peut y rencontrer est borné
par un nombre que nous noterons (L—2)(x).

Supposons que ce soit faux : alors 0 est point d'accumulation module
un de la suite (xQ^Q.

Appliquons le lemme 2

Ve<fc/8, V^>^o, hy||>e => ll^l^3^
4

Choisissons k tel que Ma^e/2. soit y tel que 3e/2< ï/Qj<b/4.
Soit p un entier supérieur à po tel que

^-t^-k+i • • • =£p+^i=0, e^.^0

alors

xe^ci y +... ̂ e^-h6^-^...
0^

Ci e^... -(-e^"* est inférieur à e/2, £p^^ / f r / + . . . est compris entre
3(e/2)etfc/4

3e .. -„ b bY<11^11<^<^

Ceci contredit le lemme 2. Notons que le nombre de zéros consécutifs est
lié au nombre de points d'accumulation de la suite (xV)^Q.

LEMME 5. — Soit L un entier, M comme au lemme \.
Soit x un nombre réel dans le 6 développement duquel on ne peut trouver

plus de L — 2 zéros consécutifs.
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Soient h et l tels que

\_ ï_
9^2

Soient /»i et pj tels que

e,i-t • • • ep,+»=e^_,... e^+»

^1 +*+! > £ p2+k+l •

/l/or5||xe''l-xe''2||>(l/e'•+L)-2Ma'.

||xe''i-xe"î||=eo e^...+€„„., e'
, -. -.,. /e
^ flP2-l- -I.C ft^-l-/'8'!-! '̂!-1 €P2+*+1^

-(£oe + • • • +Epl-l-lQ)+[~Qi^~~~Qi^~)

^-•H^--)
le premier morceau est majoré par 2 M a1,

^i "'•*•»• i ^2 •»•*•*• i ̂  1
^*.*i —zrrï—y''.Q^l Q^l -Q^l

run au moins des L— 1 nombres Cp^fc+2 • t • S P ^ + A + L est non ""l

f^^^2^ . ^>-L\ e^2 7 e^1-
Enfin

lë^'"*/^'

Comme les normes impliquées dans un calcul sont petites (c'est pour cela
qu'on a choisi 1/9* petit) :

|l^>-x^||>^^-^-2Ma'>^-2Ma'.
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Montrons le théorème 4 à l'aide des lemmes 3 et 5 : fixons hç et /o comme
au lemme 3, fixons h supérieur à ho, l supérieur à lo avec

1 1
6^2

M^< !

ge^'

Fixons il < 1/4 tel que T| < 1/46'''1"1'.
D'après le lemme 3 il existe qo tel que

^Pl >90. ^P2>90. ^pt-l . • • epl+*:=^2-< • • • ^-^

e^-xe^ii <•?<——." 4e*"1-

D'après le lemme 1 si alors £p ,+^+i >e, ^.^+2

||x9^-xe^|[>^L^2M^

1
^'^Q^L

ce qui est absurde : £p,+^i =£^,.+2 et la suite (c,)^o est périodique.
Parry [2] a montré que les P nombres sont des nombres algébriques

dont tous les conjugués sont de module inférieur à 2, et que l'ensemble
des P nombres est dense dans [1, oo[; comme l'ensemble des nombres de
Hsot est fermé, ces ensembles ne coïncident pas; on peut se demander si
l'ensemble des P nombres est la réunion des ensembles des nombres de
Pisot et Salem et si alors tout élément du corps d'un P nombre admet un
développement périodique après un certain rang; (Klaus, Schmidt[10] a
donné une autre démonstration du théorème 4 et a montré que si les
nombres de Q (9) ont tous un 0-développement périodique après un certain
rang alors 6 est un nombre de Rsot ou de Salem).
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Preuve du théorème VI. — Remarquons que l'application 7, admet pour
matrice

0 0 . ... 0 bi
1 0 . . . . . .

M=0 1 0 . . . . .

. . 0 . . . 1 b,

son polynôme caractéristique est X S — b y X P ~ l — . . . ' - b ^ et ses valeurs
propres sont 6 et ses conjugués.

T,(x,x6, . . . , x œ - 1 )

=0ce, xQ2 . . . xQ'-'xÇb^b^Q^ . . .b^'1))
=(jc6, . . ., x^)

et plus généralement si e==(£ jn€Z 0e5 sommes sont prises module un) :

^oo-Œn.z^e-, L^e^e-",..., Lez^-iO-")
=(L.ez£ne-, L.^6-^1,..., L.z^e""'1"1)

T,Ç,(£)=(Lez£ne"n'^ Eneiene-"'2, . . ., ̂ .^~^s~\

L.ez^(fcle-n+...+^e-B+t- l))
le dernier terme n'est autre que ^nez^S"1 '^

ro^^Œn.z^ie-L.ez^ie-"'1,... Lez^n.ie-—1,
T,^(e) est donc égal à q,(Te).

La preuve du théorème VI est immédiate à l'aide du lemme I, ainsi que
celle de la première partie du théorème VI (parce que l'application^ est
continue), seule reste à montrer la surjectivité et l'existence du point
générique (x, x6, . . ., ^y1).

Soit v une mesure T, invariante sur "P : elle admet un point générique
(ti . . . r,) d'après le théorème de Kakutani.

Écrivons fci . . . fc, dans la base de vecteurs propres

i^=(i,e, . . .y-1) ,
i^=(l,a,, ...o0...r,=(l,a,, . . .oc ; - 1 ) ,

TOME 114 - 1986 - N 3



DEVELOPPEMENTS EN BASE 6 311

(ti . . . t,)=Xiï;i4-. . . À,, y,

(7^ ... r,)=9n^yl+...+a;X,u,.

Les suites (7^((ri.. .t ,))^o et

(e^i^o-a^e^i^1, ...^le1'^-1))^
sont adjacentes modulo un et admettent la même répartition : (À,
À,6, . . . ̂ y"1) est donc un point générique pour la mesure v.

Montrons que dans le théorème VIII, 1 implique 2.
Soit x appartenant à N(6) donc générique pour la mesure de Parry n, :

alors la suite (x 6", x O^1, . . ., x O"4^ ^n^o est générique pour une mesure
9,(^e)-

Comme
— presque tout x est dans N (9)
- pour presque tout x la suite (xO", . .., xy^^^^o esi équirépartie

dans le tore
la mesure q^ (ne) ne P^1 etre ̂ w 13 mesure de Lebesgue.
Le corollaire 8 s'ensuit aussitôt.
Pour démontrer que 2=> 1, nous démontrerons un lemme, raffinement

d'un résultat de Salem [9].

LEMME 6. — Soir 6 un nombre de Pisot de degré 5; il existe un réel positif
A tel que pour tout nombre x de 6-développemenî (0, e^, £3 . . .) et tout
entier N, i/ existe \ appartenant à î [6] tel que :

V w = l , 2 . . .

^emx-^€m^+...+€mlN|<-'4e y II e^

Nous entendons par Z[9] F ensemble des nombres de la forme
bo+. . • -hé^iœ'1 oub}çZ.

Soit P le polynôme minimal de 9, Q le polynôme réciproque de P
porsque P(Jc)=ûoA"+ . .. +û, alors Q(X)^a,V^ . . . +ûo]. Soit R un
polynôme quelconque de degré 5— 1 à coefficients entiers, Tson polynôme
réciproque. Développons R/Q en éléments simples; le terme constant de
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Q étant égal à 1, et « 2 . . . a, désignant les conjugués de 0:

ĵ =E:=o^ où ^appartientàZ

-^y5 _^
'Z- i=2i-e>' ^i-a,^

avec

(1)
, T(e) T(e)X=-—— et p;=——.

^(O) r l ^(a.)

Identifions les termes en Y" :

Xe^^+ô, où 5,=^n,ar et Hm ,̂5,=0.

Quitte à changer R en — R, nous pouvons supposer ^ positif.
Fixons un entier N et un nombre x==0, e^ e^ .. . ;
Soit m un entier strictement positif; nous pouvons écrire module un :

(2) ^emx=xf£w^+...+£m-N)\ e e^ y
. • ^ /^mt-N-t- l ^ ^^N-t-l^ ^+ V^vïT^ e^2 +'";

+£^8o+. . . -h£l§n.-l+£o^

Le déterminant des formes linéaires en les variables e^ . . . ̂

I^y-^...-^p'(e)

I(^=e.^-4-...^
P-(a,) l 2

T(a•)=c,ar•+...+.,
P'(a,)
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est égal à

y-i y-2 . . .

D=

a;-1

II est non nul et ne dépend pas de N. Soit a un réel positif vérifiant :

(e^-^n^O-a.)-^-'.

Le théorème de Minkowski [11] montre que nous pouvons choisir comme
coefficient by . . . (>,_, de Tdes entiers relatifs tels que :

T(Q)\ 1 ^ a(3) P'^Q^ e '̂
et pour i=2 . . . s

r(a.) [6] |^ a(4)
|P'(a..)l-aJ 0^

Tétant choisi, d'après (1), (3) et la condition (2) sur les O-développements :

||/g,,̂ vjj e»^N+2 II a
\\\ Q^1 e^*2 |[ 0 '̂

D'après (1) et (4) :

IMo+...e,ô.,-i+eo5,,|[

=ll£mZ^,^,+£„-lZ^,^,a;+...+^^^,am||

,5-1 û[9]

e^1 |i-a,|
selon (1) :

|[xemx-^E•••^+...')[[<Ja-II \ e ) [| e^
et le lemme est prouvé pour A = 05.
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LEMME 7. - Soit Q un nombre de Pisot de degré 5, x un nombre n'apparte-
nant pas à N (6); alors il existe un nombre non nul de Z [Q] tel que la suite
CkxQ", . . ., 'kxQn^s~l)^Q ne soit pas équirépartie module un.

Un tel nombre x admet une mesure associée m distincte de la mesure
de Parry-Renyi H®, donc qui n'est pas, à cause de l'ergodicité de ^
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.

Ainsi pour tout K positif, il existe un entier N et un cylindre
[c, . . . c ^ + J ° tels que le rapport entre la mesure du cylindre et la longueur
de l'intervalle/?"1 ([ci . . . c/y+j0) soit supérieur à K. Comme cette longueur
peut être minorée par H / Q ^ (d'après une remarque faite lors de la
démonstration du théorème II)

, HK
m[c^ .. . ̂ + J> . ; r .

Fixons A comme au lemme précédent, fixons K tel que

H^l^^A5.

Fixons N et Ci . . . Cjv.n comme ci-dessus et choisissons \ en fonction de
N comme au lemme 6.

La fréquence de rapparition de (Xxô" . . . X x Q " ^ 5 ' ! ) dans le pavé.

f II . ( c i ^\\\ Ap. „...,. L.-^+...+^||<^

Ib-^-^)!̂ .}
au moins égale à la fréquence w[ci . . . c/v+J avec laquelle le cylindre
l^i . . . c/v+J apparaît dans le 6-développement de x.

Le volume du pavé est (2 ̂ /B^T; comme H K I Q " > 2. (25 A5yO^; le 5-uplet
(Xjce" . .. K x Q ' 1 ^ 5 ' 1 ) tombe trop souvent dans le pavé F pour que la suite
soit équirépartie modulo un : ceci termine la preuve du théorème VIII. Le
corollaire IX est une conséquence immédiate du théorème VIII.

Preuve du corollaire X. - Une suite (u^ . . . M;)^o est équirépartie dans
le tore T* si et seulement si pour tout s-uplet û, . . . a, d'entiers différents
de (0 . . . 0) la suite (ûi u\ . . . a,u^)^o est équirépartie modulo un.
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II existe donc, dès que x n'appartient pas à N(Q\ un 5-uplet d'entiers
non tous nuls tel que la suite

(û^en+a2xen+l+... ̂ jce^u^o
=((û,+û29+... ̂ aov-^xQ11)^

ne soit pas équirépartie module un : a=û i -h . . . -hû,y~1 est le nombre
deZ [9]cherché.

Inversement, si x appartient à N(9), si a==(? i4 - . . . -t-fc^"1 est un
nombre non nul de Z [9] alors la suite

{^xQ^^Çb.xQ^ . . . ̂ ^^-^o

est équirépartie modulo un.
Preuve du théorème XI. — Soit x un élément de N(9), et a un élément

de Z[9]; si ax n'était pas dans N(9), il existerait \ appartenant à Z[9] tel
que

\aixtB(Q).

Mais aÀ. est encore dans Z [9] : c'est impossible d'après le corollaire X.
Lorsque a est dans Z[9], la suite a911 tend vers zéro et les suites (x9")^o

et ((a-4-.)c)9n)„^o sont adjacentes : x et x-ha se trouvent simultanément
dans N(9) d'après le corollaire 9.

Reste à montrer que nous pouvons diviser par un entier non nul q\
appelons ô" l'entier le plus proche de 9" et remarquons que si n est assez
grand ô" vérifie la même relation de récurrence que 9" et donc la suite ô"
est périodique modulo q après un certain rang que nous désignerons par
HO, de période h. Pour tout entier û, et tout nombre a de Z[9], si ax==0,
EI £^ . . .

^^ ûn^-ah ^ ûn-t-o* - 1 , ^2 un+ah - 2 i .^" ••- ah . ^n + an -»- 1 ,
ît — 0 = — u + — V - + - . . . - + • ———— + ——————— • + - . . .

q q q q qQ

a^^81 9"- ! + . . . +cn+cn^-l+ . . .
q q qQ

et

^^e^Z;.-^.,
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où pourp^O :
QP^-ah_Qp

'-'•^~
1 1

tp^ q^-^ 'qW9'

La série Z^o I I ̂  I I converge évidemment.

ÔP^-Ô^ {9'^}-{9^r =—————-^———L-l—L
<! q

et comme ô^^-y est un multiple de q après un certain rang, la série
Z^=o I I r -? Il Gù^erge encore.

Nous pouvons donc appliquer le théorème V : la suite
{ai(x/q)(6H^ah—Qn))^o est répartie suivant la mesure g(He) car ax est
dans N(9).

Comme pour presque tout nombre g, la suite ({Qah—\)(v|q)6n)^^o est
équirépartie modulo un, g (^®) n'est autre que la mesure de Lebesgue.

Ainsi (ai/q)N(9) est inclus dans N(9).
Comme ^=(ç/a).(a/^)^, N(6) est inclus dans (a/^)N(9).
Montrons que N(6) est inclus dans N(9^). Soit x appartenant à N (9),

ex appartenant à Q[9]; la suite ^=(0x9^, a^"^1, ..., Oix^^^^o
est répartie dans le tore T5 selon une mesure absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue car la fréquence avec laquelle le 5-uplet
u^ tombe dans un pavé P donné de volume c est au plus p fois supérieur
à la fréquence avec laquelle le 5-uplet (axff1, . . ., a:^"'^"1),,^ y tombe;
comme la transformation T, est ergodique par rapport à la mesure de
Lebesgue, la suite (u^),^o ne peut admettre d'autre mesure associée que la
mesure de Lebesgue; ainsi ax est dans B(9") et selon le corollaire IX, x se
trouve dans N (Q1') {remarquons que 0 [9] = 0 [9^]).

Cas des racines ç-ièmes : remarquons que V9 est encore un nombre de
Pisot si et seulement s'il appartient à 0(9), où, ce qui est équivalent, si

les degrés sur 0 de 9 et V9 sont les mêmes.

ïmbre de Pisot, alors

lin^J^^lhO.

Si en effet V9 est un nombre de Pisot, alors
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et il est classique qu'alors V9 appartient au corps de 9 [9].

Inversement, si 9 et V9 sont de mêmes degrés sur Q les conjugués de 9
sont P5 . . . Pî ou ?2 . . . P, sont ^s conjugués de 9. Les modules des pf

sont donc, comme ceux des Pf, inférieurs à 1 et V9 est un nombre de
Hsot.

Supposons donc que V9 est un nombre de Pisot.
Soit x appartenant à N(9), a appartenant à Q^^ qui est égal à 0(9);

la suite (ocx^/y^^o est obtenue en juxtaposant les suites (^xQ")^o,

(ax^/QQ^o • • • (ax^/^"^ ,,^0-Ces suites sont équiréparties modulo

un car a^0^ est dans 0(9) et la suite (ax^^^o est donc équirépartie

modulo un : x se trouve donc dans N( V9).
Le corollaire XII s'ensuit immédiatement.
Le premier exemple est une application au 9 shift d'un résultat concer-

nant les systèmes associés à des langages codés [14].
Ito et Shiokawa [16] ont montré que la suite (e,,)n^o est générique pour

la mesure ^9 sur A^. D'après le théorème 5', la suite
(x9", . . ., x9n + î~ l)„^o est répartie dans le tore J5 selon la mesure g{v^)
qui est encore la mesure de Lebesgue, et x est dans N (9).

L'idée des exemples ci-dessus est due à Champernowne [12] inventeur,
en base entière, du Champernombre.

Preuve du théorème X I I I . — Nous nous appuierons sur un théorème de
van der Corput-Delange [13] : soit une suite (u^o et un entier a non nul
tels que pour tout p^O la suite ("^ap-Mn)n^o soit équirépartie modulo
un : alors la suite (u^^o ^est aussl a^si que les suites (U^\^Q pour tout
p non nul.

LEMME 8. — Soit 9> 1 vérifiant pour deux entiers non nuls r et a

9^=0011.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1. JceB(9);
2. (94r-l)x6B(9);
3. V^^-Oxe^).
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Lorsque Q^-aV-1 =0, alors

y—i-ez.y

e^-h-î-^fv—î-V^aussi.9^±Je-lY-e^ \ 079^ \ 07

Développant (e^+O/e2''))'' nous obtenons par récurrence

vn, e21"^1^.
g2nr

Si G2''-û y+1=0 alors y+O/OQeZ et nous obtenons en développant
(v-Ki/er

Vn, e"^—1—.e^ez
Remarquons que pour tout k O* B (6) == B (0).

Montrons que x e B (6) ==> (O4' - 1 ) x 6 B (6).
Soit u^xte4"-1)0".

Pour tout p

"n^pr-^^Q4^41"--®4'"--®4^!)^

(Q4pr^4r_Q4pr_Q4r^j^

^Q2r+2pr^Q2+2pr^——!——__Q2pr-2r_ 1 ^ Q2r^4pr

\ e2"2^ e2^-2^
où m est un entier non nul si p est assez grand.

-, ,, —, û2r+2w y û"
"n^pr—1^^1-8 .^y

et donc (i^ 4p^~u»»)».^o est une sulte équirépartie modulo un pour tout
p, donc u,, est équirépartie module un d'après le critère de Van der
Corput-Delange : la suite ((O4 '— \)xV)^^Q est équirépartie modulo un.

Montrons que x(e 4 r - l )c :B(e)==>Vw€N*x(e 8 w - l )€B(e) .
Soit w=2 / Wo

(6^^\}xçB(6) => (Q^-^xçBiQ)
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puisque

Q8mor _ ^ ̂  (Q4mor _ ^ ̂  (Q4mor -j-] ) = (Q^or ̂  \ ) Q^r ^ Q2mor -+- --!——^

et on vient de même à îm^r en appliquant

xeB(Q) => x(e4r-l)€B(9).

Prenons / tel que mo soit impair : m o = 2 k + 1.
Si W o = l c'est fini.
Sinon montrons que (6Ar-\)xeB(Q)^(6^{2k''l}-\)xçB(Q) et nous

aurons fini :
(9^(2t+l)_^(Q4r^)(Q2t.4r^Q2(ic-l).4r^ ^^)

^(e^-ixe'-^fe^^-he^-1^^... +1 . . . +-^-)\ e*-4''/
^e^-oe^.w

où m est un entier : le résultat est prouvé.
Le théorème de Van der Corput montre immédiatement que 3 => 1.
Prouvons le théorème 12 : soit x appartenant à B(9). Soit ^ss^y^^o;

d'après le lemme, la suite (Mn+8pr~~ "»»)»» s? o est équirépartie modulo un pour
tout p et donc les suites (i^p)n^o le sont aussi pour tout p non nul : B(Q)
est inclus dans B (9^.

Traitons le cas de la division par q.
Remarquons que la suite (e21'"'-^!/®21'^)) est une suite périodique

module q : en effet si m est supérieur à 2

92m-^-l-=fe2<w-l)r-^——!——Ve2r-+--l-^-f92(n-2)+—}——}e2" \ e20"-1^ e2^ \ e21"-2»/
Le résidu modulo q de 92nr-^-(l/92nr) est donc fonction des résidus précé-
dents qui sont en nombre fini : la suite est donc périodique modulo q
après un certain rang.

Le même raisonnement fait à l'envers montre qu'elle est périodique.
Soit h un nombre pair. Considérons

e4^l=(e4r-l)(e4<*- l )^+e4<fc-2) l+...+e4r4-l)
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=(e4r-l)(e2<h- l ))fe2(*- l )r+e2(*-3)r+... ̂ e^-^... 4-—l—\
\ 6r 2(h l)r/

Posons

y =e2"r^,_L
Q2nr

e4/•^-l=(94-l)92('•- l )(yl+y3+...+t<,.l).

II y a h/2 termes y, dans la somme; soit X la période module q de la suite
(v^^Q\ supposons h multiple de 1\q :

h-=-1\qm où m appartient à r^

B=ui+... 4-^.1 =(ui-h.. . +^_i)^w

fl4^ — 1-——-^e^-oe2^-1^.
q

D'après le lemme précédent et le théorème de van der Corput, si x
appartient à B(6), (x (O4^ — 1 )lq) y est aussi pour h multiple de l\q et
donc x / q appartient à B (9).

Preuve du théorème XIV. — Soit v la mesure associée à la suite (xQ^^Q.
Elle s'écrit comme somme de produits de convolution :

v=8o*Vi -h5 i *V i

où 8, est la mesure de Dirac en i/Q, <=0, 1, affectée du coefficient ̂  et Vi
est la mesure associée, d'après le théorème 5\ à la suite :

(^e^.o-f^e^... ̂ n^8-^...)
\ v /n^O

(le terme c^/6 a été supprimé).
Montrons que si v est la mesure de Lebesgue v^ aussi est la mesure de

Lebesgue :
si v^ n'est pas la mesure de Lebesgue, il existe un intervalle [ab] tel que

v, (û, b]<b—a.
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Alors

.̂ a,̂ ]:Vl -+û, -+fc |>fc—û
1 0 9

car

^0^1 [û, fc]+^iVi ^+û, .+fc =1 et ïio+^i^1-

De même

Vl g+û,^+fc|<fc-Ûv{|^,|^]<

et généralement

r2fe-hl 2Jc4-l .1r2fe-hl 2Jc4-l .1 ,
v. ———+û, ———4-fc \>b—a1 1 e e 1v, ———-hû, ———4-fcL e e J

ce qui contredit l'hypothèse

Vi (û, b]<b—a

car une sous-suite des intervalles [((2 k + 1 )/9) 4- û, ((2^+1 )/9) + fc] converge
vers [û, b].

De même, la mesure v} est égale à la mesure de Lebesgue où v} est la
mesure associée à la suite

y.Q^^Q^. . . +e^e2+£—+ . . .

à l'aide du théorème 5' car v, =§o*5j *v? où 5; est la mesure de Dirac
en i'i (9) affectée du coefficient .̂,.

Et ainsi de suite jusqu'à la mesure vj^ associée à la suite

(rôn^nO^ .. . +e,,^ 9^ +€—TI+ . . •

mais si k est assez grand, la quantité ci-dessus est tellement petite que la
suite (.>•{)„ n'est même pas dense dans (0,1] dont pas du tout équirépartie.
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Soit encore v la mesure associée à la suite (xQ") >o.
Elle s'écrit comme une somme de produits de convolution :

v=(5o+...+ô,.^vi

où ô, est la mesure de Dirac en i/6 affectée du coefficient 1/û et Vi est la
mesure associée d'après le théorème 5' à la suite

aDn^-fcoQ^ . . . +^^+ . . . ) .
v v À^O

Montrons que si v est la mesure de Lebesgue, alors v,, aussi.
A un coefficient S non nul près, la série de Fourier de Vi (yj^o et

celle, (y^)^Q, de v, vérifient :

y =5^1 y^-i^Muve-î
<n~-° ïn ' Léj^O €

\ /,-2«UM»e-1

^Sy 1—— 6————
rn l^-2«cnC-l

Si y^=0, comme e ' 2 ^ 9 ' ' est non nul, y^ est nul si n^ 1.
En itérant ce raisonnement comme précédemment, compte tenu du fait

que \-elMna9p n'est jamais nul, on montre que v ne peut être la mesure
de Lebesgue.

Nous avons donné les mêmes probabilités aux divers chiffres pour
pouvoir dire que la somme ̂  (1/û)^^ était non nulle.

Nous ne donnerons pas la preuve du théorème 14 car c'est une générali-
sation immédiate de celle de M. Mendès-France[14].
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