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COMPARAISON
DE DEUX NOTIONS DE DIMENSION

PAR

Jacques PEYRIERE (*)

RESUME. — On définit un ensemble aléatoire plan a la maniére de Cantor, en prenant
une intersection dénombrable de réunions de rectangles s’aplatissant au fur a mesure que
leur diameétre diminue. On établit une relation liant presque sirement la dimension de
Hausdorff de cet ensemble et sa dimension associée a une pseudo-métrique.

ABSTRACT. — A random planar set is defined a la Cantor by taking the intersection of a
countable family of unions of rectangles which are flatter and flatter as their diameter tends
to zero. A relation, which holds with probability one, links the Hausdorff dimension of
this set and its dimension associated to a pseudo-metric.

1. Introduction

Considérons une famille & de parties du carre [0, 1] x [0, 1] telle que tout
point x de ce carré appartienne a des éléments de &, non vides et dont le
diamétre soit arbitrairement petit (on utilise la métrique euclidienne ou
une distance équivalente).

Soit E une partie du carré [0, 1]x [0, 1]. Désignons par a et £ deux
nombres strictement positifs et posons
H, . (E, &)=inf {Zj(diamélrc(Rj))“;
E = U;R;, R;e& et diamétre (R)) < &},
H,(E, &)=lim, _ o H, (E, &)

et
dim, E=inf {a > 0; H (E, &)=0}.

(*) Texte requ le 16 octobre 1984, révisé le 17 septembre 1985.
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98 J. PEYRIERE

Lorsque & est constitué de toutes les parties du carré, ou simplement de
toutes les boules, on obtient la dimension de Hausdorff que dans la suite
nous noterons dim.

Dans [8] nous donnons des conditions sur & assurant [identité
dim, =dim. Cependant plusieurs situations aménent a considérer des famil-
les ne donnant pas lieu a cette identité. Il s’agit de cas ou & est constitué
des boules associées a une pseudo-métrique. On n’a pas alors de relation
simple entre dim, et dim. Notre propos est de nous placer dans la situation
considérée par S. Lovejoy et D. SCHERTZER [5] a propos de la turbulence
atmosphérique et de montrer qu’il existe une relation affine liant presque
sirement dim E et dim, E lorsque E est un ensemble aléatoire convenable.
11 existe d’autres situations ou apparaissent des dimensions relatives a une
pseudo-métrique, notamment celle considérée par A.-M. CHOLLET [3] et
A.-M. CHoLLET et J. CHAUMAT [4] dans laquelle obtenir un résultat analo-
gue a celui de cet article semble plus difficile. Dans le cas déterministe,
des problémes analogues ont été étudiés par T.J. Bedford [1], C.
McMullen [6] et B. B. Mandelbrot [7].

I1. Position du probléme et résultats

Si F est un ensemble fini, on note F* I'’ensemble des mots construits
avec F comme alphabet. La longueur d’un élément j de F* est notée | j|,
le mot de longueur nulle ®. Muni de la concaténation, F* est un monoide :
si j et k appartiennent a F*, on note jk le mot obtenu en mettant les mots
j et k bout a bout. On identifie (F x G)* a une partie de F* x G*.

Soit a et v deux entiers supérieurs ou égaux a 2. On pose
N,={0,1,....,a-1},
A chaque élément j de N on associe I'intervalle
Ia(i)=[21 <k < '”j,‘a_", Z, <k< |j|j,‘a"‘+a"“[
et a chaque j de N I'intervalle
L.)=[2; <i< |1|jka-“' Yicus U‘j,a'""+a_"'“[.

Si j=(", j% appartient 4 (N,xN_2)* on note R () ou R(,j* le
rectangle I, (j*) x I, , (i%).
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Si j appartient a (N, x N,v)* et k a N~ V11 on pose
0, k)=1,G* k) x I, , ().
On obtient ainsi un carré de c6té a¥!/!. On a

R(=U{Q, k), keNy~ D11}

et
03, k)=U{R@" k, j2I); leNK~ D11},

On considére maintenant un entier b strictement compris entre a" et

a'*! et une suite {A()};cn,xny de variables aléatoires indépendantes,

équidistribuées et a valeurs dans I'’ensemble des parties a b éléments de
N, x N,v, chacune de ces parties étant équiprobable. Si j appartient a
(N, xN_)* et kaN,xN,, on pose

. 1
WGk =+ 14 (K)
de sorte que 'on a
P(W(jk)= %)=1—P(W(ik)=0)=ba“"“’.

On définit une fonction aléatoire p sur les rectangles {R(j)}; ¢, xn v
ainsi :

- HR()=1

— W(R@k)=W ([ k)p(R()) sije(N,x N)* et keN, x N,v.

Notons que p (R (j)) ne peut prendre que les valeurs O et b~!/!,

Cette fonction se prolonge en une probabilité, encore notée , sur la
tribu de Borel de R(w)=[0, 1[x [0, 1[. Le support de cette mesure est le
compact aléatoire

F=N, 5o U{R(); |j|=net n(R()) #0}.
On a le résultat suivant.
THEOREME. — Soit & ={R (j);¢ N, xn,- Presque sirement on a

dim F= ! dim, F+ Y= = logb  v=1
v v vioga v
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100 J. PEYRIERE
III. Démonstration

Montrons d’abord que 'on a dim, F=logb/log a. On utilise comme
diamétre d’un rectangle la longueur de son plus grand coté. L’ensemble F
est recouvert par b" des rectangles {R (j)}, ;= donc

H,,-+(E, & <b"a™™,

d’ou l'inégalité dim, F < logb/loga. D’autre part, si 'on considére un
recouvrement de F par des éléments de &, F < \U,R(j), on a

1=p(F) < ¥, p(R()) < Y, [diamétre (R ()]’ /o9,
d’ou I'inégalité inverse.

D’autre part, 'ensemble F, étant recouvert par b" des rectangles
{R()},;,=m est par b"a™~ 1" des carrés {Q (i, k)}| ;j=n keng-1n donc

dim F

< logb+(v—1)loga
h vioga '

Reste a montrer I'inégalité opposée.

Les variables {4 (j)}; sont définies sur un espace (€, «¢, P). Considérons
la probabilité P sur la tribu &, produit de & par la tribu de Borel de [0, 1[?,

telle que I'on ait P (A4 x R)=E (u(R)1,). L'espérance correspondante sera
notée E.

Puisque I'on a
R(Q G, k)=Z{n(R("k, j2D); 1eNF~ D11}
on peut écrire
H(Q G, k)=T(, k)r(R()
ou
T(, k)=2,!~(:v-,)u. WGk, PLYWG k, Ky, j2 1, 1). ..
WG ks kosyijp 72l da-n150),

ce que I'on écrira

TG, )= ¢yt Wi W W) Wy (e ]
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Posons
Tll=2je (Ng % N.V)'Le Ny~ Da» TG, k) IQ U. b

et notons Q, (x) celui des carrés {Q (j, k)};. (NgxN qui contient x.

)", ke N~ 1)n

Nous allons montrer que 1/n*log T,2 tend vers —(v—1)loga
presque siirement relativement a P. Admettons le provisoirement. On
en déduit que, P-presque slrement pour p-presque tout x,
—[logu(Q,2 (x)))/(n* vioga) tend vers

_ logb + v—1

d
vioga v

Ceci, grace a un théoréme de P. BILLINGSLEY ([2], p. 144) prouve I'inégalité
dim,, F > d ou &, désigne la famille des carrés

{Q 0’ k)}je(N. x N‘\',nz. keN ™ a2,

Mais, comme le quotient des logarithmes des cotés des carrés correspon-
dant a n? et (n+1)? tend vers 1, on a dim, =dim. La démonstration sera

donc compléte aprés que nous aurons prouveé le lemme suivant.

LEMME. — Ona E(1/nlog T,+(v—1)loga)*=0(1/n).
Démonstration. — Calculons E(@(T,)) ou @ est une fonction borélienne
de signe constant. On a

E(o(T)=Y, ,E1(Q (. k)¢ (TG, k)]
=Y, .E[TG, k) o(T(, k) (RG]
=a“ "V E[T(, k) @ (T, k),

ou j et k sont deux éléments quelconques respectivement de (N, x N_v)" et
de N¥"Y*" On a

E(@(TY)=a""""Y, ng-0n EIW; () W (h 1) .
Wil . dy-1)) (T, k)

La encore, tous les termes sont égaux. On obtient

E(@(T)=a" "V E[W,; ,(0) W, ,(00)...W, ,(00...0) ¢ (TG, k)))

=E[(P(T(io k))l wj..(())_—: Wj.‘(00)= =W,~..(0(v-n.)__. ll):l

(bien sir, ici 0¥~ " désigne le mot composé de (v—1) n zéros).
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102 J. PEYRIERE

Nous allons maintenant donner une autre expression de E(¢@(T,)) en
définissant un processus ayant méme distribution que {T,}. Considérons
une suite {X(D};enyv ) , telle que

1. La v.a. X(I) est indépendante de I'ensemble des variables
{X(I')}uw <

2. Pour tout n >0, la loi conjointe des variables {X(0"k)}o < <o €St .
identique & celle des variables {lg ;)c4@o<k<qa Sachant que
(0, 0) € 4 ().

3.Si |[I|>1 et si | n’est pas composé uniquement de zéros, la loi
conjointe des v.a. {X(lk)}o <x <ov €st identique a celle des variables
{lo'kea@n}r <k <av

On pose

Yo=1 et Y,=%, X)X 1)...X(0...1).

Les variables T, et b~“~V"Y,_,, sont alors équidistribuées. La
variable Y, n’est autre que le nombre d’individus & I'instant n pour un
processus de Galton-Watson a deux types :

— un individu donne naissance & au moins un individu et a au plus b;

— un individu de type 1 donne naissance a un individu de type 1 et,
en moyenne, a ((b—1)(a*—1))/(a"* ! —1) individus de type 2;

— un individu de type 2 donne naissance, en moyenne a ba‘/a**!
individus de type 2 et a aucun de type 1;

— la population a I'instant 0 est composée d’un individu de type 1.

Il résulte des propriétés des processus de Galton-Watson que
Zy=(a/b)"Y, tend presque siirement et en moyenne quadratique vers une
variable Z presque siirement non nulle. Puisque chaque individu donne
naissance a au moins un individu, il existe un nombre h > 0 tel que E(Z~%
soit fini. Les variables

{logzu}u 20 et {(IOg Zu)z}n 20
sont donc uniformément intégrables et I'on a
E(logZ)=E(logZ)+0(1) et  E[(logZ,)*=E[(logZ)*]+0o(1).

Autrement dit, on a

E(log—b}-’:")= —nloga+ E(logZ)+o(1)
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et
Y 2

E[(logb—:> ]=n2(loga)2—2nlogaE (logZ)+o(n)

d’ou

Y 2
E(logb—,"l + nloga) =o0(n),

ce qui acheve la démonstration du lemme.
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