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FONCTIONS L p-ADIQUES A DEUX VARIABLES
ET Z}-EXTENSIONS

PAR

Jacques TILOUINE (*)

RESUME. — Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres F, a multiplication
complexe par le corps quadratique imaginaire K, telle que F(E,,)/K soit abélicnne. Pour
presque tout nombre premier p, décomposé dans K, on donne une construction de la
fonction L p-adique a deux variables attachée a la courbe E/F, généralisant celle de Yager
(qui traitait la situation F=K), et a I'aide de cette fonction, on décrit, pour beaucoup de
nombres premiers p, le groupe des points de E rationnels sur la Z2-extension de F, composée
de F et de la Z2-extension de K.

ABSTRACT. — Let E/F be an elliptic curve with complex multiplication by K and such
that F(E,,)/K is abelian. We give, for almost all prime p which splits in K, a construction
of the p-adic L function with two variables attached to the curve E/F, by generalizing
Yager's technique. Furthermore, by using this function, we describe, up to torsion, the
Mordell-Weil group of points of E rational on the Z2-extension of F deduced from the one
of K by compositum.
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4 J. TILOUINE
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2. Construction de la série G§* @ « primitive ».

1. Introduction

1.1. SITUATION DU PROBLEME

Soit F un corps de nombres et E/F une courbe elliptique définie sur F.
Par le théoréme de Mordell-Weil, on sait que le groupe E (F) des points
de E rationnels sur F est de type fini. Le probléme central de I’arithmétique
des courbes elliptiques est I'étude du rang gg, de ce groupe. Une question
importante dans cette direction est de déterminer la variation de ce rang
lorsqu’on remplace le corps de base F par une extension finie. Le but de
ce travail est d’apporter une contribution modeste a I’étude de ce probléme
lorsque la courbe E est a multiplication complexe par I'anneau des
entiers ¢ d’un corps quadratique imaginaire K contenu dans F. Comme
on n’a pas de résultats d’algébricité des valeurs spéciales des fonctions L
attachées a une courbe quelconque E/F avec multiplication complexe, on
est conduit a introduire I’hypothése de Shimura (cf. [19], théoréme 7.44) :
(S) I'extension F(E,,,) est abélienne sur K, ou E,,, désigne I'ensemble des
points de torsion de E. Nos résultats sur la variation du rang sont exprimeés
en termes de propriétés de fonctions L p-adiques a deux variables associées
a E/F pour certains choix de nombres premiers rationnels p. Précisons
donc ces choix. On suppose d’abord que p n’appartient pas a I'’ensemble
exceptionnel X constitué des nombres premiers rationnels g tels que :
q=2 ou 3, la courbe E/F a mauvaise réduction en une place de F au-
dessus de g, ou ¢ est ramifié dans F. D’autre part, on suppose que la
courbe E/F a bonne réduction ordinaire en chaque place de F au-dessus
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FONCTIONS L P-ADIQUES A DEUX VARIABLES 5

de p (ceci équivaut au fait que p est décomposé dans K, disons (p) = BP*).
Comme on 'explique en détail dans le chapitre 2, on construit une fonction
L B-adique a deux variables, essentiellement unique, qui interpole des
valeurs spéciales de fonctions L complexes associees a E/F (voir
théoréme 2.11.4 pour un énoncé précis). La technique de construction de
cette fonction repose sur le travail récent de YAGER [29], [30] (qui traite le
cas le plus simple F=K), d’aprés une idée qui remonte 4 CoATEs-WILEs [5].
Une construction voisine a été donnée simultanément par
DE SHALIT ([16], [17]), qui utilise aussi la technique de Yager. Notons que
ces approches sont conceptuellement plus simples que celles de MANIN-
VisHik [31] et KaTZ [12] qui utilisent des formes modulaires. Cependant, a
cause de la présence d’un facteur parasite (noté P(a, b) dans la formule
du théoréme 2.11.4), on est amené dans I'appendice a modifier la cons-
truction donnée au chapitre 2. Pour un p satisfaisant les hypothéses précé-
dentes et premier au degré de F sur K, on obtient une branche « primitive »
G+ 9 de la fonction L P-adique. C’est une série formelle a deux variables
a coefficients dans un anneau p-adique complet I, qui interpole des valeurs
spéciales de fonctions L complexes primitives et non affectées du facteur
parasite. C'est a 'aide de cette branche primitive qu’on va énoncer le
théoréme central.

1.2. ENONCE DES RESULTATS

Soit K, , la ZZ-extension de K et F,, ,=FK_ ,, on note Q, . le
sous-groupe de torsion de E(F,, ), et pour toute Z, -extension L de F
contenue dans F,, ., on note Q, le sous-groupe de torsion de E (L). Soit
I' le groupe de Galois de F,_ /F, il est isomorphe a Zf,. Grace aux
hypothéses sur p, on voit que la restriction des automorphismes induit un
isomorphisme de I' avec le groupe de Galois de K, sur K, on obtient
donc une action de la conjugaison complexe ¢ sur I' qui fournit une

décomposition F'=T"* xI"'™ ou
I'*={yel; cyc=vy)} et " ={yel, cyc=y"'}.

On note F_ la Z,-extension de F fixée par '™ et F celle fixée par I'*.
Ce sont les Z-extensions cyclotomique et anticyclotomique. Soient o et 1
des générateurs topologiques de I'* et I' ™ respectivement. Ils fournissent
un isomorphisme de I-algébres de I[[S, T]] a I[[I']] donné par
(S, T)—(c—1, T—1). Par construction, la séric G'** ® est un élément
de I{[I']}, on note ¥(S, T) son antécédent par I'isomorphisme ci-dessus.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



6 J. TILOUINE

Introduisons aussi le diviseur critique ® défini dans [10] qui joue un réle
crucial dans I'¢tude par Greenberg de I'extension anticyclotomique.

THEOREME CENTRAL. — Soit p un nombre premier satisfaisant les condi-
tions ci-dessous :

() p¢Zgretptd; .

(ii) la courbe E a bonne réduction ordinaire en chaque place au-dessus
de p;

(ili) pour chaque place v de F au-dessus de p, p ne divise pas le nombre
de points de la courbe réduite de E en v, rationnels sur le corps résiduel de
Fenv (i.e. p n’est pas anormal au sens de B. Mazur), supposons qu’il existe
un entier k >0 et une unité u(S, T) de I[[S, T]] tels que :

(S, H=0".u(S, T),

alors
(1) si k=0, le groupe E(F,, ) est de torsion;
(2) sans condition sur k, on a :

E(Pao. w)/Q;o. ®=E(F;)/QF;’

(3) pour toute Z,- extension L de F disincte de F_ et contenue dans
F,. «, le rang du groupe E (L)/Q, est fini.

CoMMENTAIRES. — (i) R. GREENBERG a remarqué en utilisant la conjec-
ture principale qu'au moins lorsque la courbe est définie sur Q, les
seules valeurs possibles pour I’entier k semblent étre 0 et 1 (il s’agit d’un
raisonnement heuristique!).

(i) On peut rapprocher le cas k =0 avec un théoréme de B. PERRIN-RIOU
(corollaire 3.6 de [16]). Pour l'’énoncer rappelons que le groupe de
Shafarevitch-Tate lll;, de la courbe E/L est défini comme le noyau du
morphisme produit des restrictions locales aux places finies,

Tlores,: H(L, E)y-[],H'(L,, E),
et le groupe de Selmer S, _ est défini par I'exactitude de la suite :

0= E(F,, o)®o(Kg/Cg) =S¢, =gy, , [$P*]—0

(cf 16, § 1). On sait alors que le dual de Pontrjagin de S est un
Z,[[T']}-module de type fini et de torsion, on peut donc parler de sa série
caractéristique. Le théoréme s’énonce alors : si cette série caractéristique
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est une unité, alors le groupe E(F, ) est de torsion et la composante
P-primaire de Il _ est finie. Mais pour s’assurer que la série caracté-
ristique est une unité, il faut supposer entre autre la trivialité de la partie
B-primaire de lll ;r, ce qu'on ne sait pas vérifier en général. Dans le
théoréme prouvé dans ce travail, on n’obtient aucun renseignement sur le
groupe de Shavarevitch-Tate de E/F,_ ., mais on ne fait aucune hypothése
quant a la finitude de celui de E/F.

1.3 EXEMPLES

(1) Cas k=0. Remarquons d’abord que lorsque le nombre de Tamagawa
de la courbe E/F est non nul (cf. chapitre II, § 3), on peut prouver aisément
comme au lemme 12 de [14], que I'ensemble des nombres premiers p
satisfaisant les hypothéses (i) a (iii) et tels que 4 (S, T) soit une unité, a
une densité analytique >0. Donnons en outre quelques exemples numé-
riques de cette situation lorsque E est définie sur Q et F=K

(@) E|y*=x*—x, posséde multiplication complexe par Z[i], on trouve
dans la table de Birch et Swinnerton-Dyer la valeur

JPx/2xT(E/K)=27%,

et on voit qu’il n’y a pas de nombres anormaux pour cette courbe, donc
on conclut : si p=1(4), si L est une p-extension abélienne finie non ramifiée
hors de (a+ib) et (a—ib) avec a*+b*=p, du corps K=Q(i), alors E(L)
est fini.

(b) E|y*+xpy=x>—x2—2x—1, E=X,(49), a multiplication par
Z[1 +\/77))/2], on calcule \/D_,/Zx .t(E/K)=1/4, donc si p=1, 2 ou 4
(mod. 7) et p#2, alors pour toute p-extension L finie abélienne non rami-
fiée hors de

<a+bl—+T—\/j) et <a+b——bl—i—55)

ou p=a*+ab+2b? de K=Q(\/'-—_7), le groupe E (L) est fini.

(¢) E|y*=x>—-30x—56, & multiplication par Z[\/:‘Z], on trouve
JlT,/2t(E/IO=4, d'ot la conclusion : si p=1 ou 3 (mod. 8) et p#3,
alors pour toute p-extension abélienne finie non ramifiée hors de

(@a+b_/=2)et(a—b_/—2)ou a*+2b*=p de K=Q(_/=2), on a E(L)
fini.
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8 J. TILOUINE

(2) Cas général (k=0 ou >1). — On ne sait pas s’il y a une infinité de
nombres p satisfaisant les hypothéses (i) a (iii) et pour lesquels k=1
convient. Mais on peut trouver dans les tables de [2] beaucoup d’exemples
qui conviennent. Citons :

(a) E|y*=x3=x—6x, est a multiplication par Z[i] et E(Q) est de
rang 1. Par le théoréme de Greenberg, on sait que © divise ¢ et on trouve
pour p=5 que G"** @ (u®—1, 0) ne différe de 5 que par une unité 5-adique,
donc pour la ZZ-extension de Q (i), les conclusions (2) et (3) du théoréme
central sont valables.

(b) E|y*=x>—49 x est & multiplication complexe par Z[i], et E(Q) de
méme est de rang 1 donc © divise ¥ pour tout p satisfaisant (i) a (iii).
Pour p=35, on voit de plus que G** @ (u®—1, 0) est associé a 5, donc les
conclusions (2) et (3) sont valides.

(¢) E I y*=x3—2x est de rang 1 et a multiplication par Z[i}. Mais 5 est
anormal et 25|G"* @ (u*—1, 0) on voit donc que le quotient G/© n’est
pas une unité. On ne contrdle pas par le théoréme central la variation du
rang de cette courbe le long de la Z2-extension de Q (i).

2. Construction de la fonction L B-adique a deux variables

2.1. LA courBE E/F ET SA RESTRICTION DES SCALAIRES

La référence générale pour ce paragraphe est le paragraphe 4 de [9].

Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres F, a
multiplication complexe par I'anneau des entiers ¢ du corps quadratique
imaginaire K. On suppose Kc F, c’est-a-dire que tous les endomorphismes
de E sont définis sur F, et on fixe une fois pour toutes une identification
C=End;(E), de sorte que ae agisse sur le F-espace vectoriel
H°(E, Q) comme 'homothétie de rapport ae F. Pour chaque a de €,
on note E, le noyau de '’endomorphisme o de E, et si a est un idéal de @,
on note Eg4 I'intersection des E, pour a parcourant a. On désigne par E,
la réunion des E, pour a parcourant (. Dans ce travail, on utilisera de
facon essentielle I'hypothése (S) I'extension F(E,,,)/K est abélienne.

Pour toute extension algébrique galoisienne K,/K,, on note G (K,/K,)
le groupe de Galois correspondant. On abrége G (F/K)=H, et on note d
le degré de I'extension F/K. On observe que le groupe des points de E
rationnels sur F n’est pas stable sous I'action de H et pour pallier a
ce defaut, on est conduit (cf. [11], [28], chap. 1) & introduire la variété
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abélienne B=RE (E) restriction des scalaires de F a K de la courbe E. Au
paragraphe 4 de [9] sont données des conditions équivalentes a (S) faisant
intervenir la variété B. On a besoin ici que de certaines d’entre elles, et
nous allons les rappeler. Pour ce faire, on énonce d’abord I'importante
proposition suivante. Soit 4 une variété abélienne définie sur un corps de
nombres k, a multiplication complexe sur k par le corps de type CM L et

soit  un isomorphisme : L 3 End, (A)®Q. On note J, le groupe des idéles
de k.

ProrosITION 2.1.1. — Pour A et 6 comme ci-dessus, il existe un caractére
de Hecke algébrique y:J, = L™, uniquement déterminé par les propriétés
suivantes :

(i) pour tout o de k>, y (o) est P'élément de L™ égal au déterminant
de T'homothétie de rapport a vue comme L-endomorphisme du L-espace
vectoriel H® (A, Q4.);

(ii) si S est un ensemble fini de places de k contenant les places de
mauvaise réduction et les places a Tinfini, si xeJ, et x,=1 pour tout v de
S,ona

) =[], esmdre s,

ou n, désigne Tentier de L tel que 6 (n,) soit le relévement a la variété A de
Pendomorphisme de Frobenius de la variété A, réduite de A en v.

Preuve. — C’est la formulation par Serre et Tate (théoréme 10 de [18))
du théoréme 1, chap. 13, p. 110 de [21]. Le caractére y de la proposition
s'appelle le caractere de Serre-Tate de A/k. On applique d’abord ce résultat
a la courbe E définie sur F;, on note, dans ce cas, J le caractére de Serre-
Tate obtenu; on a en particulier pour ae F*, y(a)=Nga. De plus, par
le théoréme de compléte réductibilité de Poincaré, la variété B est isogéne
sur K a un produit de variétés abéliennes simples B;(i=1, .. ., r) définie
sur K On peut alors énoncer :

ProrosiTION 2.1.2. — De l'hypothése (S), il résulte que chaque compo-
sante simple B; de B est de multiplicité | et est a multiplication complexe
sur K par un corps de type CM T, i.e. T; = End, (B;)®Q. Soit de plus ®,
le caractére de Serre-Tate de B/K, on a la relation : ¥ =®,- N, pour
chaque i=1, ..., r.

La preuve de ce résultat est donnée au théoréme 4.1 de [9). Remarquons
que le type CM de T, est égal a I'ensemble des plongements de T; dans C
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10 J. TILOUINE

au-dessus de K puisque tous les endomorphismes de B; sont définis sur K,
c’est-a-dire que le corps réflexe de T, coincide avec K De plus, par
définition des B; on a: End,(B)®Q=[];_, T, on définit donc le
caractére ® de Serre-Tate de B par ses composantes ®,i=1, ..., r, c’est
donc un caractére continu de Jx vers (Endy (B)®Q) muni de la topologie
discréte, on peut donc parler de son conducteur f qui est un idéal de 0, et
de son avatar, encore noté ®, défini sur I, monoide des idéaux de @
premiers a f, et 4 valeurs dans Endy B.

2.2. PLONGEMENTS COMPLEXES

On fixe un modéle normal de Weierstrass de la courbe E sur F, et une
forme différentielle de premiére espéce sur E:y*=4x3—g,x—g,, g, et
g3;€F, o=dx/y. On se donne alors un plongement complexe de @, noté
1, de sorte que I'image par 1, de I'invariant algébrique j(E) soit égale a
I'invariant analytique j(0) associé a la classe neutre des idéaux de K On
peut dés lors regarder I'’ensemble E'= (C), qu'on abrége en E., comme une
surface de Riemann de genre 1, contenue dans P2 (C), et la forme différen-
tielle o fournit une base de I’espace vectoriel de dimension un sur C,
H°(E, Qf,c). De plus par I'accouplement d'intégration, on obtient un
plongement de H, (E, Z) dans C, son image est un réseau qu’'on note .&.
Inversement, la donnée de ¥ redonne E. par la paramétrisation de
Weierstrass :

wW(.,%: C¥5E
24+ L (2. B(z, &), 22. P (2, &), 2°).

Remarquons encore qu'a cause du choix de i, précisé ci-dessus, le O-
module & est libre. On fixe une base {Q} de &%; Q est un nombre
complexe transcendant, comme il résulte aisément du théoréme de Gelfond-
Schneider.

Comme K est contenu dans F, il est aussi plongé dans C par 1, et donc,
on dispose d’un Grodssencharakter { attaché a la courbe, au sens de
Deuring-Weil, I'autre étant { (voir [19], théoréme 5.5). Le caractére V¥ est
défini avec une notation évidente par la formule : pour tout xeJp

_ s (¥(x)

VE=R o

TOME 114 — 1986 — N° |
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Notons J =End;(B)®Q. Pour chaque élément v de Hom, (4, C), on
définit également un Grossencharakter @, attaché a la variété B/K, par la
formule : pour tout x de Jg,

v@E)

@

o, (%)=

Soit encore H le groupe des caractéres complexes de H. On rappelle le
résultat suivant (lemme 4.8 et son corollaire dans [9)) :

ProposimioN 2.2.1. — (i) pour tout veHomg(9,C), on a
V=0,°Ngx;
(ii) pour v, fixé arbitraire, on a :

{Qvoxe ﬁ} = {(pv’ VEHomK (‘7-9 C)}’

(iii) le conducteur f de ® est le plus petit commun multiple du conducteur
de Textension F/K et du conducteur de ¢,

Convention. — Lorsqu’on ne veut pas préciser I’élément v, on note
seulement =0,

2.3. FoncrioN L DE HASSE-WEIL ET NOMBRE DE TAMAGAWA

Comme la courbe E/F est a multiplication complexe, on sait que sa
mauvaise réduction est de type additif (cf. [18), théoréme 6). Par consé-
quent, la fonction de Hasse-Weil de cette courbe peut étre définie dans le
demi-plan Ré(s)> 3/2, par le produit eulérien :

L(E/F, s)=nvbonne reduction (1 —a,Nv *+N»o' _2‘)— !

Ici Nv désigne le cardinal du corps résiduel k, de F en v, et a, est la trace
de I'endomorphisme de Frobenius. DEURING [8] a démontré qu’'on peut
décomposer cette fonction en produit de deux fonctions L de Hecke, a
savoir :

L(E/F, s)=L (¥, )L(V, 5).

Il en résulte, en particulier, que la fonction L de Hasse-Weil a un prolonge-
ment analytique a tout le plan et y satisfait une équation fonctionnelle.
On aura seulement besoin de la valeur en s=1 de cette fonction.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



12 J. TILOUINE

On définit comme dans [3] des facteurs locaux m, pour chaque place v
de F:

Si v est une place archimédienne, on note

Q, i=I o@=1,2) ou {¥, ii=1. 2
Yo, i

est une base fixée de ’homologie entiére de E (F,) (bien siir F,=C), et on
pose :

1
m,= Elnv le. Z—Qv. IQv. 2l'

Si v est une place non archimédienne de bonne réduction, et ®.;, ,
désigne la forme différentielle dx,/y, associée 3 un modéle minimal de E
en v, on pose :

mv:Im/mmin. vlw
et si E a mauvaise réduction en v, on pose :
m,= | ©/@pin, ,|o % (E(F,): Eq (F,)).

E,(F,) désignant le sous-groupe de E (F,) des points dont la réduction
est non singuliére.

DEeFiNITION 2.3.1. — On appelle nombre de Tamagawa de E/F le
nombre t(E/F)=[].m; ! x L(E/F, 1), le produit étant étendu a toutes les
places v de F ce qui a du sens puisque m,=1 pour presque tout v.

Rappelons que la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer préedit que si
t(E/F) est non nul, alors :

(i) le groupe E (F) est de torsion,

(ii) on a I'égalité :

lDFI 1/2 - ¥ WirF)
2 FEF)?

T(E/F).

Sous I'hypothése (S), le théoréme de N. Arthaud affirme que (i) est vrai.
Le point (ii) n’est évidlemment pas connu, mais le théoréme de rationalité
du premier membre de I’égalité (ii) est prouvé, pour une courbe vérifiant
(S), dans [9], proposition 7.8. On rappelle aussi que pour tout idéal a de
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0 premier au conducteur f de ®, ®(a) induit une isogénie, qu'on notera
®(a)g, de E a E°, pour o=(a, F/K), et qu'il y a A(a)e F* tel que I'on
ait :

D (a) (0°)=A(a) X ©.

Pour les propriétés des nombres A (a) qu'on utilisera par la suite, cf. [9],
§ 4, ou [17] (5.4)~(5.8). Posons

m/=nv @ lm/(‘omin. vlu_‘

et fixons un générateur 8y du discriminant relatif de F/K. On note N, q
la norme absolue de K

PropOsITION 2.3.2. — On a légalité :

lDF!l/z

T(E"'F)‘T =2—c_3—ﬂ_(n°Na)—1

xm’ x Ny, ([T (A(a) Q)" x 852 x L (§, 1),

ou o et B sont deux entiers >0, et a parcourt un systéme arbitraire
d’idéaux de O premiers a f dont les symboles d Artin relatifs a F/K décrivent
exactement H.

Preuve. — On a L(E/F, 1)=L({, 1) L(J, 1), et on fait les remarques
suivantes sur les facteurs locaux m,,.

Si v est archimédienne, v correspond a un plongement complexe qui
s’écrit de - a;0n unique 1, °c pour un o de H,eton a:

1/2
m,=|A(@)Q*xNa~'x ﬂ‘—l——

En effet, soit (y,, ;) une base de H, (E(C), Z) et (v}, Y2) une base de
H, (E°(C), Z), notons (Y], v3) 'image par
®(a),: H,(E(C), Z) » H,(E°(C), Z)de(y,, 72)

Comme Ker ®(a),=E,, on sait par la suite exacte d’homologie qu’il y a
Ae M, (Z) telle que :

<ﬂ>=,4<7,‘) et dét A=%E,=Na,
Y2 Y2
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14 1. TILOUINE

° .
71 71

=A

Jo) N
] .
v2 72

I.m“=f Q(a)ﬁw"=A(a)I ® (i=1, 2),

donc en reportant dans la définition de m, on trouve :

par conséquent :

or,

2
|dét A|xm,=|A(a) Q[ x lD—‘;'”-

Si v est une place de mauvaise réduction, il est prouvé dans [24], p. 46
que (E(F,): E,(F,)) divise 12.

On applique alors ces remarques pour transformer t(E/F) et
on utilise la proposition 7.2 de [9], affirmant que

/8rx [ 1o (A(a) Q)™ x L(y, 1)e K. On obtient ainsi le résultat.

2.4. LEs NOMBRES PREMIERS CONSIDERES ET LES OBJETS QUI EN DEPENDENT

Soit p un nombre premier #2,3 au-dessus duquel la courbe E/F a bonne
réduction ordinaire. On sait que ceci entraine que p est décomposé dans K
Notons P et P* les facteurs premiers de p 0. On note O le compléte PB-
adique de 0. On considére I'anneau I, complété du produit tensoriel par
Oy de 'anneau des entiers de F(Eg.»). On dispose donc d'un plongement
\y de F(Eg.«) dans I®Q,, qui induit une identification désormais tacite
entre le complété P-adique de K et Q,. Soit de plus G le groupe de
Galois de F(E, ,)/F;, comme I'a remarqué Weil on peut définir, pour tout
caractére de Hecke algébrique de la forme A=¥*P®, avec a et b dans Z,
un caractére Ay de G dans Z} (cf. [26]); en particulier, Yy est le caractére
d’action de G sur Egy_, et il'l, donne l'action de G sur Eg.«. On ajoute
dorénavant I'hypothése que p n’est pas ramifi¢ dans F, et on sait alors
qu’on obtient un isomorphisme :

Vg X Vg: G:Z; xZ,.
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On suppose également que le modéle de Weierstrass choisi est minimal en
chaque place au-dessus de p. On pose pour n’importe quelle place v de F
au-dessus de p:m=Vy(v). On sait (DEURING [8]) que ® est un générateur
de I'idéal de @: Ng,x v. On introduit alors les notations :

NortaTions 2.4.1. — (i) Pour n et m deux entiers >0 arbitraires, on
pose :

F,=F(Em+1), F ,=F(Ea+1), F, o»=F,. %,
et
Fo=UnzoFmw Fo=Usmfam
(ii) pour g un idéal fixé, multiple principal de f et premier a p, on pose :
Rn=Fn(E), Ry w=F, n=F, n(Ep);
et Rp=Upzo R

(iii) en désignant par 07 I'anneau des entiers d’un corps de nombres T,
on pose

J=0r® ¢ Og, I,=0; ®0y, [,=0x R0y
LeMME 2.4.2. — (i) Pour tout idéal g de O multiple de f, le corps F(E,)

coincide avec le corps des rayons modulo g de K.

(i) & ,/F est une extension cyclique totalement ramifiée en chaque place
v de F au-dessus de P, de degré égal a ¢"9(q) ou q=%k,=Nuv, et ¢ est
Tindicatrice &’ Euler. Le conducteur de %, sur K est égal a fn"*!.

(ili) F,/F est non ramifiée en chaque place v divisant B et le nombre g,
de places de F (Eg.x+1) au-dessus de v est de la forme :

g=87pr si k=0,...,K
g=8p* si k2K
ou K=ordg.(logg.(m))—1.
(iv) Les extensions F,, et , sont linéairement disjointes sur F.

Preuve. — (i) C'est le lemme 4.7 de [9].

(i)) Ce fait classique est prouvé dans le chapitre 2 du cours de
CoaTes [3].
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16 J. TILOUINE

(iii) F,,,/FA n’est pas ramifiée en v puisque le conducteur de F,/K est
frnm* ! par le point (ii). De plus, en faisant agir G (F(Ege)/F) sur Eg., on
obtient le diagramme commutatif :

G (F(Eg)/F) S (O/B*)*
U U

D, S (L

ou D, désigne le groupe de décomposition de w/v ou w est n'importe

quelle place de F(Eg.x) divisant v (parce que I'extension est abélienne), et

{ n % désigne le groupe cyclique engendré par I'image de n dans (C/P**)*.

Les lignes sont des isomorphismes par le lemme 2.5 de [3], on voit alors

que I'indice des groupes de droite du diagramme est de la forme voulue.
Le point (iv) résulte clairement de (ii) et (iii).

2.5. LE GROUPE FORMEL DE LA COURBE ET LES ISOGENIES FORMELLES

Rappelons d'abord que toutes les courbes E°, oce H sont F-isogénes.
Ceci résulte directement de I'invariance sous H du Grossencharakter  de
E/F, et du théoréme 10.2.1 de [11]. On voit cela plus explicitement a
I'aide des morphismes ®(a)g: E — E°, qui sont non nuls par la formule
(4.10) de [9] : pour

PeE, avec (g, a)=1, P FEK=@(a)(P)

On sait aussi que Ker®(a);=E,. Donnons une preuve directe de cette
affirmation : si x€ea, 2=1(f), on a

a( =al et ®(h) ®(a)=a dans Endg(B),
donc on a l'inclusion :

Ker®(a); =N, eq En

et cette intersection coincide avec E, par le lemme d’approximation. De
plus comme B est autoduale et que la dualité des isogénies coincide avec
la conjugaison complexe de End, (B), on a :

tKer®(a)p=d°®(a)p=P(a)g)*=Na=*#E,

d'ot I'égalité.
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Plus généralement pour t€ H, on note ®(a)g: I'isogénie de E* dans E™
induite par ®(a) et on voit aisément que ®(a);=®(a)g. On introduit
alors le groupe formel E défini sur J N F associé a la courbe E vue sur J,
le paramétre ¢ de E étant fixé par t= —2 x/y. Comme E a bonne réduction
ordinaire au-dessus de p, le groupe E est de hauteur 1, et est un module
formel sur €y qu'on a identifi¢ 4 Z,, on peut en faire une théorie trés
analogue a celle de Lubin-Tate (elle est exposée dans [22]).

On note G, le groupe formel additif, vu sur J®Q,. On note log; le
logarithme elliptique de E, cest-a-dire 'unique isomorphisme de E a G,
tel que d/dr logg(t) |,=0= 1; il est défini sur F, et satisfait la relation
suivante : Soit

El (")'—"mvlﬂEl. v(")

ou E, ,(J) est le noyau de la réduction en v de E(J), pour @ =dx/y vue
sur J,on a:

® IE] wn=d(og

On note e; I'isomorphisme inverse de log;; il satisfait I'égalité :

[=eE(z)= —M =74 Lg223+ .
P'(z, &¥) 10
Si I'on remplace E par E° pour un o de H, on obtient aisément les
formules :

E°=E° logge(1)=(logg)®(1),  ege(z)=(ep)°(2).

Si on note (x,, J,) un point de E° on note 1, le paramétre sur E° défini
par —2x,/y,=t,.

Soit maintenant A une isogénie de E vers E° définie sur J; par restriction
aE =N,gE, .ouE, ,estlenoyau de la réduction en v, on définit une
isogénie [A]: E — E°, caractérisée par la propriété que pour toute
J-algébre A compléte pour la topologie de son radical, le diagramme
suivant soit commutatif :

Al ’
E,(4) -~ Ei(4)
ll lln

. 0
E(rad A) = E°(rad A)
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18 J. TILOUINE

les applications verticales étant données par :

2x,

2
(6 )t=—"2 et (xp y)ote=—
y Ve

Lorsque A=®(a)g, on abrege : [®(a)]=[P(a)]. .

LeMME 2.5.1. — Pour tout idéal a de O premier a f, ona :

() [@(a)]()=A(a)t(mod. t?), ‘

(i) Ker[®(a)]=(E),, et en particulier, si (a, B)=1[D(a)] est un isomor-
phisme de E a E°.

Preuve. — Par la définition méme de A (a), on a I'égalité :
®(a)(W(z, £)=W(A(a)z, Z,),

et pour P=W(z, &), on a: t,(®(a)(P))=[®(a)](z) par définition de
I'isogénie formelle, donc

[@(a)])()=t,(W(A(a)z, £,))=Epe(A(a)2)=A(a) xz (mod 2%,

et comme z=t(mod t2), on obtient la congruence (i). Pour le point (ii), il
suffit de remarquer que Ker(®(a)g) |EI=E,ﬂE,, et de transposer cette
égalité dans E.

2.6. LES ISOMORPHISMES ENTRE LE GROUPE FORMEL MULTIPLICATIF ET LE
GROUPE FORMEL DE LA COURBE

Soit I":" le complété p-adique de I'anneau lim (, , -, I[n,] qui s’identifie
—
au produit des extensions non ramifiées maximales des anneaux locaux,

en nombre fini, qui composent I. Notons @, le Frobenius absolu (arithme-
tique) agissant sur I"". On va démontrer (a la main) le résultat suivant :

ProposiTioN 2.6.1. — Pour toute unité Yy de I'", telle que :
vy '=A(P)/p, il existe un unique isomorphisme n: G, — E tel que
N’ (0) =Y, et n est alors défini sur I donc en fait yel.

Preuve. — Elle est analogue a la construction de la fin de I'article de
LusiN et TATE [15].

(a) Cherchons d’abord une série n(T)e I"" [[T]] telle que
n*([ple. (M) =[®(P)]on(T),
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et dont la dérivéee a I'origine soit y. En dérivant a I'origine les deux
membres, on trouve y* ~! =A (B)/p, puis on procéde par approximations
successives : supposons qu’on dispose d’un polyndéme 1, de degré <r tel
que

ne(pls, (M) =[®(P)]°n,(T) (moduloT"*!),
cherchons 1, (T)=n,(T)+x T *!, oi xeI"’", tel que

e 1M =[@(P)IN,+; () (mod T*3).

En développant cette expression, on est amené a résoudre :
x*p"*1—x A(P)=a, ou a est donné par :

n? (p),, D=[@® (PN, (M) +aT*! (mod T"*?).

Réduisons cette équation modulo p :
AP(TH=R, (T +aT*! (mod. T"*?),

parce que [®(B)])(T)= TP, par définition méme de ®(B);: E —» E°*® comme
relévement du morphisme de Frobenius E, — E%. Donc a=0 et ainsi, p|a.
Or, il est facile de voir que A(PB)/p est une unité de J par exemple en
utilisant la propriété de 1-cocycle de A : si f est le degré résiduel de F sur
K ona:

R=A(‘BI)=A(%)1+’°+‘ . .+.°f~l,

donc |r|,=|A(B)|/, et comme nO=P’, on a |x|,=|p|/. On conclut
donc que pour chaque r>1, il existe un x unique de "™ répondant au
probléme. D’ou I’existence et I'unicité de n.

(b) Montrons alors que n est un isomorphisme de G,, a E. Rappelons
d’abord que E et G,, étant de hauteur 1, leur anneau d’endomorphismes
total est forcément égal a Z,, (c’est un Z,-module libre de rang inférieur a
la hauteur, égale ici a 1, pour les détails, c¢f. Lusin [14]). Par conséquent
les endomorphismes de E s’approximent par des endomorphismes globaux
de E.

Montrons que :

(i) EMX nn)=n(G, (% v)),
(1)) n(la);, T)=I[a)en(T).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



20 J. TILOUINE

Posons F (%, p)=n"'¢E(n %, ny); on va montrer que ce groupe formel
est le groupe de Lubin-Tate associé 4 f (T)=[p]g,, (T). On a d’abord

F(X,9)=X+y (mod (%, n)?),
et de plus FPo(f (%), f (v))=f (F(X, 1)), en effet :
Fo(f (%), () =(n"")*([@(P)] X, [®(P)]v),

parce que n® (f(T))=[®(P)In(T) (cest le point (a)).
De plus, par définition de [®(P)], on a :
E*o ([0 (B) X, [@(B)]9) =[O (P)](E (X, 1)),
et on applique a4 nouveau (a) pour conclure.

De méme pour C(T)=1n""'<[a]z°on(T), on voit que C(T)= T(mod T?),
et on montre que C® (f (T))=f (C(T)) en utilisant les égalités

[af3 o [@ (W] =la] o [ ()] = [@(B)] o],

qui résultent de la définition de [®(B)] lorque ae @ et se déduisent de la
par densité de O dans Z,, pour tout g, et il reste a prouver le lemme :
Soit f (T) une série formelle a une variable a coefficients dans I"", telle
que
{f(T)Ed)T (mod T?),
fM=1" (@I [[T])),
@® désignant une uniformisante de I™". Alors, étant donné une forme
linéaire I(X,, . . ., X,), il existe une unique série F(X,, ..., X,) telle que
F(X,,....%x)=1(X,,..., X) mod(X,, ..., X,)%
Fo(f (X)), ..., [ X)=f(F(X,, ..., X))
Preuve. — (Strictement analogue au lemme 1.1 de [15]), on procéde par
approximations successives :
On pose F, =1, et si 'on a construit un polynome F, de degré <r tel
que :
F(f(Z), .. . fEN=f(F(Xy, ..., X))
(mod(X,,..., X)),
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on cherche F,,; sous la forme F,+A,,,, ou A,,, est un polynéme
homogeéne de degré (r+1)en X,, ..., %,.
On voit facilement qu’on est amené a résoudre :

@A, —@% AT =FO(f (X)), ..., [(E)
—f(F, (%, ..., X)) (mod (X,, ..., f,,)’”),

or, en réduisant le second membre de cette congruence modulo @, on
trouve FP (X2, ..., X0)—(F,(%X,, ..., X,))’=0, donc tous les coefficients
du second membre sont divisibles par ®, d’ou I'on tire aisément I’existence
et I'unicité de F,, ,, et, par récurrence, de F.

On applique ce lemme & f(T)=[p]g,, (T) et, pour n=1 a C(T), resp.
pour n= 2 a F(X, p), d’ou 'on conclut que 1 est un isomorphisme de
G, aE.

(c) Montrons qu’un tel isomorphisme est toujours défini sur I. On a vu
dans (a) que N est défini sur I""™. On voit facilement, d’autre part, que le
corps résiduel de I en une place quelconque est le composé de la Z -exten-
sion de [, et de I'unique extension de degré fx (p—1)/go (g, désignant le
nombre de places de F(Eg.) au-dessus d’une place v de F divisant P). Par
conséquent, [ est le sous-anneau de I"" fixé par les automorphismes de /
de la forme A =@} ou ve Z vérifie

v=0mod. (fx (p—1)/g,) et v, =0,

14

en notant v, la projection Z—»Zp de v. Or, on sait que

n*([p] T)=[® (B)I n(T), donc en appliquant @, (f—1)-fois a cette égalite,
et en notant ¢@=¢f, le Frobenius relatif & F, on trouve:
N*([Nv](T))=[n]zn (T), et en posant f,=(p—1)/g,, on tire I'égalité :

n*" (N /o) T)=[n o)z (T),
d’ou I'on tire par une petite remarque :
n*’° ([#’°] T)=n(T).

La remarque s’énonce : si f ([x] T)=g([r] T, f, ge(""[[T]))™ alors f=g.

Mais on a vu que I'indice g, du groupe de décomposition de F(Egy.)
sur F en v est égal a I'indice du sous-groupe engendré par 1 mod P* dans
(O/PB*) ", ainsi /o= 1(P).
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Soit maintenant A =¢@p, avec v=A,fV’, v,=0; on a :

n). (T) = n(”o)V' ([.’-tfov’]T) car ﬁ;fo v ﬁfo vp=1

donc n*(T)=n(T).

Remarque. — Les points (a) et (b) peuvent aussi étre obtenus a I'aide
du théoréme de TATE [25], en utilisant I'accouplement de WEIL (voir [29]).

2.7. SUITES COHERENTES DE FONCTIONS SUR LE GROUPE FORMEL

On fixe un idéal g de @ multiple principal de f, premier a p. Soit (a, ¢)
un couple d’ideaux de ¢, premiers entre eux, a=(a) étant principal premier
a gp, et ¢ étant premier a g P*. Soit o=(¢, F/K), on introduit la fonction
rationnelle sur la courbe E° :

r=ra o=0"2[]; g (e =% (P))°/A°

qui est définie sur F et ne dépend que de la classe d’isomorphisme de E°.

Choisissons de plus une suite 0=(Q)(m=0, 1, 2,...) de points de

gn™*-torsion de E, tels que #Q,,,,; =0, pour tout m>0. On a noté, au
=m+1

paragraphe 4, %, le corps des points de g&™"'-torsion, et soit
Re=Umz02, Notons t1=(c, #,/K). On pose pour chaque entier m>0

r(c. . Q. m (P)=”5€G(gm/;m)r(P+Q:n8)-

On voit facilement que cette fonction rationnelle sur E® est définie sur
F,. On rappelle que t=t, désigne le paramétre du groupe formel E. On
introduit les fonctions sur E :

em(t)=e(a. c. Q. m)(t)zr(n. c. Q. m)(d)(()E(P([ﬁ“m.* ”](t)))v

ou le point P([&# ™" *"]t) est 'unique point de E, dont le paramétre sur
E vaut [&] "™V (1).

ProposiTioN 2.7.1. — Pour tout m>0,

(1) 0,,(t) est une unité de I, [[t]};
(i) N6, ., (t)=%.0,(t) (propriété de cohérence);
(ili) on a l'équation fonctionnelle au niveau m :

[locs,On(tl+]z0)=%.60 ().
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les étoiles dans (ii) et (iil) désignent des constantes dans F* N\ J*, la norme
de (ii) est la norme « semi-locale » de I,,, a I, (i.e. Ng__ ;5 ®ldeg,
prolongé de 1. ,[[t]] a 1,[[t]]), et dans (iii), on note 6 la fonction

e(a. (3 8 g m)

Preuve. — (i) Pour prouver que tous les coefficients de 8, sont v-entiers,
on est ramené a voir que pour tout Re EZ\ {0} et 8€ G (®,,/F,), I'expres-
sion (x, (P,+Q%)—x,(R))®/A° devient aprés substitution de t, dans P,
une série de t, a coefficient dans F(E,zm+1) tous v-entiers.

Or, par la formule d’addition, on a :

1 (yo (Pa) — Vo (Q:ns)

] Pa+ ;-8 =
XePat Cn)= | K P =%, (0

2 )2 ~ %o (Pg) =%, (Q%)

et on sait que :

1 8., 8
X, (Py) = 5 +—;2t:+ ft:+. .
2
Yo (Pg)= _1_3 +§2—gt°+. ch

a

tous les coefficients étant dans F N J.
Comme agit et P sont étrangers, on voit que : EZ ;N Ej (F,)={0},
donc les coordonnées de Q° et R sont v-entiéres, et en développant

x, (P,+ Q%) on obtient I'intégralité.

Pour montrer que 6, (0) est une v-unité on utilise un lemme.

LEMME 2.7.2. — Soient E et E’ deux courbes elliptiques définies sur le
corps local F,, et a: E — E’ une isogénie définie sur F,. Soient A, et A, les

hauteurs locales de Néron respectives sur E et E’, on a alors la formule :
pour tout Pe E (F,) tel que a P#0 :

A, (@P)=(d° ), (P)+ %v(r,u’».

ou
re(P)=pn@[1g. E, (x (P)—x(R))%/A

. x(P) \°A’
=limp —.
p(a)=lm, ., ( (@ P)) A

et
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CoMMENTAIRE. — Ce lemme est dil & J. Tate (lettre a J.-P. Serre) et est
prouvé dans [1].

On l'applique a E° et a 'endomorphisme de cette courbe défini par
a€@. On voit alors que p(a)=a'?etr,(P)=r, . (P). On prend successive-
ment les points Q¥ & parcourant G(£,/F,), et on obtient que

v(r(a. <, 9. m))=0'
Pour prouver (ii) et (iii), on a besoin du lemme :

LEMME 2.7.3. — Soit b un idéal de O premier a af, alors on a 'égalité :
[l ke " (P+R) =, . r™ (@ (D)5 (P)),

oti r®=r 4, et cy . est un élément de F* indépendant de P.

Preuve. — 1l suffit de comparer les diviseurs des deux membres. On
trouve que le membre de gauche présente un zéro d’ordre 12 en chaque
point R+S ou ReEg et SeEZ\{0}, et un pole d’ordre 12(Na—1) en

chaque point R de EJ.. De méme le membre de droite présente un zéro
d’ordre 12 en chaque point de ®(b)z ! (EZ°\ {0}) puisque @ (b)§ est étale
sur E%, et comme b et a sont étrangers, on voit que I'ensemble des zéros
du membre de droite est I'ensemble des R+ S, Re E, S € E3-\ {0}, idem
pour les poles, donc ces deux fonctions rationnelles sur E°¢ et définies sur
F, différent par une constante ¢, € F*.

On pouve alors (ii) en exprimant N, 0,, ., (¢,) comme un double produit

sur
G(Fm+l/Fu) et G(gm+l/Fm+l)

qu’on transforme en produit sur
CRp+1/Re) et G(Rps1/Frir)

ce qui est loisible puisque #,, et F,, ., sont disjoints sur F,, et de composé
.., on applique &, et F, ., sont disjoints sur F,, et de composé¢ #,,., ,
on applique alors une version faible du lemme ci-dessus a ®(b);=% pour
obtenir (ii).

Le point (iii) résulte immédiatement du lemme.

2.8. — LES DERIVEES LOGARITHMIQUES

On introduit comme dans [29] les dérivées logarithmiques qui inter-
viennent dans la construction qu'on a en vue. Notons d’abord
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Dz=(1/log;(t)) (d/dt) I'unique dérivation invariante par translation sur E,
est normalisée par Dzt=1. Remarquons que logz(t)el+tJ[[t]] parce
qu’on a choisi un modéle sur E minimal au-dessus de B.

NoTtATION 2.8.1. — Pour tout m >0, on note.

(i) Tr, la trace (semi-locale) de I,.,[it]] a I,[[t]] déduite de
Tr,, r®ldeg de I, & 1,

(ii) jn(t)=Dglogb,, (t)=(d/dz)log(8,, ez (z)) I"‘“’e‘" (resp. /P (t)
désigne I'analogue de j, (t), ou I'on a remplacé 6,, par 6 =0,, .q 0. m)-

ProrosITION 2.8.2. — Pour tout m>0, on a :

(l) jm (t)EIm [[t]]s et Trm (im+ 1 (t)) =jm (t)

(i) X, gim(t[+]10)=A(B)%xjP (0.

Preuve. — (i) résulte immédiatement de la proposition 2.7.1; (i) et (ii),
en appliquant le logarithme des séries formelles aux deux membres de
I’égalité (ii), et en remarquant que loge N,,=Tr,, clog;

(i) résulte de la congruence [®(B)1°(¢,)=A (PB)°.t, modulo t2, prouvée
au lemme 2.5. 1, et la proposition 2. 7. 1, (iii).

On peut alors définir, en passant a la limite sur m une série a deux
variables analogue a celle du théoréme 5 de [29] :

ProposiTioN 2.8.3. — (i) Soit (a, ¢) fixé comme au paragraphe 7, il
existe une unique série j(t, w,)=ji,. o(t, wy)€l[[t, w,]}, telle que, pour tout
m=0, on ait :

J& W)=Y e OXx (1 +w)¥®  (mod. (1+w)™ ' —1),

ou T désigne un prolongement arbitraire a F, de I'automorphisme < de F,/F.
(ii) De plus, cette série vérifie I'équation fonctionnelle :

Y ig) MLH]0, W)= A (B) xj® (1, w,),

ou
j(o) =j(a. c®)
On rappelle que g=Nv.
Preuve. — Comme I'anneau I[[t, w,]] est complet pour la topologie

(p, t, wy)-adique, il suffit de voir que la suite (u,) des membres de droite
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de la congruence est de Cauchy. Remarquons d’abord que si on compose %
avec un automorphisme t’ qui fixe F,,, on a la congruence :

(14+w,)¥ ™) =(14+w,)¥® mod. (1+w,)™ ' =1)
ecar

Vg (1) =1(mod. g"*?),

ce qui prouve que les termes de la suite sont bien définis pour le modulo
considéré. Et en utilisant la formule tr,,j,, ., =j.. On prouve comme dans
le théoréme 5 de [29] la congruence u,,., =u,, (mod(1+w,)™ ' —1) d’ou
le résultat. Quant a (ii), il résulte immédiatement de I’équation fonction-
nelle pour les g, (t,).

On a noté (t, w,) les deux variables car la premiére est le paramétre de
E tandis que la seconde est essentiellement de nature multiplicative. On
aura a remplacer ¢t par la variable w, de G,,, parce que la théorie de la
mesure sur Z2 donne lieu 4 des formules qui s’écrivent agréablement sur
le groupe multiplicatif.

2.9. LE FORMALISME DE L'INTEGRATION p-ADIQUE A DEUX VARIABLES

On note C(Z2, I) I'espace des fonctions continues de Z2 dans I, muni
de la norme de convergence uniforme sur Z,z,, et on pose la :

DEFINITION 2.9.1. — On appelle mesure sur Z2 a valeurs dans I toute
forme I-linéaire de C(Zﬁ, D) dans I, on note M leur ensemble. On note

f.du au lieu de p(f).
z;
On rappelle le théoréme de Mabhler :

THEOREME 2.9.2. — Pour toute fonction f continue sur ZZ, a valeurs

dans 1, il existe une unique suite (a,, ,,) déléments de I, tendant vers zéro

quand (n,, n,) = oo, telle que :
X1\ (X2
f(xl' x2)=z"l- ,z;oan, nz(nl>'(n2>'

” f“ =Maxn|. n1>0|an|. ny II'

et

On note pour xel, x=(x,),. w parcourant I'ensemble des places de
F(E,=) au-dessus de B, | x|,=Max,,|x

wlo
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On en tire aisément la proposition :
ProposITION 2.9.3. — L’application I[[w, w,]] & M qui a la série
N =Zu1. #220Cn1n2 wit w2

associe la forme linéaire pg définie par

() ()=

pour tout couple (n,n,) dentiers=0, est un isomorphisme isométrique, la
norme sur I[{w,, w,]] étant définie par

”S”=Supn|. nz)Olcul. L}] |I‘

On donne alors un formulaire précisant la correspondance S+ pg. On
notera w, [+]g, w,=w,; +w,+w, w, la loi du groupe formel multiplicatif.

ProposiTiON 2.9.4. — (i) Pour tout Selfjw,, w,]}, on a:

J‘ 2(l +w )1 (1 +wy)*2dpg(x,, x;) =S8 (wy, w,).
zp

(i1) Si la série S satisfait la congruence

S (wy, Wz)Ezosksp"-n. ocjcpM 1 b j(A+w) (1 +wy)

modulo((14w,)?" =1, (1+w,)?" =1),
alors

J dus=b, ;.
(k+p~ l') x(j+ pM l,,)

(iii) Si ¢ est localement constante sur Z2, c'est-a-dire provient d une
fonction sur Z| Ny x Z[ My, notons @ sa transformée de Fourier définie par :

i n xZosx, <M, 0$x15pM(p(xl’ x,) G31 £32

- 1
‘p(c.th C2)= pN

pour (8, §3) € pon X Hpu.
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Alors, on a la formule : ¢ x dug=dpu,, ou

T(w,, W2)=z(;l_ {,,6(&, 82)S (wy[+]6, €1 — 1), wy[+]6, €2— 1)),

la somme étant étendue aux couples (G,, T;) de pv x pu.
. (iv) En posant
d .
D,=(1+W‘)—‘— (l=l, 2)a
dw;
ona:

xit x2dps=dpuph py2 5.

(v) Pour tout Sell[w,, w,]l, notons S (w,, w,) la série a coefficients
dans I :

S (wy, wp)— ;z,e,,sm,[ﬂc.(a,—n, w5)

et soit lzxz, la fonction caractéristique de Z,xZ, on a:
173wz, % dus=dug.

Preuve. — Ce formulaire est strictement analogue au cas d’une variable,
traité par Karz dans [13].

Une opération importante de I'intégration p-adique, dont nous aurons
usage est la transformation de Leopoldt, que nous rappelons briévement.
Soit (i,, i,) un couple d’entiers modulo p—1, on définit la branche de la
transformation de Leopoldt associée a ce couple comme suit. Pour
xeZ,, on note x=m(x){x ), ou w(x) est 'unique racine (p— 1)-iéme de
I'unité telle que x=w(x) (mod. p), et {x>el+pZ, Pour chaque mesure
peM, on pose :

I iy (s,, s,)= 2 {xp Y1 {x, 20" (x,) 02 (x,) dp
;)

et on vérifie aisément qu’on a ainsi défini une application continue de Z2
dans 1. On sait en fait que les fonctions de I'Vi* ‘2 (M) sont plus que
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continues : elles sont analytiques au sens suivant. Fixons désormais deux
générateurs topologiques u, et u, de 1+pZ,, alors :

PROPOSITION 2.9.5. — Soit peM et (i, i,)e(Z/(p—1) Z)?, il existe une
unique série A1 P eI[[w,, w,]] telle que pour tout (s,, s;)€ZZ, on ait :

(61 D) (s,, s,) =A% D (i —1, up—1).

Preuve. — On peut écrire {x)=uli®(i=1,2) pour xeZ,, ou
l;:Z) — Z est le logarithme de base u; on obtient donc le développement :

n

=T " )=y pour i=12

la convergence de la série étant uniforme en s, ce qui permet en revenant
a la définition de I'1- 2 de permuter intégrale et somme, ce qui donne

le résultat.

Fixons un isomorphisme n: G, 2 E, qu'on précisera plus loin.

Posons h(w,, w;)=1"(0) xj(n (w,), w,). On applique a h I'opération (v)
de la proposition 2.9.4, et soit p=p,, ., la mesure associée a h.

LEMME 2.9.6. — La mesure p est concentrée sur Z; xZ, .

Preuve. — 1l suffit de prouver que p, est concentrée sur Z,xZ, et
d’appliquer le (v) de la proposition.

Or, soit N un entier >1, a et b deux entiers compris entre 0 et p¥ —1.
Soit 1 la fonction caractéristique de (a, pb) +p~ Z,z,, on veut prouver que
Hy(1)=0. Or par la proposition 2.9.4 (iv), il suffit de voir que les b, ;
définis par :

h(w,, wZ)EZosk_ j<pnbr (1 +w ) (1 +w,)
modulo ((1+w,)"" =1,(1+w,)" = 1), sont nuls pour j=0(p).

Mais les seuls exposants de (1+w,) qui interviennent dans cette
congruence sont les unités p-adiques Yy (%) donc on a bien b, ;=0 pour
j=0(p).

On transporte alors cette mesure sur G a I'aide de l'isomorphisme

VexVPg':G 2z , XZ,, on obtient une mesure encore notée p=p,, . On
définit des séries 41 2, par :

G D — 1, uF-)=I%"1 "2y, -1, —5,)
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pour s, et 5, €z,. C'est-a-dire que pour tout couple (a, b) d’entiers congru
a (iy, i) modulo (p—1),0ona:

du(o)

@l lz)(ul'—l “2 )= j.%%( )‘y”( )

On se propose de calculer explicitement cette intégrale pour certains
couples (a, b). Pour cela, on rappelle quelques propriétés des séries d’Eisens-
tein et leur lien avec les valeurs spéciales de fonctions L.

2.10. NoMBRES D'EISENSTEIN

Posons tout entier k>1, zeC et s dans C de partie réelle plus grande
que (k/2)+1, on note :

(z+ o)
““|z+ 0]

H, (s, z, .2’)=Z;

le prime qui affecte de signe de somme signifie qu’on omet w= —z si
ze . 1l est bien connu que cette fonction de s a un prolongement méromor-
phe a C, avec au plus un pole simple en s=1, qui n’apparait que si ze &
et k=1. On note #, le réseau associé¢ a (E°, ®°) et on rappelle qu'on a
calculé le facteur local en la place archimédienne associée a o :

m,=|A(@Q*xNa~'x(|Dg|"?/2) ou (a, F/K)=o0.
On définit alors les séries d’Eisenstein dont on aura usage :

DEFINITION 2. 10. 1. — On dit qu’un couple (a, b) d’entiers est admissible
sia>—b2=0.

DeriNiTION 2.10.2. — Soit (g, b) un couple admissible, on définit la
série d’Eisenstein normalisée de poids (a, b) par la formule :

-b
E, b=(0—1)-’('—:—) H,_,(z, a, Z,).

(On rappelle qu’une fonction F(z, 0,, ®,) est dite de poids (a, b) si pour
tout AeC, on a: F(Az, Aw,, Mo,)=A""X " F(z, ,, ®,). Pour b=0, on
abrege E, , =E,.
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LeMME 2.10.3. — Pour tout couple admissible (a, b), il existe un poly-
nome P, ,eZ[X,, ..., X,_,] de degré 1 —Db et de poids a—b tel que :

Z—bEa. b=Pa. b(El, e ey Ea—b)’

de plus
Pn. b(Il' . ‘xa—b)=(_2)—b£a+Qa. b(Il' . ‘xa—b)’

avec

d3,Q, sy<—b.

Preuve. — Notons E, ,(z, L)=E, ,(z, 0, w;) et m; =m (w,, ®,). On
introduit les opérateurs différentiels

se_f o4 po_m@,e) (6) a @ _a).

0z n

On vérifie facilement les formules :

Dm (0,, ©,)=0, oD=Da, 0H,(z, s, X)=sH,,,(z,s+1, &)
et:
DH,(z, s, 0,, ®,)=sH,,,(z, s+1, 0,, 0,),

donc
aE(a. b)=E(¢+ 1, bp
DE,, »=E@+1. b-1y

On en déduit par récurrence I’égalite :

E(a. b)=a"ﬂ'_' OD_bEl.

Or on prouve dans la théorie des séries d’Eisenstein (cf. [27], chapitre VI,
§ 6, formule 9) I'égaliteé :

1
DE,=E, _,,=—E,E,+ EE;,.

En appliquant alors 8"~ ! a cette égalité et en développant par la formule
de Leibniz, on obtient :

1 -1/ N
E(u+l. —1)=-EIE.+1+‘£<EH2‘ h-:(h)Eh+lEn—h+l)'
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On tient déja le polyndéme P,,; _, qui est de la forme souhaitée. Pour
obtenir P, , on applique a [Iégalit¢é ci-dessus I'opérateur D™ en
remplagant DE, par —E, E,+(1/2)E; a chacun de ses occurences. Par
récurrence sur m, il est clair que P, , satisfait les propriétés requises.

Remarque. — L’admissibilité du couple (a, b) est apparue essentielle
pour cette construction de P, ,, qui a son tour se révélera I'outil crucial’
pour les calculs du paragraphe suivant. C'est pourquoi, malgré que pour
tout couple (a, b) tel que a>1, b<0, on ait un résultat d’algébricité de
L (V" 1) on ne peut pas par notre méthode interpoler directement ces
nombres.

On rassemble maintenant les propriétés de rationalité et d’intégralité
des valeurs particuliéres des séries d’Eisenstein, qui nous seront utiles.

NotaTions 2.10.4. — Pour tout m>0, on pose

am+1

En=8T et pu=—.

8m

Si de plus (a, b) est un couple admissible, on appelle E, ,(p,, £) un
nombre d’Eisenstein. On le note E, ,(p,) quand il n’y a pas d’ambiguité
sur le réseau . On suppose désormais que les points Q,,(m=0, 1, 2.:.)
qui ont permis de définir les fonctions 6,, sont donnés par :

2n=W(p. £).

On rappelle alors le lemme qui établit le lien entre les fonctions 6, et les
nombres d’Eisenstein (voir corollaire 1.7 de [9)]).

LeEMME 2.10.5. — Pour tout entier k>=1ona :

dk
E;Ioge,,.'Jefa(z)_]FO:]2(_1):‘)(1-[-(,,,,,“,‘
x/\(C)"xZB{NaxE,‘(A(C)\]l(B) P L)

—=(A(a)°)*E, (A (a)) ¥(B) Ppy Loa,)}-

ou 8,=86, . o mp 0=(c, F/K) et ou B parcourt un systéme quelconque

d’idéaux de € premiers a g B* dont les symboles d’ Artin (B, R,,/F) décrivent
exactement le groupe G (A,,/F,).
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Remarque. — Comme 8, cez est une série de z a coefficients dans F,,
on voit que le second membre est dans F,, et plus précisément, on a la :

ProposITION 2.10.6. — Pour tout couple admissible (a, b) et pour tout
entier m 20 :

() E, ,(pm)ER, et pour tout idéal c de € premier a g B* et B de Cy
premier a gB*, ona :

Ep s (P L) MO =E, ,(A() ppy Lo)  0u G=(c, F/K),
et
E, v (pm)® /P =E, (W (B)pn)

(2) (L'X) g_m X El (pm)EI:m
(B) Si a>1, soit s le plus petit entier >0 tel que a ne soit congru ni
a 0 ni a 1 modulo(p—1)g’, alors, pour tout m=s, on a

qsx (g_m)_bEa. b(pm)EI;n‘
(y) Sia>1, il existe un entier m, ,>0 tel que pour m=m, , on ait :

(gm)_b En. b(pm)E(—ngl (pm))‘b X Ea (pm) mOdUIO nm_ma' b,

Preuve. — L’énoncé (1), précisant la rationalité des nombres d’Eisenstein
résulte du lemme précédent et du lemme 2.10.3, qui exprime E, ,(p,,)
rationnellement a I'aide des E, (p,,) (1 <k <a—b). Les détails sont donnés
au théoréme (6.2) de [9].

Le résultat de (2) est dit @ YAGER [30] dont nous reprenons la démonstra-
tion s’appuyant sur une variante du lemme 2.10.5. Soit 2, I’ensemble
des idéaux principaux a=(a) de @, avec a=1 (gA™*!), et #,, I'ensemble
des familles (n,), . 5 indexées par 2, d’entiers relatifs presque tous nuls,
tels que Z“!,m n,(Na—1)=0. Soit n=(n,), . o une famille de #,, notons

R,=R, o, o. m la fonction rationnelle sur E:R, (P)=r(P+Q,). On a

alors I'égalité, pour tout k> 1 :

dk
ElogR,,,c Wz L) mo=12(=D* k=13, 5 n(Na—a*) x E(p,).

D’autre part, le membre de gauche de cette égalité est dans I, car
R, °W(z, &£), vue comme série de ¢, a ses coefficients dans I, et vaut
une unité de I, en z=0. On est alors ramené a voir que la valuation n-
adique de I'élément de O:S,=Zaeynn.(No—a") est égale a s, pour un

choix convenable de n.
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Choisissons pour cela une racine (p— 1)-iéme non triviale de 1 dans Og,
notée §,. Si k=0 ou 1 modulo p—1, choisissons arbitrairement une autre
racine (p— 1)-iéme de 1, non triviale {,. Si k%0 ou 1 mod p—1, soit [ le
représentant de k compris entre 2 et p—2. L’équation dans

Og/B=F,: Y, ¥=Y 14

a au plus p—3 solutions dans F,, donc il existe une racine (p—1)-iéme de
1, {, non triviale telle que

1=1 4 I-14j
Yo Gi#Y,0 ¢ mod. B.
Choisissons a, et a, satisfaisant les congruences :

a,=a,=1mod. g, o, =1+7""" mod. #"*?

et

s=m+2 m+1

a,=1mod ™74, o, =(, modn
et
o, =0, (1+g)mod n"* .

Choisissons enfin une famille n telle que n,=0 si a(a,) et (a,), et telle
que

Nigyy =03 8, —1 et ny=—(t; &, —1).

Si k#0, 1 mod p—1, on trouve
Sa==C=DEG-DE;1 4-Y215)#0 mod. B,
et s=0 convient.
Si k=0 (mod. p—1) et k#0 mod (p—1)g*, on trouve
5,=C-DU+g*~1)#0 (mod. ©*'),

sik=1 (modp—1)et k#1 mod (p—1)4°, on obtient :
S.=L(1+g)(1+9)* '=1)#0 (mod. =**?),
enfin pour k=1, toujours avec le méme n, on obtient S, ~n"*1 ce qui

achéve de prouver les points a et B.

TOME 114 — 1986 — N° |



FONCTIONS L p-ADIQUES A DEUX VARIABLES 35

En outre, on a I'égalité (ou dp, Q, ,< —b):
(g-m)-b Ea. b (pm) = ( _gm El (pm))—b Ea (pm) + (gm/z) b Qa. b (Ek (pm))

Donc si a>1 et s est tel que a#0,1 mod. (p—1)g°, posons
m, ,=s(a—b)+b, on voit que pour m>=m, ,,

gt % Qb (Ey (P - - -5 Egmp (Pm)) €L,

donc, que la congruence voulue a bien lieu.

On peut maintenant préciser le choix de la période B-adique adaptée a
nos calculs.

ProposiTION 2.10.7. — La suite des nombres vy . n€ I, définis par

Yo, 5. m= —&m-E1(Pm) (m=0,12,...)

'y . . ’
C wont Ao T A oar — vnﬂnnnudnn'
ost de vauch‘.' et converge vers un C.’C’.nen. ae 1 note Ty, g = Iy ShaCponRaan:

du choix d’un idéal g, multiple principal de f et premier a p. On a de plus
pour

1=(c, F(E;9=)/K): vg= % X Vg

Enfin, pour presque tout p ordinaire, Qg ="7g" est une unité de I qui est la
dérivée a Torigine d'un isomorphisme de groupes formels de G,, a E.

Preuve. — Pour montrer que { Yg 4 m Jm>0 €st de Cauchy, on utilise la
propriété de distribution des nombres d’Eisenstein

TXE, (Pm)=38E; (W (B)pm+1)s

la somme étant étendue a un ensemble d’idéaux B de ¢y premiers a
g B*, dont les symboles d’Artin relatifs a 4&,,,,/F décrivent exactement
G(R,+,/R,). Cette formule résulte immédiatement de la formule (5),
chapitre VI de [27]. De plus, il est ais¢ de tirer du lemme 2.10.5 la
relation :

E,(W(B)Pms1)—V(BE, (Pps1)ELL .
En outre, comme on a :
-1
YsV(B)=g+n""'gx 9-2_’
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on déduit la congruence :
fE, (p)=71"""'qE,(p,.,)modulo n"* 1L, .,
et comme g=mnft, on conclut :
~ZmE; (Pw) = —Zm+1 E; (Pm+1) modulo e+ I, ;.
Drailleurs, toujours par la formule (5) chapitre VI de [27], en posant

pm. g & pm. b h1_tm+l

ou h=(h),
on a:

h
; X El (pm g)=ZBE1 (‘I’ (B) pm. h)v

ou B parcourt un ensemble en bijection avec G (F(Eym+1)/F(E m+1)) par
le symbole d’Artin.

Donc, par le méme argument que ci-dessus, on obtient la congruence
Ye. o. m=7Ys, 5. m(mod ™1 I) olt I, ol 'on a remplacé g par b. De plus,
la suite de Cauchy {yg, , .} converge dans I"" et on a vy ,=7vg, 4 i 8 | b.
On note alors yg ,=Yg pour ung quelconque. Posons maintenant
1=(c, F(E, g.=)/K), c étant un idéal de @ premier a g B*. Toujours par le
méme argument, on voit que

m+1

A’

Nc

= — » mod
Ye. 6. A (C) ¥s., q.

d’ou a la limite, I'égalité : yg= N (c)/A(c) yg. Etudions alors la divisibilité
par p de I'élément vy de I"". En utilisant la congruence (2) (iii) de la
proposition 2. 10. 6, on est ramené a montrer que n~*™*V x E_ , (p,,) est,
pour presque tout p ordinaire, une unité lorsque m est assez grand. Or,
on prouve comme dans [4] la formule liant nombres d’Eisenstein et valeurs
spéciales de fonctions L partielles. Rappelons que pour oce G (#,/K), on
définit une fonction L partielle par la formule
9°*(a)

L(@°% o, s)= s
(@ )=y, No

la somme portant sur les idéaux de @ premiers a gP* et tel que
(a, #,/K)=0. Cette fonction se prolonge en une fonction entiére. On peut
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donc prendre sa valeur en s=a. En outre, pour ¢ tel que o Ng =V, on
note

2in

Z,(a, b, o)=(a-—-l)!< )—bﬂ“""”L((B""’, G, a).

K
On a alors la formule (corollaire 5. 7 de [9]), ou I'on pose t=(¢c, #,/K) :
(*¥) n7"TOVE, L (A(C) P Lo) =8m*xE (@ ()/A(0))* P x ZLy(a, b, 1),

dont on reprendra la preuve dans un cas plus compliqué au chapitre 3.
Cette formule fondamentale fournit le lien entre entre les nombres d’Eisens-
tein et les valeurs spéciales de fonctions L partielles. Or, il est prouvé au
corollaire 4. 11 de [9] que @ (c)/A (c)=PB (o) ne dépend que de o =(¢, F/K).
On trouve donc que :

Y e B(@) T X (Trg p(n™ "D x E, ,(p)))°

=gf"xgbx<1_§%%?>x(a—l)!

; -b
«(22) oL@ o

/D=

De plus, si a>1 et b0, on voit facilement que le facteur d’Euler du
membre de droite est une unité P-adique de J, et si a>2—b, on voit que
LQ(E)““", a)#0 (cette valeur s’exprime en effet par un produit eulérien
convergent). On fixe alors un tel couple (a, b). Pour tout p ordinaire
premier a I'élément (2imn/ \/D_,()"’ Q @M (¢°"*, a) de F indépendant de
P, on voit que Y ¢ est une unité.

En tout cas pour tout p ordinaire #2,3 on peut poser
Ye=P®.7e, OU 1§

est une unité de I"", puisque vy #0. Pour presque tout p, ry est nul. De
plus pour tout p ordinaire non ramifié dans F (et #2,3), on voit en
utilisant la proposition 2.6.1 que yg est la dérivée a I'origine d’un isomor-
phisme de groupes formels défini sur I, de £ a G,, dont on note n
I'inverse. On pose de plus Qg=1 /yg. On a donc; ' (0) =Qy. C'est désor-
mais le choix de période P-adique et d’isomorphisme de G, a E qu'on
sous-entendra.
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2.11. FoncTions L PB-ADIQUES A DEUX VARIABLES
Reprenons d’abord le calcul d’intégrale posé a la fin du paragraphe 9.
Soit

A, %,(a,b o)=Na¥,(a b, c)—¢°¢"(a) £,(a, bo,).

PrOPOSITION 2.11.1. — On a, pour tout couple (a, b) admissible :

Qg x j Ve x i—”(a, )=12(=1y'g"® x "3 (0
G L4

a_ b
x(A, &, (a, b, 5)— MA, 2,(a, b, 6.g)),

ou le membre de droite qui est a priori dans 1, (F) est vu dans I via
gotgh

Preuve. — Posons I= J Vg ' Ygldp. Par définition de la mesure
G

H=Hg. o sur G, on a Pégalité : I=D{"'D;*h(0, 0) d’ou pour tout m>0,
la congruence (voir [29], formule (17))

d° 1
IEQ‘BZmG(F,,./F)E_—,(i;.(ﬂ (e1—1))

_A®YT
NG

(€ = 1) |, -0 x Vg (7) 7 modulo x"* 1.

Or, par le lemme 2. 10.5, en posant
f=(B, Fm/F)v jm=j(a. c. m) et O'=(C, F/K)v

on a I'égalité :
-1

~a—1
d=

Ja (e =), co=12(=1)"x Q! x A(0)*

xf=m*0exy {NaE,(A()V(BB,)pm L)
_(A(u)o)a E‘(I\ (OC) \'I(BB‘) pvm goa.)}'

parce que

d
Jmen(er—1)= d——loge.‘..(ef(% z,)),

Z)
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et:
[@(0)]e [~ Voez(2)=ep(A() ™"V x 2).

On utilise alors la formule :
Qy=Vg()'.Qy pour TeG(F/F),
qui est un cas particulier de (7). Donc :

E, (U (BB)A(S) P L) x Vg (1) =N x A()) > x 1@
A(c) 0 -b) Y
X EG(A(()"’(B)p;m gc) Yﬂ
Nc

et donc en utilisant la proposition 2. 10.6, (2), (), et la congruence
’YQE _g-mEl (pm)E _g.mEl (W(B)pm) (mOd nm+l)

pour (B, F,/F)=1d;,
on obtient la congruence suivante. Posons :

Aa E;. b(m1 Bv C)‘-:NGE‘. b(A (C) W(BBR) pm’ gc)
—(A(a)*)*x E, (A (ac) Y (BB,) p, Z,,),

alorsona:
I=12(=1rQg 7t a™ ™ VY e
A
x Y {AE; »(m, B, ¢)— —%A,Ez' »(m, B, ¢P)} modulo n™*!.

En utilisant alors la formule (%), et la transitivit¢ des fonctions L
partielles de conducteur fixé, pour les corps K et &, on obtient le résultat
de I’énonce.

Lorsqu’il est nécessaire de preéciser, on note I=1I, . (a, b).

La considération de la structure de la formule de la proposition 2.11.1,
suggeére d’introduire les objets suivants. Soit 2 I'ensemble des idéaux
principaux de @ de la forme a=(a) avec a=1 mod g, et # I'ensemble des
familles n=(n,),.» d’éléments de Z presque tous nuls telles que
Y eesn (Na—1)=0.

Pour une telle famille n, on pose :

l(:. ,,(a, b)=Z.I’n¢x'(a, :)(av b),
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et pour chaque x de H, et pour tout couple admissible, on considére la
quantité :

Yo en X(0) (@78 O Lin. o(@, b).

Or, aprés avoir évalué cette expression a I'aide de la proposition précé-
dente, on est amené a former I'analogue B-adique de I’égalité :

anﬁLgﬂ' ((T)a_b' i, s)=L39‘(q}a-b$ s)-

ou gP*=gP* O;.

On introduit donc une fonction L P-adique auxiliaire Ly qui associe a
un caractére A,,:\lt‘;,\'[t;, ou (a, b) est admissible, le nombre :

n1e§(z.aeﬂi(c)x((p‘(_pb)-l (() I(!, c)(as b))

PrOPOSITION 2.11.2. — La fonction Ly se prolonge par continuité en
une fonction de Homc,,, (G, 1) dans I, possédant les propriétés suivantes :

(i) pour tout couple (i,, i,) dentiers modulo p—1, il existe une série
G Del[[T,, T,]), telle que pour tout couple admissible (a, b) congru a

(i1, i) modulo p—1, on ait pour Ay=\Vg Vg :
Ly (Ag) =Gl 2 (uf—1, u3—1).

(ii) pour tout couple admissible (a, b) et A=\*\?®, on a l'égalité dans Q :
19 Qg L) =121 (12(—1)*g°)* x { S, (a. b) }*
(A A e 2)
x Q@04 [-(J2"", a)).
ou lon note S . @, b)=Y a=wesn,(Na—a’a), et ou X désigne le caracteére
défini par X (a) =N a/A(a).

Preuve. — On identifie dans la formule donnant L3 (Ay) I'expression
d’un déterminant de Dedekind :

Ly (Vg V) = £dét,, ,((9°9) 7' (1) Lin, ¢, (@, b)),
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¢;, ¢, parcourant indépendamment un systéme quelconque d’idéaux de @
premiers a gB* dont les symboles d’Artin relatifs a F/K décrivent H sans
répétition. On a donc :

Ly(Vs V) = £(9° ") ([].cH) xdét,, . (Lin, ¢, e (@ b)),

or on a: ([].¢? F/K)=Idg; car dans un groupe abeélien fini le produit des
carrés des éléments du groupe est toujours trivial. Il existe donc un idéal
€ de Or tel que : Npx € =H‘c2, et donc le membre de droite vaut :

A1 (%) dét,,, e2(in. ¢y (@ D)),

qui est clairement un élément de I, et posséde la propriété (i) parce que
les intégrales I, ., ,) étant uniformément convergentes peuvent se dévelop-

per en séries de u§ —1 et ub—1.
La formule (ii) provient de la substitution dans I'expression de Lg(Ay),
du résultat de la proposition précédente, et des formules :

o % (D) v P )
n""(" NG )=H""’(l* va)

, ) i q',a-b( t)
Laﬁ'(v b, a)=L;(Jf‘ b» a)xl_lv"“'(l—_N;‘vT_)

et
L Cad IR A i)
No**  No*

On se raméne alors a une fonction L complexe primitive. Soit pour cela
f,_» le conducteur dans O du caractére J*~°, c’est aussi le conducteur de
A=y*{". On a:

- v~ (v) -
LE(V ’, a)=Hv|goF.vua—-b<l" N )XLprim(qf ’, a).

Maintenant, on va appliquer I'équation fonctionnelle a la fonction
L,im(¥*~", s) pour relier le membre de droite de (*) au nombre L(A, 1).
Rappelons I’équation :

Soit
() o) (i) 8 ()
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alors, il existe un nombre algébrique de module 1, W (J*), tel que pour
tout s de C, on ait ;

A(% s)=W(iV‘)xA(|%Ik, 1-s).

On I'applique & s=(a+b)/2, k=a—b, et on obtient apreés un petit calcul .
utilisant que Dp=(—1)*.|Dp| =D& x NDg/x :

(a— 1)!‘(%>_MQ-*‘L,,im(V, a)=W @)

K
2- d a-1
X | /N(@r/xfk)_bx (:}%)
X (b)) x QM x L0 (A, 1),

N désignant la norme des idéaux de F a Q i.e. NB=# (0Of/B) et P
la différente relative de F/K

Et on prouve alors le lemme d’interpolation du signe de I'équation
fonctionnelle.

LEMME 2.11.3. — Pour tout couple (i, i,) dentiers modulo p—1, il
existe un nombre algébrique c;, _;, qui ne prend que de la classe modulo
p—1 de i,—i,, et qui est une unité P-adique, et il existe une série

Z““ 2 eZ([T,, T,]] inversible dans I'anneau Z,[[T,, T,]), tels que pour tout

couple (a, b) congru a (i, i,) modulo p—1:
Chymig X D@ =1, = 1)

=‘/N(@,,-/Kf.)""x W(V)’(,/DFNf.',—:za_l

Preuve. — On rappelle la formule ([10], proposition 1)
W(cc)=W ()W (c')c(f.)c' (f.) ou W(c) désigne le signe dans I'équation
fonctionnelle d’un caractére ¢ des classes d’idéles de F et f, son conducteur,
cette formule étant valide lorsque les types a I'infini de ¢ et ¢’ ont le méme
signe. C'est-a-dire, si pour chaque place v a I'infini, en posant

C.,(Z)=( z )" et c,(z)=(—z—)" alors n, x n,>0.
|2] |2]
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On note k, le représentant de i, —i, modulo p—1, compris entre 0 et
p—2, et on applique la formule précédente a :

() G

ou k=a—b est congru a k, modulo p—1 et k >k, On développe alors
W (U %) par la formule de décomposition locale ([23], p. 94) en
remarquant que, comme k—k,=0(p—1) et que p=1 modulo m (en
désignant par m le nombre de racines de I'unité de K), y* o n’est pas
ramifié. On trouve :

V%0 (Dgsq)

w -koy — —i d(k—ko)x s
(J’k ) ( ) J(N@FIF) x I DK I‘&—lo

ou Zgq est la différente absolue de F. Aprés un petit calcul, on trouve
donc I'expression suivante du membre de droite de I’égalité du lemme :

W@*0) /DeNige ' x P o (U)x /D™,

ou I'on a posé A= P qf,,. Or on prouve aisément que pour tout entier n

divisible par m et pour W un ideéal de @, arbitraire, en notant
Nex (W) =(a), on a : y"(A) =a". On pose donc

Ciy-i;= W(V"), /Dertoho-l.

et
0D~ 1, Wy —1)=a* "t /DM,

On sait de plus que le nombre algébrique W (J*0) n’est divisible que
par des idéaux divisant Nf,,, donc on voit que c; _;, est un nombre
algébrique premier a . Il est clair en outre que X“1* ‘2 est une unité de

Z,[[T,, T,]]. On introduit encore les notations :

-b
P(a, b)=p'°“nuw;. o ”h._b(l - v (v))_

Nv*
et

Eul,(A)= []M<1_E(_”))(|_ ’_‘@)

Nv Nv
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On peut alors énoncer le théoréme :

THEOREME 2.11.4. — Il existe un unique couple (Q,, Ly) constitué d’un
élément de 1™ et d'une fonction continue de Hom ., (G, I™) dans I, tel que
pour chaque couple (i,, i,) d’entiers modulo p—1, les propriétés suivantes
soient satisfaisantes :

(i) il existe une série GY 2(T,, T,)el[[T,, T,]] telle que pour tout
couple d’entiers (a, b) congru a (i, i,) modulo p—1, et A=Y V3, on ait :

Lg(hg) =G 2(uf ~ 1, u— 1),

(ii) pour tout couple admissible (a, b) congru a (i, i,) modulo (p—1), et
A=\*{", on a légalité dans Q :

5 Qg Ly(Ag) =15" (Ci, ~iy X Eul, ()

~(@-b)
x P(a, b)x(—b)!‘(2i1t)“""’(2—Q_—;> Lysim (A l)).
i

Preuve. — 11 suffit d’interpoler (12(—1)g%)? par une unité de Z,[[T,]]

ce qui est trivial, et S,(a, b) par un élément de Z,[[T,, T,]]. On applique

pour cela le résultat du lemme 28 de [29] qui se transpose sans modification.

On peut donc diviser par une unité de Z,[[T,, T,]] la série G§** ‘2 de la

proposition 2.11.2 pour (i, i,)#(0,0) ou (1,1) mod(p—1), puis voir

comme au théoréme 29 de [29] qu’on peut encore conclure pour

(iy, i,)=(0,0). Le cas (1,1) reste en suspens (¢a n’aura pas d'importance

dans la suite) puisque Yager fait usage d’un prolongement de L au

quadrant a>1, b<0 qui n’est pas prouvé dans notre situation. On utilise

alors le lemme d’interpolation du signe de I'équation fonctionnelle pour
conclure.

3. — Calculs de valeurs spéciales de fonctions L

3.1. La Zf,-EXTENSION DU CORPS DE MULTIPLICATION COMPLEXE

En prenant pour chaque entier n>0 la p-extension maximale contenue
dans le corps des rayons de K modulo p"(@, on voit facilement qu’'on
construit une Zf,-extension K(p) de K. On sait de plus que le groupe de
Galois de la composée de toutes les Z -extensions d'un corps de nombres
de degre 8, avec r, plongements imaginaires, est un Z,-module libre de
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rang compris entre r,+1 et 8. Pour le corps K, on voit donc qu’il n’y a
qu’une Zf,-extcnsion, coincidant de plus avec la composée de toutes les
Z -extensions de K. A cause du lemme 2.4.2, on voit que la composée
de F et de cette Z2-extension coincide avec la plus grande p-sous-extension
de # _/F. On introduit les notations :

NortaTions 3.1.1. — On note K,, le corps de conducteur n™*! contenu
dans K(p), et X', le corps de conducteur P"*! contenu dans K(p), et
K, nle composé de K, de X', ’

LemME 3.1.2. — Si p est premier a d=[F : K], les corps F et K, (resp.
F et X°,) sont disjoints sur K, de composé la plus grande p-sous-extension
de F,[F (resp. de # ,/F).

Preuve. — On voit d’abord que K,, est disjoint sur K du corps de
Hilbert #,, de K et donc de toute extension abélienne de K contenant
Ry, et non ramifiée en P*, par exemple : F, &,, #,. En effet, pour &,,,
c’est 'hypothése p t d (car [#,,, : K] divise d), puis pour L/K non ramifiée
en P*, ona:

KaNL=K,NA, =K
On voit alors que ’

[K.: Kl=q"xq/p ou g=m.m,

en effet la p-partie du groupe des classes de rayons modulo n™*' est

isomorphe a celle de (¢/arm+1)", qui compte g™ x g/p éléments. Donc
F. K, est de la forme voulue. Il en va de méme pour F.X,.

On ajoute désormais aux hypotheses du chapitre II sur le nombre
premier p considéré, que p ne divise pas d. On peut alors définir les corps
et leurs groupes qui interviendront dans le calcul :

NotaTions 3.1.3. — On note F, ,.(resp F,, #,) la plus grande p-sous-
extension de F contenue dans F, ,, (resp. F,, #,) et I, , son groupe de
Galois sur F. Le groupe I', ,, est aussi identifi¢ au groupe de K, ,, sur K.
C’est encore le quotient de I par le sous-groupe engendré par v2" et y5™.

3.2. INTEGRALES LIEES A UN CARACTERE D'ORDRE FINI DE I

Soit p un caractére d’ordre fini de I, il se factorise a travers I', , en
un caractére encore noté p. Quand on le considérera a valeurs P-adiques
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(i.e. dans I’algébre I [p,w]=lir_n,.,1 [n, N)), on le notera pg. On se propose
d’évaluer Lg(Aq pg), 0, pour chaque couple admissible, on note Ay I'ava-
tar P-adique du caractére A=y°{?P. De plus, i I'aide de I'isomorphisme
VgxUgde I a(14+pZ,)x(1+pZ,), on fixe une base {v,, y,} de I sur
Z, telle que

‘1’9 X % (7y) =(uy, 1), Vg x q’o (v2) =(1, uy).

DeFINITION 3.2.1. — On dira que p est primitif par rapport a la
premiére variable si le caractére modulaire £ défini ci-dessous est primitif
au sens habituel :

E: (ZIp" ' D) > I{u,«]* xmod p"* - p (v ¥ x 1d),

ou 'on note pour oceG(#,/F) et 1teG(F,/F), oxt I'élément de I, ,,
dont les restrictions sur &, et F,, sont respectivement o et T. On abrégera
souvent (incorrectement) en &, (x) = p (Y ).

On suppose désormais p primitif par rapport a la premiére variable.
CONVENTION 3.2.2. — On note encore p le caractére des idéaux de F
premiers a p, défini par a p((a, F, ,/K)) et on adopte la convention
suivante : si v est une place de F au-dessus de ‘B (resp. de P*), on pose :
) 0 si p(r)#L,
p((v, F/F)  pour m>0 si p(y,)=1.

res (v)= 0 si p est ramifié en v,
P PIO= p((v, #,/F)) sinon :

On suppose pour I'instant n>0, c’est-a-dire que p(y,)#1, on verra que
la modification a apporter si p(y,) =1 est minime. Soit Y, I'automorphisme
de F, ,, sur K, défini par ses restrictions aux sous-extensions X', et F,
disjointes sur K par :

(Y X JK)=(gd,, X', /K) et (Y, F'/K=05""

et soit y, .=Y,|f.(c, F/K), ou @, est le Frobenius de F, sur K en B).
Notons p un prolongement arbitraire de p a G(F, ./K). On pose les
notations :

2in

/Dx

-»
&L, =(a, b, ¢)=(a=1)! QDL (e p Yy, . a)
L O .
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et
A, Zg(a, b, )=NaZ, 5(a, b, 9—0°9*(a). £, ;(a, b, ac).

Soit I, I'intégrale J. Vs U3 pdu/V ¢. On la calcule dans la :

ProposITION 3.2.3. — On a légalité :

Q;‘n—b)I‘,: 12(__ l)agﬂ_pfsb_ L(%._lc_l_) ,(‘["/Q)‘“ X (T,/Q)_b
P

xp(Y,.(c, F, ./K). 09 (cd,)xA, &L, ;(a, b, c),

ou t, (p, ;) est une somme de Gauss associée a p, définie dans la démonstra-
tion. On pratique encore I'abus de notation qui identifie le membre de droite
avec son image par 1go1,".

d

Preuve. — Evaluons I=1, .(a b, p)= J- %%p‘:. On obtient aisé-
P

ment par la formule (iii), proposition 2.9.4, I'egalité :

L= ea* . o moaqn+1 &1 ®EF Q1 C DI DFPRES -1, (32— 1),
ou
LEx)=p(i™(i=1,2).

Le conducteur exact de &, est p"*!, celui de &, divise g"*'. On a fixé de
plus {, (resp. {,) une racine primitive (p"*')-iéme (resp. (¢™*')-iéme) de
1. Le choix de {, interviendra par la suite, mais il s’avére que celui de {,
n’a pas d'importance parce que les quantités qui la font intervenir se
détruiront au cours des calculs.

En utilisant alors la définition de h, et I'’équation fonctionnelle de j
(proposition 2. 8. 3) on obtient :

(D‘{‘l Dz—bﬁ)(c.»all - 19 gsz_ ])EQQ XZ‘GG‘FMI”(D:—I(’;OT‘)(C? - l)

Ay
N

DTG om) (G — 1)) x Ygt (7) x L3 ¥ .

m+1 m est donc astreint a tendre vers

Cette congruence a lieu modulo ©
+ o0.
Cette congruence n'est jamais une égalité, mais ceci uniquement a cause

du facteur %,(?) qui introduira la période P-adique.
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D’autre part, par définition de la transformée de Fourier d’une fonction
sur un groupe abélien fini, on voit que

§®E&; ()= i q-n+1 (an mod p"*1 &1 (x1) 81 41)
X (L, mog n+153 ' (x2).0592%2),

et en regroupant dans I'expression de I, ci-dessus les termes en x, et a,,
on trouve I’expression :

Z‘z. x2 13 ! (x;) Gy 72202 Y1)

qui vaut g"* 1 &5 (B (7).
De plus, comme &, est primitif, on peut faire apparaitre la somme de
Gauss

7, (p, §1)=le mod p"*1 & (x) Y,
et on prouve la formule intermédiaire :

LemMME 3.2.4. — Sip(y,)#1l,0na:

1 =07 x T (p1 Cl)z

]
. '1(@1) ¢ 1)
)

-1
ay mod *1, sec Fwp P (Y

x ¢ % (1) x D& T ([a,]v,) modulo n™*?,

n+1

ot, pour tout n>0, v, est le point primitif de p"**-torsion sur E, défini par

vn(Cl - ])'

Preuve. — 1l suffit de voir, dans I'’expression de I, que

(D™ (o)) (@) =047 XD:;’fm(n (©,)),
et que
Yo, moa 161 1 (@) x DY (P em) (3 — 1) =0,

parce que

[@(P)]en(@ —D=n*Cy’" -1,
et que &, est primitif, donc,

Z-: mod p"*!, ay=1 mod.p“gl_l (a,)=0.
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On évalue alors D 'j (la,]v,). Pour cela, choisissons pour chaque
n>0, un élément ¢, de O tel que g,n=1(mod B"*'), et un élément
1,e P~V L/ 2, tel que W(1,, £) ait pour paramétre v,. On peut alors
dcrire ./Q.0=3 /1W+1Y 55 B est un idéa! de &, premier & un ensemble
wwlilw Ln/aa. A% —U"/\ﬂ Jy VG Un wou 11 IuvaAl UL U, pl\-llll\vl @ Uil VidwiluIL

fini pour I'instant arbitraire, mais contenant P. On voit facilement que
PB*d,,, et b, sont dans la méme classe des rayons modulo P"*'.

LeMME 3.2.5. — Pour chaque entier a, premier a p, et tout 1€ G (F,/F),
ona:

Dy ' (lay)v) =12(=1)*. A(g)*. K~ tm* e
xYp{NaE,(a,er* A() 1,4+ A() V(BB pp, £,)—(A(a)%)"
xE,(a,er*'. A(ac)t,+A(ac) ¥ (BB) p,,, £,.)}.

Preuve. — Tout-a-fait analogue a celle du lemme 2. 10. 5, en remarquant
que eg(g,1,)=[1""]v,

On procéde alors comme dans la preuve de la proposition 2.11.1.
Remarquons toutefois que I'égalité qui donne I, pour un m assez grand,
est remplacée au cours du calcul par une congruence, parce que la période
P-adique n’est qu'approximée par des nombres d’Eisenstein. Plus précisé-
ment, en posant

pB. 1("9 m)=al 8:'+ ! tn+\l’(BBr) pm‘

et en notant T un prolongement arbitraire de T a #_, on voit en utilisant
2.10.7, que:

(1) VYg() "2 x E,(A(c) pg_ ,(n, m), L)
=(19)? x { E, (g, 1 (n, m), L) x (y3)~* 7o,

(2) Yo= —8mE, (pPs ((n, m)) mod ™™™,

ou m(n) est en entier >0 ne dépendant que de n. En effet la suite de
terme général —g, E, (p, ,(n. m))(m=(m=1, 2, ...) est de Cauchy dans
I[E gn-1], et est adjacente & —g,, E, (p,,). donc converge vers Yo

On déduit des deux remarques ci-dessus la congruence, valable pour
tout m suffisamment grand (n étant fixé)

I‘,E12(—1)"17'9"(2;"’./\(()“1_:'m*natl(:’;:n) "

P
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x xeG(Fn/nZB{ Nag.’E, ,(A()pp, .(n, m), £,)
_(A(O)"c)dg;" En, b(A (ac) Ps, ‘(n, m), £, )) mod qmmo

Gac

On transforme alors les nombres d’Einsenstein en fonction L partielle.

ProrposITION 3.2.5. — Pour 1€ G(F,/F),ona:
8n"Y s Ea s (A9 pp (m, m), £)=(a—1)!g5(1, /) x A(c)°

_ o °(d,) 2im \7? o -
x 02 Y (¢ M ox xQ @b (ot
O (\/DT) (@7 vy, a),

ouv, €G(X,F,/K) est défini par ses restrictions aux deux corps disjoints
sur K, X ,etF,:

(uan. © 'x/n/K) =(algbn <, X"/K),
et
(Ual. v Fm/K)=T(p'(l)+l (c, Fm/K)’
ou : 9,=(B, F,/K) est le Frobenius en B.

Preuve. — Par définition de E, , on est ramené a prouver I'égalité :
(A(C) Q)b(A (C) Q)b X Nc_b x Hn. —b(A (C) pB. t(n’ m)’ a, gﬂ)

‘_pn—b(b")
Nb @

XQ_‘a—ML((-pa—b’ Da.. B. v a)

=g (T/Q) T (1,/A P x A () 7* 9" 7" (¢) x

ouv,  p .estle prolongement de v, ,a X, &, tel que

ay. t
Vay. 8. «| 2, =195 (¢ X N (B), R,/K).
Or, pour #é(s)>(a—>b)/2+1,0na:

(1,/Qx A (c) Q/g,)* ~°
| 1,/Q x (A (c) g, |

x"a—b(xn. m S, gm‘Bn+l'((bn)_l)a

Ha—b(A (C) pB. 1("s m), S, gc)‘:

oux, .=a,en*lg, +(1,/Q .y (BB,) est un élément de K* de dénomina-
teur d,.
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Fixons alors ¢ un Grossencharakter tel que @oNg =V, on a la
formule :

¢* " (¢d,)

Ha—b(xn. m S gm$"+l ((b')_l)=< N((b )‘

-1

Pour le voir, introduisons '’ensemble # des idéaux entiers a de k,
premiers a gp, dont le symbole d’Artin relatif 4 X, #,, est v, p . Il faut
montrer que I'application (¢d,) ! = # qui a un élément y de (cd,) ! associe
I'idéal ed,(x, m+8&m(Tya) ' 7) est bijective. Elle est injective puisque g,,
est multiple de f, qui sépare les racines de I'unité de K. On voit aisément
que cette fonction prend bien ses valeurs dans 1. Soit maintenant ael. On
a en particulier I'égalité :

(ay gm/K)=(c%"+l' NF/K BB!’ gm/K)s

d’ou l'on tire aisément que a=cd,.(.1,/Q) 'y (BB,)+g,®) ou o a ses
poles concentrés dans ¢d,. De plus, on a :

(0, fn/K)=(CDn(gma)i fn/K)=(a1gbnc’ fn/k)»

donc (an™*!)=(a, ) ot 5 K> et 8=1 mod* P"*! on peut donc choisir
o tel que : a=a, er*! +7v, v ayant ses pdles dans ¢d, et étant de valuation
B-adique plus grande que n+ 1. En reportant la valeur de a dans I'expres-
sion de a, on voit que y est un antécédent de a, d’ou la surjectivité. Ce
qui achéve la preuve de la proposition 2.2.5. On revient alors a la preuve
de la proposition 3.2.3. En reportant dans I'expression de I, on a a
considérer la somme :

Yy oP LX) LG v, 0 a).

Fixons un prolongement arbitraire p de p & G(F, ,/K)=T, ,,xH. On
voit facilement que si les entiers a, sont congrus a 1 modulo f, ce qu'on
peut supposer, alors y,“1’ et ((a,, X ,/K) coincident sur )", puisque pour
Pe Egn+1 de paramétre ¢, on a par définition :

Yi“v(=[(a, )],

ou le diamant d’un élément de Z, est sa projection sur 1+pZ,
Or,ona:
((ay), -?"/K)P=q)((al))gp=a| P,
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donc, on voit que sur la p-extension X ,/K, I'automorphisme
((ay), #,/K)>v{", d’ordre divisant p—1, est trivial. Par conséquent, la
somme ci-dessus vaut :

PV, (6. F, W/K)XL(9* " xp~", y, o a),
ou 1, est 'automorphisme de F, ,/K, défini par

(I)n’ fn/K)=(g bn’ 'xrn/K)9
(0, Fr/K)=03" .

et ¥, .=n,,r-(c, F/K), la fonction L partielle étant relative au conducteur
gP"*!am* (m>0). En mettant alors ces résultats ensemble, on obtient
la formule de la proposition 3.2.3.

3.3. FINDUCALCUL

Soit maintenant n un élément quelconque de &, on peut évidemment
prolonger la fonction auxiliaire Ly (dépendant de n), par extension des
scalaires, en une fonction continue de Hom,,,, (G, I[p,=]™) dans I[u,=] et
onale:

LeMME 3.3.1. — Pour tout caractére p d ordre fini de I, et tout couple
admissible (a, b), avec A=\{"V*, on a

Lagpo) =[], s e n X (@) P71 (6, Fr W/K) (0% (0), I . o)

(n, m) étant tel que p se factorise a travers T, .., et p désignant un
prolongement arbitaire fixé de p a G(F,_,/K).

Preuve. — Par la définition de L3, en notant ¢ un idéal de (¢ tel que
Ngx 6 =]].c% ¢ parcourant un ensemble d'idéaux de ¢ premiers a p, et
(¢, F/K)=0c décrivant H, on a :

d“(f. €y €2)
Lo(hgpg) =hgpy(€™1) x det,, , {j Ay Py ——}
G Vo
ou pgy(€)=pg (¥, F, u/F)).
Or, par la formule du déterminant de Dedekind, on voit facilement que
les membres de droite de la formule ci-dessus et de celle du lemme
coincident.
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En utilisant alors le résultat de la proposition 3.2.2, on obtient la
formule de la :
ProrosiTiON 3.3.1. — On a légalité :

15" (Qg“ " x Ly(Ag pg)) =15 ((12(—1)"8")"><p'9“(31 ;g; §n)">

x (1,/Q) ™ (1,/Q) ™. p (Y. ¢ ¢® (D)) x (S n 02 by
xT1 »{(a—l)!( 2in )_bn-‘"-"’L(a""’B-li a)})
xreH \/l)— il ’

K
ou S, ,(a, b) est la somme analogue a S, (a, b) oi Pon a remplacé ¢* ¢°

par ¢°¢°p.

Remarque. — (i) La présence de d, et de 1,/Q dans la formule compense
Parbitraire du choix de la racine primitive {, dans la somme de Gauss
T, (P, Gy)-

(ij) Noter I'absence du tilde sur p(Y4), parce que Y fixe F.

(iii) La fonction L qui apparait ne contient pas les facteurs d’Euler aux
places divisant gB, elle n’est donc pas primitive.

On procéde alors comme au chapitre 2, paragraphe 11. On voit d’abord,
pour A=\y?{?, que :
ML p ' % a=]], qn(l— l—if?)

xl—lum. un..-b(l—

ou I’on note p(v)=p((v, F,,/F)) pour toute place v finie de F étrangére a

p, et ):)(v) est défini par la convention 3.2.2 lorsque v|‘B. Noter qu’on a
toujours Ap(v)=A(v).p(v), car les conducteurs de A et p sont premiers
entre eux dans Oy.

-b -1
E__N%I_(_v)> X Loim (V% p, a),

Ensuite on applique I'équation fonctionnelle a la fonction L primitive,
isolée grace a la formule précédente. On trouve, avec k=a—b:

2i b - -
((a— l)!)‘(\/%) QM x Lo (V*p, )= W p) x /N (DTl °
K

. ( (2iny

VPN fp)
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ou f, est le conducteur de p vu comme caractére des idéles de F, c’est un
idéal de O dont le support est concentré au-dessous de p.

On applique alors la formule ([23]...):

W(cc)=WE)W(c').c(f.).c’(f), ou W(c) désigne le signe dans
I’équation fonctionnelle d’un caractére ¢ des classes d’idéles de F (on note
par abus de notation W (§* p) pour W(J* p/|¥|*)), valable ici pour c=y*
et ¢’=p car (f» i) =1, et que le type a I'infini de p est 0, pour obtenir la :

ProposITION 3.3.3. — Pour tout caractére p d’ordre fini de T, tel que
p(y,)#1, on a Tégalité :

19! Qg “™" Ly (Ag pg)) =15" (¢, —i, X Eul, (Ap)

n+1

X P, (a, b) x €,(a, b) x (,/0)~* x W (p) x (fx . c.'.,))d

Q ~-(a—b)d
X((—b)!)d-(zm)“b-”(-‘—) X Loim (Ap, 1)),
2im
ou P,(a, b) est l'analogue de P (a, b) obtenu en remplagant °~® par \*~* x p

(resp. A par \p).
Ou
A

g,(a, b)= m(f,) x P~ (fip) X (/) ™% x p (Y}) x ¢° 9 (D7)

est un nombre algébrique, unité B-adique.

Remarques. — (i) L’expression (1,/Q)~*(t,(p, §,)/p"*")* a pour
valuation PB-adique (n+1)d(a—(1/2)).

(i1) Le signe de ’équation fonctionnelle de p, noté W (p) est une racine
de I'unité d’ordre d’une puissance de p au signe prés, comme me I'a fait
remarqué R. Greenberg. En effet, en utilisant la décomposition en facteurs
locaux de W(p), on constate que cette expression différe par une racine
de l'unité de nvlp. v places de F W(p,)- Or en une telle place, p, est soit
non ramifié, soit sauvagement ramifié parce qu’il est d’ordre une puissance
de p, et par le corollaire 1, page 96 de [23], on peut conclure.

(iii) Pour chaque place v de F au-dessus de B, on a: p(v)=0 par
I’hypothése que p(y,) #1, c’est-a-dire que p est ramifié en chaque place v
au-dessus de P. Par contre on n’a pas forcément p(v)=0, car il se peut
que p(y;)=1.
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ProposiTioN 3.3.3 bis. — Lorsque p(y,)=1, légalité de la proposition
précédente est encore valable en remplacant par 1 les quantités t,/Q,

tl (pa Cl)/p"+l’ bn et Yn'

Preuve. — 11 suffit de reprendre tous les calculs en prenant garde que

dans la proposition 3.2.2, le facteur relatif 4 j® ne disparait plus parce
que le caractére &, est trivial. Cette différence introduira les facteurs
d’Euler en v|‘B dans le résultat final. La conduite des calculs, tout a fait

analogue a la précédente n’est pas détaillée.

CoMMENTAIRES. — On verra dans I'appendice qu’essentiellement la série
G@1 i2(T,, T,) est divisible par la série qui interpole les P(a, b) lorsque
(iy, i,)=(1,0). En appelant encore G":? le quotient, on a le corollaire
fondamental :

COROLLAIRE 3.3.4. — Pour tout caractére p d ordre fini, on a :

191 Qg GO (u p(v) =1, p(¥2)— 1)

e (- 5252

d
oy () (LD 7t L v, ),
P
ou g,=W(p).€,(1,0) est une unité p-adique, algébrique.

3.4. DEMONSTRATION DU THEOREME CENTRAL LORSQUE k =0

Soit n et m deux entiers positifs ou nuls. On se propose de démontrer
que le groupe E (F, ,) des points de E rationnels sur F, ,, est de torsion.
On va pour cela montrer que L (Vg ., 1) est non nul, ce qui entraine le
résultat par le théoréme de N. Arthaud. Soit I', ,, le groupe des caractéres
complexes de I', ,, =G (F, ,/F). On a la decomposition :

L(WEIF;,..’ 1)=np‘f"‘.l‘(\l’ps l)s

ou toutes les fonctions L qui interviennent sont primitives. On remarque
que chaque facteur du produit ci-dessus, peut étre vu aprés normalisation
comme la valeur en (u, p(y,)—1, p(y;)—1) de la série G'*** qui a tous
ses coefficients dans 1.
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On fait alors la remarque évidente mais cruciale :
GO (uy p(v,)—1, p(r2)— 1) =G (u, — 1, 0) mod (rad I [p,=]),

ce qui se traduit, en utilisant la formule A.2.3 de I'appendice et le
corollaire 3. 3.4, par la congruence :

ProposITION 3.4.1. — Pour tout caractére p d’ordre finide I :
—af T1(ps 4 - -
&, Eul, (p). (4,/) ‘(—%‘1—‘—’> QL (¥p, 1)=Eul,(¥) xQ 4 x L (¥, 1)

modulo (rad. I[p,=]),

ou Pon a identifié les deux membres de la congruence, a priori dans 1, (Q)
avec leur image par 1go1;".

De cette congruence et des hypothéses sur p, a savoir que T(E/F) et p
sont étrangers (donc aussi L (, 1) et p), et que p est non anormal, ce qui
entraine facilement que Eul, () (donc aussi Eul, (yp)) est une unité P-adi-
que, on déduit que le nombre )

d -d
(r,/m-‘(‘—‘ﬁ”;f—‘)) (ﬂ) L(¥p, 1)
p" 2in
est une unité p-adique, et en particulier, n’est pas nul. Ceci a lieu pour
chaque caractére p de I', par conséquent les nombres L({p, 1) sont tous
non nuls.

Remarques 3.4.2. — (i) Soit f,(B) un générateur quelconque de
I'idéal §,. J engendré par le conducteur de p dans I'anneau J (I'anneau J
est « principal » bien que non intégre) alors, si a~b signifie que a/b est
une unité de I'anneau J[u,<], on a:

f,(‘B)~<(r./Q)" x(-‘—i-"—¥>)2
pn+
En effet, on sait que

T, (p, §y) x 1, (p, §y) =&, (= p"*! et ., (p, L) =8 (=) 1, (p, Ty,

or 1,(p, §,) € Q(L+1), qui est totalement ramifiée en p, donc les nombres
7, (p. G,) et 1,(p, §;) sont associés dans Q (,»+1) et ont pour valuation p-
adique (n+1)/2. On en tire que dans J[p,«+1}, on a:

2
LIRS PTRT )

"+l
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(ii) Par la Fiihrerdiskriminantenproduktsformel, on a [Iégalité
DF;_M/F=]_[”“ ,. To- De plus on voit facilement que les B-parties des

idéeaux de K: Dy _x et Npy (D, ) sont égales parce que I'extension
F/K n’est pas ramifiée en . Soit v une place de F au-dessus de B, alors
les v-parties des idéaux de F(Ngf,) O et f; sont égales. En effet, si 'on
note pf et pX les caractéres des classes d’idéles de F et K déduits de p, on
a la formule : pF=pKo Np parce que F, .. est la composée des extensions
disjointes F et K, ,. Donc la valuation v-adique du conducteur f, de pf
au-dessus d’une place q de K, non ramifiée dans F/K, ne dépend pas de
u|q. Par conséquent, en rassemblant ces observations, on conclut, que si
I'on fixe D, x(P) un générateur arbitraire de I'idéal D, _xCq, ON a:

D, .x(®~I1],. fn_mfp(‘n)d~

(ii1) On tire des deux remarques précédentes la conclusion que :

Q

~[Fp.m: K]
./Dr;,.,,/x(%)x<2—i_n> XL(\I/E/F;,.,,,; 1)

est une unité de J, ce qui donne une formulation plus précise du résultat
prouvé ci-dessus. On tire encore de cela, en utilisant la proposition 2.3.2
que le nombre de Tamagawa t(E/F, ,) est non nul. Par contre, on ne
controle plus sa divisibilité par p.

3.4. DEMONSTRATION DU POINT 2 DU THEOREME CENTRAL

NortaTioN 3.4.1. — Soit K}, la Z -extension cyclotomique de K, K, le
n-iéme corps intermédiaire de K} /K, et K_ la Z -extension anticyclotomi-
que, c'est-a-dire dihédrale sur Q, et K le m-iéme corps intermédiaire de
K sur K On note F; =FK}, F:=FK}, F, =FK_ et F_=FK_. Notons
Fy. «=\U,. mF, mle composé de F et de la Z2-extension de K.

Considérons la série G=G""? construite dans I'appendice et supposons
pour simplifier qu’on a choisi les générateurs topologiques u, et u, de
1+pZ, égaux a un méme u. On effectue alors le changement de variables
(« changement d’axes » faisant passer du repére constitué des Z -extensions
PB-ramifiée et P*-ramifiée aux Z -extensions cyclotomique et anticyclotomi-
que)
1+ T,

S=T1+T2+Tl Tz, T=
1+ T,

1
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et posons
%(S, D=G(T,, T,).

Introduisons le diviseur critique de Greenberg ® =1+ S —u, et supposons
que I'on ait: (S, T)=0" x (unité). On se propose de démontrer sous
cette hypothése, en désignant encore par p un nombre premier différent
de 2 et 3 non ramifi¢ dans F et de bonne réduction ordinaire, que les
groupes E(F_) et E(F, ,) ne différent que par une partie de torsion. On
va utiliser pour cela le théoréme de Rubin que nous rappelons :

THEOREME 3.4.2. — Soit E/F une courbe elliptique satisfaisant Thy-
pothése (S), M/F une extension abélienne finie et soit p un caractére de
M/F. Si le nombre L (yp, 1) nest pas nul, alors le groupe (E(M)®C)®™ "
est trivial.

Soit alors m et n deux entiers 20, on a la décomposition

E(F, F))®C=E(F,)®C® (®,., (E(F, F)®C)"¥),

ou le caractére p parcourt I'ensemble des caractéres non triviaux de F,
sur F, ou de F, F sur F ce qui est équivalent, puisque F,, et F, sont
disjoints sur F. Remarquons alors que F et K sont abéliens sur K et que
F; (E,.,,) coincide avec F(E,,,), par conséquent la courbe E/F, satisfait
I'hypothése (S). 1l suffit donc de montrer que pour chaque caractére p de
F, F, sur F_ non trivial, on a L (Y, x p, 1)#0. Fixons un prolongement
de p a G(F, F//K) encore not¢ p. En appliquant la formule du
corollaire 3.3.4, on est ramené a montrer que

Gu.p(y)—1 p(y2)—1#0.

C’est-a-dire, que

Gu.p(v,72)—1, u. p(%)—l)ﬂ.
2

Or, par hypothése, cette quantité différe d’une unité p-adique par le
facteur u.(p(y,v,)—1). On remarque alors que y,y, est un genérateur
topologique de G (F, ,/F). En effet, soit N, le caractére de I a valeurs
dans Z, déduit de la norme des idéaux de F par le procédé de Weil
(cf.[26]). Ce caractére se factorise a travers le groupe G (F_/F), et fournit
un isomorphisme de ce groupe avec 1+pZ,. Or, F; et F_ sont disjoints
sur F et N,(y,7,)=u? est un générateur de 1+pZ, donc y,y, est un
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générateur de G (FL/F)~G(F,, ,/F;). Ainsi, pour tout caractére p non
trivial, on a : p(y,Y,)#1 et on en déduit (E(F, F,)®C)®=0. On a
alors le petit lemme évident.

LeMME 3.4.2. — Soit G un groupe abélien fini dexposant g, et M un G-
module qui est un Z-module sans torsion, alors si M ®0(§9)=MG®O(§,)
ona M=MC.

Preuve. — Soit xeM, ilyaheZ[(]tel que Axe M°®Z [C,) (Paction de
G sur Q({,) est supposée triviale) alors pour tout  de Gona : (Ax)°=Ax;
donc A.(x°—x)=0 et comme M est sans Z-torsion, et que Z [ ]/Z est libre,
on a x°=x pour tout ¢ de G, ainsi xe MC.

On l'applique au groupe G=G(F,, F;/F.), au module: E(F, F])
modulo torsion, et on conclut que les groupes E (F,, F.\) et E(F,) coinci-
dent modulo torsion. En passant alors a la limite inductive en n et m, on
trouve que les groupes E (F, .)/Q,. » €t E(F3)/Q sont égaux, ou I'on a
not¢ Q, , (resp.Q_) les groupes de torsion de E(F, ,) (resp. de
E(F_)). Cest le point 2 du théoréme central.

CoMMENTAIRES. — (i) Lorsque la courbe E est définie sur @ (et que
F=K) et que le signe de I'’équation fonctionnelle de la fonction L de
Hasse-Weil L (E/Q, s) est égal a — 1, les résultats récents de Gross-Zagier
joints a la généralisation par Rohrlich du théoréme de Greenberg[10],
impliquent que E (K_) n’est pas de type fini.

(ii) R. Greenberg a remarqué, en supposant vraie la conjecture princi-
pale, que ®2 ne divise pas la série G**?), ce qui limite I'énoncé du théoréme
aux valeurs 0 et 1 de I'entier k.

On a encore la conséquence suivante du corollaire 3.3.4, qui est le
point 3 du théoréme central.

ProPOSITION 3.4.2. — Supposons encore que % (S, T) ne differe du
diviseur de Greenberg © que par une unité dans Talgébre I[[S, T]]. alors
pour toute Z -extension L de F contenue dans F,_, et distincte de F_, le
rang du groupe E (L) modulo torsion est fini.

Preuve. — Si la conclusion était fausse, alors par le théoréme de Rubin,
il y aurait une infinité de caractéres de L/F tels que L (yp, 1)=0. Soit L,
un corps intermédiaire de L/K admettant un caractére non trivial p avec
L(yp, 1)=0, et non contenu dans F_, ce qui est possible pour n, assez
grand puisque L# F_. Soient alors m et n deux entiers positifs tels que
F.F'oL,.OnaF_F,L, donc le caractére p;- de F, F,/F,, défini
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par py- (o)=p(o| ,__o) est non trivial, et 'on a : L (Yg/r-pr-, 1) =0, puis-
que dans la factorisation du membre de gauche apparait L (yp, 1) qui est
nul. Mais ceci contredit le fait que L (Vg pr, 1) différe par une unité

de p(Y,Y2)—1, qui est non nul.

APPENDICE

Bien que I'on ne sache pas en général se débarrasser du facteur parasite
P(a, b) du théoréme 2.11.4, on se propose ici de montrer comment
modifier légérement la construction du chapitre 2 pour obtenir une série
G*9 dont la valeur en (43 —1, ub—1) pour un couple admissible (a, b)
congru a (1,0) modulo M (multiple de p—1 premier a p, fixé ci-dessous)
est donnée par le membre de droite de 2.11.4 (ii) ou le facteur parasite
P(a, b) est remplacé par p’ B*. On devra supposer pour mener i bien
cette construction que p ne divise pas le degré d de F sur K

1. Restriction des scalaires et descente de la courbe

On reprend les notations du chapitre 2, paragraphe 1. Soit f; I'idéal de
0 conducteur du caractére de Serre-Tate ®; attaché a la variété abélienne
B/K (i=1, ..., r). Soit &, le corps des rayons modulo f; et F;=%, N F.

ProrosiTiON A . 11. — (i) Le conducteur de F,/K est un diviseur de f,, qui
en différe au plus aux places divisant 2 ou 3.

(ii) La courbe elliptique E/F a un modéle E,/F, isomorphe a E sur F,
déterminé a isomorphisme F-rationnel prés par son caractére de Serre-Tate
\PE,/F.- =®;°N FyK:

Preuve. — Prouvons d’abord le point (ii). On rappelle que pour toute
extension L/K finie abélienne du corps quadratique imaginaire K, conte-
nant le corps de Hilbert &,,, de K, étant donnés une valeur j de I'invariant
modaulaire sur une classe d’'idéaux de K et un caractére de Hecke algebrique
x : J. = K™, qui coincide avec N sur L*, il existe une courbe elliptique
E/L telle que j(E)=j et Wi, =X, en désignant par Wg, le caractére de
Serre-Tate de E/L. La démonstration de ce résultat di @ Shimura [20] est
donnée dans le livre de Gross ([11], théoréme 9. 1. 3) et se transpose sans
difficulté au cas ci-dessus. On considére alors le caractére de Hecke
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algébrique ¥;=®;° Ny, x qui vaut la norme sur F;*. Vérifions qu’il appli-
que Jg, dans K*. Soit F; le sous-corps de F attaché par la théorie du corps
de classes au groupe des idéles de K envoyées par ®; dans K™, qui est
ouvert et contient K*. On a clairement ®;° Ng;x (Jr;)<=K*. On a I'inclu-
sion F,c®,, parce que Ker® oW, (groupe des idéles congrues a 1
modulo f;) et donc F;c F,. Comme il est, de plus, clair que #,,cF;, on
conclut en appliquant la proposition rappelée ci-dessus. Pour le point (i),
considérons q un idéal premier de ¢ ne divisant ni 2 ni 3. Soit xeJg une
idéle telle que x,,=1 pour tout ws#q, et telle que x,=1mod[f;(q)] ou
fi(q) désigne la qg-composante du conducteur du groupe d’idéles
@7 ! (K”). On a donc ®,(x)e K™ et il existe ae K* tel que aeKer®,. Or,
si g est le nombre premier que divise g, il y a un entier f>0 tel que
ng =1(mod f;(q)) — ici f;(q) désigne la g-partie du conducteur f; de @,
— On en déduit que o#’ =1, or K* N H,o={1}, donc a=1. Cest-a-dire
que f;(q)| fi(q) comme la divisibilité inverse est évidente, on a I'égalité
souhaitée.

Remarque A.1.2. — La variété abélienne Res}yi (E;) est K-isogéne a un
produitITB; étendu a une partie J de {1, ..., r} qui contient i, mais
n’est pas K-simple en général comme le prouve une contre-exemple de
D. Rohrlich (lettre a N. Schappacher). Cependant les conducteurs f; des
caractéres de Serre-Tate des variétés abéliennes B; qui interviennent dans
Réski (E,) sont des diviseurs de f; a cause de la formule :

P.P.C.M.(Cond(F/K), f)=fi=P.P.C.M.,,(f)

(prouvee a la proposition 2.2.1).

2. Construction de la série G''** « primitive »

On fixe pour I'instant un entier i entre 1 et 2. Soit (E; ®,) un modéle E;
sur F, il existe c;e F* tel que w;=c;® et donc on peut choisir comme
base du réseau £;=c; &, le nombre Q,=c;Q (on suppose bien sir que les
modéles considérés ont bonne réduction en p, donc c; est une unité p-
adique). On choisit un idéal g;,=(g;) multiple principal de f;, ayant le méme
support. On recommence la construction du chapitre 2, paragraphe 7 en
remplacant E/F et g par E,/F,; et g, Notons que la courbe E,/F; satisfait
I'hypothése (S). On obtient des fonctions 6, ,, sur le groupe formel E; de
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E,, qui vérifient les formules de la proposition 2.7.1 et on construit la
série j;(t, ®,) de la proposition 2.8.3 par le méme procédé. D’ou une
mesure p;=y; , . sur G;=G(F;(E; ,»)/F;) qui est isomorphe a G par
restriction puisque F et F;(E; ,») sont disjoints sur F; (p est non ramifié
dans F). Cette mesure vérifie la formule suivante. On note encore g et
Vg les caractéres déduits de Yg,r, 4 la Weil, ce qui est légitime aprés
I'identification G;~G.

Soit 6 € G (F;/K) et ¢ un Grossencharakter de K déduit de ®,. Pour tout
couple admissible (a, b) congru a (1,0) modulop—1, posons

& o, prim. (@ b)=(a—1)'< = )'bxg—m_b)l‘ im. L (9°7", 0, a)
@, prim. 1™ * prim. L]

N
¥

Lprim.(an_b’ o, S)=Z°"—"‘,

ou

Na
la somme étant étendue aux idéaux a de @, premiers a f; P* et tels que
'on ait : (a, F;/K)=0. Notons g la période P-adique introduite dans la

proposition 2.10.7 (noter que, pas plus que pour la période complexe
servant a définir & cette période ne dépend pas de (i)).

@, prim®

PrOPOSITION A.2.1. — Pour (a, b)=(1,0) mod(p—1), (a, b) étant admis-
sible, on a

n«;‘“‘”’f Vs 2= 12— 1) g P ot 30
G Vg
a b
<(A, 2. . (ab o)y 2Le®

@. prim. N‘B An ‘Y’Q. prim. (a* b' ocﬂ)))'

Preuve. — Remarquons que la suite de terme général

- Q
—ginm*! En("——mﬁv Yi)
&n

converge vers ¢; ' yg. On le voit en montrant par le raisonnement de la
proposition 2. 10. 7 que yg ,, =Yy pour tout idéal g; différent de 1. Ensuite
le calcul de Tintégrale est exactement identique au cas de la
proposition 2. 11.1. Il apparait des nombres A;(¢) possédant les mémes
vertus que les A (c) et qui ne figurent pas dans le résultat final. Lors de la
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transformation des nombres d’Eisenstein en valeurs de fonctions L partiel-
les, on obtient des expressions du type L(9°”% o, a) ot ceG(®R; ./K),
en désignant, pour tout m>0, par &; , le corps des rayons de K de
conducteur g;n™*!; mais par la remarque A.1.2, ce corps coincide avec
le corps engendré sur F; par les points de g,n™*!-torsion de E; Clest
pourquoi, aprés avoir pris la trace sur F; on obtient les nombres
L. prim. (@ b, ©). Enfin, par homogenéité, les c; disparaissent dans les deux
membres puisque Q;=c;Q et Qg ;=c; Q.

Pour chaque entier i entre 1 et r, on note &; 'ensemble des i€aux
principaux de @ de la forme a=(a) avec a=1modg;, et F,; 'ensemble
des familles=(n,),e%; d’éléments de Z presque tous nuls, telles que

Y. n.(Na—1)=0.

Pour une telle famille n, on pose :

d
) G

i,a.¢c
Vg
Considérons alors la fonction f suivante :

(@ b)Y~ [T Tlo- { Xen ik (9700 1 () I 5, ) (@, D) },

ou @ ~ B, signifie que ¢ parcourt I'ensemble des Grossencharaktere déduits
de @, et ¢~ F;/K signifie que ¢ parcourt un ensemble d’idéaux de @
premiers a f;, dont les symboles d’Artin relatifs a F;/K décrivent exactement
G (F;/K). Rappelons que I'on désigne par d le degré de F sur K On est
conduit, pour interpoler p-adiquement la fonction f, a introduire I'hy-
pothése que p ne divise pas d. Supposons-la désormais satisfaite.

Soit T; la cloture galoisienne de T,, et I®, T; le module galoisien sous
I'action de Aut(C), défini par o(i®t)=i®oc (t') pour ceAut(C), iel,
t'e T;. Notons o (resp.< . )) la projection de (I®,T;)™ sur son sous-
groupe y; de torsion d’ordre premier a p (resp. sur son pro-p-sous-groupe
de Sylow). Soit m;= #y; et soit m=ppcm,_, . ,(m), cest un entier
premier a p et divisible par p—1.

ProPosITION A.2.2. — Si p|d, il existe une série G*(T,, T,) a coeffi-
cients dans I telle que pour tout couple admissible (a, b) congru a (1,0)
modulo m, on ait

G* (i —1, u3—1)=f(a, b).
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Preuve. — L’obstruction a I'interpolation de la fonction f provient des
termes @° @”(c). Or si (a, b)=(1,0) modulom, et si ¢ est un Grossencharak-
ter de B;/K, on a :

¢° 9° () =0} (9 (). W VP (c OF) >}

et la fonction (a, b)— (Y*Y*(c €f) ) est une fonction d’Iwasawa provenant
de la série :

(14 T,)'t W €O 5 (1 4 T, )2 @ o

En outre, pour chaque i fixé, la série a deux variables qui interpole

(a9 b)Hl_Lp*-B; (Z¢~F.'/K m:(@(c))—‘ X <\I,aq}b(( 01-‘) >”d X I(i. n.c)(a¢ b))7

a ses coefficients dans I parce qu’on sait que les Grossencharaktere associés
a une composante simple fixée B;/K forment un espace homogéne sous
I'action de Aut(C), donc les éléments w; (¢ (¢)) sont conjugués sous Aut(C).

Supposons de plus que I'on se limite aux couples admissibles (a, b)
congrus a (1,0) modulo m.d., alors, en développant f (a, b), on trouve une
expression analogue a la formule (ii) de la proposition 2.11.2, mais ou la
fonction L qui intervient est primitive, a cause de I'égalité :

H:: 1 n.-— B; Lprim (6“ _b’ a) = Lprim (q’n —b7 a)’
qui résulte de la relation a—b=1(d) et de la formule bien connue
nl € ﬁ Lprim ((-pa—b X, a)= Lpl’im (;I“ _b9 a)-

On procéde ensuite exactement comme au paragraphe 11 pour cons-
truire la série G'? satisfaisant I’analogue de la formule (ii) du
théoréme 2. 11.4 sans le terme parasite P (a, b).

Remarque. — Notons M =m.d. La formule d’interpolation pour G'-¥
n’est valable que si (a, b)=(1,0) mod M, (et en supposant p td). Cependant
pour I'application qu’on avait en vue, c’est-a-dire la formule 3.3.4, on a
I'analogue du lemme 3.3.1.

LEMME A .2.3. — Pour tout caractére p d'ordre finide ', on a

G*(uyp(r)— 1, p() =1 =TT., [y, { Leeryx P (<, Fin mlKD)

x @~ (c) xJ. p(o)dy; . (0)},
G
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ou p est le prolongement de p a G (F;, , ,/K) défini par :
P((S Fin m/K)=p((cOF, F; , o/F)"
Preuve. — En substituant a (T,, T,) le couple (u, p(y,)—1, p(y5)—1)

on fait apparaitre la quantité pg(yit ¥ Py} @) Or, par définition
méme de Y, on a I'égalité :

Vo (U, #L/F)=V¥(Y)
pour tout idéal 2« de ¢, premier au conducteur de Y et a p, par conséquent,

Py} ¥ Py VM) =p((c, F, /).

On peut aussi descendre a F;, par I'isomorphisme de restriction :
G(Fy. /F) = G(F; . w/F).

Ces remarques achévent de justifier le corollaire 3.3.4.
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