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FONCTIONS L p-ADIQUES A DEUX VARIABLES
ET Z^-EXTENSIONS

PAR

Jacques TILOUINE (*)

RÉSUMÉ. - Soit £ une courbe elliptique définie sur un corps de nombres F, à multiplication
complexe par le corps quadratique imaginaire K, telle que F(E^/K soit abélienne. Pour
presque tout nombre premier/?, décomposé dans X, on donne une construction de la
fonction L p-adique à deux variables attachée à la courbe E/F, généralisant celle de Yager
(qui traitait la situation F=K), et à l'aide de cette fonction, on décrit, pour beaucoup de
nombres premiers p, le groupe des points de E rationnels sur la Z^-extension de F, composée
de F et de la Z^-extension de K.

ABSTRACT. - Let El F be an elliptic curve with complex multiplication by K and such
that F[E^{K is abelian. We givc, for almost ail prime p which splits in K, a construction
of thé p-adic L fonction with two variables attached to thé curve £/F, by gcneralizmg
Yagcr's technique. Furthermore, by using this fonction, we describe, up to torsion, thé
Mordcll-Wcil group of points of £ rational on thé Z^-extcnsion of F deduced from thé one
of K by compositum.

PLAN

Première partie : Introduction
1 . 1 . Situation du problème.
1 . Z Énoncé des résultats.
1.3. Exemples.

Deuxième partie : Construction des fonctions L <SS^-adiques à deux variables
2 . 1 . La courbe E/F et sa restriction des scalaires.
2.2. Les plongements complexes.
2.3. Fonction L de Hasse-Wcil et nombre de Tamagawa.
2.4. Les nombres premiers considérés et les objets qui en dépendent.
2.5. Le groupe formel de la courbe et les isogénies formelles.
2.6. Les isomorphismes entre le groupe formel multiplicatif et le groupe formel de la

courbe.

(*) Texte reçu le 14 novembre 1983, révisé le 18 septembre 1985.
J. TILOUINE, Département de Mathématiques, Bât 425, Université Paris-Sud, 91405 Orsay
Cedex.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE - 0037-9484/1986/01 3 64/$ 8.40

(g) Gauthicr-Villars



4 J. TILOUINE
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Appendice : Analyticité de la branche (1, 0) dans le cas « primitif ».
1. Restriction des scalaires et descente de la courbe.
2. Construction de la série G,1' 0) « primitive ».

1. Introduction

1.1. SITUATION DU PROBLÈME

Soit F un corps de nombres et E / F une courbe elliptique définie sur F.
Par le théorème de Mordell-Weil, on sait que le groupe £(F) des points
de E rationnels sur F est de type fini. Le problème central de l'arithmétique
des courbes elliptiques est l'étude du rang g^iF de ce groupe. Une question
importante dans cette direction est de déterminer la variation de ce rang
lorsqu'on remplace le corps de base F par une extension finie. Le but de
ce travail est d'apporter une contribution modeste à l'étude de ce problème
lorsque la courbe £ est à multiplication complexe par l'anneau des
entiers € d'un corps quadratique imaginaire K contenu dans F. Comme
on n'a pas de résultats d'algébricité des valeurs spéciales des fonctions L
attachées à une courbe quelconque E/F avec multiplication complexe, on
est conduit à introduire l'hypothèse de Shimura (cf. [19], théorème 7.44) :
(S) l'extension F(E^) est abélienne sur K, où E^ désigne l'ensemble des
points de torsion de E. Nos résultats sur la variation du rang sont exprimés
en termes de propriétés de fonctions L /sadiques à deux variables associées
à £/F pour certains choix de nombres premiers rationnels p. Précisons
donc ces choix. On suppose d'abord que p n'appartient pas à l'ensemble
exceptionnel S^ constitué des nombres premiers rationnels q tels que :
q = 2 ou 3, la courbe E / F a mauvaise réduction en une place de F au-
dessus de q, où q est ramifié dans F. D'autre part, on suppose que la
courbe E / F a bonne réduction ordinaire en chaque place de F au-dessus
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FONCTIONS L ^-ADIQUES A DEUX VARIABLES 5

de p (ceci équivaut au fait que p est décomposé dans X, disons (/?)=^?^?*).
Comme on l'explique en détail dans le chapitre 2, on construit une fonction
L ^P-adique à deux variables, essentiellement unique, qui interpole des
valeurs spéciales de fonctions L complexes associées à E / F (voir
théorème 2.11.4 pour un énoncé précis). La technique de construction de
cette fonction repose sur le travail récent de YAGER [29], [30] (qui traite le
cas le plus simple F=K), d'après une idée qui remonte à COATES-WILES [5].
Une construction voisine a été donnée simultanément par
DE SHALIT ([16], [17]), qui utilise aussi la technique de Yager. Notons que
ces approches sont conceptuellement plus simples que celles de MANIN-
VISHIK [31] et KATZ [12] qui utilisent des formes modulaires. Cependant, à
cause de la présence d'un facteur parasite (noté P(û, b) dans la formule
du théorème 2.11.4), on est amené dans l'appendice à modifier la cons-
truction donnée au chapitre 2. Pour un p satisfaisant les hypothèses précé-
dentes et premier au degré de F sur K, on obtient une branche « primitive »
G^' 0) de la fonction L ^P-adique. C'est une série formelle à deux variables
à coefficients dans un anneau p-adique complet J, qui interpole des valeurs
spéciales de fonctions L complexes primitives et non affectées du facteur
parasite. C'est à l'aide de cette branche primitive qu'on va énoncer le
théorème central.

1. 2. ÉNONCÉ DES RÉSULTATS

Soit K^ ^ la Z^-extension de K et F^ 00=^00. ocp o" "ote Q^, ^ le
sous-groupe de torsion de E(F^ oo), et pour toute Zp-extension L de F
contenue dans F^ „, on note tl^ le sous-groupe de torsion de E(L). Soit
r le groupe de Galois de Fgo ^/F, il est isomorphe à Z^. Grâce aux
hypothèses sur /?, on voit que la restriction des automorphismes induit un
isomorphisme de F avec le groupe de Galois de K^ oo sur K» on obtient
donc une action de la conjugaison complexe c sur r qui fournit une
décomposition rs^"*^ xF" où

r'^s^yer; cyc=7} et r ~ = { y e r , c y c = y ~ 1 } .

On note F^ la Z^-extension de F fixée par r~ et F^ celle fixée par r^
Ce sont les Zy-extensions cyclotomique et anticyclotomique. Soient a et T
des générateurs topologiques de F^ et r~ respectivement. Ils fournissent
un isomorphisme de J-algèbres de 7 [(5, T]] à I[[F]] donné par
(S, T)^(CT— 1, T — l ) . Par construction, la série G0 '0) est un élément
de /[[H]» on note ^(^» T) son antécédent par l'isomorphisme ci-dessus.
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6 J. TILOUINE

Introduisons aussi le diviseur critique Q défini dans [10] qui joue un rôle
crucial dans l'étude par Greenberg de l'extension anticyclotomique.

THÉORÈME CENTRAL. — Soit p un nombre premier satisfaisant les condi-
tions ci-dessous :

0) Pt^EfF^P^d,

(ii) la courbe E a bonne réduction ordinaire en chaque place au-dessus
de p;

(iii) pour chaque place v de F au-dessus de p, p ne divise pas le nombre
de points de la courbe réduite de E en i?, rationnels sur le corps résiduel de
Fenv (i. e. p n'est pas anormal au sens de B. Mazur), supposons qu'il existe
un entier k ̂ 0 et une unité u(S, 7) de J[[S, TQ tels que :

m^Q'.^S.D,

alors
(1) si fc=0, le groupe E(F^ „) est de torsion:
(2) sans condition sur fc, on a :

£(r^J/tî^,=£(F^)/t2^

(3) pour toute îy- extension L de F disincte de F^ et contenue dans
r», oo» le ran^ au groupe £(L)/Q^ est fini.

COMMENTAIRES. - (i) R. GREENBERG a remarqué en utilisant la conjec-
ture principale qu'au moins lorsque la courbe est définie sur Q, les
seules valeurs possibles pour l'entier k semblent être 0 et 1 (il s'agit d'un
raisonnement heuristique !).

(ii) On peut rapprocher le cas k =0 avec un théorème de B. PERRIN-RIOU
(corollaire 3.6 de [16]). Pour l'énoncer rappelons que le groupe de
Shafarevitch-Tate UL^IL de la courbe E / L est défini comme le noyau du
morphisme produit des restrictions locales aux places finies,

n.res,: Hl(L.E)-.Y[,Hl(L^E\

et le groupe de Selmer S^ ^ est défini par l'exactitude de la suite :

0 - £(F,. J®^/^) -. S^ ^ -ill^ , W00] - 0

(cf 16, § 1). On sait alors que le dual de Pontrjagin de S^ est un
^ptin]-"1^"^ de type fini et de torsion, on peut donc parler de sa série
caractéristique. Le théorème s'énonce alors : si cette série caractéristique

TOME 1 1 4 — 1986—N° 1



FONCTIONS L /SADIQUES A DEUX VARIABLES 7

est une unité, alors le groupe E(F^ „) est de torsion et la composante
^-primaire dejli^^ ^ est finie. Mais pour s'assurer que la série caracté-
ristique est une unité, il faut supposer entre autre la trivialité de la partie
^-primaire deJLL^, ce qu'on ne sait pas vérifier en général. Dans le
théorème prouvé dans ce travail, on n'obtient aucun renseignement sur le
groupe de Shavarevitch-Tate de £/£„. œ» mals on ne ^alt aucune hypothèse
quant à la finitude de celui de £/F.

1.3 EXEMPLES

(1) Cas k =0. Remarquons d'abord que lorsque le nombre de Tamagawa
de la courbe E / F est non nul (cf. chapitre II, § 3), on peut prouver aisément
comme au lemme 12 de [14], que l'ensemble des nombres premiers p
satisfaisant les hypothèses (i) à (iii) et tels que ^(5, T) soit une unité, a
une densité analytique >0. Donnons en outre quelques exemples numé-
riques de cette situation lorsque E est définie sur Q et F=K.

(û) E\y2^x3—x, possède multiplication complexe par Z[i], on trouve
dans la table de Birch et Swinnerton-Dyer la valeur

^/2xï(£/X)=2-4,

et on voit qu'il n'y a pas de nombres anormaux pour cette courbe, donc
on conclut : si/?= 1 (4), si L est une/y-extension abélienne finie non ramifiée
hors de (û+ifc) et (a-ib) avec a2•^b2=p, du corps K=Q(i), alors E(L)
est fini.

(b) E\y2+xy=x3-x2-2x-\, £=Xo(49), à multiplication par
Z[(l+y^7))/2], on calcule ^/D^f2x .t(£/X)=l/4, donc si p=l, 2 ou 4
(mod. 7) etp^2, alors pour toute p-extension L finie abélienne non rami-
fiée hors de

où/^û2-»-^^^2, de ^=Q(/^7), le groupe E(L) est fini.
(c) £ | y2 = x3 — 30 x — 56, à multiplication par Z L/^S], on trouve

^/5^/2T(£/X)==4, d'où la conclusion : si p=.\ ou 3 (mod. 8) et p^3,
alors pour toute /^-extension abélienne finie non ramifiée hors de
(û-^fcy^2)et(û-b^^2)oùû2-^2fc2=/?deX=Q(y^2), on a £(L)
fini.
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8 J. TILOUINE

(2) Cas général (fe=0 ou > 1). — On ne sait pas s'il y a une infinité de
nombres p satisfaisant les hypothèses (i) à (iii) et pour lesquels k = 1
convient. Mais on peut trouver dans les tables de [2] beaucoup d'exemples
qui conviennent. Citons :

(a) E\y2^x3=x3-6x, est à multiplication par Z[i] et £(Q) est de
rang 1. Par le théorème de Greenberg, on sait que © divise V et on trouve
pour/? =5 que G^' ^(u5— 1, 0) ne diffère de 5 que par une unité 5-adique,
donc pour la Zj-extension de Q(i), les conclusions (2) et (3) du théorème
central sont valables.

(b) E\y2=x3—49x est à multiplication complexe par Z[i], et £(Q) de
même est de rang 1 donc © divise V pour tout p satisfaisant (i) à (iii).
Pour /?=5, on voit de plus que G^' o)(u5—\, 0) est associé à 5, donc les
conclusions (2) et (3) sont valides.

(c) E\y2==x3—2x est de rang 1 et à multiplication par Z[i]. Mais 5 est
anormal et 25 IG^' ^(u5—!, 0) on voit donc que le quotient G/© n'est
pas une unité. On ne contrôle pas par le théorème central la variation du
rang de cette courbe le long de la Zj-extension de Q(i).

2. Construction de la fonction L ^-adique à deux variables

2.1. LA COURBE E / F ET SA RESTRICTION DES SCALAIRES

La référence générale pour ce paragraphe est le paragraphe 4 de [9].
Soit £ une courbe elliptique définie sur un corps de nombres F, à

multiplication complexe par Panneau des entiers 0 du corps quadratique
imaginaire K. On suppose XcF, c'est-à-dire que tous les endomorphismes
de E sont définis sur F, et on fixe une fois pour toutes une identification
^=End^(£), de sorte que ae^P agisse sur le F-espace vectoriel
H°(£, ft^) comme l'homothétie de rapport aeF. Pour chaque a de C,
on note £„ le noyau de l'endomorphisme a de £, et si a est un idéal de C\
on note £„ l'intersection des £, pour a parcourant a. On désigne par £^
la réunion des £, pour a parcourant G. Dans ce travail, on utilisera de
façon essentielle l'hypothèse (S) l'extension F(E^)/K est abélienne.

Pour toute extension algébrique galoisienne K^K^ on note G(K^K^)
le groupe de Galois correspondant. On abrège G (F/K) = H, et on note à
le degré de l'extension F/K. On observe que le groupe des points de £
rationnels sur F n'est pas stable sous l'action de H et pour pallier à
ce défaut, on est conduit {cf. [Il], [28], chap. 1) à introduire la variété
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FONCTIONS L /SADIQUES A DEUX VARIABLES 9

abélienne B=R^(E) restriction des scalaires de F à K de la courbe £. Au
paragraphe 4 de [9] sont données des conditions équivalentes à (S) faisant
intervenir la variété B. On a besoin ici que de certaines d'entre elles, et
nous allons les rappeler. Pour ce faire, on énonce d'abord l'importante
proposition suivante. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de
nombres k, à multiplication complexe sur k par le corps de type CM L et

soit 6 un isomorphisme : L ̂  Endj^ (A)®Q. On note J^ le groupe des idèles
defc.

PROPOSITION 2.1.1. — Pour A et 6 comme ci-dessus, il existe un caractère
de Hecke algébrique -^: J\ -» L", uniquement déterminé par les propriétés
suivantes :

(i) pour tout a de k " , 5c(a) est F élément de L" égal au déterminant
de Fhomothétie de rapport a vue comme L-endomorphisme du L'espace
vectoriel H° (A, Q^);

(ii) si S est un ensemble fini de places de k contenant les places de
mauvaise réduction et les places à F infini, si xeJ^ et x^= 1 pour tout v de
5, on a

x M =1^50^
où n^ désigne T entier de L tel que 9 (îip) soir le relèvement à la variété A de
Fendomorphisme de Frobenius de la variété A^ réduite de A en v.

Preuve. - C'est la formulation par Serre et Tate (théorème 10 de [18])
du théorème 1, chap. 13, p. 110 de [21]. Le caractère x de la proposition
s'appelle le caractère de Serre-Tate de Afk. On applique d'abord ce résultat
à la courbe E définie sur F; on note, dans ce cas, i|/ le caractère de Serre-
Tate obtenu; on a en particulier pour aeF'1, \|/ (a) = Np^ a. De plus, par
le théorème de complète réductibilité de Poincaré, la variété B est isogène
sur K à un produit de variétés abéliennes simples B,(i== 1, . . ., r) définie
sur K. On peut alors énoncer :

PROPOSITION 2.1.2. - De F hypothèse (5), il résulte que chaque compo-
sante simple B, de B est de multiplicité 1 et est à multiplication complexe
sur K par un corps de type CM T, i. e. T; ̂  Endj^ (B,)®Q. Soit de plus <I),
le caractère de Serre-Tate de B;/K. on a la relation : T==<D. N^jç pouf-
chaque i = 1, . . ., r.

La preuve de ce résultat est donnée au théorème 4.1 de [9]. Remarquons
que le type CM de T, est égal à l'ensemble des plongements de T; dans C
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10 J. TILOUINE

au-dessus de K puisque tous les endomorphismes de B, sont définis sur X,
c'est-à-dire que le corps réflexe de T, coïncide avec JÇ. De plus, par
définition des B, on a: Endk(B)®Q=]~[^i ̂  on définit donc le
caractère <I> de Serre-Tate de B par ses composantes <ï>,i= 1,..., r, c'est
donc un caractère continu de J^ vers (End^(B)®Q) muni de la topologie
discrète, on peut donc parler de son conducteur/qui est un idéal de G, et
de son avatar, encore noté <I>, défini sur J ,̂ monoïde des idéaux de 0
premiers à /, et à valeurs dans Endjç B.

2.2. PLONGEMENTS COMPLEXES

On fixe un modèle normal de Weierstrass de la courbe £ sur F, et une
forme différentielle de première espèce sur £: y2 = 4 x3 -g^x-g^ g^ et
g^e F, (ù^dx/y. On se donne alors un plongement complexe de Q, noté
!„ de sorte que l'image par i<^ de l'invariant algébrique j (£) soit égale à
l'invariant analytique ; (G) associé à la classe neutre des idéaux de K. On
peut dès lors regarder l'ensemble £100 (C), qu'on abrège en £ç, comme une
surface de Riemann de genre 1, contenue dans P^C), et la forme différen-
tielle co fournit une base de l'espace vectoriel de dimension un sur C,
H° (£, tl^/c). De plus par l'accouplement d'intégration, on obtient un
plongement de H^ (£c, ^) dans c» son image est un réseau qu'on note ^f.
Inversement, la donnée de .5? redonne £ç par la paramétrisation de
Weierstrass :

^(.,JSf): C/J^£c,

z^^3.^, JSf), z3.^, ̂ f), z3).

Remarquons encore qu'à cause du choix de i^ précisé ci-dessus, le 0'
module Jîf est libre. On fixe une base {tî} de JSf; tî est un nombre
complexe transcendant, comme il résulte aisément du théorème de Gelfond-
Schneider.

Comme K est contenu dans F, il est aussi plongé dans C par i^ et donc,
on dispose d'un Grôssencharakter ^ attaché à la courbe, au sens de
Deuring-Weil, l'autre étant ^ (voir [19], théorème 5.5). Le caractère ^ est
défini avec une notation évidente par la formule : pour tout x e J p

^(T^
(N. t(x))^

TOME 114 — 1986 — M* 1
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Notons ^^EndjcW^Q. Pour chaque élément v de Homj^, C), on
définit également un Grôssencharakter <p, attaché à la variété B / K , par la
formule : pour tout x de J^

, , v(<D(x))
<PvOO=——.

^00

Soit encore H le groupe des caractères complexes de H. On rappelle le
résultat suivant (lemme 4.8 et son corollaire dans [9]) :

PROPOSITION 2 .2 .1 . - (i) pour tout veHom^G^, C), on a
x|/=<p,oA^;

(ii) pour VQ fixé arbitraire, on a :

{<p^XeH}={q>^ veHom^, C)},

(iïi) le conducteur/de <ï> est le plus petit commun multiple du conducteur
de F extension F/K et du conducteur de^

Convention. - Lorsqu'on ne veut pas préciser l'élément v, on note
seulement <p=<pv.

2.3. FONCTION L DE HASSE-WEIL ET NOMBRE DE TAMAGAWA

Comme la courbe E / F est à multiplication complexe, on sait que sa
mauvaise réduction est de type additif (c/ [18], théorème 6). Par consé-
quent, la fonction de Hasse-Weil de cette courbe peut être définie dans le
demi-plan Ré (s) > 3/2, par le produit eulérien :

L(£/F,s)=n.bonn.r.d«ct.on(l-Û.Nl;^+ND1-2')-1.

Ici Nv désigne le cardinal du corps résiduel k, de F en v, et a^ est la trace
de rendomorphisme de Frobenius. DEURING [8] a démontré qu'on peut
décomposer cette fonction en produit de deux fonctions L de Hecke, à
savoir :

L(£/F.s)=L(x|f,s)L(^s).

Il en résulte, en particulier, que la fonction L de Hasse-Weil a un prolonge-
ment analytique à tout le plan et y satisfait une équation fonctionnelle.
On aura seulement besoin de la valeur en 5= 1 de cette fonction.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



12 J.TILOUINE

On définit comme dans [3] des facteurs locaux m^ pour chaque place v
de F :

Si v est une place archimédienne, on note

n,..= û)(i==l,2) où {ï,..h=i.2
^717. t

est une base fixée de Fhomologie entière de E(Fy) (bien sûr Fi,=C), et on
pose :

m,=_|n,. ̂ ,. 2-^.1^. 2 !

Si r est une place non archimédienne de bonne réduction, et cùniin. v
désigne la forme différentielle dxjy^ associée à un modèle minimal de E
en u, on pose :

^=|œ/œn»in.J^

et si £ a mauvaise réduction en r, on pose :

m,=|œ/œ,,.J,x(£(F,):£o(^)).

EQ (F,,) désignant le sous-groupe de E (Fy) des points dont la réduction
est non singulière.

DÉFINITION 2.3.1. — On appelle nombre de Tamagawa de El F le
nombre T(£/F)=niWi~1 ^ L ( E / F , 1), le produit étant étendu à toutes les
places v de F ce qui a du sens puisque Wy= 1 pour presque tout v.

Rappelons que la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer prédit que si
T(£/F) est non nul, alors :

(i) le groupe E ( F ) est de torsion,
(ii) on a l'égalité :

x(£/n.l^=^^.
1e (^E(F))2

Sous l'hypothèse (5), le théorème de N. Arthaud affirme que (i) est vrai.
Le point (ii) n'est évidemment pas connu, mais le théorème de rationalité
du premier membre de l'égalité (ii) est prouvé, pour une courbe vérifiant
(S), dans [9], proposition 7.8. On rappelle aussi que pour tout idéal a de
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FONCTIONS L /SADIQUES A DEUX VARIABLES 13

G premier au conducteur/de $, <ï>(û) induit une isogénie, qu'on notera
<ï)(û)^, de £ à £°, pour o=(û, F/X), et qu'il y a A(a)eFX tel que l'on
ait :

<ï>(û)j?(œ°)=A(a)x(û.

Pour les propriétés des nombres A (a) qu'on utilisera par la suite, cf. [9],
§4, ou[17](5.4)-(5.8). Posons

'"^n.oolœ/tÙmin.J."1

et fixons un générateur S p / K du discriminant relatif de F / K . On note N^Q
la norme absolue de K.

PROPOSITION 2.3.2. - On a F égalité :
n |i/2

T^/n-^^-^-^noNû)-1

xm'x N^Q ̂ 0 (A (û) t2) - l x 8 î x L (vp, 1 )),

ou a et P sont deu.y entiers ^0, et a parcourt un système arbitraire
(rideaux de 0 premiers à f dont les symboles ffArtin relatifs à F / K décrivent
exactement H.

Preuve. — On a L(£/F, l)=L(xp, 1)L(^, 1), et on fait les remarques
suivantes sur les facteurs locaux m y

Si v est archimédienne, i; correspond à un plongement complexe qui
s'écrit de 4 ;on unique \^ o çy pour un o de H, et on a :

In I1/2

m^lA^Q^xNo^x 1 K } .

En effet, soit (yi, 7^) une base de JTi(£(C), Z) et (71, y;) une base de
H^ (£°(C), Z), notons (yî, y;) l'image par

<D(û)2: Hi(£(C), Z)^Hi(£°(C), Z)de(y,, y^

Comme Ker <I>(û)f=£,, on sait par la suite exacte d'homologie qu'il y a
AeM^(Z) telle que :

GD-0 ?;)-<) '• —-".—
BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



14 J. TILOUINE

par conséquent :

or,

j of= ] <ï)(û)îœ°=A(û) | œ 0=1, 2),
JT? JY» ^T»^Ti ^Y» ^T»

donc en reportant dans la définition de niy on trouve :

|dét^|xw„=|A(a)0|2x-rD^^2.

Si r est une place de mauvaise réduction, il est prouvé dans [24], p. 46
que(£(F,):£o(Qdivisel2.

On applique alors ces remarques pour transformer r(£/F) et
on utilise la proposition 7.2 de [9], affirmant que
/Ô^not^0)0)"1 x^(^, l)eX. On obtient ainsi le résultat.

2. 4. LES NOMBRES PREMIERS CONSIDÉRÉS ET LES OBJETS QUI EN DÉPENDENT

Soit p un nombre premier ^2,3 au-dessus duquel la courbe El F a bonne
réduction ordinaire. On sait que ceci entraîne que p est décomposé dans K.
Notons ̂  et y* les facteurs premiers de p Q. On note 0^ le complété ^$-
adique de G. On considère l'anneau J, complété du produit tensoriel par
0^ de l'anneau des entiers de F(£,.œ). On dispose donc d'un plongement
\» de F(£yoo) dans J0Q^ qui induit une identification désormais tacite
entre le complété ^-adique de K et Qp. Soit de plus G le groupe de
Galois de F ( E p ^ ) I F , comme l'a remarqué Weil on peut définir, pour tout
caractère de Hecke algébrique de la forme A^T^, avec a et b dans Z,
un caractère À^ de G dans Z^ (cf. [26]); en particulier, x|̂  est le caractère
d'action de G sur E^, et ̂  donne l'action de G sur £,,.oo. On ajoute
dorénavant l'hypothèse que p n'est pas ramifié dans F, et on sait alors
qu'on obtient un isomorphisme :

^x^: G^Z;xZ;.

TOME 114— 1986—N° 1



FONCTIONS L -̂ADIQUES A DEUX VARIABLES 15

On suppose également que le modèle de Weierstrass choisi est minimal en
chaque place au-dessus de p. On pose pour n'importe quelle place v de F
au-dessus de p: 71=^(1?). On sait (DEURING [8]) que n est un générateur
de l'idéal de 0 : Nf/^ v. On introduit alors les notations :

NOTATIONS 2.4.1. — (i) Pour n et m deux entiers >0 arbitraires, on
pose :

F,=F(£ î). ^=F(£...i), F^ ,=F,.̂ .,

et

^-U^o^ ^oo=Un..^...

(ii) pour 9 un idéal fixé, multiple principal de/et premier à /?, on pose :

^n^nW ,̂. .=^. .=^. nW

et^=U^o^m-

(iïi) en désignant par 0-j- l'anneau des entiers d'un corps de nombres T,
on pose

J = OF® e ̂  ^ = ̂ F,®^ ^ = ̂ K,,® .̂

LEMME 2.4.2. — (i) Pour tout idéal g de G multiple de /, (e cor/?5 F(£ )
coïncide avec le corps des rayons module 9 de K.

(ii) y j F est une extension cyclique totalement ramifiée en chaque place
v de F au-dessus de ̂  de degré égal à (f^(q) où q=^ky=Nv, et <p est
F indicatrice cTEuler. Le conducteur de y^ sur K est égal û/ît11'1^1.

(iïi) F /̂F est non ramifiée en chaque place v divisant<? et le nombre g^
de places de F (£„.*+1) au-dessus de v est de la forme :

gk^goP' si <c=0,...,K.

^t^oP^ si fe^K,

où K=ordy(log^«(ît))—l.

(iv) Les extensions F^ ety^ sont linéairement disjointes sur F.

Preuve. - (i) Cest le lemme 4.7 de [9].

(ii) Ce fait classique est prouvé dans le chapitre 2 du cours de
COATES [3].
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16 J. TILOUINE

(iii) F J F n'est pas ramifiée en v puisque le conducteur de FJK est
fn"1^1 par le point (ii). De plus, en faisant agir G(F(£ç.*)/F) sur £^,k, on
obtient le diagramme commutatif :

G(F(E^}/F)^(C>/W
U U

^ ^ <n>^,

où Dy désigne le groupe de décomposition de \v/v où w est n'importe
quelle place de F(Eyk) divisant v (parce que l'extension est abélienne), et
< n >f désigne le groupe cyclique engendré par l'image de n dans (^P*^.
Les lignes sont des isomorphismes par le lemme 2.5 de [3], on voit alors
que l'indice des groupes de droite du diagramme est de la forme voulue.

Le point (iv) résulte clairement de (ii) et (iii).

2.5. LE GROUPE FORMEL DE LA COURBE ET LES ISOGÉNIES FORMELLES

Rappelons d'abord que toutes les courbes £°, aeH sont F-isogènes.
Ceci résulte directement de l'invariance sous H du Grôssencharakter x|/ de
£/F, et du théorème 10.2.1 de [11]. On voit cela plus explicitement à
l'aide des morphismes <I>(û)f:£-^£0 , qui sont non nuls par la formule
(4.10) de [9] : pour

P€£, avec (9, û)=l, P<°- ̂ ^^((^(P).

On sait aussi que Ker<ï)(û)^=£^. Donnons une preuve directe de cette
affirmation : si aea, a= 1 (/), on a

o^=ût) et <D(b)<ï>(û)=a dans End^(B),

donc on a l'inclusion :

Ker(D(û^cn.eo^

et cette intersection coïncide avec £„ par le lemme d'approximation. De
plus comme B est autoduale et que la dualité des isogénies coïncide avec
la conjugaison complexe de End^(B), on a :

îîKer<î)(û)f=:rfo<D(û)f=<D(a)£)*=Nû=<£„

d'où l'égalité.
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FONCTIONS L /SADIQUES A DEUX VARIABLES 17

Plus généralement pour -ce H, on note ^(0)^1 Fisogénie de P dans £*"
induite par 0(û) et on voit aisément que <Ï>(a)f==<î)(a)jc;t. On introduit
alors le groupe formel Ê défini sur J H F associé à la courbe E vue sur J,
le paramètre t de £ étant fixé par r= —2x1 y. Comme £ a bonne réduction
ordinaire au-dessus de p, le groupe £ est de hauteur 1, et est un module
formel sur G^ qu'on a identifié à ~Ly on peut en faire une théorie très
analogue à celle de Lubin-Tate (elle est exposée dans [22]).

On note G^ le groupe formel additif, vu sur J®Qp. On note log^ le
logarithme elliptique de £, c'est-à-dire l'unique isomorphisme de £ à G^
tel que rf/A logf(r)[^o= ^ ^ est défini sur F, et satisfait la relation
suivante : Soit

£i(J)=a,,p£i.,(J)

où £1 y ( J ) est le noyau de la réduction en v de £(./), pour (ù=dx/y vue
sur J, on a :

œ|Ei(J)=^Oog(t)).

On note e^ l'isomorphisme inverse de log^; il satisfait l'égalité :

2^(2,-^) 1 3
r==ef(z)=- —- = = z - » - — ^ 2 ^ + - • •£ ^'(2,^) 10 2

Si l'on remplace £ par £° pour un a de H, on obtient aisément les
formules :

£<y=£o, log^(r)=(log£)°(r), e^z)^)^).

Si on note (Xy, y y) un point de £°, on note r,, le paramètre sur £° défini
par -2x^=^.

Soit maintenant X une isogénie de £ vers E° définie sur J\ par restriction
à £^==r\,^£^ ^ où £^ .̂ est le noyau de la réduction en r, on définit une
isogénie [\] : Ê -» £°, caractérisée par la propriété que pour toute
J-algèbre A complète pour la topologie de son radical, le diagramme
suivant soit commutatif :

E,{A) ^ E'i(A)
' i r°w .

£(rad /l)-^£°(rad A)
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18 J. TILOUINE

les applications verticales étant données par :

2x , . 2x-
Oc, y)^t^ -— et (x^ ̂ )^= - —r.

^ >e

Lorsque X,=<Ï>(û)f, on abrège : [^(û^l^OCû)].

LEMME 2.5.1. — Pour tout idéal û de 0 premier û/, on a :
(i) [<î)(û)](0=A(û)t(mod.t2).
(ii) Ker[<I>(a)]=(£),, et en particulier, si (û, ^P)^! [<I>(a)] est un isomor-

phisme de Ê à £°.

Preuve. — Par la définition même de A (a), on a l'égalité :

<D(û)(^(z,.Sf))=^(A(û)z,^),

et pour P=^(z,JSf), on a : ^(^(ûK^^^HO par définition de
Fisogénie formelle, donc

[<î>(û)](()=t,(W(A(a)z, J^))=E^(A(û)z)=A(û)xz (mod z2),

et comme z=t(mod r2), on obtient la congruence (i). Pour le point (ii), il
suffit de remarquer que Ker(<Ï>(û)f)|^=£,n£i, et de transposer cette
égalité dans £.

2.6. LES ISOMORPHISMES ENTRE LE GROUPE FORMEL MULTIPLICATIF ET LE

GROUPE FORMEL DE LA COURBE

Soit 7" r le complété ̂ -adique de l'anneau lim ^ p ) = \ Ï [nj Q111 s'identifie

au produit des extensions non ramifiées maximales des anneaux locaux,
en nombre fini, qui composent 7. Notons (po le Frobenius absolu (arithmé-
tique) agissant sur F r . On va démontrer (à la main) le résultat suivant :

PROPOSITION 2.6.1. — Pour toute unité y de /" r, telle que :
Y^o" * ssAt^P)//?, il existe un unique isomorphisme r\ : G^-»£ tel que
T|'(O)==Y, et r\ est alors défini sur I donc en fait yeJ.

Preuve. — Elle est analogue à la construction de la fin de l'article de
LuBiNet TATE [15].

(a) Cherchons d'abord une série ^ ( T ^ ç F ' [[T]] telle que

T^°(b]G,m)=[<l>(W]oîl(n
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FONCTIONS L p-ADIQUES A DEUX VARIABLES 19

et dont la dérivée à l'origine soit y. En dérivant à l'origine les deux
membres, on trouve y^'^A^)/;?, puis on procède par approximations
successives : supposons qu'on dispose d'un polynôme T|̂  de degré ^r tel
que

H?0 (MG, CO) = [9 W] ° Tir (T) (modulo 7^1),

cherchons T^,.n(^)=T|,.(T)+;cTr+l, oùxe/" r , tel que

^larim)^^)]^^ (modT^2).

En développant cette expression, on est amené à résoudre :
^o^-n-^AOP)^, où a est donné par :

^(W^^W^m^ar^ (mod T^2).

Réduisons cette équation modulo p :

nW^fUTy+ûr^ (mod.r^),

parce que [^(^(T^ T^ par définition même de ̂ (^f: E -^ E0^ comme
relèvement du morphisme de Frobenius £„ -^ È^. Donc û=0 et ainsi, p | û.
Or, il est facile de voir que A^)//? est une unité de J par exemple en
utilisant la propriété de 1-cocycle de A : si/est le degré résiduel de F sur
K, on a :

n^^(^f)=^(^)^^•••^^f-\

donc IÎTI^IAOP)^, et comme nC^^, on a |ît|^=|/^. On conclut
donc que pour chaque r^ l , il existe un x unique de /nr répondant au
problème. D'où l'existence et l'unicité de r}.

(b) Montrons alors que T| est un isomorphisme de G^ à £. Rappelons
d'abord que £ et G^ étant de hauteur 1, leur anneau d'endomorphismes
total est forcément égal à Zp (c'est un Zp-module libre de rang inférieur à
la hauteur, égale ici à 1, pour les détails, cf. LUBIN [14]). Par conséquent
les endomorphismes de £ s'approximent par des endomorphismes globaux
de£.

Montrons que :
(i) £(Ti3E,ni))=Ti(G,(ï,i))),
(ii) n([<,T)=[ûLîl(T).
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20 J. TILOUINE

Posons F(ï, i)) = ri ~1 o £ (ri 3E, r| T)); on va montrer que ce groupe formel
est le groupe de Lubin-Tate associé à f(T)=[p]^( T). On a d'abord

F(Ï,I))=Ï+I) (mod (ï, p)2),

et de plus F^(/(ï),/(t)))=/(F(3E, i))), en effet :

^°(/(ï), (ï)))^"1)^0^^)]^ [^(WM
parce que Tfo(/(r))=[<I)OP)]r|(T) (c'est le point (û)).

De plus, par définition de [^(^P)], on a :

^([^OP)]^ [<I>(W]i))=[<W)](£(^ î))).
et on applique à nouveau (û) pour conclure.

De même pour C (T) = TI -1 o [û]f° TI (T), on voit que C (T) = T(mod T2),
et on montre que (^(/(T^.nC^T)) en utilisant les égalités

[a]9/ o [O (<p)] = [û]̂  o [<î> (<($)] = [O (<p)] o [a]^

qui résultent de la définition de [^(^P)] lorque a ç0 et se déduisent de là
par densité de 0 dans Zp, pour tout û, et il reste à prouver le lemme :

Soit/(T) une série formelle à une variable à coefficients dans 7"^, telle
que

J/(T)=œT (mod T2),
t/CnsE-P (œ^-Kr]]),

œ désignant une uniformisante de /n r . Alors, étant donné une forme
linéaire /(3Ei, . . ., ïj, il existe une unique série F(ïi, . . ., 3£^) telle que

F(3^, . .., 3U=Kïp . . ., 3U mod(ïi, . . ., ïj2,

^°(/(3Ei), . . .,/(ï,))=/(^(ïi, ..., ïn)).

Preuve. — (Strictement analogue au lemme 1.1 de [15]), on procède par
approximations successives :

On pose FI=<, et si l'on a construit un polynôme F, de degré ^r tel
que :

W(a^),.. .,/(ï,))=n î,. • - ̂ ))
(mod(3E,,...,ï,r1),
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on cherche F^+i sous la forme F^-hA^+i, où A^+i est un polynôme
homogène de degré (r-h 1) en ïi,.. . , ï^.

On voit facilement qu'on est amené à résoudre :

œA^-œ^A^^oo^),.. .,y(^))

-/(F,(3Ei...., ay) (mod (3^,..., ÏJ^2),

or, en réduisant le second membre de cette congruence modulo œ, on
trouve F^W, . . ., <ï;)-(^(ïi, . . . , 3^=0, donc tous les coefficients
du second membre sont divisibles par œ, d'où l'on tire aisément l'existence
et l'unicité de F^+i, et, par récurrence, de F.

On applique ce lemme à f(T)=[p]^(T) et, pour M = I à C(T), resp.
pour n= 2 à F(X, i)), d'où l'on conclut que T| est un isomorphisme de
G.à£.

(c) Montrons qu'un tel isomorphisme est toujours défini sur /. On a vu
dans (û) que T| est défini sur F r . On voit facilement, d'autre part, que le
corps résiduel de J en une place quelconque est le composé de la Zp-exten-
sion de Fp, et de l'unique extension de degré fx (p- \)/gQ (go désignant le
nombre de places de F(£ç.) au-dessus d'une place r de F divisant <?). Par
conséquent, / est le sous-anneau de F r fixé par les automorphismes de /
de la forme À, = (po où v e Z vérifie

vs0mod.(/x(/?~l)/go) et Vp=0,

en notant Vp la projection Z -^ Zp de v. Or, on sait que
ri^dp] 'O^^OP^nCO, donc en appliquant (po(/- l)-fois à cette égalité,
et en notant cp=(p^, le Frobenius relatif à F, on trouve :
rr([Nu](T))=[7i]fT|(T), et en posant /o = (P - 1 )lgo. on tire l'égalité :

T^°([N^O]T)=[^O]^(T),

d'où l'on tire par une petite remarque :

TI^°([^O]T)=TI(T).

La remarque s'énonce : si/((ît] T)=g([n] T),/, ge^ [[T]])" alors f=g.

Mais on a vu que l'indice go du groupe de décomposition de F(Ey)
sur F en i; est égal à l'indice du sous-groupe engendré par n mod ^P* dans
(0/V*) \ ainsi fi^sî^).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



22 J. TILOUINE

Soit maintenant ^=(pS, avec v=/o/v', v^=0; on a :

^(^^^[f^ov'jr) car nfo-'=nto-p=\

donc r^CO^CT).

Remarque. — Les points (û) et (b) peuvent aussi être obtenus à l'aide
du théorème de TATE [25], en utilisant l'accouplement de WEIL {voir [29]).

2. 7. SUITES COHÉRENTES DE FONCTIONS SUR LE GROUPE FORMEL

On fixe un idéal 9 de (9 multiple principal de/, premier à p. Soit (a, c)
un couple d'idéaux de O, premiers entre eux, a=(a) étant principal premier
à 9/7, et c étant premier à 9^*. Soit o=(c, F/X), on introduit la fonction
rationnelle sur la courbe E° :

r-r^ ^a^np^o-^W)6/^,

qui est définie sur F et ne dépend que de la classe d'isomorphisme de £°.
Choisissons de plus une suite 6=(6^)(w=0, 1, 2 , . . . ) de points de
g n ' " ^ ' 1 -torsion de £, tels que î t6w+i=6^ pour tout w^O. On a noté, au
paragraphe 4, ^ le corps des points de g n " ^ 1 -torsion, et soit
^ac=Um^o^m- Notons T=(c, ^JK). On pose pour chaque entier w^O

'•(o.c.o..)(P)=a.G<^,)'-^+e.0).
On voit facilement que cette fonction rationnelle sur E° est définie sur

F .̂ On rappelle que r = f i désigne le paramètre du groupe formel É. On
introduit les fonctions sur £ :

e.(0=e^, ç. .)(0=r,,, ç. ̂ (cMPa^^KO)),

où le point P([n~{M+l}]t) est Punique point de £1 dont le paramètre sur
£ vaut [71] "^"^(r).

PROPOSITION 2.7.1. — Pour tout w^O,
(i) 6^(f) est une unité de /^[[r]];

(ii) N^, 9^ „. i (f) = *. 9^ (r) (propriété de cohérence);
(ni) on a F équation fonctionnelle au niveau m :

^.e£,en.(^+]£œ)=^ew(0.
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les étoiles dans (ii) et (in) désignent des constantes dans F " rW, la norme
de (ii) est la norme «semi-locale» de J^+i à /„ (i.e. ^F^+i/F^®1^»
prolongé de J^+i([r]] û UMD. ^ ^ûn5 (ni)' on note eiî) fû fonction
®(o. c^P. Ç. m)-

Preuve. — (i) Pour prouver que tous les coefficients de 9^ sont u-entiers,
on est ramené à voir que pour tout J?6£;\{0} et SeG^JFJ, l'expres-
sion (x^(P^^Q^)-x^(R))6|ûv devient après substitution de ^ dans ?„,
une série de ty à coefficient dans F(Eg^m^i) tous y-entiers.

Or, par la formule d'addition, on a :

v (P -^n^\-1 ( Va (p^ ~y» (6m0) Y-y (p )-^ m^)
^^^^(P^x^)) xo(po) xe(Qm)

et on sait que :

X„(P,)=l+^+Ilt;+•.•,2 4 ° 4

^f1r3 2>.(PJ=~-3+-^+....

tous les coefficients étant dans F H J.
Comme a^n et ^ sont étrangers, on voit que: £^;in£?(^)=={0},

donc les coordonnées de Q^ et R sont u-entières, et en développant
Xy(Py+Q^) on obtient l'intégralité.

Pour montrer que 6^ (0) est une y-unité on utilise un lemme.

LEMME 2.7.2. - Soient E et E' deux courbes elliptiques définies sur le
corps local F^ et a : E -» £' une isogénie définie sur Fy. Soient \, et ^/, les
hauteurs locales de Néron respectives sur E et E\ on a alors la formule :
pour tout P e E ( F ^ ) tel que aP^O :

^ (a P) = (d° a) ̂  (P) + - v (r. (P)),

ou

et

r.(P)-^Wn^^(x(P)^x(R))6^

_ ,. / x(P) VA-
H(a)=hm^^o( ———^ T-Yx^aP)/ A
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COMMENTAIRE. - Ce lemme est dû à J. Tate (lettre à J.-P. Serre) et est
prouvé dans [1].

On l'applique à E° et à Fendomorphisme de cette courbe défini par
ae^P. On voit alors que p(a)==a12 et r,(P)=r^ ^(P). On prend successive-
ment les points g^, 8 parcourant G (^n/FJ, et on obtient que
^(«.c. C.m))==0-

Pour prouver (ii) et (iii), on a besoin du lemme :

LEMME 2.7.3. — Soit b un idéal de € premier à a/, alors on a F égalité :

FL R. ̂  r (p + R) = ̂  < • r^ (<D (b)^c (P)),

où r^^r^ ^ et c^ ç est un élément de P1 indépendant de P.

Preuve. — II suffit de comparer les diviseurs des deux membres. On
trouve que le membre de gauche présente un zéro d'ordre 12 en chaque
point R-\-S ou ReE^ et Se£^\{0}, et un pôle d'ordre 12(Na-l) en
chaque point R de £^. De même le membre de droite présente un zéro
d'ordre 12 en chaque point de <î>(b)J1 (^^^{O}) puisque <î>(b)^ est étale
sur jE^s et comme b et a sont étrangers, on voit que l'ensemble des zéros
du membre de droite est l'ensemble des ^+S, ReE^ 5e£^\{0}, idem
pour les pôles, donc ces deux fonctions rationnelles sur Eac et définies sur
F, diffèrent par une constante c^ c6^-

On pouve alors (ii) en exprimant N^6^+i (tg) comme un double produit
sur

G(F^,/F^ et G(^,/F,,,)

qu'on transforme en produit sur

G( î/̂ n) et GO»,^/F,^)

ce qui est loisible puisque ̂  et Fm+i sont disjoints sur F^ et de composé
^+1, on applique ̂  et F^+i sont disjoints sur F^ et de composé ^+1,
on applique alors une version faible du lemme ci-dessus à <I)(b)^==ît pour
obtenir (ii).

Le point (iii) résulte immédiatement du lemme.

2.8. — LES DÉRIVÉES LOGARITHMIQUES

On introduit comme dans [29] les dérivées logarithmiques qui inter-
viennent dans la construction qu'on a en vue. Notons d'abord
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Df==(l/logf(r))y/A) l'unique dérivation invariante par translation sur £,
est normalisée par Dfî=l. Remarquons que log^(r)€l-KJ[[t]] parce
qu'on a choisi un modèle sur E minimal au-dessus de ^P.

NOTATION 2.8.1. - Pour tout w^O, on note.
(i) Tr^ la trace (semi-locale) de J^i[[t]] à /^[[t]] déduite de

^^i/^Id^ de J^i à/„.
(ii) j, (0 == Dflog O^ (t) = (d/dz) log(6, o e^(z)) |̂  ̂  (resp./^ (t)

désigne l'analogue de^(r), où l'on a remplacé 9^ par O^^e^ ^ g ^).

PROPOSITION 2.8.2. — Pour tout m^O, on a :
(i) J\n(06UM], et Tr^ù^(0)=UO.

(iï) Z«.£,^(^+]œ)=A(^)<îcx;î?>(t).

Preuve. — (i) résulte immédiatement de la proposition 2.7.1; (i) et (ii),
en appliquant le logarithme des séries formelles aux deux membres de
l'égalité (ii), et en remarquant que logoN^=Tr^olog;

(ii) résulte de la congruence [<I>(W(r<,)=A(W.t, module t^ prouvée
au lemme 2.5.1, et la proposition 2.7.1, (iii).

On peut alors définir, en passant à la limite sur m une série à deux
variables analogue à celle du théorème 5 de [29] :

PROPOSITION 2.8.3. - (i) Soit (a, c) fixé comme au paragraphe 7, il
existe une unique série j(t, w^)^, ^((, w^çIQt, wj], telle que, pour tout
w^O, on ait :

J(t. ̂ ^^^(O x (1 -m )̂̂  (mod. (1 -hw)^"'1 -1),

où T désigne un prolongement arbitraire à F^ de Fautomorphisme T de FJF.
(ii) De plus, cette série vérifie F équation fonctionnelle :

Z«<£^[+]œ, H^A^X/^I, w^

ou
.w-,

J —/(«. cW-

On rappelle que q^Nv.

Preuve. - Comme l'anneau /[[(, w^Q est complet pour la topologie
(p, î, w^^adique, il suffit de voir que la suite (uj des membres de droite
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de la congruence est de Cauchy. Remarquons d'abord que si on compose î
avec un automorphisme T' qui fixe F ,̂ on a la congruence :

ecar
(1 +W2)^(îl')=(l -^-w^<T) mod. ((1 ̂ ^)qm^ -1)

^M^ltmod.^^),

ce qui prouve que les termes de la suite sont bien définis pour le modulo
considéré. Et en utilisant la formule tr^j'^+i=j^, on prouve comme dans
le théorème 5 de [29] la congruence u^+i=u^(mod(l -t-n^)^1—!) d'où
le résultat. Quant à (ii), il résulte immédiatement de l'équation fonction-
nelle pour les g^(ty).

On a noté (t, H^) les deux variables car la première est le paramètre de
Ê tandis que la seconde est essentiellement de nature multiplicative. On
aura à remplacer t par la variable w^ de G^ parce que la théorie de la
mesure sur Z^ donne lieu à des formules qui s'écrivent agréablement sur
le groupe multiplicatif.

2.9. LE FORMALISME DE L'INTÉGRATION R-ADIQUE A DEUX VARIABLES

On note C (Z^, 7) l'espace des fonctions continues de Z^ dans J, muni
de la norme de convergence uniforme sur Z^, et on pose la :

DÉFINITION 2.9.1. — On appelle mesure sur Z^ à valeurs dans 1 toute
forme /-linéaire de C (Z^, /) dans J, on note M leur ensemble. On note

| f.d^x au lieu de n(/).
^î

On rappelle le théorème de Mahler :

THÉORÈME 2.9.2. — Pour toute fonction f continue sur Z^, à valeurs
dans 7, il existe une unique suite (û,, „ ) d'éléments de 7, tendant vers zéro
quand (n? n^} -» oo, telle que :

/<«,.. .)-£.,. .,..-.,.,(:;).(̂ ).
et

||/||=Max^,^oki.Jj-

On note pour xeJ, x=(x^)^, w parcourant l'ensemble des places de
F(E^) au-dessus de ^?, | x |/ = Max^ | x^ \p.

TOME 114 — 1986 — N0 1



FONCTIONS L /SADIQUES A DEUX VARIABLES 27

On en tire aisément la proposition :

PROPOSITION 2.9.3. — L'application I[[w^ H^]] ->• M qui a la série

^L.,.,,̂ ^1^2

associe la forme linéaire (15 définie par

<•)(:))-
pour tout couple (n^n^) S entiers ̂ 0, est un isomorphisme isométrique, la
norme sur J[[wi, H^]] étant définie par

l|5||=Sup^^oK.,J/.

On donne alors un formulaire précisant la correspondance S»-»^. On
notera Wi [+]G^^2=Wi -hw^-hwi ^3 la loi du groupe formel multiplicatif.

PROPOSITION 2.9.4. - (i) Pour tout Sel[[\v^ wj], on a :

\ (I+H^O+H^^O^,^)^^, w^
h2,

(ii) Si la série S satisfait la congruence

5(w,,w2)=^^^p^-i .o^^-i^o+^o^y
modulo((l+wi)^-l, (l+w^^-l),

ûfor5

d^=^ .̂.
J(A+p /v^p)xo•+pM2p)

(iii) Si (p ^5r localement constante sur Z^, c'est-à-dire provient cTune
fonction sur Z/p/v^ x Z/pM^, notons (p su transformée de Fourier définie par :

<P(Çl^2)s=-^M><So^,^^O^^p^(P(xl-x2)Çî l^2

Pourri, ̂ e^x^^.
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Alors, on a la formule : <p x ̂ ^=^7., où

T(W,, W,)=^ ^Ç(Ç,, Ç2)S(Wi[+]G,Kl-l), W2[+lG,(Ç2-l)),

fa somme étant étendue aux couples (Ci, Ç^) ^e Up^ x Hp^'
. (iv) En posant

Z),=(l+w,)-^ O'=1.2),
dw,

on a :

X^^^^D^S-

(v) Pour tout Sel[[w^ wj], notons 5(w^, w^) la série à coefficients
dans 1 :

S(^, H^-^^^MG^I-I), H-2)

et soit l^x xz l^ fonction caractéristique de Z^xZ^, on a:

^xZpX^S^^

Preuve. — Ce formulaire est strictement analogue au cas d'une variable,
traité par KATZ dans [13].

Une opération importante de l'intégration p-adique, dont nous aurons
usage est la transformation de Leopoldt, que nous rappelons brièvement.
Soit (l'i, i^) un couple d'entiers modulo /?—!, on définit la branche de la
transformation de Leopoldt associée à ce couple comme suit. Pour
xeZ^, on note je = œ (x)< x >, où ©(x) est Punique racine (p-l)-ième de
l'unité telle que x==û)(jc) (mod. p\ et < x > € 1 4-pZp. Pour chaque mesure
HeAf, on pose :

/^•^(^^f ^y^y^ocoœ^)^
Jd;)2

et on vérifie aisément qu'on a ainsi défini une application continue de ~L\
dans /. On sait en fait que les fonctions de F01' ^(M) sont plus que
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continues : elles sont analytiques au sens suivant Fixons désonnais deux
générateurs topologiques u^ et u^ de 1 -\-pî.y alors :

PROPOSITION 2.9.5. — Soit ueM et (i^ i^)e(I./(p—\)I.)2, il existe une
unique série A^1' '^/[Iwi, H ]̂] telle que pour tout (s^ s^çî.2^ on ait :

(r'r ^p)^. s^A^ ^(nî'-i, uy-D.
Preuve. — On peut écrire <x>=M,< l ( x )(i=l , 2) pour xeZp", où

/, : Z^ -^ Z est le logarithme de base u,; on obtient donc le développement :

<^>s=Zn.o(Jiw)w-l)ll P0^ l̂̂ ,

la convergence de la série étant uniforme en s, ce qui permet en revenant
à la définition de F01' '^n de permuter intégrale et somme, ce qui donne
le résultat.

Fixons un isomorphisme T| : G^ ̂  £, qu'on précisera plus loin.
Posons h(\v^ W2)=T^ (0)x7(t^(Wl), w^). On applique à h l'opération (v)

de la proposition 2.9.4, et soit n==H(a. c) ^a mesure associée à S.

LEMME 2.9.6. — La mesure |A est concentrée sur TLp x Z^.
Preuve. — II suffit de prouver que ^ est concentrée sur Zp x Zp' et

d'appliquer le (v) de la proposition.
Or, soit N un entier ^ 1, a et b deux entiers compris entre 0 et p^ — 1.

Soit 1 la fonction caractéristique de (û, pb)-^?^!.^ on veut prouver que
^(1)=0. Or par la proposition 2.9.4(iv), il suffit de voir que les b,, j
définis par :

h(w,, W2)=Zo^. ,< .̂ ,0 -^H^O +^2)"

modulo ( ( l+H '^ ) P A / - l , ( l+H•2) P A f - l ) , sont nuls pourj'=0(p).
Mais les seuls exposants de ( 1 + H^) c!111 interviennent dans cette

congruence sont les unités /sadiques xjiy(T) donc on a bien b^ ^.=0 pour
j=Q(p).

On transporte alors cette mesure sur G à l'aide de l'isomorphisme

\|/^ x ̂  1 : G -^ Z^ x Zp', on obtient une mesure encore notée ^=H<a. ^. On
définit des séries y01'i2), par :

^''•^(i^-l, u,2-l)=Pil'l• ''^^(Si-l, -52)
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pour Si et s^eZp. Cest-à-dire que pour tout couple (û, b) d'entiers congru
à (1*1, iy) modulo (p— 1), on a :

^ ̂ -1, ,4-1)= f ̂ (a)^.
JG ¥»(<r)

On se propose de calculer explicitement cette intégrale pour certains
couples (a, b). Pour cela, on rappelle quelques propriétés des séries d'Eisens-
tein et leur lien avec les valeurs spéciales de fonctions L.

2.10. NOMBRES D'EISENSTEIN

Posons tout entier fe^ l , zeC et 5 dans C de partie réelle plus grande
que (k/2)+1, on note :

H (. 7 w-V (zw
H^,2.^)-L^j^[2s

le prime qui affecte de signe de somme signifie qu'on omet (ù=--z si
ze JSf. Il est bien connu que cette fonction de 5 a un prolongement méromor'
phe à C, avec au plus un pôle simple en s = 1, qui n'apparaît que si ze-Sf
et k= 1. On note ^y le réseau associé à (£°, œ0) et on rappelle qu'on a
calculé le facteur local en la place archimédienne associée à CT :

m^\^(û)Q\2xNQ~lx(\DK\ll2/2) où (a, F/X)==CT.

On définit alors les séries d'Eisenstein dont on aura usage :

DÉFINITION 2.10.1. — On dit qu'un couple (û, b) d'entiers est admissible
si a> —fc^O.

DÉFINITION 2.10.2. — Soit (û, b) un couple admissible, on définit la
série d'Eisenstein normalisée de poids (a, b) par la formule :

£, ^(û-D/f-ÎL) \.,(z,û,J^).
\^/

(On rappelle qu'une fonction F(z, (ùp ©2) est dite de poids (a, b) si pour
tout XeC, on a : F(^z, ^(ûp Àxù2)=^~ f l^~hF(z, (û,, ©2). Pour fc=0, on
abrège E^ ^ = £„.
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LEMME 2.10.3. — Pour tout couple admissible (û, &), il existe un poly-
nôme P^ f,eZ [ïi,..., X^-b] de d^ 1 -b et de P01^ û~ fc tel ̂ ue :

2-b£^=P,,(£^,...,£^).

d^ plus

Pa, ̂ r • .^-^(^r'ï^e,. ,(î,. . .ï,-,),

ûuec
^ea..<-fc.

Preuve. - Notons £^ ^(z, ^}^E.^ ,,(2, û)i, œ^) et W i = m ( û ) i , œ^). On
introduit les opérateurs différentiels

ô —w(o)i,(û2) / 5 . 8 -8\
5=-— et D==——v 1 2/ œ i — — + ( ù 2 — — + z — .

52 îi \ 5œi 3(02 5z/

On vérifie facilement les formules :

Dw((ùi, (ù2)=0, SD^Dô, 5Hk(z, s, ^f)=5H^i(z, 5+1, ^f)
et :

DHJZ, S, ©i, Û)2)==SHk+2(z» s ^ 1 » (ù^ ̂

donc
(̂a. bï^^a+l. b)'

^^(a. b)s=A(fl+l. b-1) '

On en déduit par récurrence l'égalité :

^.»)=^'lo^"b£l•

Or on prouve dans la théorie des séries d'Eisenstein {cf. [27], chapitre VI,
§ 6, formule 9) l'égalité :

D£i=£(2, -,D= —£i £2 4- .£3.

En appliquant alors 3"~l à cette égalité et en développant par la formule
de Leibniz, on obtient :

£<n.l.-l)=-£l^l+|(^.2-L;:;Q^.l^-^l).
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On tient déjà le polynôme P,+i _ i qui est de la forme souhaitée. Pour
obtenir P, ^ on applique à l'égalité ci-dessus l'opérateur Z)1" en
remplaçant DE^ par -E^E^+(\/2)E^ à chacun de ses occurences. Par
récurrence sur m, il est clair que P^ ^ satisfait les propriétés requises.

Remarque. — L'admissibilité du couple (û, b) est apparue essentielle
pour cette construction de P^ ^ qui à son tour se révélera l'outil crucial
pour les calculs du paragraphe suivant C'est pourquoi, malgré que pour
tout couple (û, b) tel que û^l , fc^O, on ait un résultat d'algébricité de
LOI/^, 1) on ne peut pas par notre méthode interpoler directement ces
nombres.

On rassemble maintenant les propriétés de rationalité et d'intégralité
des valeurs particulières des séries d'Eisenstein, qui nous seront utiles.

NOTATIONS 2.10.4. — Pour tout m^O, on pose

gm^g^1 et ?„=—.
gm

Si de plus (û, b) est un couple admissible, on appelle £„ (,(?„, J^) un
nombre d'Eisenstein. On le note E^ ,,(pJ quand il n'y a pas d'ambiguïté
sur le réseau .Sf. On suppose désormais que les points Q^(m=0, 1, 2.:.)
qui ont permis de définir les fonctions 9^ sont donnés par :

6m-^(P,.,^).

On rappelle alors le lemme qui établit le lien entre les fonctions 6^ et les
nombres d'Eisenstein {voir corollaire 1.7 de [9]).

LEMME 2.10.5. — Pour tout entier k ̂  1 on a :
^
^loge^e^j^^^-^xTt-^1^

^(c^x^Nax^A^^p^.^)

-(ACûn^Atûc)^^, ̂ J}.

ou ®m=®(o. c. o. mp a=(c, F I K ) et où B parcourt un système quelconque
ff idéaux de €p premiers à 9 ̂ P* dont les symboles aArtin (B, SfJF} décrivent
exactement le groupe G (^JF^).
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Remarque, - Comme 9^°e^ est une série de z à coefficients dans F ,̂
on voit que le second membre est dans F ,̂ et plus précisément, on a la :

PROPOSITION 2.10.6. - Pour tout couple admissible (û, b) et pour tout
entier m ̂  0 :

(1) Ea, b(Pm)^^m ^ pour tout idéal c de € premier à 9^* et B de € p
premier à 9^*, on a :

£, , (p,, ^(c- ^ / K ) = E^ , (A (c) p,, ̂ ) où a = (c, F / K ) ,
et

^..(pJ(B•^/F)=£,.^(B)pJ;
(2)(a)^x^(pje4,
(P) Si û > l , soit s le plus petit entier >0 tel que a ne soit congru ni

à 0 ni à 1 module (p—\)q5, alors, pour tout m ̂ 5, on û
^x(^)-^,(pj6/,,

(y) 5i a> 1, f/ ^xi5t^ MM entier m^ ^0 tel que pour m ̂ m^ ^ on ait :

(gJ^Ea, fc(Pj=(-^£i (Pjr^E^pJ modulo n191-^ ^

Preuve. - L'énoncé (1), précisant la rationalité des nombres d'Eisenstein
résulte du lemme précédent et du lemme 2.10.3, qui exprime £^ ^(pj
rationnellement à l'aide des ^(Pm) (1 ̂ k^a-b). Les détails sont donnés
au théorème (6.2) de [9].

Le résultat de (2) est dû à YAGER [30] dont nous reprenons la démonstra-
tion s'appuyant sur une variante du lemme 2.10.5. Soit ̂  l'ensemble
des idéaux principaux û=(a) de 0, avec a=l (Qît"1"1), et ̂  l'ensemble
des familles (^oLe^m. indexées par ̂  d'entiers relatifs presque tous nuls,
tels que Z^.^o(^û-l)=0. Soit n=(nj^^ une famille de ̂ , notons
^ m = ^ ( n . < p . Q. m) ^ fonction rationnelle sur £: ̂ (P)=r(P+gJ. On a

alors l'égalité, pour tout k ̂  1 :

^log^c^(,,^)^^i2(-i)*(^i)!^^^^^^^^^(p^

D'autre part, le membre de gauche de cette égalité est dans /„ car
Rmow(^ -^), vue comme série de (, a ses coefficients dans /„., et vaut
une unité de /„ en 2=0. On est alors ramené à voir que la valuation ît-
adique de l'élément de ^^,.=^^^(N0-01*) est égale à s , pour un
choix convenable de n.
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Choisissons pour cela une racine (p- l)-ième non triviale de 1 dans €^
notée Ci. Si k==0 ou 1 module p~l, choisissons arbitrairement une autre
racine (p-l)-ième de 1, non triviale ̂  Si fe^O ou 1 mod /?-!, soit l le
représentant de k compris entre 2 et p—2. L'équation dans

W-Fp: S -̂E^
a au plus p-3 solutions dans Fp, donc il existe une racine (p- l)-ième de
1, î;2 non triviale telle que

K^K^od.<P.

Choisissons ai et 02 satisfaisant les congruences :

ai=a2==l mod. 9, aisl+it^1 mod. ît^2

et

et

a^sl mod^2, ai=^ modjt"'"1

a2=i;2( l+<?)m o d 7 l m + l•

Choisissons enfin une famille n telle que ^=0 si û^(a i ) et (02), et telle
que

^xi)=a2a2-1 et ^«x2)=-(a la l~ l )•

Si fc ̂ 0, 1 mod p— 1, on trouve

S^-Ki-D^-DŒ^Î^-Z^Î^)^01110^^

et s=0 convient.
Si fc==0(mod.p- l )e t fc^O mod (p-l)^, on trouve

^^(Çi-lXl+^-D^O (mod.î^1),

si k = 1 (mod ̂ -1) et fc ̂  1 mod (p- \)(f, on obtient :

5,=:^(l-^-ç)((l+<^) t ' l~l)^0 (mod. ît3^),

enfin pour ^=1, toujours avec le même n, on obtient S, -îc^1, ce qui

achève de prouver les points a et P.
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En outre, on a l'égalité (où d^ Q^ b< —b) :

të,)- ,̂ ,(pJ=(-^£l(pJ)-b£.(pJ+(i./2)-fce<, .(̂ (Pn.)).

Donc si û > 1 et s est tel que û ̂  0,1 mod. (^ — 1 ) (f, posons
m a (, = s (û — b) -h fc, on voit que pour m ̂  m,, (,,

^^-(,-^ ̂ ^ ,(£,(pJ, . . ., £,-,(pJ)6^,

donc, que la congruence voulue a bien lieu.

On peut maintenant préciser le choix de la période ^P-adique adaptée à
nos calculs.

PROPOSITION 2.10.7. — La suite des nombres y^ g m^^m définis par

^.^^•^(Pm) (^=0, 1,2,.. .)
csî de Caucky cî converge vers un élément de ! noté y^ 9 =7^ indépendant
du choix cTun idéal g, multiple principal de f et premier à p. On a de plus
pour

NeT=(C, F(E^}/K) : y^= —— xy,,
A(c)

Enfin, pour presque tout p ordinaire^ Q^ = y^1 est une unité de l qui est la
dérivée à l'origine Sun isomorphisme de groupes formels de G^ à Ê.

Preuve. — Pour montrer que { y^ ^ ^ }m^o est ^e Cauchy, on utilise la
propriété de distribution des nombres d'Eisenstein

TtxE^pJ^E^(^(B)p^,\

la somme étant étendue à un ensemble d'idéaux B de Op premiers à
Q^P*, dont les symboles d'Artin relatifs à ^+i/F décrivent exactement
G(^?m+i/^J. Cette formule résulte immédiatement de la formule (5),
chapitre VI de [27]. De plus, il est aisé de tirer du lemme2.10.5 la
relation :

£i(^(B)p,.,)-^(B)£,(p^)e7;^.

En outre, comme on a :

^W^q^^qx^
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on déduit la congruence :

îtE^pJsîi^^E^p^Omodulo n^1/,^.

et comme q=nn, on conclut :

-8mEl (PJ= -^m+l ^1 (Pm+l) modulo ̂ 1 7;̂ .

D'ailleurs, toujours par la formule (5) chapitre VI de [27], en posant

tî t2 , - ,.,
Pn,..=^ et p^=^^ ou l)=W,

on a :

^^(Pm.^ZB^^P^
^

où B parcourt un ensemble en bijection avec G(F(£^m+i)/F(£g,,m+i)) par
le symbole d'Artin.

Donc, par le même argument que ci-dessus, on obtient la congruence
Yç ^ m=Y<». 4. mO110^1'̂ 10 ̂  ^m ̂  l'011 a remplacé 9 par Ï). De plus,
la suite de Cauchy {y,, ^ „} converge dans r-'- et on a Y^. a=Yç. i» si 9)^.
On note alors y^ 9=7^ pour un 9 quelconque. Posons maintenant
T=(C, F(£gç<oo)/K), c étant un idéal de 0 premier à 9<p*. Toujours par le
même argument, on voit que

Ne .îc^1

Y» • «.^=——Y« « r mod——,
^^m A(c) ç ( f l•m A(c)

d'où à la limite, l'égalité : yç== N(c)/A(c)yç. Étudions alors la divisibilité
par p de l'élément yç de P r . En utilisant la congruence (2) (iii) de la
proposition 2.10.6, on est ramené à montrer que n ' ~ b { m ' ¥ l ) x E a ^(Pm) est»
pour presque tout p ordinaire, une unité lorsque m est assez grand. Or,
on prouve comme dans [4] la formule liant nombres d'Eisenstein et valeurs
spéciales de fonctions L partielles. Rappelons que pour aeG(^JK), on
définit une fonction L partielle par la formule

.(,.-.. o,,-!.̂ »»,

la somme portant sur les idéaux de C premiers à 9 ̂ P* et tel que
(û, ^JK)=a. Cette fonction se prolonge en une fonction entière. On peut
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donc prendre sa valeur en s=û. En outre, pour <p tel que <p°N^=x|/, on
note

J^(û, b, a)=(a-\)\(21—} 'Q-^L^, a. û).
\ ^ / U K /

On a alors la formule (corollaire 5.7 de [9]), où l'on pose T=(c, ^ J K ) :

W n-^^E^ ,(A(c)p,, ̂ ^=^^^(t)l\(W^^^ fc, T),

dont on reprendra la preuve dans un cas plus compliqué au chapitre 3.
Cette formule fondamentale fournit le lien entre entre les nombres d'Eisens-
tein et les valeurs spéciales de fonctions L partielles. Or, il est prouvé au
corollaire 4.11 de [9] que (p(c)/A(c)=p(o) ne dépend que de a=(c, F / K ) .
On trouve donc que :

L,„ PW-"-»' x (Tr^Ot-""*1'* x £.. »(pJ))"

. / ©'•-''((B^
=^,x^''x( l-'——'-•-sm " \ N^"

/ wa~''(<S*)\
=^,xi x(l--——'-•- ' lx(a-l)!\ N ^ * " )

(^)-t"-<a-t>L8((pa'bû)•

De plus, si û > l et fc^O, on voit facilement que le facteur d'Euler du
membre de droite est une unité ^P-adique de J, et si û > 2 — f r , on voit que
Lgtcp0"6, û)^0 (cette valeur s'exprime en effet par un produit eulérien
convergent). On fixe alors un tel couple (û, b). Pour tout p ordinaire
premier à l'élément (2î^ / /D^)~ b n~ ( f l ~ b ) Lg((p f l ~^ û) de F indépendant de
p, on voit que y^ est une unité.

En tout cas pour tout p ordinaire ^2,3 on peut poser

T^P^-YS, où y$

est une unité de /"•r, puisque Yç^O. Pour presque tout p, r^ est nul. De
plus pour tout p ordinaire non ramifié dans F (et ^2,3), on voit en
utilisant la proposition 2.6.1 que y^ est la dérivée à l'origine d'un isomor-
phisme de groupes formels défini sur 7, de £ à 6^, dont on note TI
l'inverse. On pose de plus tl^=l/y$. On a donc; Tf(0)=tl^. C'est désor-
mais le choix de période ^P-adique et d'isomorphisme de 6^ à É qu'on
sous-cntendra.
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2.11. FONCTIONS L ^P-ADIQUES A DEUX VARIABLES

Reprenons d'abord le calcul d'intégrale posé à la fin du paragraphe 9.
Soit

A,^(û, b. a<)=Nû^(a, fc, a,)-^^(0)^(0, fc.aj.

PROPOSITION 2.11.1. — On a, pour tour couple (a, fc) admissible :

Q^-^x f ^%x^ l(û,c)=12(-l)a^p^^x(p f l^(c)
JG ^

x(A,^(û, fc, aJ-Î^^A^^û, fc, a,,p)),
yv^p

ou k membre de droite qui est a priori dans loo(F) ^st ru dûns / via
^°ioo1-

Preuve. — Posons J= ( ^~l^^^bd[l. Par définition de la mesure
JG

P=P(o. o sur G» on a l'égalité : I = D Ï [ ~ l D^KÇO, 0) d'où pour tout m^O,
la congruence {voir [29], formule (17))

^^S^G^nf^^Ol^1-!))

^ ̂ 0 X7Î?)T(Î1 (e21 ~1)) 121 =0 x ̂ (îrb modulo7cw+l-

Or, par le lemme 2.10.5, en posant
T=(B,FJF», ;,=;(,,,) et a=(c,F/K),

on a l'égalité :

^-l^J•.(n(^l-l))|z^o=12(-l)ûxQ,-lxA(c)fl

xTi-^^^x^^NûE^AMiKBB,)?,, -^)

-(A(û)T£,(A(ûc)^(BB,)p^, ̂ J},

parce que

y.on(^l~l)=-,rf-loge,(e^(^z0),
riz,
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et :
[(I>(c)]°[it-<•"+l)]°e£(2)=ee».(A(c)^t-(l"+l)xz).

On utilise alors la formule :

a^'Mîr1.", Pour îeG(FJF),

qui est un cas particulier de (7). Donc :

E^(BB,)A(c)p^£',)x^{:i)-l>=Ncl>xA(crbx^l>

x ̂  (A (c) ̂ , (B) p,, .S?,) ( ̂  Y^ T

et donc en utilisant la proposition 2.10.6, (2), (y), et la congruence

Y, = -8. £1 (PJ = -?„ £1 (')' WPJ (mod ^cm+1)
pour (B, FJF)=Id ,̂

on obtient la congruence suivante. Posons :

A.£:. »(m, B, c)=Na£., »(A(c)<|/(BB,)p^, .S?,)

-(A(a)»rx£,. »(A(ac)^(BB,)p,, ̂ ,J,
alors on a :

7=12(-l)flQ,-^bî^-<ïn+^fl^^^^

x Zfl{Ao^. b(^ ̂  cï-^^A,^ ,(m, B, cS?)} modulo îi1"^.

En utilisant alors la formule (*), et la transitivité des fonctions L
partielles de conducteur fixé, pour les corps K et ̂ , on obtient le résultat
de l'énoncé.

Lorsqu'il est nécessaire de préciser, on note 7==J<o. c^0» ^)-
La considération de la structure de la formule de la proposition 2.11.1,

suggère d'introduire les objets suivants. Soit y l'ensemble des idéaux
principaux de (9 de la forme a=(a) avec a= 1 mod 9, et y l'ensemble des
familles w==(nj,,^ d'éléments de Z presque tous nuls telles que
Z.^.(^~l)=0.

Pour une telle famille n, on pose :

^(n. <)(û, ̂ L^o^C. c)(û» *)»
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et pour chaque 30 de H, et pour tout couple admissible, on considère la
quantité :

LeHX^)^^)"1^)^,,^)^,^

Or, après avoir évalué cette expression à l'aide de la proposition précé-
dente, on est amené à former l'analogue ^P-adique de l'égalité :

n^Â^(^"'.X, s)=L^(^\ 5).

009^=9^^.

On introduit donc une fonction L ^P-adique auxiliaire Ljp qui associe à
un caractère ^ç==x|/^x|^, où (a, b) est admissible, le nombre :

^HŒ^.HÏW^^^r'wi^^b)).

PROPOSITION 2.11.2. — Lu fonction L^ se prolonge par continuité en
une fonction de Homconi(G, f) dans 7, possédant les propriétés suivantes :

(i) pour tout couple (i\, i^) d'entiers modulo /?--!, il existe une série
Cgr *2>e/[[7\, T ]̂], telle que pour tout couple admissible (a, b) congru à
(i^, i^) modulo p— 1, on ait pour ^==x|/^x[^ :

^(^G^^-l.u^l).

(ii) pour tout couple admissible (û, b) et X = ̂  xj?, on a F égalité dans Q :

^lW^dL^})=^l{(\2{^ï)aga)dx{S^b)}d

-{"•.•(-^(-^^—-(y\
xÇî-^-^^xL^'^a)).

où Fon note S „ (û, fc)=^o=«x)e^^(Nû—a ûa f r ) , et où X désigne le caractère

dé fini par X(a)=Na/^(a).

Preuve. — On identifie dans la formule donnant L^(^) l'expression
d'un déterminant de Dedekind :

^(HH)=±dét,^,(«p<•(pb)-l(c^c,)J,,.„^(û,fc)).
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c^ Ça parcourant indépendamment un système quelconque d'idéaux de 0
premiers à 9^* dont les symboles d'Artin relatifs à F/K décrivent H sans
répétition. On a donc :

^(H^)=±((pflçfr)-l(^cc2)xdét,,^(/„^^((û,ft)),
or on a : (fic^ F/ÏQ^UF; car dans un groupe abélien fini le produit des
carrés des éléments du groupe est toujours trivial. Il existe donc un idéal
^ de dp tel que : N^^=f[cC2, et donc le membre de droite vaut :

^'Wdét^^^^b)),

qui est clairement un élément de J, et possède la propriété (i) parce que
les intégrales 1^ ^ ̂  étant uniformément convergentes peuvent se dévelop-
per en séries de u^ — 1 et u\ — 1.

La formule (ii) provient de la substitution dans l'expression de Lâ(?i«),
du résultat de la proposition précédente, et des formules :

n ,(\ ^^\ n (i ^^w\^ïeH{l N<p r^^-N^)
^.(^-^)=L^-û)xn,i^/i-^^)

et

^-^^(F*)
Nv*° N v * '

On se ramène alors à une fonction L complexe primitive. Soit pour cela
f<,-^ le conducteur dans ̂  du caractère ^-fc, c'est aussi le conducteur de
?L=^^. O n a :

w ̂ -a^, ̂ {^^) XL,,( ,̂ .).
Maintenant, on va appliquer l'équation fonctionnelle à la fonction

^rinJ^ \ s) pour relier le membre de droite de (^) au nombre L(5l, 1).
Rappelons l'équation :

Soit

A iïA-V s\-f (2^ Y'rf ^V f V \Ui+i^riTTO^j T^)-^^-2)'
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alors, il existe un nombre algébrique de module 1, H^Op*), tel que pour
tout 5 de C, on ait ;

^w'y^^w1-5}
On l'applique à 5=(û+fc)/2, k = û — b , et on obtient après un petit calcul

utilisant que Dp = ( -1 /. | Dp \ = D^ x N ̂ p^ :

(û-l)!df^yMQ-lc<fL^(^û)=^V(^)

x^NO^-x^^

xa-^xQ-^xL^^ 1).

N désignant la norme des idéaux de F à Q i.e. NB= ̂  (^p/B) et ^jç
la différente relative de F/K.

Et on prouve alors le lemme d'interpolation du signe de l'équation
fonctionnelle.

LEMME 2.11.3. — Pour tout couple (l'i, l'a) Sentiers modulo p—1, il
existe un nombre algébrique c^_^ qui ne prend que de la classe modulo
p — 1 de i i—i'2, et qui est une unité ^-adique, et il existe une série
^r ^çZ^T^ 7 ]̂] inversible dans Panneau Zp[(Ti, T^]], tels que pour tout
couple (û, b) congru à (1*1, i^) modulo p— \ :

c.^xZ^-^-i,^-!)
-^/N^^V^x^^x^Nf,,.,/-1

Preuve. — On rappelle la formule ([10], proposition 1)
^(cc^^c)^^)^^.)^^) où W(ç) désigne le signe dans l'équation
fonctionnelle d'un caractère c des classes d'idèles de F et f^ son conducteur,
cette formule étant valide lorsque les types à l'infini de c et c ' ont le même
signe. C'est-à-dire, si pour chaque place i; à l'infini, en posant

( z \»v / z V»
c^(2)= —— et c^(2)= ——— alors n^xn^O.

I2 ! / v M ^
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On note kç le représentant de ïi—i'2 modulo p—1, compris entre 0 et
^—2, et on applique la formule précédente à :

/ A V-^o / ^ Vo

'-(l^) e> ''-(l^)-
où fe=û-fc est congru à ko modulo ;?-! et k> ko. On développe alors
W^'^) par la formule de décomposition locale ([23], p. 94) en
remarquant que, comme k-ko==0(p-l) et que p=.\ modulo m (en
désignant par m le nombre de racines de l'unité de X), ^"^o n'est pas
ramifié. On trouve :

Wi^-^^iY^-^x v ^F/o)
^/(N^^xiD^I-^o'

où ^p/Q est la différente absolue de F. Après un petit calcul, on trouve
donc l'expression suivante du membre de droite de l'égalité du lemme :

^(^^T^o'0"1 x^-^W x ̂ M

où l'on a posé Sl==^Qf^. Or on prouve aisément que pour tout entier n
divisible par m et pour 21 un idéal de Op arbitraire, en notant
^F/jcW=(a), on a : 1^(21)= a". On pose donc

^.,,=^(^0)^7^*0-1,

et
S(.i..2)(^^i,^.i)=^-^/5;M

On sait de plus que le nombre algébrique W^o) n'est divisible que
par des idéaux divisant Nf^, donc on voit que c^_^ est un nombre
algébrique premier à ^P. Il est clair en outre que E0*- ̂  est une unité de
^p[[7\» T^]]- 0" introduit encore les notations :

)̂-̂ n.,.,..,.t,.-.(i-̂ ).
et

^)-n.,.(.-^)(.-^).
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On peut alors énoncer le théorème :

THÉORÈME 2.11.4. — II existe un unique couple (tîp, Lç) constitué Sun
élément de I x et (Tune/onction continue de Hom^nt(G, / x ) dans 7, tel que
pour chaque couple (i\, 12) d'entiers modulo /?—!, les propriétés suivantes
soient satisfaisantes :

(i) il existe une série G01' '^(Ti, T2)€/[[7\, T^]] telle que pour tout
couple cT entiers (a, b) congru à (i\, 12) modulo p— 1, et ^=x|^x[r^, on ait :

^(^)=G(il•i2>(MÎ-l,Ub2-l),

(ii) pour tout couple admissible (û, b) congru à (i\, (2) module (/?—!), et
^=^1^, on a F égalité dans Q :

^l(t^(û-b)dL,(^))=l,l^.,,xEu^(?l)

xP(û,fc)x(-fc)!d(2l^)d<b-l)^N) <û \n.n(X,l)\

Preuve. - II suffit d'interpoler (U^l)0^ par une unité de Zp[[TJ]
ce qui est trivial, et 5,(a, b) par un élément de Zp[[Ti, Ï2]]. On applique
pour cela le résultat du lemme 28 de [29] qui se transpose sans modification.
On peut donc diviser par une unité de Zp[[Ti, T^]] la série G^' 12) de la
proposition 2.11.2 pour (i\, i^)^(0,0) ou (1,1) mod(^-l), puis voir
comme au théorème 29 de [29] qu'on peut encore conclure pour
(i\, i'2)=(0,0). Le cas (1,1) reste en suspens (ça n'aura pas d'importance
dans la suite) puisque Yager fait usage d'un prolongement de L au
quadrant û^l , b^Q qui n'est pas prouvé dans notre situation. On utilise
alors le lemme d'interpolation du signe de l'équation fonctionnelle pour
conclure.

3. — Calculs de valeurs spéciales de fonctions L

3.1. LA Z^-EXTENSION DU CORPS DE MULTIPLICATION COMPLEXE

En prenant pour chaque entier n^O la p-extension maximale contenue
dans le corps des rayons de K modulo p^G, on voit facilement qu'on
construit une Z^-extension K(p) de K. On sait de plus que le groupe de
Galois de la composée de toutes les Zp-extensions d'un corps de nombres
de degré 8, avec r^ plongements imaginaires, est un Zp-module libre de
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rang compris entre r^ +1 et ô. Pour le corps K, on voit donc qu'il n'y a
qu'une Z^-extension, coïncidant de plus avec la composée de toutes les
Zp-extensions de K, A cause du lemme 2.4.2, on voit que la composée
de F et de cette Z^-extension coïncide avec la plus grande /^-sous-extension
de yjF. On introduit les notations :

NOTATIONS 3.1.1. — On note K^ le corps de conducteur i^1 contenu
dans K(p\ et Jf, le corps de conducteur ^P1^1 contenu dans K(p\ et
K^ „ le composé de K^ de Jf^.

LEMME 3.1.2. - Si p est premier à d==[F : X], les corps F et K^ (resp.
F et Jf,,) sont disjoints sur K, de composé la plus grande p-sous-extension
de F J F {resp. de ^ J F ) .

Preuve. — On voit d'abord que K^ est disjoint sur K du corps de
Hilbert ^^ de K et donc de toute extension abélienne de K contenant
J?(D et non ramifiée en ^P*, par exemple : F, ^y y y En effet, pour ̂ ^
c'est l'hypothèse p ) ( d (car [^^ : K\ divise d), puis pour L/K non ramifiée
en ^*. on a :

^nL=^n^(i)=K.
On voit alors que

[K^: K}=qMxq|p où q^n.n,

en effet la ^-partie du groupe des classes de rayons modulo Tt"1'1'1 est
isomorphe à celle de (€/nm^-1)", qui compte qmxq|p éléments. Donc
F. K^ est de la forme voulue. Il en va de même pour Fjf,.

On ajoute désormais aux hypothèses du chapitre II sur le nombre
premier p considéré, que p ne divise pas à. On peut alors définir les corps
et leurs groupes qui interviendront dans le calcul :

NOTATIONS 3.1.3. — On note F, ^(resp F ,̂ ^'^) la plus grande p-sous-
extension de F contenue dans F,, „ (resp. F ,̂ ^J et F^ ^ son groupe de
Galois sur F. Le groupe r, „ est aussi identifié au groupe de K^, ^ sur X.
Cest encore le quotient de F par le sous-groupe engendré par yf et y?"-

3. 2. INTÉGRALES LIÉES A UN CARACTÈRE D'ORDRE FINI DE F

Soit p un caractère d'ordre fini de I", il se factorise à travers F, „ en
un caractère encore noté p. Quand on le considérera à valeurs ^P-adiques
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(i.e. dans l'algèbre I[vip»>]^\im^I\yipN}\ on le notera pç. On se propose
d'évaluer L^(?i<ppy), où, pour chaque couple admissible, on note ̂  l'ava-
tar ^P-adique du caractère <k=^la^b. De plus, à l'aide de l'isomorphisme
xl^x^ de F à (!+pZp)x(l+pZp), on fixe une base { y i , y ^ } de F sur
Zp, telle que

^X^(ïl)=("l» O» ^X^(ï2)=(1» "2)-

DÉFINITION 3.2.1. — On dira que p est primitif par rapport à la
première variable si le caractère modulaire Ç défini ci-dessous est primitif
au sens habituel :

^: wp^^r^n^rxmodp^^p^^xïd^
où l'on note pour oeG^/F) et xçG(FJF), C T X T l'élément de I\ „
dont les restrictions sur ̂  et F^ sont respectivement a et T. On abrégera
souvent (incorrectement) en ^ (x) == p(yV<x)).

On suppose désormais p primitif par rapport à la première variable.

CONVENTION 3.2.2. — On note encore p le caractère des idéaux de F
premiers à p, défini par a^p((û, ̂  JK)) et on adopte la convention
suivante : si v est une place de F au-dessus de ̂  (resp. de ^$*), on pose :

f 0 si p(Yi)^l,
p [ p { ( v , ¥ ' J F ) pour m^>0 s i p ( Y i ) = l .

( f 0 si p est ramifié en r, \
TesP•^[ p((̂ )̂ sinon }

On suppose pour l'instant n^O, c'est-à-dire que ptyi)^!, on verra que
la modification à apporter si p(Yi) = 1 est minime. Soit Y^ l'automorphisme
de F\ „ sur K, défini par ses restrictions aux sous-extensions Jf., et F^
disjointes sur K par :

( y, JTJK) == (gb,, JTJK) et ( y, çyx) = ̂ l

et soit y^ <= y,|f.(c, F/K), où (po est le Frobenius de F^ sur K en ^).
Notons p un prolongement arbitraire de p à G (F^ JK). On pose les
notations :

^ ;(û, fc, c)^(a^\)\(2^-} 'O-^L^p-1, y^ , a)
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et
A,^(û, fc, c)=NûJ^ p(û, b, ̂ (p^a).̂  ;(û, fc, ac).

Soit Jp l'intégrale ^^p^/xl^. On la calcule dans la :

PROPOSITION 3.2.3. — On a F égalité :

^(fl-fc)Jp=12(-l)û^.^\Tl-Ç^.(T„^

xp(^.(c, F^ ̂ .(p^cb^xA^. p(û, fc, c),

où TI (p, Ci) est une somme de Gauss associée à p, définie dans la démonstra-
tion. On pratique encore F abus de notation qui identifie le membre de droite
avec son image par iç ° i^1.

Preuve. — Évaluons /p=^o. c(^ ^ p)= M^xj^p—. On obtient aisé-

ment par la formule (iii), proposition 2.9.4, l'égalité :

/P=L, ̂ .p-. .. n.od.,——^®^'1^'. WDr^^W-ï, ̂ -1),

OÙ

^(x)=p(Y?<(x))0•=l,2).

Le conducteur exact de ̂  est p"'^1, celui de ̂  divise ^w+l. On a fixé de
plus Ci (resp. Ç^) une racine primitive (^""^^-ième (resp. (^^^-ième) de
1. Le choix de ^ interviendra par la suite, mais il s'avère que celui de ^
n'a pas d'importance parce que les quantités qui la font intervenir se
détruiront au cours des calculs.

En utilisant alors la définition de h, et l'équation fonctionnelle de j
(proposition 2.8.3) on obtient :

(Dfll-1^2^)Kûll-l^fl22-l)=^><Z,.C«^F)(z)î"10'T".OT^)^l-l)

-^^r^^0^^1-!))^^^^^^^
7V y

Cette congruence a lieu modulo n"1'1'1, m est donc astreint à tendre vers
+00.

Cette congruence n'est jamais une égalité, mais ceci uniquement à cause
du facteur x|/ç(î) qui introduira la période ^P-adique.
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D'autre part, par définition de la transformée de Fourier d'une fonction
sur un groupe abélien fini, on voit que

^®^-l(^^)=^T^Œ<,««.p"+^l(;cl)^''lxl)
x(L.^,'-^2l^2).^lxî),

et en regroupant dans l'expression de 7p ci-dessus les termes en x^ et û^,
on trouve l'expression :

^^^(^Ki^V2^

quivaut^1^-1^^)).
De plus, comme ^ est primitif, on peut faire apparaître la somme de

Gauss

^i(P^i)=£^ .nod^^i)^

et on prouve la formule intermédiaire :

LEMME3.2.4. — Si p(7i)^l, on a :

1 —cyY il̂ L^V n1^!^!^^7P=="X———nTr"^! morfp"+l.tcG(F„/F)P ^1 x T)

x ip-^î) x D -̂1;;, ([ûj ̂ ) modulo ̂ 1.

ou, /?OMr tout n^O, ^ ^5t k point primitif de p"^1-torsion sur £, défini par
^i-l).

Preuve. — II suffit de voir, dans l'expression de Jp que

(^"^•.^^(œ^^^^xD^-1^^^)),

et que
L^o<lp"+^l-l(ÛI)XD^10WTOT^)(Çall-l)=0,

parce que
[<D(^)]°Tl(^-l)=r|^(^iP^i),

et que ^i est primitif, donc,

L», mod p^^aisl .noO"^"1^!^0'
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On évalue alors ^^"^^([ûilvj. Pour cela, choisissons pour chaque
w^O, un élément £„ de 0 tel que ^7r=l(mod ï^1), et un élément
^ç<p-("+i)^/^ ^1 que ^(^, ^f) ait pour paramètre v^. On peut alors
écrire ^/ft.^b,,/^^1), où ^ est un idéal de C, premier à un ensemble
fini pour l'instant arbitraire, mais contenant ^P. On voit facilement que
^^i et ^n sont ^ans l3 même classe des rayons module <V^Ï.

LEMME 3.2.5. — Pour chaque entier a^ premier à p, et tout T€G(F^/F),
on a :

^r l7•Tn.([ûJv„)=12(-l)Û.A(c)fl.7^-<w+l)û

^{NaE^^^A^^A^^iBB^p^^^Aia)0^

xE^a,^l.^(ac)^^(ac)^(BB,)p^^J}.

Preuve. — Tout-à-fait analogue à celle du lemme 2.10.5, en remarquant
quee^T^Tr^v,,.

On procède alors comme dans la preuve de la proposition 2.11.1.
Remarquons toutefois que l'égalité qui donne /p pour un m assez grand,
est remplacée au cours du calcul par une congruence, parce que la période
^P-adique n'est qu'approximée par des nombres d'Eisenstein. Plus précisé-
ment, en posant

PB. ,(1, ̂ ûie^^+xKBB^,

et en notant î un prolongement arbitraire de T à j?^, on voit en utilisant
2.10.7, que:

( 1 ) ^(îr'x^A^pB.^.m),^)

=(7$)' x { £a(PB. ,(^ rn\ ^) x (y^) -' };0(.

(2) Y<»= -g^E, (pa. ,(n, m)} mod Tr——^,

où m{n) est en entier ^0 ne dépendant que de n. En effet la suite de
terme général -i^£i(pi i (n, w))(w==(w== 1, 2, . . . ) est de Cauchy dans
/[£^n-i], et est adjacente à —g^E^ (p,J, donc converge vers y^.

On déduit des deux remarques ci-dessus la congruence, valable pour
tout m suffisamment grand {n étant fixé)

/p=12(--l)fl^nç-^A(c)fl^-(w"nflTlipl^l> x
p^1
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x^^^Nû^E,. »(A(c) ̂  ,(n, m), ̂ )

(̂a)'.)̂ ,,,*̂ . »(A(ac) p,, ,(n, m), ̂ J) mod rt-"-"<">.

On transfonne alors les nombres d'Einsenstein en fonction L partielle.

PROPOSITION 3.2.5. - Pour teG(FJF), on a :

^L,̂ , »(A(c)pa. ,(m, m), .5?'„)=(a-l)!^,(T„/î2)-txA(c)fc-fl

^^^(^r-0-'--"^--1".,...'-»-
où u,^ ^6G(JT,F^/A5 est défini par ses restrictions aux deux corps disjoints
sur K, JT. et F,, :

(u.,,^jr,/x)=(ûigb,c,jr,/x),
et

(^..FJ^TÇS^FJK),

ou : (po^^P, F^/K) est le Frobenius en ^P.

Preuve. — Par définition de £„ ,, on est ramené à prouver l'égalité :

(A(c)î2) t(A(c)î2) txNc- l>x//. -»(A(c)p,,. ,(w, m), a, ̂ J

=^;(T,/î2)-<•(T./ti)-t X A (€)''--(?-»(€) X îC^
Nb.-"

xî2--- l•)L(v<•-'>,^)„,B.„a)

"ù "ai, B. t est 1e prolongement de u,,,, à JT,^ tel que

"<,. B. ̂ .^•"Pr'^x^WB), ̂ J/0.

Or, pour âté(s}>(a-b)12+ 1, on a :

H (A(c)n ( n m \ . y \ WQ^cWg,,)"-*"a-b^WPB tt^» ^A s^ -fo)='l——————————rr
|T./Qx(A(c)n/^|2s

X^-.^n.n.^,^^^1.^)-1),

oùx^ „= ûi e^ +1 g^ + (T^/Q) " ̂ (BB,) est un élément de K" de dénomina-
teur b,.
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Fixons alors <p un Grôssencharakter tel que <po^^=^ on a la
formule :

^-^. ., s, ̂ ^^(cb,)-1)^^^^^)"1 xL^^ ̂  ,. , ,).

Pour le voir, introduisons l'ensemble J des idéaux entiers û de k,
premiers à gp, dont le symbole d'Artin relatif à ^T»^ est \)^ y , II faut
montrer que l'application (cb^)~1 -^ J qui à un élément y de (cbj ~1 associe
l'idéal cb^(x^ „ 4-^(1^0)-1 y) est bijective. Elle est injective puisque g^
est multiple de /, qui sépare les racines de l'unité de K. On voit aisément
que cette fonction prend bien ses valeurs dans 7. Soit maintenant a <= L On
a en particulier l'égalité :

(a, ^JK)=W^.Nr,KBB, ̂ ,/K),

d'où l'on tire aisément que û=cb^.( .T^/f t)~1 \|/(BB,)+^a) où a a ses
pôles concentrés dans cb,,. De plus, on a :

(a, ^/K)=(cb,te,a), jr,/^)=(û^b,c. jr,/fe),

donc (a7cm + l)=(ûlS) où S e K " et 8=1 mod" ̂ f1^1 on peut donc choisir
a tel que : a=ûi c;1'1'1 +y, y ayant ses pôles dans cb,, et étant de valuation
^P-adique plus grande que yi+ 1. En reportant la valeur de a dans l'expres-
sion de a, on voit que y est un antécédent de a, d'où la surjectivité. Ce
qui achève la preuve de la proposition 2.2.5. On revient alors à la preuve
de la proposition 3.2.3. En reportant dans l'expression de l , on a à
considérer la somme :

L.». ̂ P'W^^U^-^. „ a}.

Fixons un prolongement arbitraire p de p à G (F., JK)=F^ ^ x H. On
voit facilement que si les entiers ûi sont congrus à 1 module /, ce qu'on
peut supposer, alors y^i» et ( (ûp JT^/K) coïncident sur JT^, puisque pour
PeE^^i de paramètre r, on a par définition :

Y^^Kû^lr,

où le diamant d'un élément de Zp est sa projection sur 1 -h/?Z .
Or, on a :

((ûi), ^/^)P=<D((ûi))fP=ûi P,
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donc, on voit que sur la p-extension J T J K , Fautomorphisme
((ûi), ^'„/^)OY^fll), d'ordre divisant p-\, est trivial. Par conséquent, la
somme ci-dessus vaut :

P(Pn.(c, ̂ , JK)) x L^ x p-1, ̂  , û),

où !)„ est rautomorphisme de F^ ^/^, défini par

(D,,^/K)=(^b,^/X),
(^FJK)^^1.

et ^n, c^n iF-^» ^/^O» ^ fonction L partielle étant relative au conducteur
g < p n + i ^ m + i ^ ^ o ^ g^ mettant alors ces résultats ensemble, on obtient
la formule de la proposition 3.2.3.

3.3. FIN DU CALCUL

Soit maintenant n un élément quelconque de 3P\ on peut évidemment
prolonger la fonction auxiliaire L^ (dépendant de n), par extension des
scalaires, en une fonction continue de Hom^^G, /[Hp®]") dans /[Up°o] et
on a le :

LEMME 3.3.1. — Pour tout caractère p (Tordre fini de F, et tout couple
admissible (a, fc), avec ^=^^, on a

^(^P^n^ŒoeHXWP"1^, F^JK))^0^)-1^ /^^)

(n, m) étant tel que p se factorise à travers F^ ^, et ? désignant un
prolongement arbitaire fixé de p à G (F^ J K ) .

Preuve. — Par la définition de L^, en notant ^ un idéal de Cp tel que
^ F I K (6 == Fiec2» c parcourant un ensemble d'idéaux de C premiers à p, et
(c, F/X)=CT décrivant H, on a :

r r ^<n.c,c^
LS(^p^=^p^(^- l)xdet„.,^ ^p^—————^

UG y^ J

oùp,(<<f)=p^((^,F,JF)).
Or, par la formule du déterminant de Dedekind, on voit facilement que

les membres de droite de la formule ci-dessus et de celle du lemme
coïncident.
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En utilisant alors le résultat de la proposition 3.2.2, on obtient la
formule de la :

PROPOSITION 3.3.1. — On a F égalité :

^l(^-<fl-b>rixLS(^p^)=l,l((12(-l)fl^x^M(î^

^Wr^~Wrbd.p(YÎ)^a^>b(^)x(S^ p(a, b)Y

xn^J^-Dif^y'n-^L^^p-^^)}),
l \ ^ / L / K / ) J

où S „ p (û, b) est la somme analogue à S „ (û, fc) où F on a remplacé (p' (p6

/?ûr (p0 (p^ p.

Remarque. — (i) La présence de b, et de T^/Q dans la formule compense
l'arbitraire du choix de la racine primitive ^ dans la somme de Gauss
T i ( p , Ç i ) .

(ii) Noter l'absence du tilde sur p(YÏ), parce que Y^ fixe F.
(iii) La fonction L qui apparaît ne contient pas les facteurs d'Euler aux

places divisant g^P, elle n'est donc pas primitive.
On procède alors comme au chapitre 2, paragraphe 11. On voit d'abord,

pour ^ssvl/^x)?, que :
v

n,.,,̂ ,,-.;,-.;..)-!!.,̂ -̂ )

xn.,...«.-.(.-^y)«^^-p-).
où l'on note p(r)=p((i;, P^/F)) pour toute place v finie de F étrangère à

A

p, et ^p{v) est défini par la convention 3.2.2 lorsque v\^. Noter qu'on a
toujours Xp(y)==^(i;). p(r), car les conducteurs de \ et p sont premiers
entre eux dans G?'

Ensuite on applique l'équation fonctionnelle à la fonction L primitive,
isolée grâce à la formule précédente. On trouve, avec k = a — b :

Î^X^prnn^P, û)=Wp)x ^N (Q ̂  ft fp) ~ b

-f-T^^y"1^^^'^^^^1)-
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où fp est le conducteur de p vu comme caractère des idèles de F, c'est un
idéal de Op dont le support est concentré au-dessous de /?.

On applique alors la formule ([23]...) :

W^^W^W^.c^.c'^ où W(c) désigne le signe dans
l'équation fonctionnelle d'un caractère c des classes d'idèles de F (on note
par abus de notation W^p) pour H^^p/)^!*)), valable ici pour c=x|/*
et c'=p car (fp, fk)= 1, et que le type à l'infini de p est 0, pour obtenir la :

PROPOSITION 3.3.3. — Pour tout caractère p (Tordre fini de F, tel que
P(7i)^L o^ û F égalité :

^l(^<û-b)L^(^p^)=l,l(^.,,xEul,(?Lp)

xPp(û, fc)x£p(û, ̂ x^JSir^xW^x (^^Y

( Q \-(a-b}d
x((~W(2^-1). ^\ xL^p,!)),

où Pp(û, b) est r analogue de P(û, fc) obtenu en remplaçant ^a~b par ^ a ~ b x p
(resp. ^ /?ûr ^.p).

Où

£p(û, fc)= ^-(fp) x p-1 (f^) x (VQ)-^ x p(y;) x (p0^^)
1 ^ 1

^5f un nombre algébrique, unité ^'adique,

Remarques. — (i) L'expression ('^nWaâ('^l{p^l)|pH^Ï)à a pour
valuation ^P-adique (n+ l)d(û—(l/2)) .

(ii) Le signe de l'équation fonctionnelle de p, noté W(p) est une racine
de l'unité d'ordre d'une puissance de p au signe près, comme me l'a fait
remarqué R. Greenberg. En effet, en utilisant la décomposition en facteurs
locaux de W(p\ on constate que cette expression diffère par une racine
de l'unité de fl.ip.. places de F w^' or en une telle P^ P. est soit

non ramifié, soit sauvagement ramifié parce qu'il est d'ordre une puissance
de p, et par le corollaire 1, page 96 de [23], on peut conclure.

(iii) Pour chaque place r de F au-dessus de ^P, on a : p(i0=0 par
l'hypothèse que p ( Y i ) ^ l , c'est-à-dire que p est ramifié en chaque place v
au-dessus de <?. Par contre on n'a pas forcément p(y)=0, car il se peut
que p (72)==!.
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PROPOSITION 3.3.3 bis. — Lorsque p(Yi)=l, F égalité de la proposition
précédente est encore valable en remplaçant par 1 les quantités T,/ft,
^(P^i)/^^^.

Preuve. — II suffit de reprendre tous les calculs en prenant garde que
dans la proposition 3.2.2, le facteur relatif à/J^ ne disparaît plus parce
que le caractère ^i est trivial. Cette différence introduira les facteurs
d'Euler en v |<? dans le résultat final. La conduite des calculs, tout à fait
analogue à la précédente n'est pas détaillée.

COMMENTAIRES. — On verra dans l'appendice qu'essentiellement la série
ç(«i. '2)(7^ 7^) est divisible par la série qui interpole les P(a, b) lorsque
(i^ i3)=(l,0). En appelant encore G^'^ le quotient, on a le corollaire
fondamental :

COROLLAIRE 3.3.4. — Pour tout caractère p d'ordre fini, on a :

^^^G^^p^O-l.pÏY^-l))
v

-r^c n (\ ^Vi ^(v)}
~100 ^ll^V -N7A Nv )

xepX(T,/n)-dxfTl^Y><n-<(L^^p. 1)\

où £p= H^(p). £p(l, 0) est une unité p-adique, algébrique.

3 . 4. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME CENTRAL LORSQUE k =0

Soit n et m deux entiers positifs ou nuls. On se propose de démontrer
que le groupe E(F^ „) des points de £ rationnels sur F^ „, est de torsion.
On va pour cela montrer que L(^,^ ^ 1) est non nul, ce qui entraîne le
résultat par le théorème de N. Arthaud. Soit F, „ le groupe des caractères
complexes de F, „ = G (F,, JF}. On a la décomposition :

L(^^ l)=npcr,^(^ ^

où toutes les fonctions L qui interviennent sont primitives. On remarque
que chaque facteur du produit ci-dessus, peut être vu après normalisation
comme la valeur en ( u i p ( y i ) - l , p (72)~ 1 ) de la série G0'^ qui a tous
ses coefficients dans /.
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On fait alors la remarque évidente mais cruciale :

G^O^Yi)-!, p(y,)-l)=G(l<o>(u^-l, 0)mod(radJ[^oc]),

ce qui se traduit, en utilisant la formule A. 2.3 de l'appendice et le
corollaire 3.3.4, par la congruence :

PROPOSITION 3.4.1. — Pour tout caractère p (Tordre fini de F :

epEul^^.^/Qî-^^^Yn^L^^ OsEEul^xQ-^xZ^, 1)

module (rad. ^[Hp°o]),
où Ton a identifié les deux membres de la congruence, a priori dans ioo(Q)
avec leur image par i^°ioo1-

De cette congruence et des hypothèses sur p, à savoir que T (El F) et p
sont étrangers (donc aussi L(x|/, 1) et p\ et que p est non anormal, ce qui
entraîne facilement que Eulp(x|/) (donc aussi Eulp(^p)) est une unité ^P-adi-
que, on déduit que le nombre^-t- î̂ r^ •>
est une unité p-adique, et en particulier, n'est pas nul. Ceci a lieu pour
chaque caractère p de F, par conséquent les nombres L(i|/p, 1) sont tous
non nuls.

Remarques 3.4.2. — (i) Soit fp(^?) un générateur quelconque de
l'idéal fp . J engendré par le conducteur de p dans l'anneau J (l'anneau J
est « principal » bien que non intègre) alors, si a^b signifie que a/b est
une unité de l'anneau J[Upoc], on a :

fpw~((^)-4^))2-
En effet, on sait que

Tl(P, Ç l )XTi (p , ̂ ^(-l)^ et T^(p, ^)=^(~l)Ti(P, ^),

or TI (p, i^)6Q(^*»^i), qui est totalement ramifiée en p, donc les nombres
^(P» ^i) et ^(P» ^i) sont associés dans Q(Çp"+i) et ont pour valuation p-
adique (n+ 1)/2. On en tire que dans ^[Hp"-^], on a :

(Vti)-1.11^2^^)!.p"
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(ii) Par la Fùhrerdiskriminantenproduktsformel, on a l'égalité
DF^ ^F=Y[ gr ^p- ^e P^ on volt t̂ 1!61116"1 ci116 1e5 ^P-parties des
idéeaux de K : Dj^ ̂  et Nj,/^ (Dj^ ^/jr) sont égales parce que l'extension
F / K n'est pas ramifiée en <?. Soit r une place de F au-dessus de ^P, alors
les u-parties des idéaux de F(N^fp)é^ et fjj sont égales. En effet, si l'on
note pF et p^ les caractères des classes d'idèles de F et K déduits de p, on
a la formule : p^p^Nj^ parce que F,, „ est la composée des extensions
disjointes F et K^ „. Donc la valuation u-adique du conducteur fp de pF

au-dessus d'une place q de K, non ramifiée dans F/K, ne dépend pas de
v \ q. Par conséquent, en rassemblant ces observations, on conclut, que si
l'on fixe D^ n,/^^) un générateur arbitraire de l'idéal Dp^ ^/K^^ on a :

^.^(<p)~rL^,.,fp(<p)<'
(iii) On tire des deux remarques précédentes la conclusion que :

,__________ / 0 \-t^.m^l

v/^^(W><(^) x^(^.^l)

est une unité de J, ce qui donne une formulation plus précise du résultat
prouvé ci-dessus. On tire encore de cela, en utilisant la proposition 2.3.2
que le nombre de Tamagawa i(£/F,, „) est non nul. Par contre, on ne
contrôle plus sa divisibilité par p.

3 . 4. DÉMONSTRATION DU POINT 2 DU THÉORÈME CENTRAL

NOTATION 3.4.1. — Soit K^ la Zp-extension cyclotomique de K, K^ le
n-ième corps intermédiaire de K^/K, et K^ la Zp-extension anticyclotomi-
que, c'est-à-dire dihédrale sur Q, et K^ le w-ième corps intermédiaire de
K^ sur K. On note F; =F^, F^=F^. F; =FK; et F^=FK^. Notons
^oo. oc== Un. m ^n. m 1e composé de F et de la Z^-extension de ÏC

Considérons la série G=G ( l lo ) construite dans l'appendice et supposons
pour simplifier qu'on a choisi les générateurs topologiques u^ et u^ de
1 +pZp égaux à un même u. On effectue alors le changement de variables
(« changement d'axes » faisant passer du repère constitué des Zp-extensions
^P-ramifiée et ^-ramifiée aux Z^-extensions cyclotomique et anticyclotomi-
que)

5=7\+T2+TiÏ2, T=^4-T1-1
1+Tî
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et posons

m T)=G(7\, r,).

Introduisons le diviseur critique de Greenberg ®= 1 +S—u, et supposons
que Fon ait: ^ (S, T^O^^umté). On se propose de démontrer sous
cette hypothèse, en désignant encore par p un nombre premier différent
de 2 et 3 non ramifié dans F et de bonne réduction ordinaire, que les
groupes E(F^) et £(F^ ̂ ) ne diffèrent que par une partie de torsion. On
va utiliser pour cela le théorème de Rubin que nous rappelons :

THÉORÈME 3.4.2. — Soif E / F une courbe elliptique satisfaisant F hy-
pothèse (S), M/F une extension abélienne finie et soit p un caractère de
M/F. Si le nombre L(x|/p, 1) n'est pas nul, alors le groupe (EÇM)®^)^'^
est trivial.

Soit alors m et n deux entiers ^0, on a la décomposition

£(^0®C=£(F,)®C©(ep^(£(Fn;^)®C)<p)),

où le caractère p parcourt l'ensemble des caractères non triviaux de F^
sur F, ou de F^ F^ sur F; ce qui est équivalent, puisque F^ et F^ sont
disjoints sur F. Remarquons alors que F et K^ sont abéliens sur K et que
F;, (Fiors) coïncide avec F(£,^,), par conséquent la courbe £/F; satisfait
l'hypothèse (5). Il suffit donc de montrer que pour chaque caractère p de
F^ F^ sur F^ non trivial, on a L(\|^^ x p, 1)^0. Fixons un prolongement
de p à G ( F ^ F ^ / K ) encore noté p. En appliquant la formule du
corollaire 3.3.4, on est ramené à montrer que

G(u.p(7i)-l, P(72)-D^O.

Cest-à-dire, que

^{u.p(y,y,)-^u.p^V\)^0.

Or, par hypothèse, cette quantité diffère d'une unité /sadique par le
facteur u . ( p ( y ^ y^ )— 1). On remarque alors que 7172 est un générateur
topologique de G(F^ oo/^oo)' En effet, soit Np le caractère de I" à valeurs
dans Zp1 déduit de la norme des idéaux de F par le procédé de Weil
(cf. [26]). Ce caractère se factorise à travers le groupe G(F^/F), et fournit
un isomorphisme de ce groupe avec 1 -\-p~SLy Or, F^ et F^ sont disjoints
sur F et ^(Yi^^"2 est un générateur de l+/?Zp, donc V i y ^ est un
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générateur de G(F^/F)wG(F^JF^ Ainsi, pour tout caractère p non
trivial, on a : p (yi^)^1 et on en déduit (£(£„; F^)®^^. On a
alors le petit lemme évident.

LEMME 3.4.2. — Soir G un groupe abélienfîni d'exposant g, et M un G-
module qui est un Z'module sans torsion, alors si Af^Q^^M^Q^ )
onaM^M0.

Preuve. - Soit xeM, il y a ^eZ[y tel que XxeM0®!^] (Faction de
G sur Q(i^) est supposée triviale) alors pour tout a de G on a : ('kx)a=lkx,
donc ^. (x0--^)^ et comme M est sans Z-torsion, et que Z[y/Z est libre,
on a x°=.)c pour tout CT de G, ainsi xeAf6.

On l'applique au groupe G=G(F; F^/F^), au module: E ( F ^ F ^ )
modulo torsion, et on conclut que les groupes £(£„, F^) et E(F^) coïnci-
dent modulo torsion. En passant alors à la limite inductive en n et w, on
trouve que les groupes £(F^ J/Q,,. „ et £(F^)/n^ sont égaux, où l'on a
noté 0^ (resp.Q;;) les groupes de torsion de £(F^<J (resp. de
^F»)). Cest le point 2 du théorème central.

COMMENTAIRES. — (i) Lorsque la courbe £ est définie sur Q (et que
F=K) et que le signe de l'équation fonctionnelle de la fonction L de
Hasse-Weil L(£/Q, 5) est égal à -1, les résultats récents de Gross-Zagier
joints à la généralisation par Rohriich du théorème de Greenberg[10],
impliquent que E(K^) n'est pas de type fini.

(ii) R. Greenberg a remarqué, en supposant vraie la conjecture princi-
pale, que ©2 ne divise pas la série G^'^, ce qui limite l'énoncé du théorème
aux valeurs 0 et 1 de l'entier k.

On a encore la conséquence suivante du corollaire 3.3.4, qui est le
point 3 du théorème central.

PROPOSITION 3.4.2. - Supposons encore que ^(5, T) ne diffère du
diviseur de Greenberg Q que par une unité dans f 'algèbre J[[5, 7]], alors
pour toute Zp-extension L de F contenue dans F^ ^ et distincte de F^, le
rang du groupe E (L) modulo torsion est fini.

Preuve. — Si la conclusion était fausse, alors par le théorème de Rubin,
il y aurait une infinité de caractères de L/F tels que L(v(/p, 1)=0. Soit L,
un corps intermédiaire de L/X admettant un caractère non trivial p avec
L(v(/p, 1)=0, et non contenu dans F^, ce qui est possible pour HQ assez
grand puisque L^F^. Soient alors m et n deux entiers positifs tels que
F; F;:DL^. On a F; F; L^ donc le caractère p^ de F^ F;/F;, défini
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par p^(CT)=p(or|^) est non trivial, et l'on a : LQI^/^p^, 1)==0, puis-
que dans la factorisation du membre de gauche apparaît L(\|/p, 1) qui est
nul. Mais ceci contredit le fait que L^E/F^PF^^ 0 diffère par une unité
de p(Yi 72)'"!» ̂ i est non nul•

APPENDICE

Bien que l'on ne sache pas en général se débarrasser du facteur parasite
P(û, b) du théorème 2.11.4, on se propose ici de montrer comment
modifier légèrement la construction du chapitre 2 pour obtenir une série
G^^ dont la valeur en (t^-1, i^-l) pour un couple admissible (a, b)
congru à (1,0) module M (multiple de p—\ premier àp, fixé ci-dessous)
est donnée par le membre de droite de 2.11.4 (iï) où le facteur parasite
P(o, b) est remplacé par f/^. On devra supposer pour mener à bien
cette construction que p ne divise pas le degré d de F sur K.

1. Restriction des scalaires et descente de la courbe

On reprend les notations du chapitre 2, paragraphe 1. Soit f, l'idéal de
0 conducteur du caractère de Serre-Tate <ï>( attaché à la variété abélienne
BJK (i=l, .. ., r). Soit ̂  le corps des rayons modulo/, et Ff=^.0 F.

PROPOSITION A. 11. — (i) Le conducteur de FJK est un diviseur de f^ qui
en diffère au plus aux places divisant 2 ou 3.

(ii) La courbe elliptique E / F a un modèle £,/F(, isomorphe à E sur F,
déterminé à isomorphisme F'^-rationnel près par son caractère de Serre'Tate
4^=<ï),oA^.

Preuve. — Prouvons d'abord le point (ii). On rappelle que pour toute
extension L/K finie abélienne du corps quadratique imaginaire K, conte-
nant le corps de Hilbert ^^ de K, étant donnés une valeur j de l'invariant
modulaire sur une classe d'idéaux de K. et un caractère de Hecke algébrique
^ : J^ -^ K*, qui coïncide avec N^/K sur ^-x, il existe une courbe elliptique
E / L telle quej(£)=/ et ^£/L=X» en désignant par ^VE/L Ie caractère de
Serre-Taie de E/L. La démonstration de ce résultat dû à Shimura[20] est
donnée dans le livre de GRÔSS ([11], théorème 9.1.3) et se transpose sans
difficulté au cas ci-dessus. On considère alors le caractère de Hecke
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algébrique ^.s^.o^,^ qui vaut la norme sur F ^ . Vérifions qu'il appli-
que J .̂ dans K " . Soit F; le sous-corps de F attaché par la théorie du corps
de classes au groupe des idèles de K envoyées par <Ï\ dans À^, qui est
ouvert et contient K " . On a clairement O^NF^./^C:^. On a l'inclu-
sion FfC^., parce que Ker^^W^ (groupe des idèles congrues à 1
moduloy;) et donc F^cF,. Comme il est, de plus, clair que ^(I)C:F,, on
conclut en appliquant la proposition rappelée ci-dessus. Pour le point (i),
considérons q un idéal premier de 0 ne divisant ni 2 ni 3. Soit x e J ^ une
idèle telle que x^=l pour tout w^q, et telle que x,= 1 mod[/;(q)] où
/^(q) désigne la q-composante du conducteur du groupe d'idèles
(D,"1^). On a donc ^i(x)€KX et il existe aeÂ^ tel que a6Ker<D,. Or,
si q est le nombre premier que divise q, il y a un entier />0 tel que
x^ = l (mod/(q)) —ici y;(q) désigne la q-partie du conducteur y; de <D,.
— On en déduit que yqf=\, or K" H j ^ œ = { 1}, donc a=L Cest-à-dire
que . / f (q) | / f (q) comme la divisibilité inverse est évidente, on a l'égalité
souhaitée.

Remarque A. 1.2. — La variété abélienne Res^(£,) est K-isogène à un
produit TîBj étendu à une partie J de {1 , . . . , r} qui contient i, mais
n'est pas K-simple en général comme le prouve une contre-exemple de
D. Rohriich (lettre à N. Schappacher). Cependant les conducteurs/, des
caractères de Serre-Tate des variétés abéliennes Bj qui interviennent dans
Rés^ (£,) sont des diviseurs de / à cause de la formule :

P.P.C.M.(Cond(F,/^).y,)=y,=P.P.C.M.,^(^)

(prouvée à la proposition 2.2.1).

2. Construction de la série G^'^ « primitive »

On fixe pour l'instant un entier i entre 1 et 2. Soit (£„ œ,) un modèle £,
sur F,, il existe c ^ F " tel que û),=c.œ et donc on peut choisir comme
base du réseau ^f.=c,JSf, le nombre n,==c.O (on suppose bien sûr que les
modèles considérés ont bonne réduction en p, donc c, est une unité p-
adique). On choisit un idéal 9.= te.) multiple principal de y;, ayant le même
support. On recommence la construction du chapitre 2, paragraphe 7 en
remplaçant E / F et 9 par £../F. et 9,. Notons que la courbe £./F. satisfait
l'hypothèse (5). On obtient des fonctions 6, „ sur le groupe formel £, de
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£„ qui vérifient les formules de la proposition 2.7.1 et on construit la
série ji(t, œ^) de la proposition 2.8.3 par le même procédé. D'où une
mesure H.=H, ,„,«. sur G,=G(F,(£. poo)/F.) qui est isomorphe à G par
restriction puisque F et F.(£i poo) sont disjoints sur F, (p est non ramifié
dans F). Cette mesure vérifie la formule suivante. On note encore x|/y et
^ les caractères déduits de x|̂ .̂ . à la Weil, ce qui est légitime après
l'identification G,%G.

Soit CT e G ( F ^ / K ) et <p un Grôssencharakter de K déduit de <î>,. Pour tout
couple admissible (û, b) congru à (1,0) module/?—1, posons

-̂ .pnnJû, b)=(a-\)\(21-} ̂ n-^Lp^L^, a, û)
V^/^je/

où
^"'(û)

^prinJ^^)^
' ^ Nu5

la somme étant étendue aux idéaux o de (P, premiers à y, ^P* et tels que
Fon ait : (a, F,/^O=CT. Notons Q^ la période ^P-adique introduite dans la
proposition 2.10.7 (noter que, pas plus que pour la période complexe
servant à définir -^.prini' cette période ne dépend pas de (i)).

PROPOSITION A. 2.1. - Pour (û, fc)=(l,0) mod(p- 1), (û, b) étant admis-
sible, on a

^(û-fr) f ^^d^l=12(-l)a^r<Pfc(pa(pb(c)
JG ^

x(A,^p^ (û, fc, ̂ -^^-^^^^.(û, fc, a^)).

Preuve. — Remarquons que la suite de terme général

^,^w+l£,(-§^,^,)
V^" ' /

converge vers c,~1 y^. On le voit en montrant par le raisonnement de la
proposition 2.10. 7 que y^ ^=y^ pour tout idéal 9, différent de 1. Ensuite
le calcul de l'intégrale est exactement identique au cas de la
proposition 2.11.1. Il apparaît des nombres A. (c) possédant les mêmes
vertus que les A(c) et qui ne figurent pas dans le résultat final. Lors de la
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transformation des nombres d'Eiscnstein en valeurs de fonctions L partiel-
les, on obtient des expressions du type L^"*, CT, a) où açGÇSt^ ^/K),
en désignant, pour tout m^O, par ;̂ „ le corps des rayons de K de
conducteur ^it"^1; mais par la remarque A. 1.2, ce corps coïncide avec
le corps engendré sur F, par les points de g^'^1 -torsion de £,. C'est
pourquoi, après avoir pris la trace sur F; on obtient les nombres
.Sf, prim. (û, b, a). Enfin, par homogénéité, les c, disparaissent dans les deux
membres puisque Î2i===c;0 et ftç ,=c,t2ç.

Pour chaque entier i entre 1 et r, on note y, l'ensemble des iéaux
principaux de € de la forme û=(a) avec asimodg,, et ̂  l'ensemble
des familles ==(nJ,e^ d'éléments de Z presque tous nuls, telles que
$>a(^û~l)=0.

Pour une telle famille n, on pose :

^n.c>(^)=^,nJHn^.
JG Vç

Considérons alors la fonction / suivante :

(û- fr)t-^^l^^B,{Zc-F,^<pfl^)'l(c)^..<)(û, fc)},
où (p^B, signifie que <p parcourt l'ensemble des Grôssencharaktere déduits
de <ï>,, et c ^ F i / K signifie que c parcourt un ensemble d'idéaux de C
premiers à y;, dont les symboles d'Artin relatifs à F,/K décrivent exactement
G(Fi/K). Rappelons que l'on désigne par d le degré de F sur K. On est
conduit, pour interpoler /?-adiquement la fonction/, à introduire l'hy-
pothèse que p ne divise pas d. Supposons-la désormais satisfaite.

Soit T, la clôture galoisienne de T,, et J®<p T, le module galoisien sous
l'action de Aut(C), défini par cr(i®0==î®<r(r') pour <76Aut(C), i€/,
t'çTi. Notons œ; (resp. < . >,) la projection de (J®^^ sur son sous-
groupe n, de torsion d'ordre premier à p (resp. sur son pro-/?-sous-groupe
de Sylow). Soit W , = # H . et soit m^ppcm^^ . . . . r (w,) , c'est un entier
premier à p et divisible par p— 1.

PROPOSITION A. 2.2. - Si p\d, il existe une série G*(T^ T^) à coeffi-
cients dans î telle que pour tout couple admissible (û, b) congru à (1,0)
module w, on ait

G»(i^-l ,^-l)=/(û,fc) .
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Preuve. - L'obstruction à l'interpolation de la fonction / provient des
termes ̂  (p* (c). Or si (û, fe) = (1,0) module w, et si q> est un Grôssencharak-
ter de B,/K, on a :

<pa^(c)=û),((p(c)).<^y>(c^)>^
et la fonction (û, fc)»-+ < x|̂  ̂ (c €?) > est une fonction d'Iwasawa provenant
de la série :

( 1 + 7\y» ̂  ̂ ^ x ( 1 + T^p ̂ ^'^

En outre, pour chaque i fixé, la série à deux variables qui interpole

(^ fc)^^^B.Œc~F^œ./((P(c))'lx<^^(c^)>l/dx/(-.c)(û- b^

a ses coefficients dans / parce qu'on sait que les Grôssencharaktere associés
à une composante simple fixée B^jK forment un espace homogène sous
l'action de Aut(C), donc les éléments (ûî(<p(c)) sont conjugués sous Aut(C).

Supposons de plus que l'on se limite aux couples admissibles (û, b)
congrus à (1,0) module m.d., alors, en développant / (a, fc), on trouve une
expression analogue à la formule (ii) de la proposition 2.11.2, mais où la
fonction L qui intervient est primitive, à cause de l'égalité :

n^ a^pnn^^ a)^L^(^-\ a\

qui résulte de la relation û — f c = = 1 (d) et de la formule bien connue

n,^pr«n(^X, ̂ L^^, a).

On procède ensuite exactement comme au paragraphe 11 pour cons-
truire la série G11'^ satisfaisant l'analogue de la formule (ii) du
théorème 2.11.4 sans le terme parasite P(a, b).

Remarque. — Notons M=m.d. La formule d'interpolation pour G0'01

n'est valable que si (a, fc)=(l,0) modM, (et en supposant p\d}. Cependant
pour l'application qu'on avait en vue, c'est-à-dire la formule 3.3.4, on a
l'analogue du lemme 3.3.1.

LEMME A. 2.3. — Pour tout caractère p (Tordre fini de F, on a

G^lP(7l)-l, P(ï2)~l)=rr=l n^B.Œc^P"1^ ^n.mW)

xcp-^c ïx p(a)^^,(o)},
JG
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où p est le prolongement de p à G (J^ „ J K ) défini par :

P((c, F,^/X))=p((c^, F,n.mW<

Preuve. — En substituant à (Ti, Tî) le couple (uip(Yi)-l, p(Y2)~l)

on fait apparaître la quantité p^t^^^^Y^^^.Or, par définition
même de i|̂ , on a l'égalité :

^((21, ^/F))=xK<tt)

pour tout idéal SI de Op premier au conducteur de ̂  et à p, par conséquent,

p(y[i^^^W^^ F^JF)).

On peut aussi descendre à Fp par risomorphisme de restriction :

G(F^JF)^G(F^JF,\

Ces remarques achèvent de justifier le corollaire 3.3.4.
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