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PROLONGEMENT MEROMORPHE DE | f|**
ET MULTIPLICITE

PAR

ABDELLATIF MARDHY (*)

RESUME. — Dans cet article, nous commengons par donner une estimation de la fonction
F (s)= J’ @ obtenue par intégration sur des fibres quand s tend vers 0, et ensuite on donne
I=s

une estimation du premier péle du prolongement méromorphe de |f]2%, et enfin on termine
par un exemple.

ABSTRACT. — In the present work, we begin by giving an estimation of the function

F,(s)= @ obtained by integration on the fibers when s tends to zero, and after we
[=3
deduce an estimation of the first pole of the meromorphic extension of |f|**. At last, we

finish by giving an example.

Introduction

Soit x un polydisque de centre 0 dans C"**, et soit f: X — C une fonction
holomorphe non constante sur X vérifiant f (0)=0. Pour ¢ forme différen-
tielle C= a support compact de type (n, n) sur X et Ae C veérifiant Re()) >0
posons :

df df
G,(\)= oA = A=,
oM Llf ' s
Ceci définit, pour ¢ fixée une fonction holomorphe de A, et qui admet
un prolongement méromorphe a C tout entier; ceci est une conséquence
facile de I'existence du polynome de Bernstein-Sato de f (voir [1] et [6]).
Les poles de ce prolongement méromorphe apparaissent en des translatés
par des entiers négatifs des zéros de ce polynome (voir [10]).

(*) Texte regu le 19 avril 1985.
A. MARDHY, Université de Nancy-l, Facult¢ des Sciences, U.E.R. de Mathemauques, B.P.
n° 239, 54506 Vandceuvre-les-Nancy Cedex.
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464 A. MARDHY

Nous nous proposons de montrer ici que si k est la multiplicité de f a
I'origine c’est-a-dire le degré minimal d’une paramétrisation locale de
{ f=0} prés de 0 alors G, admet comme unique pdle dans la bande
Re(A)> —1/k 'origine (qui est un podle simple de résidu égal au courant
d’intégration sur [ f=0] & une constante prés). En plus si —1/k est un pdle
alors son ordre est au plus égal a 3. -

En terme de développement asymptotique en s=0 des intégrales

Fo(s)= ¢ obtenues par intégration dans des fibres, ceci se traduit par
S=s
le fait que :

F,(s)=F,(0)+0(|s|**(Log|s|)?) quand s— 0.

On remarque également que ce résultat ne semble pas accessible via le
théoréme de désingularisation d’Hironaka [8], qui fait perdre tout controle
sur la multiplicité.

On termine en montrant que pour les singularites du type
X+ Y?+2Z°=0 avec a<b<c, le premier pdle est en —1/a—1/b—1/c qui
est aussi proche que I'on veut de —1/a (a cst la multiplicité) quand b et ¢

sont grands.
Nous nous proposons donc de montrer le théoréme suivant :

THEOREME. — La fonction G, n'admet pas de poles dans la bande
—1/k <Re(A)<0. (Autrement dit 0 est le seul péle dans le demi-plan
Re(A)> —1/k.) De plus si —1/k est un péle, il est & ordre au plus égal a 3.

Ce théoréme est une conséquence de la proposition suivante dont la
démonstration occupera la majeure partie de cet article.

PROPOSITION. — Pour € suffisamment petit on a :

1
l‘=_T_J (p/\d—f/\ ‘i]=2L0gEJ’ (p+Pf(G,)(0)

2im Jy 2. I s=0 2
+ € (e (Loge)?).

ou Pf(G,)(0) désigne la partie finie dans le développement de Laurent de
G,(X) en 0.

Preuve. — Pour |f|2eona:
QA=A iif =d"<q> A Logjfdyf>+ ;l, d’ ((Log f)2d"” ¢)

+%(Logﬂ')2d'd"¢-
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PROLONGEMENT ET MULTIPLICITE 465

En appliquant Stokes (deux fois) et pour des raisons de type on a :

LJ' ¢AgAg=;LogeJ d”(p/\gj:
2in Ji sz J in 1112e f

~L(Log e)’f 1do+r—— [ og(dde.
I £15¢ 4in Ji 2.

Et
77 df 1’ 77 ’ 177
d’@ A ==2Loge dd o— Log(ffd' d”eo.
1S 12e f 1f1se If1ze

Car
& (Log()d" @)= —d" ¢ A "Tf—Loguf)d'd" °.

On a donc :

1
2in ) 7 1z2e

(p/\"i—/_[/\gfz=

2 (Logs)zf 1d’d” ¢

in I f1se

1
".!'LOSE'[ Log(ff)d'd” o+ — (Log(ff)*d'd” o.
in 1S 12e 4in Jigize

Comme Log( ff) et (Log( ff))? sont localement intégrables, la derniére
égalité devient :

l‘=2Log£J’ o+ .E(Loge)zj‘ 1d'd” ¢
s=0 m IS 1se

1
+_—Logsj 1Log(ff)d d”’ ¢
m I f1se

1 ]
- 1(Log(f/)*d'd o+ — j (Log(ff)*d'd” e.
4in J, 1 )se 4in Jy

En effet on a :

1 11dr] .. ik

— | L dd" o=—| 2 (@ 0)= — — hac =—
sz og(fHd'd” ¢ 2m[f]( ?) 2md [f](cp) Lﬂw
(voir [11]) et pour plus de détails [9).
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466 . A. MARDHY

Pour donner une estimation de I, pour € voisin de 0 on aura besoin de
deux lemmes.

Le probléme étant local sur X, choisissons un systéme de coordonnées
(29 - .5 2,) tel que :

La fonction £ f(0, .. ., 0, &) ne soit pas identiquement nulle au voisi-
nage de 0, et admettant k comme multiplicité & I'origine. D’aprés le -
théoréme de préparation de Weiestrass [7], il existe un ouvert Q de C"
contenant 0 et r>0 tels que :

f@, 2)=I(, 2) P,(2),

avec (t, 2)eQxD(0, r), et I(t, z) est une fonction holomorphe sur
QxD(0, r) et a valeurs dans C*. P, étant un polyndme unitaire de degré k
en z et dépendant analytiquement de t. De plus le polynome P, a toutes
ses racines dans D (0, r) pour tout ¢ dans £, on note par

dt Andt=dzo A ... Adz, AdZy A ... Adz,
ou
t=(Zg, -+ .5 Zp—y) et z=z,

Notons par z;(t), je[l, k] les zéros de P,. Localement et en dehors des
ramifications, on peut écrire

P,(2)=[T}., =z ).

LEMME 1. — Soit K un compact de €, alors on a :
vol((|f|£e)NKxD (0, r)) < Ce**

ou C est une constante ne dépendant que de K et f.

LEMME 2. — Soit B un réel dans )0, 1/3, et a un nombre complexe dans
D (0, 1/2) alorson a :

(@) f |Log|z—a|| dz A dz < B* | LogB),
Dw©. B 2

(®) J' (Log|z—a|)?*dz A di< & B*(LogB)?,
D (0. B) 2

ou of et R sont des constantes ne dépendant pas de a.
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PROLONGEMENT ET MULTIPLICITE 467

Preuve du lemme 1. — Posons pour ¢ petit :

H,={(1, 2)eKxD (0, r)/|f(s, 2)|Se},
T.={(t, 26 KxD (0, r)/| P,(2)|S¢€}

et pour te K
T, .={zeD (0, r)/|P,(2)| S¢}.
On a pour
1
a= , T,
Inf, ;yexxpoo. (1@ 2)|)
Donc

vol(H‘)§vol(Tu)§J‘ |dt A dt A dz A dZ]

Tas
et alors

vol(H‘)__<_.J‘ Ithdt_]J‘ IdZAdi-‘gj vol(T, ,)|dt A di].
K T m K

Or, en dehors des ramifications, pour ze T, . on a
k
nj=1|z—21(‘)|§€-°‘-,

donc il existe je[l. k] tel que |z—z;(1)| S (ag)*™

Ceci montre que T, , est contenu dans la réunion des disques
D (z;(1); (ag)'™) je[l. k].

On en deéduit alors que :

vol(T, ) Skna?* g2k
Donc
vol (H,) S vol(K).a**. kne*

et kna?™* vol (K) est une constante ne dépendant que de Ketde f. (O

Preuve du lemme 2. — Pour |a|>2p et = dans D (0, B), on a :
lz—a|>P et donc |Log|z—a||<|LogB|

et par conseéquent :
J |Log|:—aJ|£d:Adf§1tB‘|LogB|.
D 0. B 2
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468 A. MARDHY

et .
J |Log|z-—a||zidz A dz<np?(LogP)?
D(. B 2

Pour |a|<2B,ona:
f |Log|z—a||£dz;xdf§f |Log|z—al|-dz A dZ
p©. B 2 D@ 3P 2

1
<9np?|LogB| car 0<P< 3

De méme on a :
J (Loglz—al)zidZAdz'§j. (Log]z——al)zldzxxdz'
D (0. B) 2 Da. 3B 2

<9np?(LogP)? car 0<B<§. 0

Dans la suite, on va donner une estimation de chacune des intégrales
de la derniére expression de I, il suffit de le faire pour des formes
difféerentielles de la forme suivante (voir [2], p. 380) :

o(t, 2)=p(t, 2)dt A di,

ou p(t, z) est une fonction C® a support compact dans Q x D (0, r).
On a d’aprés le lemme 1 :

J 1d'd" ¢
1 f1se

ou C, est une constante ne dépendant que de ¢ et de f.

SCvol(|f|ge)=C, e,

D’autre part on a :

f lLoglfId’d"cp=f lLog|I|d'd"tp+j 1 Log|P,|d d" o,
1S 15¢ 1S 1se If1se

j 1Log|l|d'd" ¢ l SC,e¥* (d'apréslelemmel).
1£15e
Et,

J. 1Log|P,|dd" @
1f15¢

SCI 1|Log|P,|dtf  di| A 2dz A dE
= 2
1 [13¢

gc.[ ldt A dz—lj |Log|P,||=dz A d=.
K T - 2
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PROLONGEMENT ET MULTIPLICITE 469

Enplusona:

'[ |Log|P,||=dz A dz
T« 2

=9I f

D (z; @) (@n)'h

lLog|z—'z,(t)||%dz A di.

Et d’aprés le lemme (2, a) on a :

J’ |Log|P,H-;-dz A dzSC”e** Loge,
Tf ac

ou C” est une constante qui ne dépend pas de t, donc on a :

J. 1Log|f|d’d”qaigczsz”‘-ﬁ-c,az”‘ILogel.
| f1s¢

Pour

f 1(Log|f|)?d' d” o,

[PAFU

on fait la méme chose que pour l'intégrale précedente; et en appliquant le
lemme (2, b) et I'inégalité de Schwartz on obtient :

J' 1(Log|f] )’d'd"(plgc; e2* +Cye**|Loge|+ C,e** (Loge)?.
1 f135¢

Et finalement on a :

—]—J‘ go/\d—f/\ ‘-IZ._ZLogcJ- cp—.l j (Log|f])d d” ¢
2in 1 f12¢ f ] f=0 Im Jx

<A, e+ A,e*"|Loge|+A,e¥" (Loge)?.

On obtient donc :

;]‘— (pAii‘—fAd—Z=2LogcJ' ®
It Jis12e J f=0

+ ,—l;t J’ (Log| f)*d’'d” @ +€ (¢**(Loge)?).
X
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470 A. MARDHY

Enplusona:

1
limt_.o(—-—.—-J. (pAd—fAfiz—2LogeJ (p)
2in)is) < f 7 £=0

1
L j (Log | )& d" o,
in Jy

qui n’est autre chose que Pf (G,)(0).
La démonstration de la proposition est donc achevée.
Posons, maintenant pour s dans le disque uniteé :

F,(s)= ?,
f=s

ou ¢ est une forme différentielle C® de type (n, n) a support compact
dans X.

COROLLAIRE. — Pour s voisin de 0, on a :
.?’,(s)=.7,(0)+0(|s|2”‘(Log|s|)2).

Pour la preuve de ce corollaire, on aura besoin du théoréme d’existence
suivant [1]:

THEOREME. — Si K est un compact de X, alors pour tout forme différen-
tielle C* @ a support compact dans K de type (n, n), il existe ry, ..., r,
dans [0, 2[ N\ Q et des courants Ty .. (¢) de type (1, 1) sur X, je[0, n] et
(m, m’)eN? tels que : la fonction ¥ » admet pour s voisin de 0, un développe-
ment asymptotique de la forme :

f. (S)=Z'" ....uZ;‘OZGM. m)e N2 Tl"ljm((p)sms_m | SI'(LOngl)j-

Preuve du corollaire. — Supposons que le développement asymptotique
de F,(s)— F,(0) commence par le terme :
T, 0 (@) s™. 5™ | s|' (Log|s|).
D’aprés Fubini, on a:
1 i df 1 F ds A ds

—_— PA=AZ=—0 () ————
2iv Jocir1< S f 2in Jo s <1 ’ ‘|3|2
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PROLONGEMENT ET MULTIPLICITE 471
On a vu que :

. F,@—-F, )=

2in IsP =Pf (G,)(0)+ 0 (** (Loge)?).
e<|s|<1

Donc, d’aprés cette derniére égalité, on doit avoir
’ 2 ’ 2 .
m+m +r>; ou m+m +r=; et j<2 (k=22),

car, ce sont les deux seuls cas, pour lesquels, la contribution du terme
To . (@)s™.s™ |s|" (Log|s|) est contenue dans @ (|s|**(Log | s|)?).
Donc Ik 3
F,(s)=F,(0)+0(|s|**(Log|s|)?.

Or, d’aprés Fubini, on a :

G, ()= Jlflz‘cpr\ 77 J'| l’*r()‘“l“l"s

Et d’apres le corollaire, le premier péle de G, susceptible d’apparaitre
dans le demi-plan Re(A) <0 est produit par le terme
T3"% (9)|s|**(Log |s|)? de F,(s), et ce pole éventuel est donné par :

ds A ds_ nT3% % (o)
|s|? (H(l/k»’ '

Zlk 2((p)J.| l2/k+2).(Lo I l)2

Ceci nous prouve donc que le prolongement méromorphe de G, ne peut
avoir de péles dans la bande —1/k < Re(A) <O.

De plus si —1/k est un péle de ce prolongement, alors il est d’ordre au
plus égal a 3.

D’autre part F,(0) nous donne le péle 0, qui est un pdle simple, de
résidu égal au courant d’intégration sur [f=0], et ce pole est donné par :

dsands 2inF,(0)

F 0 22 = [
W )LISI AL :

Exemple. — Soit f une fonction définie sur C* par:

f(X, Y, Z)y=X"+ Y+ 2Z,

ou a, b et ¢ sont des entiers positifs. Supposons que a < b < ¢ (a est donc
la multiplicité de f a I'origine).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



472 A. MARDHY

Si on prend X=f"!(D), ou D est le disque unité dans C, f: X — D est
holomorphe, surjective et a singularité isolée a I’origine.

Notons .# Iensemble des germes en 0 des fonctions de la forme
Fo(9)= @, ou @ est une (2,2)-forme C® a support compact dans X.

I=s

On a C2,c .4, et soit #=H|CE, muni d'une structure de
C[s, s]}-module de type fini.

Le quotient

ClX, Y, z]/(.al o fl)

ox’ oY’ oz
est de dimension finie égale au nombre de Milnor p=(a—1)(b—1)(c—1),
et ayant comme base X? Y?Z" avec
pel0, a-2], qe[0, b-2] et rel0, c—2].
Si on pose

W=bcXdY AdZ+caYdZ A dX+abZdX A dY
et

Wy, =XPYIZ". W,

=(P+l+q+l+r+l>d_fA W,
a b c /) f o

ona:

d(W, ..,
(pour plus de détails voir [3)).
Et d’aprés [4], # est engendré par 1 et les germes en 0 des fonctions

1
J’ p wn.q. r A Wy‘. q.r"
S=3

(2imn)?
Le premier pole de

df df
G.(l)='( DoA=nA=
xlfl eATAT

est donné par le terme :

|
- pW AW
(2in)? J, .,
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PROLONGEMENT ET MULTIPLICITE 473

Et un raisonnement simple de quasihomogénéité donne :

1
G|, PW A WAl gz
1
(_—21'1:)’,’-, pWAW,, eCeo . pour (p,gr)#0.

En plus la constante 4 est non nulle, car si on suppose le contraire, on

aura:
1

(2im)?

pour toute forme différentielle de type (2,2) holomorphe et ceci est impossi-
ble d’aprés le théoréme 2 de [5].

J pW ATeCE,,
f=s

On peut également utiliser la méthode de [3] pour s’assurer que A est
non nulle en calculant explicitement cette constante.

Le premier pole du prolongmenet méromorphe de G,(A) aprés O est
donc —(1/a)—(1/b)—(1/c), qu'on peut rendre aussi proche de —1/a en
prenant b et ¢ assez grands.
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