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PROLONGEMENT MÉROMORPHE DE \f\2^
ET MULTIPLICITÉ

PAR

ABDELLATIF MARDHY (*)

RÉSUMÉ. - Dans cet article, nous commençons par donner une estimation de la fonction

^,(5)= <P obtenue par intégration sur des fibres quand s tend vers 0, et ensuite on donne
J/-«

une estimation du premier pôle du prolongement méromorphe de |/|21. et enfin on termine
par un exemple.

ABSTRACT. - In thé présent work, we bcgin by giving an estimation of thé function

^(5)= <P obtaincd by intégration on thé fibers when s tends to zéro, and after wc
J/—

dcduce an estimation of thé first pôle of thé mcromorphic extension of \f\2^. At last, we
finish by giving an cxample.

Introduction

Soit x un polydisque de centre 0 dans C"'*'1. et soit/: X — C une fonction
holomorphe non constante sur X vérifiant / (0) = 0. Pour (p forme différen-
tielle C^ à support compact de type (n, n) sur X et XeC vérifiant Re(^) >0
posons :

G^ )=f l / r<PA^f .
J x J J

Ceci définit, pour <p fixée une fonction holomorphe de ,̂ et qui admet
un prolongement méromorphe à C tout entier; ceci est une conséquence
facile de l'existence du polynôme de Bernstein-Sato de f {voir [\] et [6]).
Les pôles de ce prolongement méromorphe apparaissent en des translatés
par des entiers négatifs des zéros de ce polynôme {voir [10]).
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464 A. MARDHY

Nous nous proposons de montrer ici que si k est la multiplicité de / à
l'origine c'est-à-dire le degré minimal d'une paramétrisation locale de
{/=()} près de 0 alors G^ admet comme unique pôle dans la bande
Re(À.)> -1/k l'origine (qui est un pôle simple de résidu égal au courant
d'intégration sur [/=0] à une constante près). En plus si - 1/k est un pôle
alors son ordre est au plus égal à 3.

En terme de développement asymptotique en s=0 des intégrales

F (5)= <p obtenues par intégration dans des fibres, ceci se traduit par
J/=s

le fait que :
^(s)=F^O)-{-(r)(\s\2tk(Log\s\)2) quand s^O.

On remarque également que ce résultat ne semble pas accessible via le
théorème de désingularisation d'Hironaka [8], qui fait perdre tout contrôle
sur la multiplicité.

On termine en montrant que pour les singularités du type
j^+y^-hZ^O avec û^fc^c, le premier pôle est en — 1 / û — l / b — l / c qui
est aussi proche que l'on veut de - 1/û (û est la multiplicité) quand b et c
sont grands.

Nous nous proposons donc de montrer le théorème suivant :

THÉORÈME. — La fonction G, n admet pas de pôles dans la bande
-l/^<Re(5l)<0. (Autrement dit 0 est le seul pôle dans le demi-plan
Re(À.) > - \/k.) De plus si - \/k est un pôle, il est d'ordre au plus égal à 3.

Ce théorème est une conséquence de la proposition suivante dont la
démonstration occupera la majeure partie de cet article.

PROPOSITION. — Pour e suffisamment petit on a :

j=J- f ( p A ^ A ^ = 2 L o g c f (p+P/(G,)(0)
2l7 l j l / l$ t / f Jfso -^(c^Logc)2),

où P/(G,)(0) désigne la partie finie dans le développement de Laurent de
G^(\)en0.

Preuve. — Pour |/|^e on a :

<p ^ à! r. ̂ =<rf(p A Logj7^)+ } ^((Log^)2^)

-^(Log^)2^'^

TOME 113 - 1985 - N 4



PROLONGEMENT ET MULTIPLICITÉ 465

En appliquant Stokes (deux fois) et pour des raisons de type on a :

I f df àj 1 , f ,„ df
—\ ^A-^A-^-Loge <r<pA^
2iii Ji/is. / / l" Ji/i&t /

-Idog^f ld'd"(p+1 f (Log(jW<r(p.
'" Jl/l§. 4llt Jly|fc.

Et

f d"(pA^=2Loge| <f'<f"(p-( Log(fr)d'd"((>-
Jl/lît / Jl / lêe • '1/ lèt

Car

d'(Los(j3')d"n>)=-d"<f> A df-Log(j?')d'd"(f>.

On a donc :

— f ^A^A^- ld.og^f \d'd"^
2iltJ)y|g. / J lit J l / ISt

--i-Logef Los(j3')d'd"n>+— f (Logt^))2^^'^
171 J l / lèc 4ni Ji/ig.

Comme Log(jJ') et (Log(j[7'))2 sont localement intégrables, la dernière
égalité devient :

/.=2Loge <p+—(Loge)2 l d ' d " ( f >
J/«o '" J l / l S i

+—Loge lLog(/7')</'</"(p
'" J i / i s .

-— f Ï(Los(ff))2d/d"v+— f (Log(j7))2 d'à-v.
4in J|/i§, 4iit J^

En effet on a :

— f Log(j!r)(/'^(p=—r^'|(r<p)=-—rr^1(<p)=-f (p
2m J, 2iitL/J 2iii L /J J/»o

(voir [ 1 1 ] ) et pour plus de détails [9].
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466 A. MARDHY

Pour donner une estimation de /g, pour s voisin de 0 on aura besoin de
deux lemmes.

Le problème étant local sur X, choisissons un système de coordonnées
(zo, ..., z,) tel que :

La fonction Çi-^/(0, ..., 0, ^) ne soit pas identiquement nulle au voisi-
nage de 0, et admettant k comme multiplicité à l'origine. D'après le
théorème de préparation de Weiestrass [7], il existe un ouvert Q de C"
contenant 0 et r>0 tels que :

/(t,z)=J(r,z)P,(z),

avec (r, z)efixD(0, r), et /((, z) est une fonction holomorphe sur
ti x D (0, r) et à valeurs dans C*. P, étant un polynôme unitaire de degré k
en z et dépendant analytiquement de t. De plus le polynôme P( a toutes
ses racines dans D (0, r) pour tout t dans Q, on note par

ou
dt A dt=dZQ A . . . A dz^ A dZQ A . . . A dz^

r=(zo, ..., z,_i) et z=z^.

Notons par z^(t), ;€[1, k] les zéros de P,. Localement et en dehors des
ramifications, on peut écrire

^ Go-nî» i(^œ).
LEMME 1. — Soir K un compact de Q, alors on a :

vol (( | /| ̂  e) H K x D (0, r)) ̂  Ce2"

où C est une constante ne dépendant que de K et f.

LEMME 2. — Soit P un réel dans ]0, 1/3[, et a un nombre complexe dans
D(0, 1/2) alors on a :

(a) f iLoglz-ûll-^zA^^P^LogPl,
JD(O. P) 2

(b) f (Loglz-ûl)2-^ A rff^P^LogP)2,
JD(O. P) 2

où s/ et S sont des constantes ne dépendant pas de a.
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PROLONGEMENT ET MULTIPLICITÉ 467

Preuve du lemme 1. — Posons pour 6 petit :

H,={(r, z)€KxD(0, r)/|/(t, z)|^e},

r,={(r, 2)6KxD(0, r)/|P,(z)|^e}
et pour t e K

T,..={26D(0,r)/|P,(z)|^e}.

On a pour

Donc

a=———————1——————r» ^7.r
Inf(».z)€XxD<0.rï(|^(^)|)

vol(H,)^vol(TJ^ |A A dFA dz A dz\
Jr.»

et alors

vol(H,)^ f \dt A ^Fj ( |d2 A d?| ̂  vol(T,. J\dt A ^4
Jjc Jr,.« JK

Or, en dehors des ramifications, pour z e T, „ on a

nî.i |2-^(0|^c.a.,

donc il existe 7 e[l, ^c] tel que Iz-z^Ol^ae)1^.
Ceci montre que T, „ est contenu dans la réunion des disques

D(z^{aic}l!k)jç[\.k].'
On en déduit alors que :

voKT^J^TCa^.e27*.
Donc

voKH^voKAO.o^.W^

et kni2^ vol {K} est une constante ne dépendant que de K et de/. D
Preuve du lemme 2. - Pour | a \ > 2 P et z dans D (0, P), on a :

j r -û|>P et donc |Log|r-û||^| LogP]

et par conséquent :

f iLogIr-ûjl'^Adr^lLogPl,
JD(O. 9> r ^
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A. MARDHY468

et
f iLoglz-ûll2-1-^ A ^^(LogP)2

JD(O, B) 2JD(0, B)

Pour |û|^2p, on a :

f iLoglz-ûH^zA^f iLoglz-ûH'Z — û | | - dz A dz
JD(O. B) 2 JD(fl. 3B) 2

^çTCp^LogPl car 0<P<-,
De même on a :

j (Log|z-û|)^dz A dz^ | (Loglz-ûl)2-!-^ A dz
JD(O. P) 2 Ji)(a. 3B) 2

^9TCp2(LogP)2 carO<P<^. D

Dans la suite, on va donner une estimation de chacune des intégrales
de la dernière expression de 7ç, il suffit de le faire pour des formes
différentielles de la forme suivante (voir [2], p. 380) :

(p(t, z)=p(r, z}dt A dT,

où p(r, z) est une fonction C°° à support compact dans Q x D (0, r).
On a d'après le lemme 1 :

d/d//^>\^Cvo\(\f\^t)^C^c21\
l / l $c

où Ci est une constante ne dépendant que de (p et de/
D'autre part on a :

lLog|/ |^<T<p= lLog| / |<f<T(p4- j \Log\P,\dfd"^
Jl / l^ t J l / ISc J | / l $c

lLog|7|^^T(p ^C^ (d'après le lemme 1).
J l / ISc

Et,

| f lLog|Pj^<T(p êc| l l L o g I P j ^ A j F l A ^ z A ^
I J | / j $c J » / t $ c -

^C f |rif AriF| f

JK Jïi.

Log|P,||^2Arff.
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PROLONGEMENT ET MULTIPLICITÉ 469

En plus on a :

f |Log|P,||^ZAdz
JT». « 2

^ZL.i f |Log|z-z,(r)||^zAdz.-̂  '«1 , ,,.
JD(2,((); (ac)17*)JD(2.((); (ac)1^) z

Et d'après le lemme (2, a) on a :

f |Log|P,(|^z A dz^C'c^Loge,
JT» «. 2^.

où C" est une constante qui ne dépend pas de f, donc on a :

[ f 1 Log |/| d ' à 9 1 (p ^ C, e2^ + €3 c2^ 1 Log e |.
U|/l$c

Pour

f KLogl/l)2^^,
• / I / IS»

on fait la même chose que pour l'intégrale précédente; et en appliquant le
lemme (2, b) et l'inégalité de Schwartz on obtient :

f KLogl/l)2^^ ^C.e^+C^lLogEl^e^tLogc)2.
^/ l$c

Et finalement on a :

— f < p A ^ A ^ 2 L o g c f (p-1 [(Logl/l)2^^
2m J l / l ^c / 7 J/-o ^ Jx

^^^E2 / t4-/1^2 / k | I-ogc|-^^3e2 / A(Logc)2 .

On obtient donc :

I f df dj ,. fI f df dj ,. f<p A - A -,=2Loge <p
2 < î t J i / i ^ < / 7 J/-o

-h-1- f (Logl/lï^^+^c^Logc»2).
ln Jx

<p A - A -,=2Loge <p
î t î t J i r i ï . / / J r^n

^ Jx
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470 A. MARDHY

En plus on a :

l™c-o(—— <pA-A——2Loge (p)
\2ïîiJi^, / 7 J^o /

=1 [(Logl/D^^-q),
lîl Jjr

qui n'est autre chose que P/(G^)(0).
La démonstration de la proposition est donc achevée.
Posons, maintenant pour s dans le disque unité :

^(5)= f (P,
J/=s

où (p est une forme différentielle C°° de type (n, n) à support compact
dans X.

COROLLAIRE. — Pour s voisin de 0, on a :

^(^^(OÏ+^lsl^LogIsI)2).

Pour la preuve de ce corollaire, on aura besoin du théorème d'existence
suivant [1] :

THÉORÈME. - Si K est un compact de X, alors pour tout forme différen-
tielle C^cp à support compact dans K de type (n, n), i7 existe r^ ..., Ty
dans [0, 2[ H Q et des courants T^4». (<p) de type (1, 1) sur X, je[0, n] et
(w, w')e M2 tels que : la fonction y\ admet pour s voisin de 0, un développe-
ment asymptotique de la forme :

^^-^......^E^oi^.^x^^-w^^i^rd-ogisi^.
Preuve du corollaire. — Supposons que le développement asymptotique

de F, (s) — F^ (0) commence par le terme :

7T^((p)5m.5m'|5|r(Log|5|^

D'après Fubini, on a :

I f df dj \ f . d s ^ d s
—— ^^ï"^ W—7T~2i î i J .< i / i< i / 7 2 < T c J ^ , . ( < i \s\1

TOME 113 - 1985 - ?4



PROLONGEMENT ET MULTIPLICITÉ 471

On a vu que :

-L f (F,(s)-F,(0))^-^=P/(G,)(0)-hC?(62/k(Log6)2).
2 l T t J e < | s | < l I5!

Donc, d'après cette dernière égalité, on doit avoir

^^^f^r>- ou w+w'+r=- et ;<2 (k ^ 2),
fc k

car, ce sont les deux seuls cas, pour lesquels, la contribution du terme
7î»/m' (<P) ̂ . ?"' 15 [r (Log | s \Y est contenue dans Q (| s ̂  (Log | s |)2).

Donc F,(s)=F,(0)4-^(|s|^(Log|s|)2).

Or, d'après Fubini, on a :

G.W-fl/r^^f-fl.l-W'5-^.
Jx J J JD \s\

Et d'après le corollaire, le premier pôle de G, susceptible d'apparaître
dans le demi-plan Re(^)<0 est produit par le terme
T2fko(^>)\s\21k(Log\s\)2 de F, (5), et ce pôle éventuel est donné par :

T^O) f |5|2^2x(Log|5|)2^^=ï7lT02/io2((p)
TO.O (<P)JJ^| (L0g|5|) ^ (^(\/k))3 '

Ceci nous prouve donc que le prolongement méromorphe de G^ ne peut
avoir de pôles dans la bande — 1/k < Re(^) < 0.

De plus si - \lk est un pôle de ce prolongement, alors il est d'ordre au
plus égal à 3.

D'autre part F,(0) nous donne le pôle 0, qui est un pôle simple, de
résidu égal au courant d'intégration sur [/=0], et ce pôle est donné par :

rœJ M2^A^_2^F,(0)
w " " M2 " \JD \s\ ^

Exemple. - Soit/une fonction définie sur C3 par :

/(X, Y, Z)^X9+Yb^Z^

où û, b et c sont des entiers positifs. Supposons que a ̂  b ̂  c (a est donc
la multiplicité de/à l'origine).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



472 A. MARDHY

Si on prend X^f~1 (D), où D est le disque unité dans C, /: X-» D est
holomorphe, surjective et à singularité isolée à l'origine.

Notons M l'ensemble des germes en 0 des fonctions de la forme

F,(s)= <p, où q> est une (2,2)-forme C00 à support compact dans X.
J/=s

On a C^o^-^» et soit •^=^/C^o muni (rune structure de
C [[s, s]]-module de type fini.

Le quotient
ôf 8f SffSj_ Sf_ Sf\

\ôX' ÔY9 8ZJ
C[x, y,z]/

\ëX BY 8Z^

est de dimension finie égale au nombre de Milnor n = ( û — l ) ( f c— l ) (c— 1),
et ayant comme base X19 Y9 V avec

pe[0,û-2], çe[0,fc-2] et r€[0, c-2].

Si on pose

W^bcXdY A dZ-^-caYdZ A ^X+ûbZdX A dY
et

W^^^XPYqZr .W,
on a : ,̂...,.(̂ î̂ )̂ ..,
(pour plus de détails voir [3]).

Et d'après |4], M est engendré par 1 et les germes en 0 des fonctions

— — — f P^.,,.A^,.,,,.
^) J/«.(2iîl)2J,

Le premier pôle de

G.W=f) / ! -<PA^f
Jx J j

est donné par le terme :

1—!— f p W A tiP.
(2ï^)2J^,
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PROLONGEMENT ET MULTIPLICITÉ 473

Et un raisonnement simple de quasihomogénéité donne :

—1— f p^A \V=A\sV2/a^(21b}+(21C^CSo.
(2^)2J^ l 1

——— f p W A î^.,.,6C£o . pour (p, <?. r) ̂  0.
(2i n)2 jf^

En plus la constante A est non nulle, car si on suppose le contraire, on
aura :

————— f p^A^6C£o,
(2î7t)2Jy=,

pour toute forme différentielle de type (2,2) holomorphe et ceci est impossi-
ble d'après le théorème 2 de [5].

On peut également utiliser la méthode de [3] pour s'assurer que A est
non nulle en calculant explicitement cette constante.

Le premier pôle du prolongmenet méromorphe de G,(^) après 0 est
donc —(l/û)--( l / f r)—(l/c) , qu'on peut rendre aussi proche de —1/a en
prenant b et c assez grands.
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