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RELEVEMENT LINEAIRE DES COBORDS
PAR

Francois LAUDENBACH (*)

RESUME. — Sur I'espace des formes différentielles d’une variété lisse, I'opérateur cobord admet
une section linéaire au-dessus de son image.

ABSTRACT. — The coboundary operator has a linear section above its image.

Soient M une variété lisse et Q¥ 'espace des formes différentielles sur M de
degré k a support compact, muni de la topologie fine limite inductive stricte de
Fréchet. On s’intéresse a 'opérateur cobord d: Q% —» Q**!. Son image,
I’espace des cobords, est un fermé d’aprés le théoréme de de Rham : une forme
est un cobord si et seulement si son intégrale sur les cycles simpliciaux (infinis,
lorsque M est non compacte) est nulle.

Le probléme de sélectionner un antécédent & un cobord, de fagon réguliére,
est souvent rencontré en topologie des formes différentielles. Il est, par
exemple, utile dans le théoréme d’isotopie de Moser [Mo]. On peut songer au
théoréme de sélection continue de Michaél : Une surjection linéaire de
Fréchet admet une section continue [BP, prop. 7.1, p. 87]. Mais d’une part
Iimage de d n’est qu’un fermé dans une limite inductive de Fréchet et il n’est
pas clair que le théoréme de Michaél s’y applique, d’autre partiln’y a pas de
théoréme d’approximation permettant de récupérer la régularité.

La théorie des espaces nucléaires permet a Banyaga le relévement des
familles & un nombre fini de paramétres [Ba). Dans le cas des variétés fermées,
la théorie des formes harmoniques [Wa, chap. 6] donne une sélection linéaire.

Nous proposons ici une sélection linéaire en toute généralité. Notre
construction utilise comme chez pe RHaM [Rh, § 22] les simplexes d’une
triangulation. Elle paraphrase celle du livre de SINGER et THORPE [ST, p. 148 et
suivantes] pour démontrer le théoréme de DE RHAM, a la différence que les
surjectivités sont remplacées par des sections linéaires continues.

(*) Texte regu le 27 septembre 1982, révisé le 4 mars 1983.
F. LAUDENBACH, Université de Paris-Sud, Mathématique, Batiment n° 425, 91405 Orsay
Cedex.
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148 F. LAUDENBACH

Soit K une structure simpliciale sur M, dont I’existence est assurée par le
théoréme de J. H. C. WHiTEHEAD [Wh]; chaque simplexe est équipée d’une
orientation. L’espace des chaines simpliciales (infinies) de dimension k,
C,(K), est I'espace vectoriel réel des combinaisons linéaires infinies des k-
simplexes. On a un bord naturel ¢ : C,(K) = C,_,(K), dont le noyau est
I’espace des cycles (sous-entendu de K). Soit B¥ le sous-espace de Q¥ constitué
par les k-formes fermées d’intégrales nulles sur tous les cycles; c’est un sous-
espace fermé. Par la formule de Stokes, B¥ contient d(Q¢™1).

ProprosITION. — 1l existe une application linéaire continue o, : B¥ - Qf~1
qui est un inverse a droite de d.

Pour la démonstration, introduisons I’espace des k-cochaines & support
compact C¥(K); une k-cochaine a support compact associe un réel a chaque
k-simplexe, qui est nul sauf pour un nombre fini de simplexes. En transposant
le bord des simplexes, on définit le cobord d: CX(K) - C¥*1(K). 11 est
immeédiat de vérifier que C,, (K) s’identifie au dual algébrique de C¥ (K) et que
0 est la transposée de d. Par les théorémes généraux de la dualité algébrique
[Bo1,chap.1II, § 2,n° 5et §7,n° 5], I'image de d et le noyau de ¢ sont chacun
I’orthogonal de ’autre. Dong si :

BX(K)={ feC*(K)|< f, v> =0 pour tout cycle vy},

on a B¥(K)=d(C* '(K)).

D’autre part une topologie naturelle sur C*(K) est la topologie limite
inductive des sous-espaces de dimension finie. Si K, est une suite exhaustive
de compacts et si on note Ck_I’espace des cochaines & support dans K ,,, C¥(K)
est la limite inductive topologique des C,'ﬁ Le cobord est continu.

Lemme 1. — Il existe une application linéaire continue
6,(K) : B&(K) = C¥~Y(K) qui est un inverse a droite du cobord.

Preuve. — On construit o, (K) par récurrence sur les espaces de dimension
finie Cy,. m

L’intégrale sur les simplexes donne une application I* : Q* = C*(K) qui
commute avec d et qui donc envoie B* dans B¥(K). De plus elle est continue
sur les espaces de formes ayant leur support dans un compact fixe et la
topologie fine de Q est leur inductive [Sc, chap. III, § 1].

LemME 2. — 1l existe une application linéaire continue a* : C*(K) — Q¥ qui
est un inverse a droite de 1* e1 qui commute avec d.
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Preuve. — Supposons que a*~! soit construite. Alors a* est déterminée sur
B¥(K) et y est continue d’aprés le lemme 1. D’apres [ST, p. 148, lemme 1], I*
est surjectif de I’espace des formes fermées a valeurs dans les cocycles. On peut
donc étendre o* aux cocycles avec valeurs dans I’espace des formes fermées,
puis a toutes les cochaines. Chacune de ces extensions se fait par récurrence
sur les sous-espaces de dimension finie By . W

Dans la suite, le k-squelette de K sera muni d’un voisinage régulier ouvert
U, et de deux autres V, et W, avec W, c ¥V, < U,. « Détni au voisinage du
k-squelette » signifie « défini sur U, », « & support compact » = « nul hors
d'gn compact de M », « nul au voisinage du k-squelette » = « nul sur W, »et
« o est un prolongement de @ défini au voisinage du k-squelette » =« @ —@
est nulle sur W, ». Sur I’espace des formes différentielles définies sur U,, on
met la topologie limite inductive de la topologie de la convergence C* sur

¥, n K,. Choisissant une fois pour toutes une fonction C* valant 1 sur Wk et
a support dans V,, on obtient la premiére partie du lemme suivant.

Lemme 3. — (1) I/ existe un opérateur linéaire continu P a valeurs dans Q{
de prolongement des k-formes définies au voisinage du g-squelette a support
compact.

(2) De plus, si g<k, on peut imposer 1*oPk=0.

Preuve de(2). — Comme au lemme 2, on peut construire un inverse a droite
B* de I* de sorte que B*(f) soit une forme a support dans le complémentaire
de U, _,. Si P¥ satisfait (1), alors P%—pB*oI*o P} satisfait aussi (2). H

Dans la situation du simplexe standard A*<R", le mot « voisinage » est
utilis¢e comme plus haut.

LeEMME 4. — Soit F? 'espace des q-formes fermées w définies au voisinage de
A, nulles au voisinage du bord cA* et vérifiant | w=0 si g=k. Soit 47!
’ A

lespace des (q— 1)-formes définies au voisinage de A et nulles au voisinage du
bord (d:%9°"'> F9. 1l existe une application linéaire continue
R : #9599 qui est un inverse d droite pour d.

Preuve. — Supposons k =q. La démonstration se fait par récurrence sur k.
On identifie A* au joint d’un point S avec A*~!. On choisit une fois pour
toutes une homotopie A* x [0, 1] — A* de I'identité a une application a valeurs
dans le voisinage prescrit de S « CA*~! et on la prolonge en une homotopie
sur le voisinage de A* avec les mémes conditions limites. A une telle
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homotopie géométrique correspond un opérateur L tel que, pour toute k-
forme fermée © définie au voisinage de A*, L soit nulle au voisinage de
S % 0A*~! et que ©=dL . L’opérateur L est obtenu par intégration sur les
fibres de I’homotopie [Di, p. 12].

A
L o est nulle au voisinage de dA*~ . Donc la restriction ¢ de L ® au voisinage
de A*! est un élément de F* . Par récurrence on écrit 9 =dR*"!¢.
Comme au lemme 3 on prolonge R*~! ¢ en \ défini au voisinage de A*, nulle
au voisinage de Sx0A* !, et Lo—dye¥ .

Lorsque k£ # ¢ on fait le méme type de récurrence. W

Si en plus © appartient & #*, d’aprés la formule de Stokes J Lo=0et

Remarque. — Pour k=0, c’est le classique lemme de Poincaré affirmant
qu’au voisinage d’un point une forme fermée est (canoniquement) un cobord.

Démonstration de la proposition. — Soit @€ B¥; on a I*(w)e BX(K). On
considére la forme ¢ =a*~! 5, (K) I*(®). Posons ®=w—dg. Par construc-
tion I*(@)=0. Par les lemmes 4 et 3, au voisinage de 0-squelette ®=d{/°,
V°eQt~ ! Comme I*"!(y°)=0, on a I*(dy)=0. Si @®°=0—dVy, on a
I*(@°)=0 et @° est nulle au voisinage du O-squelette. Ensuite on écrit
o =dy!, Y défini au voisinage du 1-squelette et nulle au voisinage du 0-
squelette, etc. Finalement, aprés une suite d’opérations lin€aires continues,
on écrit ® comme un cobord. W
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