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MESURES SPECTRALES
ASSOCIEES A CERTAINES SUITES ARITHMETIQUES

PAR

MarTINE QUEFFELEC (*)

[Université Paris-Nord, Villetaneuse]

REsuME. — Une suite complexe o = (a (n)) appartient & 1’espace S de Wiener si
. 1 _ —
V() = limy.., - TG a (D) oK)

existe pour tout n=0,
On peut associer a une suite o de .S une mesure A sur T = R/Z définie par sa transformée
de Fourier :

&(n) =v(n) si n=0,

&(n)=y(—n) si n<0.

Le but de cet article est de préciser la nature de la mesure spectrale associée a certaines
suites arithmétiques de 1’espace S. On étudie les relations entre les propriétés de la suite o
et celles de la transformée de Gel’fand de la mesure A, en utilisant la théorie des
caractéres généralisés.

ABSTRACT. — A complex sequence o = (a (n)) is said to belong to the space S of
Wiener if

¥(n) = nmN»w}VZﬁ;% a(n+k)au(k)

exists for every n> 0.
If o belongs to S there exists a measure A on T = R/Z which is defined by its Fourier

transform:

b

/i(n) =v(n) if n

>0
Am) =y(=n) if n<O0.

(*) Texte regu le 4 septembre 1978.
Mm™e Martine QUEFFELEC, Mathématiques. Centre scientifique et polytechnique,
Université Paris-Nord, avenue Jean-Baptiste-Clément, 93430 Villetaneuse.
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386 M. QUEFFELEC

The purpose of this paper is to precise the nature of the spectral measure of certain
arithmetical sequences in S. We study the relationships between the properties of
the sequence o and the behaviour of the Gel’fand transform of the measure A, using
the theory of generalized characters.

0. Introduction

WIENER introduit dans [20] I’espace S des suites complexes o = (& (1), o
pour lesquelles

V(9 = limy-o =28 a(j+k)a(j)

existe pour tout k > 0. La suite y, prolongée aux entiers négatifs par

v (—k) = vy (k), est définie positive; c’est donc la transformée de Fourier
d’une mesure positive bornée, A, sur le groupe T, ou T désigne le tore
R/Z. La mesure A, définie ainsi par

i(k)=f exp2mikx dh(x) = y(K)
T

est appelée la mesure spectrale de la suite o.

Soit ¢ = (g4, ---» qu --.) une suite d’entiers > 2. On note p, = 1,
Pn =4, --. ¢, Une suite complexe o est dite g-multiplicative si

a(a+bp,) = a(a)a(bp,)

pour b >0,n>0¢et 0 < a<p,

Dans [6], Coquer, KAMAE et MENDES FRANCE étudient la mesure
spectrale associée a une suite g-multiplicative de module 1, une telle suite
étant dans ’espace S de Wiener.

IIs établissent le résultat suivant :

TuEOREME 1 (CoQUET, KAMAE, MENDES FRANCE). — La mesure A, asso-
ciée a une suite q-multiplicative de module 1, est soit discréte, soit continue.

Dans ce dernier cas, elle est singuliére par rapport a la mesure de
Lebesgue, si g, ne tend pas vers Uinfini.

Un des buts de cet article est de préciser cette dichotomie. Dans un
premier paragraphe, on fait apparaitre la mesure A, comme une limite
vague de produits de polyndmes positifs, établissant ainsi une certaine
analogie entre ces mesures spectrales et les produits de Riesz ([17], [15]).
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MESURES SPECTRALES 387

En utilisant alors les travaux de BROWN et MORAN ([2], [4]), on retrouve
et améliore le théoréme de CoQUET, KAMAE et MENDES FRANCE. Dans
les deux derniers paragraphes, on fait une étude de ces mesures, semblable
a celle faite pour les produits de Riesz (recherche des constantes dans
I’adhérence des caractéres, propriété de « tameness »), et on parvient 2
conclure pour certaines suites o.

On rappelle les principales notations de la théorie de la mesure. M (T)
désigne 1’algébre des mesures réguliéres, bornées sur T, munie du produit
de convolution, M, (T) la sous-algébre des mesures discrétes, et M, (T)
’idéal des mesures continues. On identifiera L' (T) & I’idéal des mesures
absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue sur T.

Pour A, pe M (T), on écrit :
A<p
lorsque A est absolument continue par rapport a p, et
Alp

lorsque A et p sont étrangéres.

Enfin, pour tout entier n > 1, A" désignera la puissance n-iéme de
convolution de la mesure A.

Les autres notations seront celles de Rupin [17].

On suppose désormais que la suite o est g-multiplicative avec
q=10(q4 -5 4qy -..) €t q, entier > 2 pour chaque n, et qu’elle est de
module 1.

On désigne par A sa mesure spectrale.

1. Formules de récurrence

Pour n > 0, soit D, le sous-groupe de T engendré par 1/p,; D = | ),50 D,
est un sous-groupe dénombrable et dense de T. On note ®, la mesure de
Haar du groupe D, , et on pose

A =A%, si n=0,
de sorte que

~ - fA(k) s p, divise k,
M) = {0 sinon.
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388 M. QUEFFELEC

LEMME. 1. — Pour toutn = 0, A = f,. A, , oit f, est un polynéme trigono-
métrigue positif a spectre dans les entiers de module strictement inférieur
a p,.

Démonstration. — 11 s’agit tout simplement d’une interprétation des
formules de récurrence sur les coefficients de Fourier de A, établies dans
[6]; il est prouvé en effet que, pour n>0,6>0 et 0<a<p,,

M(a+bp,) = 4,(a)(bp,)+ B, (@) A (bp,+p,)

avec

A,(a) = LYot Yoy o (atk)

n

et

B,,(a)=lz;;éoz(k)d(k+p,,—a) si a>0

n

=0 si a=0.

On voit que B, (d) = 4, (p,—a) si a > 0.
On définit le polynéme f, par

sA,,(k) si 0<k<p,
¢)) k)= 4,(=k) st —p,<k<0
1 0 si |k|> p,

Les transformées de Fourier de A, A, et f, étant symétriques, il suffit de
vérifier I’égalité A (m) = (f,.%,) (m) pour tout m > 0.

Si m est >0, on peut écrire m = m;+m,p, avec m, =0 et
0 < m, <p,, et ceci pour tout n > 0, de sorte que

k) (1) = Tien fu(m=Dhn(D) = Trez fo(m—1Ip) 2(Ip,)
se réduit, compte tenu de (1) a
Fa(m)A(m, p)+ o (my — p) A(m; p,+ )
= 4,(m)M(my b+ Ay (B, —m) ) (m3 D, +,),
ce qui n’est autre que f»(m). D’&‘l Pégalité A = f, A,.
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MESURES SPECTRALES 389

On vérifie facilement que f, (x) =Y 4| <p, f: (k) exp (—2 m ikx) se
met sous la forme

5,09 = I}IZ?;OI a(k)exp(~2mikx) 2.

LemMME 2. — Pour tout n 20, A, = P, N, ot P, est un polynéme
trigonométrique positif, a spectre dans les multiples de p, de la forme kp,
avec | k| < guy1.

Démonstration. — On interpréte cette fois-ci la formule de récurrence
écrite pour les entiers positifs de la forme

ap,+bp,+1 avec b>0,0<a<q,:q.

Ainsi :

)"(apn+bpn+ 1) = An+1 (apn))“(bpn+ 1)+An+1 (pn+1 _apn))"(pn+1 + bpn+ 1)'

On définit le polynéme P, par

R An+1(kpn) si 0<k<qn+ls
(2) Pn(kpn) = An+1 (_kpn) si —qn+1 < k < 05
0 si |k| = qnis-

Soit m > 0, que I’on décompose en m; +m, q,+1,0 < My < Gp41, 0 < My,
q 1

(Podnsy) (MPy) = Yiez Po(mPy—1p0s DA (IP0s 1),

et compte tenu de (2), cette somme se réduit a :

Pn(ml pn))"(mZ pn+1)+Pn(m1 pn_pn+1))"(m2 pn+1+pn+1)

= Apr 1My p) N3 Py )+ Aps 1 (Pas 1 =M1 PN Py 1+ Prs 1)

ce qui n’est autre que A (mp,).

Comme (P, k,,H)A (k) est nul si p, ne divise pas k, on a ainsi prouvé
I’égalité A, = P,. My ¢
Par définition,

1

e T ta(a)a(at+kp,)  si 0<K < gy
Pn+1

1; n (kp,,) =

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 25



390 M. QUEFFELEC

et cette somme peut se décomposer en

1 ~ _ -
; [ Pn 1 + zzp’;," 1 .+ qu—;qun::)_pl:— 11) Pn] ‘
n+1

Or, pour chaque j, 0 <j < ¢q,.,—k,
St a(a)aa+kp,) = Yo' o (b+ip,) o (b +ipa+kpy)
et, par la propriété de g-multiplicité, on trouve
Prota(b)a(jpn) 2 (b)a(jpa+kpy) = pact(jpa) ipa+kpy),

puisque la suite o est de module 1.
Finalement, on a pu écrire :

P,(kp,) = —— Y47 L a(jp,) (jp.+kp,).

dn+1

On vérifie alors facilement que

P,(x) = | fs Lo (kp,) exp (=2 mikp, x) |
dn+1
PROPOSITION 1. — La mesure ) est limite vague des produits H’;= o Pj(x).
Démonstration. — On voit facilement que

fos1="Po...Py=P, f,.
Si k est un entier positif fixe, on a
ﬁ,(k) = f,,(k)+ f,,(k— p,,)A)»(p,,) pour tout n tel que k < p,.
Or

filke=p) = L Y4 b a(@)o(at o)

Dn

et

f, (k) = -Z"""‘ Ya(a)a(a+k),

de sorte que lim,_, f:, (k—p,) =0 et lim,, f: k) = i(k).
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MESURES SPECTRALES . 391

Remarque. — Considérons la suite
a(n) = exp2mnicS,(n)

ouc € R, et ou S, (n) estla somme des chiffresen baseg = (q;, ..., g, .. .),
définie par

S,(n) = lec(=0 ny si n= ZkK=0 Ny Dg-

A cette suite g-multiplicative est associée la suite de polyndmes

P,(x) = 1 | Ydnta~texp2mickexp(—2mikp,x)|?

dn+1

et la mesure A apparait comme un produit de Riesz généralisé.

Dans le cas particulier ol la suite g = (r, r, ..., r, ...) avec r entier > 2,
étudié par MENDES FRANCE [13], BESINEAU [1] et KAMAE [10], la mesure A,
associée a a, est une g-mesure au sens de KEANE [12] avec

g0 = | Tizba(exp(~2mikn)

_(sinmr(x—o)\?
rsint(x—c)
et T ’application : x — rx du tore dans lui-méme.

Plus généralement, si g est une application définie sur T, et strictement
positive, dans Lip o, o > 0, et vérifiant la condition

(C) ZyeT"l{x)g(y)= 1 pour tout xeT,

le produit [[, g (T" x) converge vaguement vers une mesure de proba-
bilité, appelée g-mesure.
Il reste ici & vérifier la condition (C). Or, si xe T,

ZysT“ {x}g())) = Zrysxg(y)

r—1 (X k)
=)Qk=08| -+~
r r
=12;;}, T 18D exp(=2mil(x/r)) exp (—2mil(k/r))
r
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392 M. QUEFFELEC

avec g (/) = exp 2mic/ (1—(|!|/r) et on trouve

} i & (Dexp(—2mil (x/r) Yizhexp(— 2 il (k/r)

qui se réduit 4 g (0) = 1.
On en déduit que A est fortement mélangeante (voir aussi [16]).

Dans le cas général, la mesure A associée a une suite g-multiplicative,
de module 1, peut aussi s’interpréter comme une « g-mesure généralisée »
définie & l’'aide d’un groupe de transformations 7, et d’une suite
d’applications g, telles que, pour chaque n, la condition (C) soit réalisée.

2. Dichotomie

On va préciser dans ce paragraphe, le théoréme de COQUET, KAMAE
et MENDES FRANCE, rappelé dans I’introduction.

Notons f, la suite de polyndmes associée & A et a par le lemme 1; on
commence par une remarque utile.

LemMME 3. — L’équation p = f,(ux®,) pour tout n =0 détermine
la mesure bornée p € M (T), a une constante multiplicative prés.
Démonstration. — Pour tout k = 0,

k) = f,(R) RO+ f,(k—p) (D)

dés que n est tel que k est inférieur & p,, et quand » tend vers ’infini,
[, (k) tend vers A (k), et f, (k—p,) vers zéro.

COROLLAIRE :

1° la mesure A\ est soit discréte, soit continue;

2° la mesure )\ est soit absolument continue, soit singuliére par rapport
a la mesure de Lebesgue sur T.

Démonstration :

1° Si A se décompose en A,+A,;, ou A, appartient & M, (T) et A; &
M, (T),

Ae+iyg=f(A.x0)+ f,(As*®,) pour tout n>0

et, par unicité d’une telle décomposition, A, = f, (A, * ®,), A; = f, (A * ©,),
les mesures f, (A, *®,) et f, (A\;*®,) étant respectivement dans M, (T)
et M, (T). Le lemme 3 donne alors le résultat.
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MESURES SPECTRALES 393

2° De la méme fagon,

A=fiQa* o)+ fi(ht+o,)  si A=A+

est la décomposition de A en parties absolument continue et singuliére par
rapport a la mesure de Lebesgue.

Par unicité d’une telle décomposition,
}\‘a = fn(?\‘u*mn), )'S = fn()“s*(‘on)s

et on conclut avec le lemme 3.
On va prouver maintenant le théoréme suivant :

THEOREME 2. — Soit la mesure A associée a une suite g-multiplicative,
de module 1; on a :

— soit e M, (T);

— soit \* e L' (T), pour un entier n > 1;

— soit M a puissances fortement indépendantes, c’est-a-dire

S, AT LA™ pour xeT,n#m

(et dans ce cas elle est singuliére par rapport @ la mesure de Lebesgue).

Démonstration. — Par un résultat de BROWN et MORAN [4], il suffit
d’établir la proposition suivante.

PROPOSITION 2. — Si D est le groupe engendré par (1/p,,n = 0), la
mesure ) est D-ergodique, c’est-a-dire pour tout E, borélien de T invariant
par D, L (E) = 0 ou 1.

Démonstration. — Soit E un borélien de T, invariant par D, et notons
ve sa fonction indicatrice. Si yy coincide A-presque-partout avec une
constante, A (E) = 0 ou 1.

Par D-invariance de E, yg (x+d) = Yg_4(x) = yg (x) pour tous xeT
et de D, de sorte que

Xe-(A*8;) = (Xg-M) * 8,
On en déduit que

%e-A*x®,) = (Yg.A) *®, pour tout n >0

et
XE'A‘ = XE.'n‘(}“*mn) = fn'[(XE)‘)*(Dn]'
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394 M. QUEFFELEC

xe M et A vérifiant les mémes relations de récurrence, par le lemme 3,
XeM = cA, ol c est une constante, et Xz = ¢ A-presque-partout, ce qui
démontre la proposition.

Le probléme, a présent, est de décider pour une mesure A donnée, de
quel type elle est, suivant la nature de la suite « ou de la suite (P,).

Dans cette direction, il est prouvé dans [6].

THEOREME 3 (COQUET, KAMAE, MENDES FRANCE). — Supposons la
suite (q,) bornée.

La mesure A\ est continue si, et seulement si, la série

Z;o=o sty I 0‘(al’lc)—m(l’k)alz

diverge.
On dira que la suite complexe o est fortement q-multiplicative si o est
g-multiplicative et si o (ap,) = [a (p)]* pour tout £ > 0 et 0 < a < gy -

Pour une telle suite, A est continue si, et seulement si, la série
fo:o l & (Pt 1) — % (P %+ 1 |2 diverge.

Par exemple, si a(n) =exp2micS,(n), A est continue si la série
Yo o|exp2mic(g—1)—1|? diverge.

On déduit tout d’abord de la D-ergodicité de la mesure A, la proposition
suivante.

PROPOSITION 3. — Si la mesure A est discréte, elle est portée par une
classe de D, et si elle est a support fini, elle est portée par une classe de D,,
pour un indice m = 0.

Démonstration. — Pour tout 0 € T, ’ensemble 0 + D est invariant par D,
de sorte que A(0+D) =0 ou 1. Si A(0+D) = 0 pour tout 6 dans T,
A (0) = 0 pour tout 8, et A est continue. Si A est discréte, elle est donc
portée par 0+D pour un 6 dans T; si de plus son support est fini, elle
est portée par 0+D,, ou m > 0. Dans ce cas, la suite o est définie par

3) o(kp,) =exp2nikp,® pour tout k>0 et tout n>m.
En effet, A s’écrit Y 4. p,, @404+ avec @z =0 et ) a; = 1.
Ainsi,
(4) 3\.(1),,) =exp2mip,6 pour n=m.
Comme on a la relation

(5) MW = Po(P)+ Py (Pa=Pus ) A (ot 1)
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MESURES SPECTRALES 395

et I’inégalité (lemme 2)
| P2 |+ Po(Ba P )| < 1.
on doit avoir :
© | Po(p) | +| PuPu—Pas)| =1 pour n>m.
Or P, (Pa=Pus1) = (1/dus1) o (Prr1—Py), et on déduit de (6) :
| Yt~ a(kpy+ p) (kD) | = guir —1.
Il existe donc, pour » > m, un réel 7, tel que, pour k =0, 1, ..., g,+, —2.
a(kp,) expit, = a(kp,+p,),
ce qui impose
o (kp,) = expikr, pour 0<k<gq,+ 1 —1.

En reportant dans (5), on trouve

. ~ . 1
x(pn)=expm,,[(1— )H(p,,ﬂ)exp(—n,,qnﬂ)q ]
n+1

dn+1
et compte tenu de (4), il vient
A(Pn+1) =€XpiTyyy =€XPiTyqyuiy pour n=m.

Comme A (p,,) = expit, = exp2mnip,0, 'assertion (3) est démontrée.

Dans une autre direction, on peut donner une condition suffisante pour
qu’une puissance de A soit étrangére a la mesure de Lebesgue sur T, condi-
tion qui malheureusement ne semble pas nécessaire.

PROPOSITION 4. — Soitk > 1;s’il existe une suiteb, ,avecl < b, < q,+,

pour tout n > 0, et telle que Y2 | A (B, p2) |** = 400, dlors la mesure \¥
est singuliére par rapport a la mesure de Lebesgue.

Démonstration. — L’orthogonalité de la mesure A* et de la mesure de
Lebesgue résulte d’un critére d’orthogonalité inspiré des critéres de
J. PEYRIERE [14] et de BRowN [3].

LeMME 4. — Soient P, et P, deux probabilités, et soit (X,) une suite
de variables aléatoires vérifiant :

Y| B ()~ B () [* = + 0o, ot E;(X) =fXdP,-, =12,
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396 M. QUEFFELEC

2y c,C,E, (z} Z) < CteY | C,|* pour toute suite (C,) de 1%, ot
Z} désigne la variable X,— E; (X,).

Alors Py et P, sont mutuellement singuliéres.

Soit donc, pour tout » > 0, b, un entier entre 1 et ¢,,; — 1. On va prouver
que la suite X, (x) = exp 2w ib, p, x est quasi orthogonale pour la mesure
A, ce qui signifie qu’elle vérifie la condition 2 du lemme 4, avec P; = A.
Calculons pour cela

. m =jx,, X, dh— [x,,dx. X,, d\.

On peut supposer n > m,
j Xn i;d}" = i(bnpn—bmpm)

= M((bs— 1) Pt Pa— b D).
et, par la relation de récurrence (lemme 1), c’est encore
Fa@u= b1 Pw) Aby Py D)+ o (b D) A (B, ),
de sorte que a,, , s’écrit :
() = fo (oD P MBo Bu= B+ o (B D) (b, 2~ (B D) % (b P)
= A(ba 2 Lo (o P~ 7 (B P)] + Fo (s = by ) (b, 21— ).

En utilisant le fait que f, = fiy+1-Pus1-Pura..-Py—q, On peut établir,
en itérant la relation,

fu(pn—bmpm) = Pn—l(pn_pn—l)fn—l (pn—l _bmpm)a
le résultat suivant :
j;l(pn_bmpm) = Pn—l(pn_pn—l) Pn-Z(pn—-l—pn—Z) X...

X Pt 1(Pmt2—Pm+ 1) Sm+1(Pm+1— D D)
ou encore
~ 1 1 1
(8) fn(Pn_bmpm)=_’

dn 4n-1 Am+2

X 0‘(pn'_'pn—l)' Pm(pm+1_bmjpm)

a(f’m+2_pm+1)x s

en tenant compte de ’expression des coefficients de Fourier de P;.
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MESURES SPECTRALES 397

Par ailleurs,

Faun D) = FnPrse - - Pa_y) (b D)
=Py -Pyy) (b
= ﬁm(bmpm)+ﬁm(bmpm—pm+l)'[Pm+1‘ . 'Pn—l]A (pm+1)a

ce qui donne en répétant le procédé

I (b ) = Pru(B P+ P s (B 1) Pru (B P— P )
+1;m+2(pm+2) j;m+1 (Pm+1—Pm+2) I;m(bmpm_pm+l)+ o
+ Pyt (Pa=1)- - - Prs 1 (Pms 1= Pmt2)- Pr(b P P 1)-
De la méme fagon, la relation de récurrence tirée du lemme 2 permet
d’établir
A (b Pw) = P(b Pu)+ P s (Bt 1) P (B P— P )+ - -
+3~(Pn—1) ﬁn—z(Pn—z‘an) X ...
X Pryiy (Bs1 = Prvs2) PO P — P 1),

de sorte que la différence ﬁ, (= p,,,)—’i (b, D) se réduit a

Pm(bmpm_pm+1) Pm+1(pm+1_pm+2) X...
X Pn—2(pn—2_pn—1) [Pn—l(pn—-l)_x‘(pn—l)]'

Comme A (Py—y) = Pyey (Pa=1) +Pozy (Pacy—P) A (p,), on a finalement

©) B D) =M (b ) = — Pon (Byy PP+ 1)

1 -
X —————— (Pt 2= Pmt1) X - - -
dm+2---9n

X a(pn_pn—l) X(pn)

et en regroupant (7), (8) et (9), on trouve

1
(10) an,m=—d(pm+2~pm+1)'“a(pn_Pn—l)
dm+2---9n
X Pm(pm+1 _bm pm) [)“(bnpn_pn)_)\’(bnpn))"(Pn)]‘
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Pour vérifier la quai-orthogonalité de la suite (X,), on utilise alors le lemme
algébrique, que I'on peut trouver dans HOFFMANN ([8], page 201).

LeMME 5. — Soit a;; une suite double de nombres complexes telle que :
ajis

2° pour tout i, Y%, | a;;| < C, C constante,
alors pour toute suite (C,) de 12,

IZi,jaijCiEjl <C. ancnlz-

La suite a,, , remplit évidemment la premiére condition et, d’apres
son expression (10), on voit que, m étant fixé,

10 aij =

2b .
|y m|<——2— si n>m
qm+1"‘qn
<2 si n=m
2b .
<——* = si n<m—1.
qn+1"'qm

Comme les g, sont des entiers > 2, on a la majoration

Yol anm| < D g +2+ 505 < 10

Le lemme 5 est vérifié et la condition 2° du lemme 4 est ainsi remplie par
la suite (X,), et la mesure A.

Pour terminer, il suffit de remarquer, k£ > 1 étant fixé, que la suite
(X,) est encore quasi orthogonale pour la mesure A*; désignons par

a,, . la quantité JX i;d(X*X)—and(k*X)J)_(;d()m?»),

@) =22 (By D= by D) = A% (B D) A2 (B Do)
=y, m [i’(bn Dn— bm pm) + )"(bn pn) )“(bm pm)]

et |a w| <2|Gml

Par le lemme 35, la suite (X,) est quasi orthogonale pour la mesure A?,
et de la méme fagon, pour la mesure A¥, k > 1. Comme elle est clairement
orthogonale pour la mesure de Lebesgue, on a démontré ainsi la
proposition 4.
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Remarque. — La quasi-orthogonalité de la suite X, par rapport a la
mesure A, ne dépendant pas de la suite o, on peut déduire de ce qui précéde
le résultat suivant :

si A, et A, sont associées aux suite a, B, g-multiplicatives, de module 1,
et si, pour une suite b, avec 1 < b, < ¢,4;, la série

Zn I 5"01 (bn pn) _3‘13 (bn pn) }2

est divergente, les mesures A, et B; sont mutuellement singuliéres. En
particulier, si la série :

ana"(bnpn)lzl l—expznipn bnx|2

diverge, pour x dans T, les mesures A et A * 8, sont mutuellement singuliéres,
A * &, étant la mesure spectrale associée a la suite B (n) = o (n) exp 2 7 inx.

COROLLAIRE. — Si la suite o est fortement q-multiplicative, de module 1,
quelle que soit la suite (q,), la mesure A, associée, a ses puissances fortement
indépendantes, si elle n’est pas discréte.

Démonstration. — Compte tenu du théoréme 2, il suffit de prouver que
toute puissance de A est étrangére a la mesure de Lebesgue.

Notons o (ap,) = exp 2 iac, si 0 < a < ¢q,4, de sorte que

};,,(apn)=exp2niac,,(1— |a| ) si |a| < Gu+1-

dn+1

La relation

~ ~ 1
A (o) = expznic,.[(l— -1—)+exp(—2nicnqm)x(pm)—],

dn+1 dn+1

montre clairement que la suite (IX (p,) ne tend pas vers zéro quand » tend
vers oo; la série = | A (p,) | 2* diverge pour tout k et, par la proposition 4,

A est étrangére a la mesure de Lebesgue, ce qui donn: le résultat.
On remarque que, dans le cas ou sup g, = +o00, lim SUP, 5 o | A(py) | =1;

si lim;.,, g, = +o0, lim ;. | ’)\“(pn_,-—l)l =1 par la relation écrite plus
haut.

A ce stade on peut se demander si, pour certaines suites o, la mesure A
a une puissance convolution dans L!.
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On sait [6] que, si la suite g, ne tend pas vers oo, la mesure A est étrangére
4 la mesure de Lebesgue et méme a toute mesure de M, (T), idéal des
mesures dont la transformée de Fourier tend vers zéro & linfini. Dans
ce cas, la mesure A est donc soit discréte, soit 4 puissances fortement
indépendantes.

Lorsque g, tend vers oo, nous n’avons pu répondre a cette question;
cependant dans le paragraphe 3, on donnera un exemple de suite o
g-multiplicative, de module 1, pour laquelle, la mesure A est dans M, (T),
ce qui laisse le probléme ouvert.

3. Caractéres généralisés

Dans ce paragraphe, inspiré des travaux de BROWN et MORAN [5], on
introduit la notion de caractére généralisé, et on établit quelques propriétés
de la mesure A que nous utiliserons par la suite.

On note I' ~ Z le groupe dual du groupe G = T, et A le spectre de

I’algébre de Banach M (T). SREJDER [18] a donné de A une description
en termes de caractéres généralisés que 1’on rappelle ici :

A s’identifie & la partie de [],.p m L® (1) constituée des éléments
X = (Xwuen ) Vérifiant :

1° 0 < sup (|| % ||z g LEM (D) < 1;

2° Ypgey (X +¥) = %, (¥). %, () 1 ® v-presque-partout;

3% si v € M, X, = X, V-presque-partout;

x = (x,) définit alors un homomorphisme complexe de 1’algébre M (T)
par I'application p— y () = Jx,. dp = ().

Il est facile, & I’aide de cette description, d’établir quelques propriétés
de A :

— T est clairement contenu dans A;

— si x €A, on peut définir le caractére conjugué x de x, par (x), = X,
pour toute p e M (T), et le module | X | de y par

(% )y = | xu| pour pe M (T);

— A est un semi-groupe commutatif. Si y et y €A, le caractére yx\
est défini par (), = x, V¥, pour pe M (T);
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— A opére sur I’algébre M (T) de la fagon suivante :
si x €A, pe M(T), la mesure xu = y,.p est telle que

Gw” () =n0y) = jxp-v dp

pour tout yeTI.

PRrROPOSITION 6. — Si €A, application p— xpu de M (T) dans elle-
méme est linéaire, continue, et c’est un homomorphisme d’algébre.

Démonstration. — Considérons p et v dans M (T) avec p # v, et la
mesure © = [ i I + | v | Par I’axiome 3 de la définition de A, x,, = x,, H-presque
partout et y, = %, v-presque partout, de sorte que

ARFAV=Yu B+ Xy V="Xo- (BFV)=Ypsv-(R+V)=%. (1 +V)

et la linéarité est démontrée. La continuité est évidente.
Reste a prouver que x.(1L*Vv) = yu* yv. Or, pour tout ye T,

[x-(e*w)] (1) =pr*v-vd(u*V)

=un*vd(vu*v\r),

et comme yp+*7yv est une mesure équivalente & pxv, par le méme
axiome 3,

[x-w*w] (= wa xwd (YR *7V)

= (ypxyv)" ()
=)V
=W /). ),

ce qui termine la démonstration.

La topologie de Gel’fand sur A, pour laquelle il est compact, coincide
avec la topologie induite sur A par le produit des topologies faibles
o (L (W), L' (W) sur chaque L™ (),

L’application y,— x est continue pour cette topologie; par contre,
I"application 3 — | x | ne I'est pas, et le produit (x, y)}— x¥ n’est que
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séparément continu. Il devient continu si on munit A de la topologie produit
des topologies de la norme L! (n) sur chaque L*® ().

Pour toute mesure pe M (T), on notera A, ’ensemble des y, avec ¥

dans A, muni de la topologie 6 (L® (n), L! (n)), et f‘u désignera I’adhérence
de T dans A, pour cette topologie.

Considérons a nouveau A, la mesure spectrale associée a la suite o
g-multiplicative, de module 1. On va caractériser les constantes dans T,.
D désignant toujours le sous-groupe de T engendré par (1/p,,n = 0),

a tout ® € D, groupe dual de D, est associée une suite d’entiers (k,),0
vérifiant :

0<k, <p, pour chaque n>0
et
kn+1 = kn(pn) Si n > 1‘

@ est alors défini par ® (d) = exp2 ik, d si de D,.

(k,) étant associée & ® e D, on écrira, pour n > 1, k, = Z;f;(l, b;p;
avec 0 < b; < gj,4-

D contient T, et ® € D est un caractére de I, si la suite (k,) associée
4 @ stationne, ce qui signifie, qu’a partir de certain rang, on a

identiquement
b=0 ou bj=qj+1_1‘

J

A tout y € A tel que y, # 0, on peut associer un caractére ® du groupe D,
unique, vérifiant pour tout de D :

Xa % 52 (X +d) = %, (x) @(d) A-presque partout.

Il suffit de poser @ (d) = 3,, ) = % (6.
On remarque que si @ (%) désigne le caractére ® e D, associé ainsi a y,

o) =) et o) =0®.

LEMME 5. — Supposons que A ne soit pas a support fini. Soit y € A

tel que 3, # 0, et soit ® € D le caractére associé d x; alors y, = C, C cons-
tante non nulle si, et seulement si, ® est = 1.
Démonstration. — Supposons ® = 1. Par définition de @,
o, = do, = o,
pour tout n > 0.
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Comme A est absolument continue par rapport & A, = Ax®,,
%. = X, M-presque partout
et
X =Ah =6, A= Lo Xonhn = fur X e
Par la proposition 6 enfin,
X = A (MK @) = XA * X,
si bien que, lorsque ® = 1,
A = f,. (YA *®,) pour tout n =0,
Y\ et A vérifiant les mémes relations de récurrence, on déduit du lemme 3
que ¥, = C A-presque partout.
Réciproquement, supposons 7y, = C A-presque partout, et C # 0.

On dit qu'une mesure p est D-quasi invariante si 6, p est équivalente a p
pour tout de D.

Si A n’est pas discréte, A est D quasi invariante; en effet, A est alors
continue (corollaire du lemme 3) et, pour tout », A, est continue. Le poly-
ndme f, est donc non nul A,-presque partout, A, est absolument continue
par rapport & A et ainsi équivalente a A.

On en déduit, pour tout de D, ,

Sy* A KPyxh, =4, <A,
ce qui prouve que A est D-quasi invariante.
Si y; = C A-presque partout, pour tout de D, on a
C=(*8)" () =20 O(d) = CO@),
et comme C est non nulle, ® = 1.

Le résultat du lemme subsiste tant que A n’est pas a support fini. Soit
en effet y € A avec y, # 0, et supposons que le caractére ¢ (y) = (kK)uso0

de D ne soit pas = 1. Si I’on note pour ke Z, v, le caractére de I' :
x — exp 2« ikx, alors, pour tout n > 0,

(@) 200 = fulk) M Gy 1)+ fo k= P & (i ).
En effet, par la proposition 6,
= Fo e = Y1) <pu Jn O XTs- (A % ©,)
= 31 <on T () UM A% AT, ).
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Or, par définition de (k,), x®, = ¥4, ®, de sorte que

XW = ZI k| <p,.fn(k)(x?k)"*7kn?k0)n)
et

M) = Y1k <o o (O M1 B (Vi Vs

®, (Yi, Yo 6tant nul si k, # k (p,), la relation (%) est ainsi établie.

Supposons en outre §, = C A-presque partout avec C # 0. Puisque ®
est # 1, I’entier k, est # 0 pour n > n, et on trouve alors :

C=Cf(k)A(k)+C fo(ka—p) A (ps—ky)  pour n3n,,

et ainsi

1= fy(k)h(k)+ fo(ky—p)A(Ky—py)  pOUT 13> ng.
Cette égalité jointe a 1’inégalité (lemme 1)

]f:,(k)[+|f:,(k—-p,,)|<1 pour |k|<p, et n

A\
L

impose pour n = ng :
falle) = | fule) | expi, et A(k) = expif,
folla=p) = | fulky—p)|expi®, et h(k,—p)=expi,
On a, par ailleurs, les relations, pour tout » > 0,

Mk = f, (k) + fo(ky— ) A (D)),

(#) N -~ =
}"(kn— pn) = fn (kn_pn)+fn(kn) )"(pn)

Si Ton pose z, = A (p,) expi(®,—8,), f, (k) = a, et f,(k,—p,) =B,
les relations (£') s’écrivent :

L—{ot| =|Ba| 2
1=|Ba| =|0w|za si n=n,.
Or, par ce qui précéde, | o, |+| B, | = 1 & partir du rang ny. On en déduit

que, pour n = ny, z, = 1, et A (p,) = exp i (6,—06,).
Ceci entraine que A est portée par une classe du groupe D, , et le lemme
est ainsi démontré.
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COROLLAIRE 1. — Supposons que )\ ne soit pas a support fini. Soient

et YeA tels que v, £0, ¥, £0 et ¢(x) = 0 (V). Alors ¥ = ay, oi
aeC,a #0.

En particulier :

1° x € A vérifie y, = ay avec ae C, a # 0 et yeT si, et seulement si,
o =1;

2° soit yeA et @ (Y) = (Kpuso- SI ¥ eT est un caractére adhérent d
la suite (y,), ¥ = oy, aeC, o # 0.

Démonstration. — Pour tout y € A, x, # 0,

(|2 = 0G0 = 0(0)-0 ()

est le caractére 1 sur D; par le lemme 5,
|%|?=a#0,

ce qui signifie que A a la propriété du module constant.
D’autre part, ¢ (x ¥) =1 si ¢ (x) = ¢ (¥) et donc y, ¥, =B #0.
On en déduit :
Yt = 0¥y = Bia
ce qui prouve la premiére affirmation.

1° Pour tout yeI, o(y) =17y, et o(x) =7 si, et seulement si,
(xYh = o # 0 ou y, = ay.
2° Si WeT est adhérent a (Vx,), on peut trouver une sous-suite (7;)
telle que, pour tout de D,
8,(¥) = lim i 84 (Yk, ,)'

Or, si deD,, g,, (vx,) n’est autre que 7, (d) pour j assez grand et
J
o) =09

COROLLAIRE 2 (caractérisation des constantes dans I3). — Supposons

que \ ne soit pas a support fini. La constante C # 0, appartient a T’ si,
et seulement si, il existe une suite d’entiers (u,) vérifiant les deux conditions
suivantes :

1° lim,,  v,, (d) = 1 pour tout de D;
2° lim, ., A () = C.
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Démonstration. — Supposons que la suite (y, ) tende vers C dans I A
A (u,) tend vers C. D’autre part, soit d € D, et soit / une valeur d’adhérence
de la suite y, (d); si 'yunj (d) tend vers I, prenons pour Y€ A, un point
adhérent a la suite (y,, ) Ainsi y;, = C et, par le lemme, ® = ¢ () =
Mais alors @ (d) = 6 (x) est valeur d’adhérence de la suite 8 (Y, ) On
en déduit / = 1, et v, (d) tend vers 1.

Réciproquement, si v, (d) = exp2miu,d tend vers 1, quand »n tend
vers oo, pour tout d € D, u, tend vers zéro modulo p,, pour tout m. Quitte
a extraire une sous-suite de la suite #,, on peut trouver une suite (m (n))
telle que

m(n) tende vers co avec n,

et p, @ divise u, pour chaque n.

Soit alors v = v, €I, ol r est un entier > 0. Pour n grand p,, (,, est
supérieur a r, et on peut écrire :

x(un+r) = fm(n)(r)'}"(un)_l'fm(n)(r_pm(n)))\‘(un-'_pm(n))'

Quand » et m (n) tendent vers co, on trouve, compte tenu de la seconde
condition,

lim, A (u, +7) = CA (),

ce qui signifie que la constante C est dans I.

Application : Exemple de mesure spectrale dans My (T). — On construit
une suite o g-multiplicative, de module 1, ot ¢ = (g,),», aveclim g, = 400,
pour laquelle A € M,. D’aprés 1’étude qui précéde, il suffit que la suite
de polynémes (P,) vérifie :

11 ]P kp) | < C.q;f, pourtout n >0 et |k| < gy
ou & est un réel > 0 et C une constante, indépendants de n et de k.

En effet, soit y € I_“\I“, et ® = (k,) le caractére de D associé a x. On
va prouver, sous 1’hypothése (11), que ?A»(x) = 0.

Par le corollaire 1, on peut supposer que ¥ est adhérent a la suite (y,,).

Puisque &,y = k,+b, Py

MKz 1) = fo(k)- 2By )+ fo Uey— D) A (By Put P

et
Ix(kn-l-l)l suplbl <qn+1|}"(bp")l
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Par ailleurs, si | 6| < g,44,
A(bp,) = P (bp)+ Py (0P = Dot ) A (Pas 1)
et
|Mbp)| <2C.q;8  si (11) a lieu.
Finalement, | Ayss) | <2Cq) et () = 0.

On construit & présent a la suite o sur chaque bloc d’entiers kp,,
0 < k < g,4, de fagon a vérifier (11). Notons, pour » fixé,

ot(kp,,) = eXp2n lfn(k) Si 0 < k < dn+1>

de sorte que :

(12) Py(kpy) = —— Yo~ texp2mi[f,(k+))— f, (D]

dn+1

Prenons alors, pour suite (g,), une suite de nombres premiers tendant
vers oo, et pour f, le polynéme :

1
x'°.

Ja(%) =

dn+1

Pour certaines valeurs de k, la somme trigonométrique (12) peut étre
majorée a 1’aide du théoréme [7].

THEOREME. — Soit N > 1, et soit g un polynome réel de degré r+1 = 9,
g(X) =0y XL oy X, (041 # 0).

Si alq est une approximation rationnelle de o, ., telle que

(a9 4)=1,|°‘r+1"a/q|<q_2 et NngNr_l,

alors |YN_ exp2nig(n)| < C()N'™%, o 0 <e <1, C(r) et & ne

dépendant que de r.
Si0<k<0g,. avec 1-0 = g, .8,

In+1 < [(1_e)qn+1]7 < [qn+l_k]7a

or f, (k+j)— £, (j) = 10 k/q,+1j°+... est un polynéme en j de degré 9
dont le premier coefficient remplit les hypothéses du théoréme puisque,
pour n assez grand (10 k, g,,,) = 1, quel que soit k¥ < ¢, .
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On en déduit que [f’,, (kp,) | < C.q;f,, C et ¢ étant indépendants
de n et de k.
Si0guii <k <guis

~ 1 -
| Pn(kpn)l < (qn+1 _k) < o

X 4qn+1 -

dn+1

Pour la suite o et la suite (g,) ainsi choisies, la condition (11) est vérifiée
et L e M,.

4, Etude de la « tameness »

On a vu dans le paragraphe précédent que A avait la propriété du module
constant, a savoir

Si xeA, [x]=C,C = Cte.

\

On cherche a préciser la forme des 7y sur la mesure A. On dira avec
BROWN [2] que A est tame si, pour tout x € A, il existey e Fetae C,|a| <1
tels que ¥, = a vy, A-presque partout.

Avant de décider quand la mesure spectrale A est « tame », on démontre
un lemme simple auquel on aura souvent recours [19].

LemMME 6. — Soit (u,) une suite d’entiers telle que }A.(u,,) tende vers C
avec [ C | = 1. Alors la suite de caracteéres (y,,) converge vers C dans L' ()).

Démonstration. — Considérons

JIYun_Clzd)“ = J‘(z—?unc_'YunE)d?‘ﬂ

=2-CMu,)—C A(u,),

et quand n tend vers oo, fly,,n—CIZd% tend vers O puisque |C|=1;

ce qui prouve le lemme.

PrOPOSITION 7 (1). — Supposons que A\ ne soit pas a support fini.
Si lim sup,~, | M () | = 1, la mesure \ n’est pas tame.
Démonstration. — On va exhiber un caractére y de T tel que Y, ne soit

pas de la forme ay, yeTl, |a| < 1.

(Y) 1l existe une autre démonstration de ce résultat, due & Host et PARREAU [9] établie
pour une mesure quelconque.
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Supposons qu’il existe une suite d’entiers (k,) telle que i(k,,) tende
vers C, I C | = 1; par le lemme 6, la suite v, converge vers C dans L' (W),

et C est une constante dans I',. On déduit du corollaire 2, du paragraphe 3,
que v, (d) tend vers 1 pour tout de D. Quitte & extraire une sous-suite
convenable de la suite (k,), on peut trouver une suite (n;) telle que, pour
tout j.

Da, divise k; et k; <Py,

Supposons en outre que Vp,, CONVeErge vers h dans lix de sotte que h, = a,
a constante, par le méme corollaire.

On va distinguer deux cas, |a| = 1et|a| < 1.

Si|a|=1,posonsu; = 14p, +...+p, et g; = b yujefen imposant
a la suite p,, que |5»(p,,).)—a | <27

On va montrer alors que (¢;) converge fortement dans L' ().

Soit / > j,

_[i(p,—(pj|2dx=2[1—Re(aj"k(pn +...+p,,'))].

J+1)

11 faut donc calculer pour / > j,

(13) ADa,+ o+ D0) = So e, Pa) A (DPagyyy o -+ Pn)
'+fn(,+1)(pnj_pn(j+1))

X}\,(pn(j+l)+ A +pm+pn(j+1))'
Par ailleurs,

(14) fn(,+1)(pnj) = }"(pn,)_fn(j+1)(pnj_pn(j+1)))"(pn(j.n))v
et en reportant dans (13), on trouve
(15) }"(pnj+ LA +pm) = l(pnj)'x(pn”.n)-*_ e +pm)+8jln
avec
8jl = fn(j+1)(pnj_pn(j+1)) [)\’(Pn(j+1)+ R +pn1+pn(j+1))
—)\'(pn(j+1))7\'(pn(j+1)+ e +pnl)]'
Ainsi,

1
len] < —
nwu

(J+1)

j’Yp,. + ... tpn (yPn(J+1) _)"(Pn(ﬁ. 1))).d’}" |

f|y,,"“m-a|dx+|a—i(p"”m)]

1
<
q”( n
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et €, tend vers zéro quand j tend vers co, quel que soit /, car la convergence
de (y,,"j) vers a est forte (lemme 6).

De plus, par hypothése sur p, ,
|e;| <277 pour tout I>j.
Finalement, en itérant la relation (15), on obtient :
MBa, - D) = AP AP+ Th 0

ol | vja| = | M) A (Py_ ) | | 8| < 27% pour tous j < k < L
On en déduit que A(p,,,,+.. +p,) =a 7+0(277) quand 7 et j

tendent vers oo, et que J|¢,—¢j|2 d\ tend vers zéro.

Siy e T est la limite dans L! (M) de la suite (¢;), x, n’est pas de la forme ay
avec | o | < 1; dans le cas contaire, d’aprés le corollaire 1 du paragraphe 3,
le caractére ® de D associé a y serait un caractére fort. Or @ est défini
par la suite (#;) qui n’est pas stationnaire.

Si |a| < 1, la convergence de Tpa, Vers @ n’a plus lieu forcément dans

L' ()), mais on a de toute fagon
lim; A (k;—= Py,,,,,) =aC
car la convergence de v, vers C est forte. On peut donc supposer
I x(kj—pn(ﬁ 1))—7"(kf)'}"(pnu+ 1))l <279,
De la relation (14) et de la relation

}"(kj_pn(“.;)) = fn(j+1) (kj_pn(j+1))+fn(j+1)(kj)x(pn(ji.l))’
on tire

R A= Py )= A A (P 1)
f”(j+1)(kj—pn(j+1))= (J Pngy 3\) (1) 2(p D)
l—l)"(p”(.iﬂ))l

=0(27Y*Y), puisque |a| < 1.

On pose alors r; = 1+k, +... +k; et ¢; = i Yr,s ou W est un caractére
adhérent a v, dans T, et ¥, = C.
De la méme fagon, on montre que la suite (¢;) converge fortement dans
L' (\) en écrivant cette fois, pour 7 > j :
Akjt+ ... +k) =Ak)A(kjp1+ ... +k)+ey,
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ou |gj| <2 ]f:, vy kj=pn,, )| = 0(279) pour tout I > j, et finalement
Mkt k) =A(k;rq). . A(k)+0(27Y)
=C"7+027).
Ainsi J| @—¢;|*d\ = 2[1—Re (C' A (kj+1+ ... +kp))] tend vers zéro

quand j et / tendent vers 0.

Siy € T est la limite dans L! (M) de la suite (@), x,, n’est pas de la forme ay,
| | < 1, et la proposition est démontrée.

COROLLAIRE. — i sup g, = + 0, et si o est fortement g-multiplicative,
de module 1, la mesure \ n’est pas « tame ».

Démonstration. — C’est évident puisqu’on a vu dans le second para-

graphe, que dans ce cas lim sup,.,, |A(p,) | = 1.
Dans I’autre direction, on n’a pu obtenir qu’un résultat partiel.

PROPOSITION 8. — Silim sup,_ |3» (n) | < 1 la mesure A est « tame »
dans les deux cas suivants :

1° pour toute suite o q-multiplicative de module 1, lorsqu’une infinité
de g, sont pairs;

2° pour les suites o, fortement g-multiplicatives de module 1.

Démonstration. — Remarquons tout d’abord, que I’hypothése
lim sup, | A () | <1
impose que la mesure A soit continue.

Soit y € A tel que y, # 0; quitte & le remplacer par yy, Y € I' bien choisi,
on peut supposer 3»()() # 0; notons ® = (k,) le caractére de D associé
a y, avec

k,.=22;3bkpk et 0<b < gpss—1
Si @ eT est adhérent 2 la suite (v,) dans ﬁ, @, = ay, (corollaire 1 du
paragraphe 3) de sorte que I’on peut se restreindre au cas y adhérent a

(v,) dans I', pour conclure.

Supposons que la suite (k,) ne soit pas stationnaire, c’est-a-dire qu’une
infinité de b, soient distincts de 0 et de ¢, —1. On va aboutir, dans les
deux cas cités dans la proposition, a une contradiction.

On a établi, dans la démonstration du lemme 5, la relation (%)

A = Lok MW )+ fo (ko= D) AYerepX)  pOUT 130
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et, de la méme fagon, siy =vy,eI, r 20, 0on a
(%) AY) = fulky+ D) M (Vi, ) + S (ko + 7= D) M (Vi =, XD
pour n assez grand de fagcon que 0 < k,+r < p,, ce qui est possible
puisque (k,) n’est pas stationnaire.
Quitte a extraire des sous-suites, on peut supposer que :
Yi, tend vers x, dans I'y;
Yin—p, tend vers ¥ dans T5;
A (p,) tend vers C avec | C| < 1 par hypothése;

f: (k,+7r) tend vers a,;
et

f:, (k,+r—p,) tend vers b, pour tout r > 0.

De plus, I’application r — a, est une transformée de Fourier de mesure
bornée sur T, comme limite simple de telles applications uniformément
bornées.

On notera donc

o(y) = 6(v,) = lim,.,, f,(k,+7),
de méme

%(Y) = %(’Yr) = limn—voo fn(kn+ r_pn)a
ou o et T sont des mesures bornées sur T vérifiant :
(16) lom|+]T(| <1,

puisque |f: (k) |+lf:(k~—p,,) | <1 pour tout k < p,

Enfin, y et ¥ définissant le méme caractére ® de D, ¥, = ay,, ou e C
(corollaire 1 du paragraphe 3).

On trouve donc, en passant 3 la limite dans (%),

) = MA(x ) +E W A (¥
ou

a7 W) = [ +aim] x|

par propriété du module constant.
Par ailleurs, les relations

[ Aot r) = fo(ky+ 1)+ fy Kyt 7= D) A (D),
(3.t 7= ) = £ Uen 7= )+ Fo 70 5 (2
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donnent aprés passage a la limite

&)+ CE(y) = A(xy).
T +CS(y) = ak(xy),

d’ou I’on tire

1—-aC

1-|c|?
N ~ OL—E

( () = AXY)- m

g &) = A(xy).
(18)

En reportant dans (17) ’expression de 6 (y) et de T (y), on trouve
|c>t—(_1'|2+1—|C|2
1-|c|? '

3»(m)=5»(xv)-|m|2-[

Comme A (x) est non nul, on obtient la valeur de la constante | x, |* a
savoir

1-|c|?
1—|C|2+|a—C—1|2

(19) |X1‘2 =

On peut supposer | o | < 1, car dans le cas contraire, on prendrait pour x
le point adhérent a vy, _,, , et ¥, serait égal & 1/ ;.

En utilisant a présent, le fait que o et T sont des mesures bornées sur T,
on les évalue au point € f, et on obtient d’aprés (16), (17), (18) et (19) :

|3(i)|+|%()z)l <1,
. s+t =1, B
20) ? . 1—aC . 0—C

c —, (Y .
\ 1-|C|*+|a—C]|? 1-|C|*|a—C]|?

Mais les hypothéses, |3» (9) | < 1 pour tout ¢ el et || < 1, entrainent
0<|o@)|<1

et
0<|T()]| <1

En effet, | 5 (x) | = 1 équivaut a T(x) = 0 par (20); dans ce cas, o = C,

de sorte que | x; |* = 1 par (19), ce qui est exclu. Et 6 (x) =0 implique
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o = 1/C, donc |cz| > 1, ce qui est impossible et exclut du méme coup
|T(x)| = 1. Puisque

l=om+at<|o®@[+|TW| <1,
On en déduit que Iocl =1, 6 (y) et aT(y) sont réels. Cela implique
aCeRet |aC|=|C| ou aC= +£|C| ce qui donne en reportant
dans (18), (19) et (20) :

I

1
|l = d+a0),

1) «‘ s()=>,t(0=

A i(xv) A cx-f»(xv)
o(y)= —=,1(y)= .
\ w 1+aC ) 1+aC

1er cgs. — On va voir qu’un tel caractére y ne peut exister lorsqu’il y a
une infinité de g, pairs.
Pour cela considérons la suite (Y, -p,), €t quitte & en extraire une sous-

suite, supposons que Yy, -, converge vers A4 dans I.

On va prouver que 4 est dans I, et que c’est impossible dans ce premier
cas.
On peut choisir une suite (m,), m, > 0, de fagon que, dans I, :

Y2k pn Vinsm, CONVEIgE Vers hy;
v 2
Vinim, Vkn ~ CODVEIgE VerS ||

et
= w 2
Yiwsm. Yin—pn converge vers x'¥ =a|x|?,

en invoquant la continuité séparée du produit dans A,.
Or Pentier r, = 2 k,—k, 1 p,—p, s’écrit :
n+my

r,= kn'_'pn_ k=n -t bkpk9

puisque ’on a noté k, = Y720 by py.
r, se met donc sous la forme k,— 1/, p, avec I, > 1, ce qui permet d’écrire :

/)\"(rn) = i(kn_'lnpn) = fn(kn)):(lnpn)+fn(kn_pn)}:(lnpn_pn)
= Jo k) A Kt o= k) + Fo Uen= D) A Ky, — K.
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Par choix de la suite (m,), on obtient en passant & la limite

AT =5 (Do |x P+E M) 1]

A T’aide des expressions obtenues en (21), il vient finalement
M) = ak .

Comme Ay et y définissent le méme caractére ® de D, h, x; = By,
et B = o par ce qui précéde.

On en déduit | i, %, | = | % |> puisque |a| =1, et | A, | = L.

L’hypothése faite sur A, entraine alors que 4 est dans I' et donc que la
suite (2 k,—p,) est stationnaire. Cela signifie que 1'une des deux suites
2 k,—p, ou p,—(2 k,—p,) est constante a partir d’un certain rang. Or la
suite k, étant supposée non stationnaire, p,—k, et p,—(2 k,—p,) tendent
vers o0; il existe donc n, tel que, pour n = n,

2kn~pn = 2kn+1_pn+1

ou

bn:‘Lﬂile
2

E]

ce qui est impossible si une infinité de g, sont pairs, et démontre le premier
cas.

2¢ cas. — Supposons g, impair pour n > n,, et notons x, le caractére
adhérent 2 la suite v, avec k, = ;5,0 b pr €t b = (qus 1 —1)/2. %, s7€crit
A, (Xoh et tout caractére W e A est de la forme ay ou ay.y, sur la
me‘;ure A

La suite o étant maintenant fortement g-multiplicative de module 1,
on va montrer que Y, est nul sur A.

D’aprés la relation (£), pour tout n > ng et tout y = vy, €T,
|20t | < | falKut 1) |+ | £ (g +7—=py) |-

11 suffit donc de prouver que le second membre tend vers zéro avec n et
pour cela on va comparer f, ., avec f,.

Posons, pour n > ngy :

o =fk) et B,=f(Ki—po)
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en faisant r = 0 pour alléger les calculs. La relation f,,, = P,,, P, f,
permet d’établir en toute généralité
U2 = O [Pu(by ) Povs (Buss Prs )+ Py (B D= Do)
X P::+1 (Bus1 Pas 1+ Pus1)]
+ B [Po (B Pyt 2) P s (b1 P )

+Pn(bnpn+pn—pn+1) Pn+1 (bnpn+1 +pn+1)]
et

ﬁn+2 = (X,, [Pn(bnpn) Pn+1(bn+1 pn+1 —pn+2)+Pn(bnpn_pn+ 1)
X Pn+1(bn+1pn+1+pn+1_pn+2)]

+ Bn [Pn(bnpn+pn) Pn+1 (bn+1 Pu+1 —pn+2)

+Pn(bnpn+pn—pn+1) Pn+1(bn+1 pn+1+pn+1_pn+2)]

Puisque b, = (¢,.,—1)/2 pour n > ny, 1 +b,—q,,,; = —b,, et les relations

se simplifient en
un+2 = d’nAn+ Ban s

Bn+2 = d'an+BnAn7
avec
An = Pn(bnpn) Pn+1(bn+1pn+1)+Pn(bnpn+pn) Pn+1(bn+1 pn+1+pn+1)s
Bn = Pn(bnpn+pn) Pn+1(bn+1 pn+1)+Pn(bnpn) Pn+1(bn+1pn+1+pn+1)'
On en déduit la majoration
|0wsz [+ | Busz | < (] 4u]+] B ) (|0t |+[BW)-

Supposons 4 présent la suite o fortement g-multiplicative, et notons, pour
tout k = 0,

a(p,) = exp2mic.
Ainsi R i I
P,(ap,) = exp2miac, (1 - 14

) pour tout |a| < gy,
dk+1

et on obtient, pour | 4, | et | B, |, les expressions suivantes :

<1+ ! )(1+ ! )+exp2nirn+1(1—— L )(1— ! )
dn+1 dn+2 dn+1 9un+2
|B,| = - (1— ! )<1+ ! )+exp2nitn+1<1+ ! )(1- 1 )
4 dn+1 qn+2 qn+1 qn+2

ou l’on a posé T,.1 = Chy1—Gui1 Cne

1
A, =-
4=

1
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L’identité |a+bexp2mnit|* = (a+b)*—4absin®nt pour a, b réels,
donne immédiatement

1 1 2 1
|A,,|2=_|:(1+————) —(I—T—)<1— 21 )sinzm,,ﬂ]
4 dn+19n+2 dn+1 dn+2

et

2
|B,,|2=l 1__L— - l—i 1— 1 sin? T s
2 2 n+1
4 dn+19n+2 dn+1 dn+2

de sorte que

<|An|+|B,.|>2<1-1(1- ! )(1_ 1 )smzm,,ﬂ.

2 ‘1'2.+1 dn+2

Les g, étant supposés impairs (n > ny), on a obtenu la majoration
]an+21+|Bn+2| <Kn(]an‘+iﬁn|)

avec K2 < 1—32/81sin® T (Cyq1—Gus1 Cn)-

La mesure A étant continue comme on 1’a remarqué en début de démons-
tration, par le théoréme 3 de CoQuUET, KAMAE, MENDES FRANCE rappelé
dans le second paragraphe, la série z $in? T (Cyy 1 —qus1 ) diverge, et le
produit [] K, diverge vers zéro.

On a prouvé ainsiA (o) =0Oetde méme A (oY) = 0 pour tout vy, ce qui signi-
fie (Y0),, =0, et termine la démonstration dela proposition dansce deuxiémecas.

COROLLAIRE. — Soit o une suite fortement gq-multiplicative de module 1 :

— si sup g, =+, la mesure A associée n’est pas tame;

— si sup q, <+00, la mesure )\ est tame si liminf|(exp2mit,—1|
est > 0; elle n’est pas tame si exp 2 nit, tend vers 1.

En particulier, lorsque o (n) = exp2mnicS,(n), ce R, A est tame si,
et seulement si, sup g, < + o0, lorsqu’elle est continue.

Démonstration. — Le cas supg, =+oo a été traité précédemment.
Supposons la suite (g,) bornée.

LEMME 7. — Si sup g, < + 00, pour toute suite d,
lim sup,_, o, |3\(n)| <1 < limsup,,q, ‘l?\y(p,,)l <1.

Démonstration. — Supposons que, pour n > no, | A (p,) | soit inférieur
ou égal a a, a < 1; on peut trouver ¢ < 1 tel que

]i(bp,,)l <c<1 pour tout b#0,|b| < gy
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En effet, . R ) X
7\'(an) = Pn(bpn)+Pn\bpn_pn+ l)x(pu+1)(b > 0)
et
o) <1-——+- b a; s q=supg,,
dn+1 9n+1
li(bl’n)]Sl—l—)+gl—7<1—1+g=c<1.
9 4 q9 49

Plus généralement, si be Z, et b # 0,
IA(bp)| <c <1,

comme on peut le voir par récurrence, en décomposant b sur la base (g,).
Sion a par ailleurs, lim sup ] A(n) | = 1, on peut trouver une suite d’entiers

(u,) telle que A (u,) tende vers a, Iocl = 1; la convergence de v, vers o
est donc forte (lemme 6), et v, (d) tend vers 1 pour tout de D. On peut
ainsi exhiber une suite (n;) telle que p; divise u,, pour tout j et alors :

ll?\»(u,”)[ = |i(bjp,-)| tend vers 1 quand j tend vers oo,

ce qui est impossible si | A (5; p;) | < ¢ < 1; le lemme est démontré.
Supposons donc la suite o fortement g-multiplicative, et

limsup | % (p,) | = 1;
il faut prouver que exp 2 © i 7, s’approche de 1, au sens

liminf |exp2mit,—1|=0.
Pour tout n = 0,

~ . X A 1
(22) A(py) = exp21ic,exp(—27icygn+1) MPu+1)

+exp2nic,,<1—— 1 )
qn+1

en notant o (p,) = exp 2 © ic,. Si, pour un indice n > 0,

1

dn+1

Ia“(pn)l =I1_ + CXP(—ZT[iC,,qn.,.l)X(pn.'.l)l

dn+1  9n+1

est proche de 1, nécessairement, f»(p” vexp(—2mic, q,4,), est proche
de 1, puisque la suite (g,) est bornée.
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Posons alors :

A(Dus1)€Xp(—2Tic, gys ) = 148041,
APy exp(—2mic,_ q,) = 1+¢,,
ou g, et g,,, sont voisins de zéro. La relation (22) s’écrit :

€pt1

(1+¢g)exp(—2mit,) =1+
dn+1

et exp 2 i, est proche de 1.
Ceci prouve que si la suite exp 2 7 i 1, ne s’approche pas de 1

lim sup | A (2) |

est strictement inférieur & 1, et A est tame (lemme 7, prop. 8).
Réciproquement, supposons lim,_, ., exp2 wit, = 1, et notons

Uy = X (p,) exp (—2 7 ic,);

on déduit de la relation (22) :

1
un=1_ + ex13(271”.1:n+1)un+1
n+1 dn+1
et ainsi
(23) 1—u,,=tﬁ2L_T"“(1—un+l)+ Ent1

In+1 In+1

ou g, désigne cette fois (1 —exp 2 mit,).
En reportant dans (23) l’expression de u,,, en fonction de u,,,, on
trouve

exp2mi(tT, ;47 ) €
1y = PR2T i ¥ T (g expamin,,, 2y

dn+19n+2 dn+19n+2  dn+1

et en recommengant,

_ exp2mi(Typq+ ... +t"+j)(1—u,,+j)

In+19n+2- - 9n+j

1—u,

_I_exp27ri(~c,,+1+...+t,,+j_1)8

En+1
,,+j+. ot —=
qn+1"'qn+j q,.+1

ceci pour tout j > 1.
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Or par hypothése, pour n > N, | ¢, | < e et

|1—uy| < 1=t +a< Lot __1_)
aN+1---qN+j an+1 dN+1---qN+j
szj_1+s pour j=>=1,
ce qui prouve lim | i(p,,)[ = 1, et A n’est pas tame.

Si a(n) =exp2micS,(n), la mesure A associée est continue si, et
seulement si, T, = ¢ (g,— 1) n’appartient pas & Z pour tout », g, ne prenant
qu’un nombre fini de valeurs (théoréme 3 de COQUET, KAMAE, MENDES
FrANCE). Dans ce cas (exp 2 m i 1,) ne s’approche pas de 1, et A est tame.
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