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Bull. Soc. math. France,
104, 1976, p. 389-400.

BORÉLIENS À COUPES K^

PAR

JEAN SAINT-RAYMOND
[Université Pierre-et-Marie-Curie, Paris VI]

RÉSUMÉ. — Soit, dans le produit LxM de deux espaces métrisables compacts, un
borélien H dont les coupes parallèles à M sont des Ko. On démontre que H est alors la
réunion d'une suite de boréliens dont les coupes sont compactes.

On supposera, dans tout ce qui suit, que tous les espaces métriques
considérés sont munis d'une distance bornée par 1, et que ceux d'entre
eux qui sont polonais sont complets. Si L et M sont compacts métrisables,
on notera n^ et n^ les projections de L x M sur L et M respectivement,
^ l'ensemble des boréliens de LxM dont les coupes parallèles à M sont
compactes, et ̂  l'ensemble des réunions dénombrables d'éléments de (ê.
Si Z est une partie de L x M.. on notera Z" la partie de L x M dont les
coupes sont les adhérences des coupes correspondantes de Z, c'est-à-dire

^ = U.eL({^}xM)nZ:

LEMME. 1 — Si Z est analytique, Z est aussi analytique.
La démonstration qui suit est agencée pour être utilisée au lemme 3.
Démonstration. — Choisissons pour tout entier k un recouvrement

ouvert fini ((7^) de M par des ouverts de diamètre inférieur à 2~k. Puisque,
pour toute partie T de M, on a

^=fW.ezÂ^ OU 4 = { î ; TnC/,,^0},

on a aussi
^ =^(\Ji^[,ZnÇLxU,,,)]xU,,^

et cette formule montre que Z" est analytique si Z l'est.
On va donner maintenant une démonstration du théorème de séparation

de Novikov, analogue à celle du premier théorème de séparation des
ensembles analytiques, et qui n'utilise pas le deuxième théorème de sépa-
ration de Lusin.
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390 j. SAINT-RAYMOND

LEMME 2. — Si (A^) est une suite de parties analytiques de l'espace
polonais E, d'intersection vide, il existe une suite (B^) de boréliens de E,
d'intersection vide, telle que B^ => A^ pour tout n.

Démonstration. - Choisissons, pour tout n, un polonais ?„ et une sur-
jection continue (?„ de P^ sur A^. Supposons que, pour toute suite (B^)
de boréliens de E telle que B^ ^ A^ pour tout n, on ait (^ B^ ^ 0. Nous
allons construire par récurrence une suite (£4) d'ouverts élémentaires
de ]"]« Pn telle que :

Uk == Tln<k ^n,k><Y[n>k PU.

diam (œ^) ^ 2"^ si n < k,
U^i c= Î4,

Etant donné k, si une suite (B^) de boréliens de E est telle que, pour
tout n, B^ -=^ ^n°Pn W), où p^ est la projection de ]~[n pn sur ?„,
on a H, B, ̂  0.

On peut prendre UQ == [J^ P^. Si £/„ est déterminé, il existe, pour tout
n < k+1, un recouvrement (oc^)^ de œ^ par des ouverts de ?„ vérifiant
^,i ^ ^.fc» et diam (oc^) ^ 2 - f c~ l . Nous allons montrer, par l'absurde,
qu'il existe (;o, î'i, . . ^ ^ e N ^ ' ^ 1 tel que

^fc+l =:: lL<fc a » ,^n x ^n>fc+l Pn

vérifie les conditions ci-dessus. Si un tel £4+1 n'existe pas, il existe, pour
chaque ô = (?o, . . . , 4)? ^e suite (B^^\ de boréliens de E avec

^^ô^ (Pn(a»,ô(n)) si n ^ k ,
Bn § ̂  A^ si n ^ fe+1,

a ̂ ,0=0.
Si l'on pose alors

f C^,.= Hg ̂ =i B^ 5, si n^^,
l ^n= riô^n.ô si n> ^,

on a

f ^n,»^ (P»(an,f) si n ̂ k,
[ €„ =3 (?„(?„) si n>L

Si l'on pose enfin
^^ IJieN0^,! si n ̂  fe,

on a, pour tout 72, €„ =) ;?„ (£4), et f^ C^ = 0. Comme les (Q sont
boréliens, ceci contredit l'hypothèse de récurrence; on peut donc déterminer
^+r
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BORÉLIENS 391

Puisque les (?„) sont complets, il existe, pour tout n, un ̂  dans ?„ tel que

n^={fênU-
L'hypothèse de récurrence appliquée à la suite (^), définie par

^O=(PO°A)(^); B^^^op^Uk); B^=E s i n ^ { 0 , m }

donne
<PO ° PO Wk) ̂  (Pm ° Pm (Uk) ̂  0,

ce qui entraîne, par continuité de (po et ^m : ^o féo) = ^m (Cm)- On en
déduit que (po (Ço) e n" ^"» contrairement à l'hypothèse du lemme. Et ceci
achève la démonstration.

LEMME 3. — Soient X et Y deux analytiques de LxM. Si X~ est disjoint
de Y, il existe un borélien C à coupes compactes contenant X et disjoint
de Y.

Démonstration. — Choisissons des ouverts U^j, comme dans le lemme 1.
La formule du lemme 1 montre que les analytiques de LxM

Ak= Y^(U^iLX^(LxU^,)]xU,^)

ont une intersection vide; il existe donc des boréliens C^ dans LxM tels que
0, C, = 0 et

^k(=- ^k pour tout k.

De plus, puisque, pour tout i et tout k, on a

Tii [Z n (Lx l7 )̂] x [7^ c: C, u (g Y),

les analytiques 7Ti[Zn ÇLx £/^)] et n^Y n (( Cy n (Lx Û^)'] sont
disjoints dans L. Il existe donc des boréliens 2?^ de L tels que

X n(Lx [/,,,) Œ B,^x U^ ̂  Qu(C Y).

Si on pose maintenant
H^[jiB^xU^,

on a
J^e^ et ^c=Jï^cC^u(C Y).

Il en résulte que C = Ç\j, ^4 appartient à ^, que C contient J^ et X",
et est disjoint de Y, puisque f^ C^ est vide.
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392 J. SAINT-RAYMOND

On peut remarquer que si on définit H^ par H^ = Q^ Hj, chacun
des H^ est une union finie de rectangles boréliens à coupes compactes,
donc que n^ (H^) est borélien dans L. Puisque les coupes des H,[ sont des
compacts et forment des suites décroissantes, on a

^1 (Q=7Ti (0^0=0^1 W)-

ce qui montre que n^ (C) est borélien.
On en déduit le théorème suivant de Novikov : « Si X appartient à ̂

Tii (X) est borélien ». En effet, si ^appartient à ̂ , [ X est analytique disjoint
de X . Et X est alors égal au borélien C dont on vient de montrer que
la projection est borélienne.

Soient X et Y deux analytiques de L x M, disjoints. Soient P un espace
polonais, et (p une surjection continue de P sur X. Pour toute partie Z
de P, nous noterons D (Z) l'ensemble des points Ç de Z tels que, pour
tout voisinage V de Ç :

(p (FnZ)n({x} xM) rencontre Y, où x = 71:1 °(p(Ç).

LEMME 4. — Si Z est analytique, D (Z) est analytique. Si de plus, B est
un borélien de P, contenant D (Z), il existe un élément H^ de ^y
contenant (p (Z\B) et disjoint de F.

Démonstration. — Soit (cùf)feN une ^ase d'ouverts de P. Posons

r—œ^cp-^^Znœ.nn Y)xM].

On voit que F, est coanalytique. De plus, il résulte de la définition de D (Z )
que

D(z)=z\U..Nr,,
d'où l'on déduit que D (Z) est analytique. Supposons maintenant que B
soit un borélien de P contenant D(Z). Alors les analytiques
(Z\(B u r\-));gN ont une intersection vide. Il existe donc une suite (^,)
de boréliens de P, d'intersection vide, telle que

B^Z\(Bur,).

Si l'on pose maintenant B[ = P\(B u 2?;,) nous avons

U.eN^ = œ\^)\nf.N^ = P\B
donc

U.(^nZ)=(P\B)nZ=Z\B
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BORÉLIENS 393

et
B\ n Z c Z\(5 u 5,) Œ Z\(Z\r,) c: r, c œ,.

Il en résulte que ((p (B[ n Z))" est disjoint de Y.
Puisque (p (B[ n Z ) est analytique, il résulte du lemme 3 qu'il existe

un Ci de ^ tel que
(p(^nZ)cC,c=(;y,

et si l'on pose H^ = IJieN ^i? OI! a bien H^ e ^y, et

(p(Z\B) = Ui(p(ZnB;.) c H, c= [ Y,

ce qui termine la démonstration du lemme.
Nous désignons par û le premier ordinal non dénombrable. Nous

construisons, pour tout ordinal a < Q, une partie analytique Z^ de P
en posant

f Z^^P; Z^^=D(Z^\
[ Z^ = Ç\^Z^ si À, est un ordinal limite.

LEMME 5. — Si B est un borélien de P qui contient Z^\ il existe H^
dans ^ contenant (p (P\B), et disjoint de Y.

Démonstration. — L'énoncé est vrai pour oc = 0, en prenant H^ = 0.
Si l'énoncé est vrai pour l'ordinal dénombrable a, et si B est un borélien
contenant Z(a+l\ le lemme 4, appliqué à Z^, nous donne un H [ e ^ y
contenant (p (Z{V)\B) et disjoint de Y. Alors B u (p~1 (H[) est un borélien
de P contenant Z^. L'hypothèse de récurrence nous donne alors l'exis-
tence de H^ e ̂  contenant (p ^_P\(B u (p~1 C^i'))] et disjoint de Y. Alors

Jfi = TTi u JJ^

est un élément de ^ contenant (p (P\B) et disjoint de F.
Si À est un ordinal limite, borne supérieure d'une suite croissante (o^)

d'ordinaux pour lesquels l'énoncé du lemme est vrai, et si B est un borélien
contenant Z00, les analytiques (Z(vn)\B) ont une intersection vide.
Il existe donc des boréliens (B^) de P, d'intersection vide, tels que, pour
tout n :

B^ => Z^^VB.

L'hypothèse que l'énoncé est vrai pour chaque o^, appliquée à B u B^
et Z^ donne l'existence d'une suite (H^) d'éléments de ^, telle que,
pour tout n :

(p[P\(Bu^)]Œ^c|;y.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



^94 j. SAINT-RAYMOND

Si l'on pose alors H^ = (J^ 77;, on obtient ^ e ̂ , et

(P (P\5) = Un <P [̂ (̂  ̂  ̂ n)] ^ ̂ 1 ^ C ^

Ceci achève de démontrer que l'énoncé est vrai pour tout ordinal dénom-
brable a.

COROLLAIRE 6. - Si Fun des analytiques Z(a) est vide, il existe un H dans ^
tel que X <=. H et H n Y = 0.

Démonstration. — II suffit d'appliquer le lemme 5 à B = Z030 == 0,
pour obtenir un H de ^, disjoint de Y et contenant (p (P\^) = .̂

On va maintenant montrer que si, pour tout x de L, la coupe en x de
l'analytique l'est contenue dans un K^ disjoint de la coupe en x de l'ana-
lytique Y, il existe un H dans ̂  qui contient X sans rencontrer Y. On va
pour cela utiliser ce qui précède en montrant que l'un des Z030 est vide.
Ce dernier résultat s'obtiendra par l'absurde, en prouvant que si tous
les Z^ pour a < û sont non vides, il existe un compact ^contenu dans
une coupe de Xu 7, et tel qu'aucun Ky ne puisse contenir Kr\X sans
rencontrer K r\ Y. Cette méthode n'utilise nulle part le deuxième théorème
de séparation. Néanmoins, elle est directement inspirée de celle qu'a uti-
lisée N. Lusin dans l'étude des boréliens à coupes dénombrables, et assez
proche du théorème de bornitude de l'indice sur les boréliens, ce qui lui
confère des traits communs avec le deuxième théorème de séparation.

On note D l'ensemble des suites dyadiques finies. Si s appartient à D,
on note [ s | la longueur de la suite s-, on note s, 0 (resp. s, 1) la suite de
longueur | s [ +1 obtenue en ajoutant à s un terme de rang | s \ +1 égal
à 0 (resp. 1). Si s appartient à D, et si T appartient à l'ensemble
C = { 0, 1 }1^ des suites dyadiques infinies, on note s << T si s est une section
commençante de T. On note enfin ^ la bijection de D sur l'ensemble N*,
définie par

a^^+E^i^-1 où k=\s\ et s = (a,, a^ . . . , ^).

On vérifie que \\. possède la propriété

f u(5,0)=2a(5),
[ u(5, l )=2a(s)+l .

On suppose que Q est un espace polonais, et v|/ une surjection continue
<de Q sur Y.
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BORÉLIENS 395

LEMME 7. — Supposons qu'il existe pour tout s de D un compact M\ c: M,
un fermé œ, de P, et un fermé w^ de Q tels que :

(a) M^o u M,^ c= M,;
(b) M,,o n M,,i == 0;
(c) diam(MJ ^ 2-lsl ;
(^) œ,,o u œ,,i <= co, c: (p-1 (LxMJ;
(^) diam (©5,0) ^ (l/^) diam (œ,);
(/) ^,o c ̂  c ^~1 (^xM,);
(g) diam (w^o) < (1/2) diam (0;
(/z) V À; e N, His, ̂  ^i [̂  (^) n (<P (coj) ' ] ^ 0.
Alors il existe un point a dans L tel que la coupe en a de X ne soit contenue

dans aucun Ky disjoint de Y.

Démonstration. — Soient C le compact parfait { 0, 1 }N, et CQ le sous-
espace dénombrable dense de C formé des suites dont tous les termes sont
nuls, sauf un nombre fini. Le sous-espace CQ est maigre en lui-même,
donc n'est pas polonais, c'est-à-dire pas un 65 dans C. On en déduit que
C\CQ n'est pas un Ky.

La condition (h) entraîne que, pour tout s e 2), G), et w^ sont non vides.
Par conséquent, en vertu des conditions (d), (e), (/) et (g), ainsi que de
la complétude de P et Q, on a

f VreCo, 3^efi, {^} = D^r^
[VreC\Co, 3^eP, {pj=H^œ,

Si ï7 e Co, T" e C\Co, s ' << T', 5'" -< T", il résulte de (A) que

7ïiO(p(tô^)=7Ci[(ç(œ^);T]

rencontre Tii o \|/ (^0, et puisque (p et v|/ sont continues, que (co^)^ ̂  ̂  forme
une base de voisinages de/\" et que ( w ^ ^ ^ x ' forme une base de voisinages
de q^, on a

7Tio(pQ^)=7^ov|/(^),

et ce point a e L ne dépend ni de T', ni de T".
Les conditions (a), (b) et (c) montrent qu'il existe une injection continue h

de C dans LxM, définie par

VreC, {^(ï)}={a}xns^M,
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La compacité de C entraîne que k est un homéomorphisme de C sur
K = h (Ç). On déduit de ce qui précède que

f V T e Co, HT) = v|/ (̂ ) e Y (d'après (/)),
[ V T e C\Co, h (ï) = (p (̂ ) e X (d'après (rf)).

Si B était un 7ŝ  contenant la coupe en a de X, et disjoint de celle de Y,
on aurait

C\Co c: h~\X) c ̂ (B) c C\h~\Y) c C\Co,
puisque

/î(Co) c: Yr\K et ^(C\Co) c: Xr\K c 5.

Donc h~1 (B) serait égal à C\Co. Comme B est un Â^, A"1 (B) serait
homéomorphe SL B n K, donc serait un ^y, ce qui est impossible car C\Co
n'est pas un Ky.

Il en résulte que la coupe en a de X n'est contenue dans aucun Ky disjoint
de Y, ce qu'on voulait démontrer.

LEMME 8. — Si, pour tout a < 0, Z030 est non vide, il existe a e L tel
que tout Ky contenant la coupe en a de X rencontre Y.

Démonstration. — Supposons que tous les Z010 soient non vides. On va
construire par récurrence sur l'entier p, (s) des compacts (M,) de M,
des fermés (œj _ de P et des fermés (w,) de Q vérifiant les conditions (a)s c D s € D
à (g) du lemme 7, et la condition suivante, plus forte que la condition (h) :

(/^')Va<^VmeN,^^(.)^.-l^[^(^)n(<P(œ.nZ<a)f]^0.

On pose, pour m = 1, M^ = M, 0)0 = P, w^ = Q. Les conditions (û)
à (g) sont vérifiées. Quant à la condition (À'), elle signifie alors que, pour
tout a < 0, il existe une coupe de (p (Z^) dont l'adhérence rencontre Y
ce qui est vérifié puisque Z^"^ n'est pas vide.

Supposons construits My, ©5 et w, pour [ i ( s ) ^ 2 m — l , et soit ^ e D
tel que |x (t) = w. Les ensembles analytiques

A. = Ou (.) ̂ 2m-1 ̂ i [^ W n ((p (^ u Z^n

sont non vides, et forment une suite transfinie décroissante pour a < 0.
Soit (6,);gN (resp. (p^feN) une ^ase ^e ^a topologie de co^ (resp. î^) formée
d'ouverts de diamètre inférieur à (1/2) diam (œ^) (resp. (1/2) diam (w^))
dont les images par TT^ ° (p (resp. TT^ ° v|/) sont de diamètres strictement
inférieurs à 2-m-l.
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BORÉLIENS 397

Nous désignerons par A l'ensemble des couples (?', /) tels que

TC^ ° <P (Of) (^ ̂ 2 "^(Pf) = ̂ '

Comme Z et Y sont disjoints, il est clair que A n'est pas vide. Pour chaque
8 = (;, /) e A, nous choisissons N^ et N^ compacts dans M^ Pg et Pg fermés
dans G)(, Q^ et (% fermés dans w^ tels que :

^=7T2°(P(9,);

TVg est un voisinage fermé de TT^ ° ̂  (pj) dans M^ disjoint de N^, et de
diamètre au plus 2 - l t l - l .

^8= 9»; P^œ.ncp-^Lx^),
ô^vr^x^); 65 =p,.

Nous allons démontrer par l'absurde qu'il existe un 8 e A tel qu'on puisse
choisir M,^ = N ' ^ M^o = N^; ©,,i = P§; w^o = ^5; ^,1 = Q^
wt,Q == Qs en sorte (lue 1e5 conditions (a) à (g), ainsi que la condition (A'),
soient vérifiées pour l'entier m+1; les conditions (a) à (g) sont vérifiées
pour tout 8 de A. Compte tenu du fait que u (?, 0) = 2 m et \t (t, 1) = 2 w +1
s'il n'existait aucun 8 e A pour lequel (/?') soit vérifiée, il existerait, pour
tout 8 e A, un ordinal ocg < Q tel que V a ^ a§ :
(1) A,n^[v|/((25)n((p(P5nZ<a))f]n7Cl[x|/(Qô)n((p(PsnZ(a)))'] =0.

Puisque A est dénombrable, les (ag)sgA seraient majorés par un y < Q,
et on aurait, pour tout 8 e A et tout a ^ y, l'égalité (1).

Mais, puisque Ay+i n'est pas vide, il existe x e Ay+i . On a alors, puisque
j — j .
^Y+l <— ^Y *

(2) xeAy.

Il existe un point YQ dans M tel que
(x,3;o)ev|/(^)n(q)(Z<Y+l)nû),)^.

Ceci entraîne que

xeTii [((pCZ^^ nœ,)n = Tti o^7^ nco,).

Il existe donc ^i eM et ÇeZ^4 '^ n œ^ tels que

(^i)=(pfé).

Puisque (x, yo) e v|/ (Q) = Y et (.x:, ^i) e (p (P) = Z, on a ^o 7e Yi
car J^ n F = 0. On a aussi TT^ ° <p (œ^) <= M(; donc ^o et ^i ^nt dans M\.
Il existe donc 8 = (f, /) e A tel que ^ e 9» et p; n \|/~1 (x, ^o) ^ 0.
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Le point Çx, yo) appartient à \|/ (gg), et, puisque N^ est un voisinage
de yo dans M^ ^ (p (o^), le point (x, ^o) est adhérent à

({x}xM)n^>(P,nZ(J+l)).

Il en résulte, puisque Z ( ' { + l ) c Z^, que

(3) ^i [^(6ô) n((p(Ps nZ^))'].

Puisque 9; est un voisinage de Ç, et que ÇeZ^^,

({xJxA^ncpCe.nZ^)

rencontre Y en un point (x, y^), donc on a

(4) x == n, [x, y^en, [^(Q,) n ̂ ÇP, n Z^f].

On conclut de (2), (3) et (4) que (1) n'est pas vérifié pour 5 et y, contrai-
rement à la construction de y. Ceci prouve l'existence d'un ô e A conve-
nable pour la construction de M,, œ^ et w, pour s = t, 0 et s = t, 1, et achève
la construction par récurrence puisque Af,, œ, et w^ sont maintenant déter-
minés pour H (s) ^ 2w+l .

On déduit alors du lemme 7 l'existence d'un point a de L tel que la
coupe en a de X ne soit contenue dans aucun Ky disjoint de Y, et achève
la démonstration du lemme.

THÉORÈME. — Soient X et Y deux analytiques de L x M. Si, pour tout x
de L, la coupe en x de X est contenue dans un Ky disjoint de Y, il existe
un élément H de ^y contenant X et disjoint de Y.

Démonstration. — La condition de l'énoncé entraîne que X et Y sont
disjoints, et, en vertu du lemme 8, que l'un des analytiques Z030, pour a < 0,
est vide; donc il existe, d'après le corollaire 6, un élément H de ^ conte-
nant X et disjoint de F.

COROLLAIRE 10. — Soit H un borélien de L x M. Pour que H appartienne
à ̂ , il faut et il suffit que les coupes de H soient des Ky.

Démonstration. — La condition est clairement nécessaire. Inversement,
si les coupes de H sont des Ky, le théorème 9 appliqué aux analytiques
X == H et Y == C ̂  donne que H = X = [ Y appartient à ^.

COROLLAIRE 11. - Si H est un borélien de L x M à coupes Ky, sa projection
sur L est borélienne.
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Ce résultat, dû à ARSENIN, se déduit immédiatement de ce qui précède^
et du théorème de Novikov démontré dans la remarque qui suit le lemme 3.

Démonstration. — Si H est un borélien à coupes K^ il existe, d'après
le corollaire 10, une suite (^)^eN ^e boréliens de L x M à coupes compactes
dont H est la réunion. Les projections n^ (H^) de ces boréliens sont boré-
liennes dans L en vertu du théorème de Novikov. Alors,

^iW=lW^)
est borélien dans L, ce qu'on voulait démontrer.

COROLLAIRE 12. — 5'; H est un borélien de L x M à coupes Ky, H possède
une section bo retienne.

Ce résultat est dû à CEGOLKOV.

Démonstration. - Soit C un élément de (€. Choisissons des ouverts U,^
comme dans le lemme 1, et ordonnons-les totalement pour chaque entier k.

On définit par récurrence une suite (G^eN décroissante de boréliens
de LxM, dont les coupes sont compactes et de diamètre inférieur à 2~\
en posant

Go = C,
^,,==7ri[Gfc-in(LxC/,^)], _

G, = G,_i n [U»(^\Uy<.^)x ui^~\'

En effet, les 2?^, donc aussi les G^, sont boréliens d'après le théorème
de Novikov démontré après le lemme 3. De plus, on a

^i(Gk)=n,(Gk-,)== ... =^i(G'o)=^i(Q.

Il en résulte que, si on note G == Q^eN G^ on a K! (G) = K! (O? donc que G
est une section borélienne de C, puisque les diamètres des coupes des Gj,
tendent vers 0 quand k tend vers l'infini. Il en résulte que les éléments
de ^ possèdent des sections boréliennes.

Soit maintenant H un borélien de LxM à coupes Ky. Il résulte, d'après
le corollaire 10, une suite (Hn)neN de boréliens à coupes compactes dont H
est la réunion. Les projections des H^ sont boréliennes, et d'après ce qui
précède, les H^ possèdent des sections boréliennes Gn. Alors

G = UneN ̂  n Ori (^)\UP<^I (^))

est une section borélienne de H. Ceci termine la démonstration.
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