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FIBRES VECTORIELS DE RANG 1 D’ORDRE FINI

PAR

JosepH LE POTIER

[Poitiers]

RESUME. — Soit X une variété quasi projective lisse sur C admettant une complétion
lisse X telle que Y = X — X soit un diviseur lisse. Dans le groupe de Picard Pic,, (X)
des fibrés vectoriels holomorphes de rang 1 sur X, les fibrés qui portent une métrique
hermitienne d’ordre fini A le long de Y (A réel > 0) donnent une filtration croissante
G, Pic,, (X), que I’on décrit en utilisant la suite exacte

H! (X1 (UX) e Pican (X) - H? X, Z),

ou 0y est le faisceau des fonctions holomorphes sur X.

Soient X une variété algébrique projective lisse sur C, et Y un diviseur
lisse de X. On se propose d’étudier les fibrés vectoriels holomorphes de

rang 1 sur la variété algébrique X = X- Y, et de préciser certains résultats
de CorNALBA et GRIFFITHS ([1], [3]) concernant la croissance de ces fibrés.

1. Les filtrations G;; 1ésultats et exemples

1.1. LA METRIQUE DE POINCARE. — Soient L, le fibré de rang 1 sur e
associé a Y, et s une section holomorphe de L,, transverse a la section
nulle, dont le lieu des zéros est Y. Soit “2 une métrique hermitienne sur Ly,
telle que |s| < 1. Considérons la forme de type (1,1) sur X :

dd‘log—M8 ——
15 Faog|s]?

2 . 1 —d’]og|s|2/\d_’logis|2
=1+ —— |dd°log — +4./—1 .
( 10g|s|z) iaraaet (og[ 5[]

La forme dd ¢ log (1/| s |?) est la forme réelle de courbure du fibré L, et
est donc de classe C® sur X; si 0 est une forme de type (1,1), réelle, donnant
sur X une métrique kihlérienne, pour 4 réel positif assez grand, a la forme

1
A0+ddlog ———
* s tog]s P2

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



350 J. LE POTIER

est associée une métrique sur X qu’on appelle métrique de Poincaré. Une telle
métrique sera fixée dans toute la suite.

Pour la métrique de Poincaré, on a, pour tout réel € > 0 :

e
R

1.2. METRIQUES D’ORDRE FINI. — Soient E un fibré vectoriel holomorphe
de rang 1 sur X, 4 une métrique hermitienne sur E, ¢ (E, /) la forme de Chern
associée, et A un nombre réel > 0. On dira que la métrique % est d’ordre
fini A le long de Y si, pour tout réel € > 0, il existe une constante C telle que

'd’ log I S ]ZIPoincaré < Cte llog I SI I <

C
l C(E’ h) IPoincaré ST.S_iT—H .

Par exemple, tout fibré vectoriel algébrique de rang 1 sur X est d’ordre 0,
car il se prolonge & X; nous verrons par la suite que la réciproque est fausse.

Rappelons le résultat fondamental de CORNALBA et GRIFFITHS ([1], th. 3).

Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang 1 sur X, et supposons qu’il
existe sur E une métrique hermitienne 4 d’ordre fini A; alors il existe un

recouvrement ouvert (U;) de X et des sections holomorphes non nulles f;
de E sur V; = U;— 7, telles que, sur ¥; n ¥}, les fonctions de transition
fi,j = filf; soient de la forme

fi.j = & ;CXp (gi,j/sl) Sk"j,

ou [ est la partie entiére de A, k; ; un entier relatif, g; ; une section holo-
morphe de L} sur U;n Uj, etg; ; une section holomorphe non nulle
de Ly* sur U;n U,

On obtient immédiatement la conséquence suivante :
PROPOSITION 1. — Supposons qu’il existe sur E une métrique hermitienne h

d’ordre fini \ le long de Y; soit | la partie entiére de \; alors il existe sur E
une métrique hermitienne h' d’ordre fini | le long de Y.

Démonstration. — Soit (;) une partition de I'unité subordonnée au

recouvrement (U;) de X. Considérons la fonction de classe C ©,
p;: V;—)0, +oo(, définie par p; =[]; Ifi,jfz“'.
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FIBRES VECTORIELS 351

Sur l’ouvert V; n V;,onap; = ]f,-,j ]2 p;, et doncle systéme (p;) définit
sur E une métrique hermitienne /4’ dont la forme de Chern est donnée par

c(B, h)]y; = l/z—;i d"d'log p;

—_1 " oy .
= \/—d &' ym;log|fi, ;).
2n
La proposition 1 s’obtient par dérivation, en remarquant que
g1 = 2R.(52) kg s -+1og s,
S

et en utilisant la majoration donnée au paragraphe 1.1 :

Cte

s

L’expression de ¢ (E, #') est assez compliquée; la proposition suivante

donne pour la classe de Chern ¢ (E ) de E dans H 2 (X, C) un représentant
qui s’écrit de maniére plus simple.

I d’ log ] S IZI Poincaré <

PROPOSITION 2. — Soit I un entier = 0. S’il existe sur E une métrique
hermitienne d’ordre fini | le long de Y, on peut représenter la classe de

Chern c¢ (E) de E dans H? (X, C) par une forme différentielle ¢ € A% (X)
s’écrivant :

p

s

~d log|s|*+

avec ae A' (X, LL), peA® 1(X LY)+4%° (X, LL).
Comme habituellement, 4" (X L) (resp. A4 (X L})) désigne I’espace

des formes différentiellles de classe C* sur X, de degré r (resp. de
type p, q) a valeurs dans le fibré L}.

Démonstration. — On peut écrire, avec les notations utilisées dans la
démonstration de la proposition 1

- ’

(B, Wl = L= (S g, [+,

ou 7y est la forme de degré 1 globale sur X, définie par
/_

YIVi“_ Zjd'nlloglf, JI2
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352 J. LE POTIER

Ainsi, la forme différentielle ¢ € 4> (X'), définie sur ¥, par

~1 :
¢ IVi = \é_nd(Zj n;d’log IftJ |2)

/71
=Y__3%;dn; Ad'loglf; ;|
27

représente la classe de Chern c¢ (£), et s’écrit bien sous la forme voulue,
comme on le voit en utilisant 1’expression de log | fii ]2.

‘On désigne par Pic,, (X') I’ensemble des classes d’isomorphisme de fibrés
vectoriels holomorphes de rang 1 sur X, et par G, < Pic,, (X) I’ensemble
des classes de fibrés qui portent une métrique hermitienne d’ordre fini < A
le long de Y. Si / est la partie entiére de A, on a donc, d’aprés la propo-
sition 1 : G, = G,.

Les sous-groupes (G,),.n forment une filtration croissante de Pic,, (X);
CORNALBA et GRIFFITHS ont montré ([1], th. 4) que si X est affine, on a

Pic,, (X) = UleNGl'

L’objet de ce travail est de décrire cette filtration; la variété X ne sera
pas supposée affine.

1.3. LE MORPHISME DE HODGE-DELIGNE. — Soit Q;i(( Y ) le faisceau
des p-formes différentielles méromorphes sur }, a pole logarithmique
le long de Y [2]: c’est le faisceau des formes différentielles ¢ méro-

morphes sur X, ayant au pis un pdle simple le long de Y, et dont la diffé-
rentielle d @ est encore a pdle simple le long de Y. Si U est un ouvert de Stein

de X’, dans lequel Y est donné par 1’équation f = 0, ’espace des sections
de Q;( Y > au-dessus de U est obtenu comme espace des p-formes

différentielles holomorphes sur U— Y qui s’écrivent o (df/f)+ B, avec a et B
formes holomorphes dans U. Pour la dérivation extérieure, on obtient
ainsi un complexe Qi{ { Y ), appelé complexe de De Rham logarithmique

de X le long de Y.
D’aprés P. DELIGNE, I’hypercohomologie H* X, Q%( Y )) s’identifie
a H*(X, C), et la suite spectrale d’hypercohomologie

EPt=HY(X,Q2( YY) = H'*(X,C),
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FIBRES VECTORIELS 353

induit sur ’aboutissement une filtration décroissante F, appelée filtration
de Hodge-Deligne; en particulier, F® H* (X, C) = H* (X, C), et le sous-
espace F! H* (X, C) est le noyau du morphisme

H*(X, ©, { Y)) > H(X, 0y),
induit par le morphisme de complexes Q%( Y > — 03 donné par I’iden-
tité¢ de Oz en degré 0.

1.4. ENONCE DES RESULTATS. — Soient @, le faisceau des fonctions
holomorphes sur X, 03 le faisceau des fonctions holomorphes inversibles.
Compte tenu de I’identification Pic,, (X) = H' (X, 0%), 4 la suite exacte
de faisceaux sur X :

. exp .
0->Z—->0x—0%x—0,
on associe la suite exacte

HY (X, 0y)— Pic,, (X) > H*(X, Z),

ou ¢, est I’application qui a un fibré associe sa classe de Chern entiére.
On munit H' (X, 0y) de la filtration croissante G = (G,),.y, définie par

GH' (X, Oy) = Im(H' (X, 0x(l Y)) » H' (X, 0y)),

ou Oz (IY') est le faisceau sur X des fonctions méromorphes qui présentent
au pis un péle d’ordre / le long de Y. De méme, H? (X, Z) sera muni de
la filtration croissante, notée encore (G)), .y, définie par

G,H*(X, Z) = Ker (H*(X, Z) » H* (X, Ox(l Y))),
ou la fléche écrite est la composée des fléches naturelles
H*(X, Z) - H*(X, C) — H2(X, 0%) —» H2(X, 05(I Y)).

La filtration ainsi obtenue sur H? (X, Z) est stationnaire, car c’est un
groupe abélien de type fini.

THEOREME. — Dans la suite exacte
H' (X, 0x)—>Pic,,(X) 3 H* (X, Z),

les morphismes sont, pour les filtrations ci-dessus, des morphismes d’objets
filtrés, et ces morphismes sont stricts.
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354 J. LE POTIER

COROLLAIRE 1. — Supposons H' (X, Ox) = 0 et H* (X, 0y) = 0. Alors
Iisomorphisme
¢z : Pic,,(X)—> H*(X, Z)

est un isomorphisme d’objets filtrés, et les filtrations sont stationnaires.
Ceci est vrai en particulier si X est de Stein.

COROLLAIRE 2. — Supposons H' (X, 0,) = 0 et H> (X, 0% (Y)) = 0.
Alors la filtration de Pic,, (X), décrite ci-dessus, se réduit aux termes
Gyo= Gy, etona:

1° Gy = Pic,, (X);

2° G, est limage réciproque de F' H* (X, C) par [Iapplication
cc : Pic,, (X)— H?* (X, C) qui a un fibré associe sa classe de Chern
complexe.

Ces résultats sont vrais en particulier lorsque Y est suffisamment ample.

3° Si de plus H* (X, 05) # 0, alors Gy # G,.

Démonstration. — Seule ’assertion 3° demande une explication. Puisque
la variété X est kahlérienne, 1’application

H?(X, C)— H*(X, 0%)

est surjective; il en résulte que I’on peut trouver une classe de cohomologie
entiére £ € H2 (X, Z) dont 'image dans H? (X, 0x) est nonnulle. Alors & | X
est la classe de Chern d’un fibré holomorphe de rang 1 qui ne porte pas
de métrique d’ordre O.

Pour les fibrés qui se prolongent topologiquement & X, GRIFFITHS et
CoRNALBA ([1], th. 5) donnent des résultats analogues & ceux du corollaire 2.
Signalons aussi que les fibrés vectoriels holomorphes de rang 1 sur X,
qui sont isomorphes a des fibrés algébriques, correspondent aux fibrés
de G, dont le résidu dans H* (Y, C) est nul, c’est-a-dire qui se prolongent
topologiquement a X. Ce complément, dit 3 GRIFFITHS ([3], th. 3), est
vrai sans hypothése sur Y ou X, et s’obtient aussi comme conséquence
de notre théoréme.

COROLLAIRE 3. — Soit Oy ,, le faisceau des fonctions algébriques régu-
liéres sur la variété algébrique X; posons

Go.f Pican(X) = UIENGI Pican(X)'
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On a une suite exacte
c
Hl (X, 0X.alg) - GO.j‘Pican(X) _1; H2 ()(’ Z) - Hz (X’ 0X,a|g)'

Démonstration. — Ceci résulte de I’identification
lim -
Hq(X* @X,a]g) = __)Hq(Xa (01_( (l Y))

COROLLAIRE 4. — Supposons H?> (X, Oy ) =0, et H' (X, Oy) = 0.
Alors il existe, sur tout fibré vectoriel holomorphe de rang 1 au-dessus de X,
une métrique d’ordre fini. Ceci arrive en particulier dans les cas suivants :

(a) X est affine;
(b) X est de dimension 2, et H' (X, 0y) = 0.
Le résultat (a) n’est autre que celui de CORNALBA et GRIFFITHS ([1], th. 4).
COROLLAIRE 5. — Lorsque la fleche naturelle
HI(X’ @X,alg)"’Hl(X: Ox)

n’est pas surjective, il existe sur X des fibrés vectoriels holomorphes de
rang 1 sur X qui ne portent aucune métrique d’ordre fini.

Démonstration. — L’hypothése entraine que la fiéche
H' (X, Ox,q9) » H' (X, O)/H' (X, Z)
n’est pas surjective, car H! (X, Z) est au plus dénombrable. Un élément
du conoyau de cette fleche donne, dans Pic,, (X'), une classe qui n’est pas
dans G, Pic,, (X') d’apres le corollaire 3.

1.5. EXeMPLES. — (A) Soit Y une courbe lisse de X = P, (C), de
degré d > 1, et donc de genre g = (1/2) (d—1) (d—2); X = X— Y est affine,
et 'on a en outre H' (X, 0x) = 0, donc tout fibré vectoriel holomorphe
de rang 1 sur X = X— Y a une métrique d’ordre 0.

Dans le cas présent

Pic,,(X) S H*(X, )5 Z/dZ®ZD ... DL
—
comme il résulte de la suite exacte
H°(Y, Z) > H*(X, Z) > H*(X, Z) > H' (Y, Z) > 0
b
zZ V/
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356 J. LE POTIER

ou la premiére fléche est la multiplication par d. Dans cette décompo-
sition, le sous-groupe Z/dZ correspond exactement aux fibrés vectoriels
algébriques de rang 1 sur X; les autres fibrés ont une métrique d’ordre 0,
mais ne sont pas algébriques.

Ceci précise ainsi la proposition 4.8 de GRIFFITHS dans [3].

(B) Soit X =C?>—{0}; on prendra pour X Déclaté de I’origine
dans P, (C). Le morphisme naturel H'(X, 0y ,)— H' (X, 0y) est
alors injectif, mais n’est pas surjectif. En effet, le calcul de H' (X, 0y ) 2
I’aide du recouvrement affine

Up={(, »eCx#0}; U,={(x, »)eC* y#0}
permet d’identifier H' (X, 0y ,,.) & 'espace vectoriel des fractions ration-
nelles Y, <o, ,<o @y, X' y* tandis que H'(X, 0,) s’identifie & I’espace
des séries convergentes sur C*xC* Y o o b,, x* y*.

Il résulte du corollaire 5 qu’il existe sur X des fibrés vectoriels holomorphes
de rang 1 qui ne sont pas d’ordre fini le long de ¥ = X— X; par exemple
le fibré obtenu en recollant les fibrés triviaux U; x C et U, x C au-dessus
de U,, = U; n U, grice a automorphisme

U12 X C - U12 X C
(%, y), ) ((x, y), exp(sin1/xy) ).

n’est pas d’ordre fini Je long de Y.

(C) Soient A le sous-groupe discret de C? engendré par la base (e;, e,)
de C2, et X = C?/A. Soit z un vecteur de C? tel que les vecteurs
(e, e,, z, iz) soient R-indépendants. Si 7 : C? — C est une forme C-linéaire
de noyau la droite engendrée par z, © (A) est un réseau dans C; la projection
induite par © :

X=CA->Cln(A)=T
permet de regarder X comme fibré principal analytique de groupe struc-
tural C, non trivial, au-dessus de la courbe elliptique I'. Ce fibré est en fait
algébrique, ce qui donne a X une structure de variété algébrique; on prendra
pour X le fibré au-dessus de T' de fibre P, (C) associé au fibré principal
ci-dessus.

Comme variété analytique, X ~ C*x C*, et X est donc de Stein (').
On a donc

Pic,,(X) S H*(X,Z)~ Z,

(%) Ainsi que I’a remarqué J.-P. SERRE, cette variété algébrique n’est pas affine.
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FIBRES VECTORIELS 357

et tous ces fibrés sont isomorphes & des fibrés algébriques : en effet, la
restriction HZ2 (X, Z)— H2 (X, Z) est surjective, et H2 (X, Og) =0
ce qui montre que tout fibré vectoriel holomorphe de rang 1 sur X se pro-
longe analytiquement a X.

Pour la structure de variété algébrique X’ sur C* x C*, héritée du plon-

gement C*xC* — P, (C) = X', aucun des fibrés analytiques non tri-
viaux n’est isomorphe a un fibré algébrique. Bien que le diviseur a

infini ¥’ = X'—X" ait ici des croisements normaux, on peut étendre
a cette situation la définition des fibrés d’ordre fini; tous les fibrés
de Pic,, (X") sont d’ordre O le long de Y’ [3].

(D) Soit M une surface de Riemann de genre g > 0; considérons la
variété algébrique X; = Xx M, ou X est la variété introduite dans

I’exemple C, plongée dans X, = Xx M. On a une suite exacte

Pican(Xl)_’Hz(Xl, Z)_’O

Z4y+2

qui résulte de H? (X,, 0x,) = 0. Dans cet exemple, la fléche
H? (X4, ©) > HX (X, O:) = €7

est non nulle, donc il existe une classe entiére & € H? (X, Z) dont I’image

est non nulle dans H? (X,, 0Ox,). On en déduit que G, # G,. En fait,
la filtration de Pic,, (X;) se réduit ici a

GO E Gl = Pican(Xl)

comme on le voit en remarquant que la filtration de H' (X;, 0y,) se réduit
a Gy = H' (X, Oy)), et ce'le de H>(Xy, Z) & G, < G, = H* (X,, Z),
car la fleche

H?(X,, Og:) > H*(X,, O5: (1)),

ol Y, = A71 —X,, est nulle. Par ailleurs, les éléments de G, correspondent
aux fibrés algébriques, car la fleche H? (X,, Z) — H? (X,, Z) est surjective.
Par contre, sur la variété algébrique X; = X’ x M, qui est analytiquement

isomorphe a X,, tous ces fibrés sont d’ordre 0 le long du diviseur
Y, =P, (CO)xM—-X].
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2. Le morphisme exp

2.1. COMPATIBILITE AUX FILTRATIONS. — Soit ge H' (X, 03 (L}) une
classe de cohomologie, et % un recouvrement ouvert de X tel que g soit
représenté, en cohomologie de Cech, par un l-cocycle

(&, )€ CL @, 0y (LY)).

A ce cocycle est associé¢ un fibré vectoriel de rang 1 holomorphe sur X,
défini par les fonctions de transition f; ; = exp (g;, ;/s'), dontla classe
d’isomorphisme dans Pic,, (X), qui ne dépend que de g, est par défini-
tion exp g.

La démonstration de la proposition 1 montre qu’il existe sur ce fibré
une métrique hermitienne d’ordre < /, et donc
exp(G,H' (X, 0y)) < G,Pic,, (X).
2.2. UNE INTERPRETATION DU RESIDU DE ¢, (E). — Soient E un fibré
vectoriel holomorphe de rang 1 sur X sur lequel existe une métrique d’ordre

fini < /lelong de Y, et = (U;) un recouvrement ouvert de X par des
ouverts de Stein tel que E soit représenté sur le recouvrement ¥~ = % N X
par les fonctions de transition

ki, i

fii= ei,jexp(gi,j/sl)s

(cf. §1.2). Considérons le complexe des cochaines de Cech C' ", Q)
du recouvrement ¥~ de X a valeurs dans le complexe de De Rham holo-
morphe Q, : par définition

C(, Q) = Dprger C°(F, QY

et sa différentielle est donnée par 8+(—1)"d, ou & est la différentielle
de Cech, et d la dérivation extérieure. On a un morphisme canonique

H (C' (¥, Q) > H' (X, C)

obtenu en plongeant le complexe Q dans le complexe de De Rham A4y des
formes de classe C®, et en identifiant

H(C' (¥, Ay) S H'(X, ),

ol C' (¥, Ay) est défini de maniére analogue & C’'(¥", Qy). Le recouvre-
ment ¥~ étant de Stein, ce morphisme est en fait un isomorphisme.
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FIBRES VECTORIELS 359

LEMME 1. — Dans I’isomorphisme ci-dessus, le cocycle
(12n/=1)dlogf; ;)
a pour image la classe de Chern cc (E) de E dans H* (X, C).
Démonstration. — Posons, avec les notations du paragraphe 1.2 :
JoI
2n

Le systtme © = (®;) définit une cochaine de CO (7", 43), et la démons-
tration de la proposition 2 a montré que le cocycle do = (d ;) de
C° (¥, A2) donne un représentant pour cc(E). Le cocycle

b0 = (——dlogf, ).
2./ —1

qui lui est cohomologue dans c (77, Ay), est aussi un représentant
pour c¢ (E).

LEMME 2. — Le cocycle k = (k;, j)erl (U nY,Z) a pour image
dans H* (Y, Z) le résidu de la classe de Chern c, (E).

Démonstration. — Le morphisme résidu res : Q< Y>—>Q,(-1
induit un diagramme commutatif

H*(C @, Q< YY) » H*{X, C)
H'(C @ n Y, Q) - H'(Y, ©)
Soit i:X—X I’injection canonique; le morphisme canonique
Q;_( CY>—i, Oy
induit un isomorphisme en cohomologie
H'(C' (@, Q< Y)) » H'(C (¥, Q)

comme on le voit en utilisant le fait que, pour tout ouvert de Stein U de X,
le morphisme de restriction

LU, Q< Y)-»T(U nX, Q)
est un quasi-isomorphisme d’aprés DELIGNE et I'une des suites spectrales
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d’un bicomplexe. Plus précisément, si on considére les sous-complexes

F'C (@, Qe Y)) = C (@, Q< ¥)
et
FIC(r, Q) = C, 0,

engendrés par les cochaines de type (p, q), avec p # 0, le morphisme de
restriction '

FIC(, Q. Y)~F'C(, Q)
induit un isomorphisme en cohomologie. Le cocycle
¢=Q2n-1)dlogf, )
de F'C (¥, Q) peut donc s’écrire :
¢c=a+b+(6—d)p,
avec acC'(, QL(Y)), beC*®, Q< Y)) et peCl (¥, Y.

On obtient en particulier, en décomposant en types
¢=a—dp.

D’autre part, en utilisant la connexion associée a la métrique sur le fibré L,
on peut écrire sur V; ; = V;n ¥V :

M 8i,j Ds
C,-’j= d( s: >+k,,l—s- +hi,j’

ou h; ; est de classe C* sur U;n U;. Il en résulte que k = (k; ;) est le
résidu de a, et aussi celui de a+b. Comme a+b est cohomologue a ¢
dans C° (7, Qy), il a aussi pour image c. (E) dans H? (X, C). Du dia-
gramme commutatif ci-dessus résulte que I'image de k& dans H' (Y, C)
est le résidu de ¢ (E'). On obtient alors le lemme 2 en remarquant que le
morphisme H! (Y, Z)— H!' (Y, C) est injectif.

2.3. LE MORPHISME eXp EST STRICT. — Supposons qu’outre les hypothéses
du paragraphe 2.2, le fibré E provienne de H' (X, 0y), ou si 1’on préfére,
que sa classe de Chern ¢, (E) soit nulle. L’application

H*#%nY Z)y— H'(Y, Z)

étant injective, le cocycle k = (k; ;) est cohomologue a 0; ainsi il existe
(k) e C° (%, Z) tel que k;—k; = k;,j chaque fois que U;n U;nY # Q.
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Quitte a le raffiner au besoin, on peut supposer que le recouvrement %
vérifie les propriétés suivantes :

(a) Sur U, le fibré L, est trivial; on désignera par e; une section non nulle
de L, sur U, et on posera, sur U;, s = s; e;;

(b) Les ouverts U; et U; ; = U; n U; sont simplement connexes. On peut
alors écrire, sur V; ; :

£ = exp(g;, ,/s)

i

nhi

avec g; ; section holomorphe de L, sur U;; Ainsi les sections
fi = fi/sk de E sur V; définissent des trivialisations de E avec, pour fonctions
de transition

11,5 = exp (g, ;Is)-

Considérons le cocycle &' € C 2 (% Z) :

= a(g' 1)
21t\/ 1 s

Par-le- merphisme canonique
H*(@, Z) > H*(X, Z)
£
H*(X, Z)

la classe de ¢’ a pour image ¢, (E), qui est nulle par hypothése. Supposons
d’abord Y connexe; le noyau du morphisme H? (X, Z)— H* (X, Z)
est engendré-par la classe de Chern c, (L,), et donc la classe (¢) de ¢
dans H}(X 'Z) s’écrit (¢') = B ¢z (Ly), avec p € Z. Si I’on écrit, sur U;, IE

e, = e e;
avec h;, holomorphe sur U; ;, ¢z (Ly) est I'image dans H 2 (A_’, Z) du
cocycle 'y eC? “, Z) :
v 1
Y= —0 hx, 5
TN

et 'on a donc ¢’ = py+3dv, avec v = (vi,j)) e Ct (%, Z). Les sections f; s!'
de E sur V, définissent de nouvelles trivialisations de E, avec, pour fonctions
de transition

o= exp(gl, /s’ —phy, ;)

= CXp gi,ja
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avec g7 ; = (g, j/s’)—p.h,-, i—2n \/ -1 v;,j- Mais (g7 ;) définit un cocycle
de C! (%, 0% (I X)) dont I'image par I’application exponentielle est iso-
morphe au fibré E. Ainsi

G,Pic,,(X) nImH'(X, 0x) = Im G, H'(X, 0y).
Si Y n’est pas connexe, on a, dans H? (X, Z) :
(Z") = 2'1” Hicz(Ly)
avec W; € Z, ou les Y; sont les composantes connexes de 7. Il suffit de
remplacer, dans la démonstration ci-dessus, Ly par L}! ® ... ® Ly~

3. Le morphisme c,

3.1 Soit A;‘ { Y le sous-complexe de 4" (X) des formes différentielles ¢
de classe C ® sur X qui s’écrivent :

¢ =oad log|s|*+B| X,
avec ae A1 (X), ped (X), ot r désigne le degré de ¢. D’aprés
P. DELIGNE [2], linclusion 4,< Y ) G 4 (X) induit en cohomologie
un isomorphisme H" (A% (Y>»)— H" (X, C).

De plus, le morphisme H" (X, C) —» H" (A7, 0%), décrit au paragraphe 1.3,
s’interpréte comme morphisme induit en cohomologie par le morphisme
de complexes A%( Y)— A% (X) qui & la forme ¢ = ad'log|s|*+B|X
de A% { Y associe la partie B°" de type (0, r) de B.

3.2. Soit Q; (x Y) le faisceau sur X des p-formes différentielles méro-
morphes a podle le long de Y; la dérivation extérieure donne un complexe
noté Q, (x Y) :

0->Q0(x Y SQL* V) SQ2(xY)— ...

Soit / un entier > 0. On considére le sous-complexe P, Q'X *xY)
de Q} (% X), défini par
002 NSQLU+) VSR U+D) V) - ...

ou Q; (1Y) est le faisceau sur X des p-formes méromorphes ayant au pis un

pole d’ordre / le long de Y. D’aprés DELIGNE [2] (prop. 3.1.8), I'inclusion
QY>> P Q;_{ (x Y) induit un isomorphisme en hyper-cohomologie

H'(X, Q.{ YY) - H'(X, P, (% Y)).
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Soit A%' le faisceau des formes différentielles de classe C*, de type (0,.)
sur X. L’hypercohomologie H" (1\_’, P, Q;_( (x Y)) se calcule comme coho-
mologie du sous-complexe P, A’ (A—’, *x Y) de A (X), défini par

P A (X, %Y) = T'(X, PO, (x V)®¢; A2 ).

En d’autres termes, P A (A—’, * Y') est le complexe des formes différen-
tielles @ de classe C® sur X qui s’écrivent, en degré r;

¢ = Z;=o (p'l_:' ’
S
avec ¢"""ie AbTTE (X, LLYY).
Le résultat de DELIGNE peut donc s’énoncer : L’injection
A Yy = P A (X% Y)

induit un isomorphisme en cohomologie.

3.3. COMPATIBILITE DE ¢, AUX FILTRATIONS. — Il s’agit de montrer que
¢z (G, Pic,, (X)) = G, H? (X, Z)

c’est-a-dire encore de montrer que si E est un fibré vectoriel holomorphe
de rang 1 sur X qui porte une métrique d’ordre < /le long de Y, la classe

de Chern ¢, (E) a une image nulle dans H? ()?, 0% (1Y)). D’aprés la
proposition 2, c¢c (E) a un représentant dans 4% (X) de la forme

%d’log]sl2+§l,
s s

avec a e A (X, LL), pe A1 (X, LL)+A4%° (X, L). Ainsi, lorsque / = 0,
ce représentant est dans A; (Y, et se projette sur 0 dans A% 2 (X). Ceci
montre que

¢z (GyPic,, (X)) =G, H*(X, Z).

Lorsque / est positif, on peut écrire, d’aprés le paragraphe 3.2 :

‘i‘ld'log|s|2+Q=ald'log|s|2+61+dp.
N N
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avec peP, A'(X, xY), a, €A (X) et B, e A2 (X). On a donc, en
décomposant en types

avec p®!e 4% (X, L) et p%e4° (X, L. Ceci donne, en prenant
la partie de type (0,2) dans 1’égalité ci-dessus

0,1
e () -0

N

D’aprés le paragraphe 3.1, ’'image de ¢ (E ) dans H? (}, 0%) est donnée
via I’isomorphisme de Dolbeault, par la classe de p% % dans H 2 (4% (X)).
Dans 4%% (X, L}), on a donc

0,2 I __ g 0,1
1 s'—dp >

ce qui montre que I'image de ¢ (E) dans H 2 (X, O (L\)) est nulle, et
donc que ¢, (E)e G, H?* (X, Z).

3.4. UNE VARIANTE DE 3.1. — Soient ¥ un voisinage ouvert de Y dans X
tel que linclusion de Y dans V soit une équivalence d’homotopie,

et € : X— R une fonction de classe C* a support compact dans ¥, qui
vaut 1 au voisinage de Y. On considére le complexe By Y >, défini par

B (Y =47 ()@ 4 (X)

et dont la différentielle d : B;( (Y>> B';1 { Y ) est donnée par la matrice

d 0 b} n !’
((_])r—lw d)’ ou o, =d" d (elog|s|*.

L’application ® : B { Y ) — A, Y) définie par
(o, B) = ad (elog|s|>)+P
est alors un morphisme de complexes.

PROPOSITION 3. — Le morphisme ® induit un isomorphisme en coho-
mologie.
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Démonstration. — On a un diagramme commutatif

05 A (X)>Bx{ Y>> A (V)(-1)>0

I
0 A (X) > AR YD S A (Y)(=1)>0
dans lequel la premiére ligne est exacte; la seconde ligne n’est pas exacte,
mais induit cependant une suite exacte longue en cohomologie; la fléche
A (V)(=1)— A" (Y) (—1) est la restriction 4 Y, et induit donc un isomor-
phisme en cohomologie; il résulte du lemme des cinq qu’il en est de méme
pour ®.

COROLLAIRE 1. — Toute classe de cohomologie ce H" (X, C) peut se
représenter par une forme fermée ¢ € A" (X) s’écrivant :

¢ =od (clog|s|*)+B,

avec ae A1 (V), Be A" (X), et do = 0. L’image de ¢ dans H' (X, 05)
est donnée par la classe de la partie B°" de type (0, r) de B dans H' (A° - (X)).
COROLLAIRE 2. — Toute classe de cohomologie ce H" (X, C) peut se
représenter par une forme fermée ¢ € A" (X') s’écrivant :
¢ = od(elog|s|*)+B,

avec ne A" (V), pe A" (X) et do = 0. L’image de ¢ dans H" (X’, 0%)
est donnée par la classe de B°" dans H' (A% (X)). Si de plus c € H' (X, R),
on peut prendre o et B réelles.

Le corollaire 2 résulte du corollaire 1 en utilisant la relation

d+—1d°=2d".

3.5. CALCUL D’UNE FORME DE CHERN. — Soit ®°>! une forme de type (0, 1)
sur X, d’-fermée. Soit F le fibré vectoriel holomorphe de rang 1 sur X
dont le fibré C © sous-jacent est le fibré trivial X x C, et dont les sections
holomorphes sont les fonctions de classe C* f:X— C qui vérifient
I’équation

d'f-2n/—10%f=0.

LEMME. — La structure hermitienne triviale hy sur X x C a pour forme
de Chern, pour la structure holomorphe ci-dessus

c(F, ho) = 2R, (d’ o°").
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Démonstration. — La connexion associée est définie par

D= D’+d"—2n\/—‘1(o°’1, avec D' = d’—21:\/_—_16°",
c’est-a-dire
D=d—4n./—1R,0%"

Alors
¢(F, ho) =/ —1,/2n D?
=2d(R,0%") = 2R, (d o).
3.6. LE MORPHISME c, EST STRICT. — Il s’agit de montrer que I’on a
I’inclusion

G, H*(X, Z) n Im ¢z < ¢z (G, Pic,, (X)).

Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang 1 sur X dont la classe en

Chern ¢ (E) s’annule dans H ? X, 0Oy (Ly)). Nous allons construire un
fibré vectoriel holomorphe de rang 1 sur X, E’, portant une métrique
hermitienne d’ordre fini </ le long de Y, et tel que c, (E') = ¢ (E).

Soit 4 une métrique hermitienne arbitraire sur E. D’aprés le corollaire 2
du paragraphe 3.4, on peut écrire :

c¢(E, h) = ad‘(elog|s|?)+B+dp,

avec ae A1 (V), Be A2 (X), pe A' (X), dau =0, a, B, p étant des formes
réelles. En décomposant en types, on obtient :

g c(E, h)=2Im(a”" d' (elog|s|*))+B"" +2 R, d p**
[ ——10% d" (elog|s[)+ B2 +d" p° = 0.
Comme d” a®! = 0, la deuxiéme égalité s’écrit encore :
d" (=) — 1% elog|s|*+p%")+B%2 = 0.

La forme B%2s' représente Iimage de cc(E) dans H?Z(X, Oy (L.))
On peut donc écrire par hypothése

BO2st=d"y®!  avec yOled®'(X, L))
Il en résulte que si ’on pose
0% =—/— 10" glog|s|>+p®" +(y°/s),

TOME 104 — 1976 — N° 4



FIBRES VECTORIELS 367

1

la forme w° ! est de classe C® sur X et d’-fermée; de plus

¢(E, b) = y+2R,(d o),
avec
¥ =—2Imd a®' glog|s|*+4Im(a®! d' (clog|s|?))

,YO,I
—2Red'(—1)+ﬁ1‘l.
N

Soit (F, ho) le fibré vectoriel hermitien associé a la forme ©°! au para-
graphe 3.5; le fibré hermitien £/ = E ® F a alors \ pour forme de Chern.
Il est clair que ¢z (E’) = ¢z (£). De plus, pour tout réel A >/, on a

Cte

| \l’ ] Poincaré X I P
s|

ce qui montre que la métrique hermitienne sur E’ est d’ordre < /, et termine
la démonstration.
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