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OPERATEURS DIFFERENTIELS
SUR DES CONES NORMAUX DE DIMENSION 2

PAR

JEAN-PIERRE VIGUE
[Orsay]

RESUME. — On étudie 1’algébre des germes d’opérateurs différentiels holomorphes
au voisinage du sommet O d’un céne normal X plongé dans C3. On montre que si le
genre de la courbe projective associée X est supérieur ou égal i 1, la C-algébre
Diff® (0x, o) des germes d’opérateurs différentiels sur X au voisinage du sommet O
n’est pas engendrée par Oy o, et un nombre fini d’¢léments.

1. Introduction

Si X est un espace analytique de faisceau structural Oy, nous noterons
Diff? (05) le faisceau des germes d’opérateurs différentiels sur X
d’ordre < d; Diff? (04) est un faisceau de Oy-modules cohérent. Si x
est un point de X, on note Diff (04 ,) le Oy, ,-module des germes d’opé-
rateurs différentiels d’ordre < d sur X au voisinage de x (pour les défi-
nitions, voir [2], [6] et [8]). On a

Diﬁ‘o((ox,x) = 0X,x,
et on pose

Diff®(0y. ,) = lim Diff(0_ ,).
—

Pour la composition des opérateurs différentiels, Diff® (0, ,) est une
C-algébre filtrée. L’algébre graduée associée

Gr(Diff (0x,,)) = @ Diff*(Ox, ,)/Diff* " (0%, )

est commutative et, en particulier, c’est une @y, ,-algébre.
L’étude des algebres Diff ® (0, ,) et Gr (Diff* (04,,)) a été faite par
KANTOR [5] dans le cas ou (X, x) est une singularité-quotient (i. e., (X, x)

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 8



114 J.-P. VIGUE

est isomorphe & un quotient de (C", O) par un sous-groupe fini du groupe
linéaire), et par moi-méme [8] dans le cas ou (X, x) est un germe de courbe
irréductible, ou un germe d’espace analytique dont le normalisé est (C", O).

Soit X = C” un c6ne normal de dimension 2, et soit O le sommet du

cone. Soit X = P,_, (C) la courbe projective associée au cone X, elle
est sans singularités; soit g son genre. Si g = 0, on déduit facilement d’un
résultat de BRIESKORN [3] que (X, O) est une singularité-quotient. On peut
appliquer le résultat de KANTOR [5], et ’on trouve :

Soit X un céne normal de dimension 2 construit sur une courbe projective
sans singularités de genre g = 0. Alors lalgébre Gr (Diff* (04 ,)) est
une Oy o-algebre de type fini. On en déduit que la C-algébre Diff* (Oy ,)
est engendrée par Oy , et un nombre fini d’éléments.

Le cas du cone x3+x3+x3 = 0 dans C3 (genre (X) = 1) a été étudié
par I. BERNSTEIN, I. GEL’FAND et S. GEL’FAND [1]. Nous allons démon-
trer le résultat suivant qui généralise le résultat de [1].

THEOREME 1.1. — Soit X < C3 un céne normal défini par un polynéme P
homogeéne de degré n, et soit X la courbe projective associée (X’ est sans
singularités). Si n = 3 (i, e., genre (}) > 1), alors, pour tout d > 0, la
C-algebre Diff * (0, ) n’est pas engendrée par Diff? (O, 0)-

Remarquons (voir [9]) que pour qu’un céne X de dimension 2 plongé
dans C? soit normal, il faut et il suffit que O soit le seul point singulier

de X, ou ce qui revient au méme, que X soit sans singularités. Compte
tenu de la proposition 7 de [8], on en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1.2. — Sous les hypothéses du théoréme 1.1, la Oy ,-algébre
Gr (Diff® (0y o)) n’est pas une O ,-algébre de type fini.

Dans notre étude de la C-algébre Diff © (0 ,), nous verrons que le cas
n =3 et le cas n > 4 sont assez différents. Nous montrerons comment
le raisonnement de [1] se généralise au cas des cOnes normaux définis
par un polynome P homogeéne de degré n = 3, et nous donnerons la démons-
tration compléte dans le cas n > 4.

Je remercie Henri CARTAN
de l'aide et des encouragements qu’il m’a apportés.
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OPERATEURS DIFFERENTIELS 115

2. Définitions et premiéres propriétés

Dans ce paragraphe, on supposera seulement que X < CP(p > 3) est

un cdne normal construit sur une courbe projective lisse X < P,_; (C)
de genre g. Soit O le sommet de X.

LeEMME 2.1. — Soit U un voisinage ouvert du sommet O dans X. Tout
opérateur différentiel défini sur U—{ O } se prolonge de maniére unique
en un opérateur différentiel sur U.

Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur I’ordre k de I’opérateur
différentiel D. Si k = 0, D est la multiplication par une fonction holo-
morphe a sur U— { (0] } Comme X est normal, a se prolonge en une fonction
holomorphe sur U tout entier, et par suite, D se prolonge en un opérateur
différentiel sur U. Supposons le résultat démontré a ’ordre (k—1),
montrons-le & ’ordre k.

Soit DeT (U—{ O }, Diff* (0y)). Pour tout voisinage ouvert o de O
contenu dans U, et pour tout feI (w, 04), D(f) est une fonction
holomorphe sur @ — { O }; O(f) se prolonge en une fonction holo-
morphe sur o tout entier, nous la noterons A (f). Pour montrer que
A eT (U, Diff* (0,)), d’aprés la définition récurrente des opérateurs
différentiels [8], il suffit de vérifier que, pour tout ouvert ® = U, pour
tout ae I (w, Oy),

fAaf)—aA(f)=A(f),
I'(o, 0x) > T'(o, 0

est un opérateur différentiel sur o d’ordre < k—1. C’est évident d’aprés
I’hypothése de récurrence.

DEFINITION 2.2. — Soit U un ouvert de X. On dit qu’un opérateur diffé-
rentiel D e T (U, Diff* (0y)) est homogéne de degré i, si pour tout ouvert
o < U, pour tout qeZ, D(M,(0)) = M, ;(w). [M, () désigne le
C-espace vectoriel des fonctions holomorphes sur ® et homogeénes de
degré q].

Nous noterons D* le 0Oy ,-module des germes d’opérateurs différentiels
sur X au voisinage de O d’ordre < k. (D* = Diff* (04 ,)). Soit D¥ le
C-espace vectoriel des germes d’opérateurs différentiels sur X au voisinage
de O d’ordre < k et homogénes de degré i. On vérifie facilement que si
D e DY, D se prolonge en un opérateur différentiel homogéne d’ordre < k
et de degré i sur X tout entier.
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116 J.-P. VIGUE

LeEMME 2.3. — Soit D un germe d’opérateur différentiel sur X au voisi-
nage du sommet O d’ordre < k. Alors, D se décompose de maniére unique
sous la forme d’une série convergente

D=5 *,D,  ow, pour tout i, D,eD".

Démonstration. — Soit J I’idéal homogéne qui définit X, et soit D e D*.
D’aprés une des définitions équivalentes des opérateurs différentiels, on
sait qu’il existe un germe d’opérateur différentiel d’ordre < k sur (C*, 0),

ol
A=Z|j|§kﬁ(x)“a)c—j-

tel que A (J) = J, et tel que A, par passage au quotient, induise D. On peut
décomposer A en
A S l+=00— k Ai’

ol, pour tout i, A; est homogéne de degré i. On montre que A; (J) < J,
et, par passage au quotient, on obtient une décomposition

D= Zi+=°0—k D;,

et on vérifie facilement qu’une telle décomposition est unique.

Exemple. — Soit I 'opérateur différentiel défini sur C? (coordonnées
Xis . .» X,) par
0
I = iP= xi—' .
IEER

i
I induit sur X un opérateur différentiel (que nous noterons encore I)
d’ordre 1, homogéne de degré O.

Soit X, = X—{ 0}, et soit © I’application naturelle X, — X. Soit 2¥
le faisceau sur X, des germes d’opérateurs différentiels d’ordre < k et
de degré i. Soit A¥ = 1, 9%, Soit £ = A{ le faisceau des germes de fonctions
homogénes de degré 1.

PROPOSITION 2.4 :

(@) A¥ est un faisceau localement libre sur X, et H® (X, A¥) = D¥; & est
inversible.

®) A* = Ak @ £
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OPERATEURS DIFFERENTIELS 117

(¢) Soit o, = As|AS™Y (00 = O3). Alors o, = S*(c,) (puissance symé-
trique k-iéme).

(d) Soit N le sous-Oxz-module libre de o, engendré par I, et soit A = o[ N".
Alors A~ est isomorphe au faisceau des germes de sections holomorphes
du fibré tangent de X.

La proposition 2.4. s’inspire de [1]. Sa démonstration est laissée en
exercice!

PROPOSITION 2.5. — Pour tout k = 1, il existe deux suites exactes :
@ v
(1 0 N*5 0, SH @0,y >0,
(% ni
@R 0— 0}y — 0= H* =0,

ou O, est induite par la multiplication par I

Démonstration. — Soit U un ouvert de Stein contenu dans X. Alors
la suite

0T (U, /)BT (U, 6) BT (U, #)—0

est exacte, et on peut choisir U suffisamment petit de fagon que I" (U, X))
soit engendré comme I' (U, 0x3)-module par une section partout non

nulle % (U). Soit & (U)e T (U, o,) telle que W, (4 (U)) = h (V).

(@) Les (h(U)' I*"%,_0, ... forment une base du I (U, 0x)-module
libre I" (U, o,). Définissons

(Pk|U(Ik) = Iks
Vi o (R(UY T = ih (U) @ (h(U) 1 T7Y).

Il est clair que, sur U, (¢x|y, Vi y) définissent une suite exacte. Le seul
point qui reste a vérifier est que les (@4 gy, Vi y) se recollent pour
définir (@x, V).

Soit ¥ un autre ouvert. On choisit de méme A (V') et & (V). On définit
aussi (Px(y> Vi y)- Sur UN V, on a

h(V)=f(x)h(U), avec f(x)#0, pout tout xeUn V;
h(V) = f)h(U)+g() L.
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118 J.-P. VIGUE
Il est évident que @y = @4y, sur Un V. Comparons Vi v et Yy -

‘J’k;v(/;(V)iIk_i)
= ‘I’klU[(f(x);l(U)+g(x)I)"I"“']
=V 0 (Qp=0 CT (f(x)}:(U))P(g(x)I)i—p )
=f)hU) ®(Z§,=opcip(f(x)71(U))p_1 () IY™PI*7
=if(x)h(U) ®[(f(x);l(U)+g(x)I)i—1 .

On a bien Yy, ; = Yy, y, et I’existence de la suite exacte (1), est démontrée.

(b) On définit de méme

0y (h(U) 14707 = h(U) 1*7
~ i rk—in )0 si i#k,
Mejo(RU)'T )_{h(U)" si Q= k.

On montre de méme que ces applications se recollent, et qu’elles défi-
nissent une suite exacte.

3. Opérateurs différentiels d’ordre 1 sur X

Nous supposerons dans ce paragraphe que X est un c6ne normal plongé
dans C3, défini par un polyndme homogéne P de degré n > 3. Montrons
la proposition suivante.

PROPOSITION 3.1. — Pour tout i, 0 < i< n—3, D}/D} est engendré
comme C-espace vectoriel par les x?.I, ot | p | = py+pr+p; = 1.

Démonstration. — Les xP.I sont bien des éléments de Dj. Il suffit de
vérifier que modulo D?, ils engendrent D}. Soit A € D}/D?. 1l existe un
opérateur différentiel D sur C3,

0
p=i.s 2
0x

j

tel que D définisse un opérateur différentiel D, sur (X, O) dont la classe
dans D}/D} est égale & A. On peut choisir D de fagon que les f; soient des
polynémes homogénes de degré (i+1).
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OPERATEURS DIFFERENTIELS 119
Comme D définit un opérateur différentiel sur (X, O), on sait que
D(P)=Q.P,

ol Q est un polyndme homogéne de degré i.

-

1 . , .
Pour montrer que D = (_ Q> I, il suffit de démontrer le lemme suivant.
n

Donc

LEMME 3.2. — Soit P € C[xy, X,, X5 ] un polynéme homogéne de degré n,
tel que la courbe projective associée X — P, (C) soit sans singularités.
Alors I’ensemble des polynémes (fi,fs,fs) de degrés < n—2, solutions
de I’équation

oP
Z,3~=1f,-—— =0
Ox

J

est réduit a (0, 0, 0).

Démonstration. — Soit J < C { xq, x,, x5 } D’idéal engendré par
(0P/0x,, 8P[dx,, OP/0x;). Du fait que O est le seul point singulier de X, on
déduit que J est un idéal de hauteur 3. Un lemme sur les anneaux de Cohen-
Macaulay (voir par exemple [7]) montre que (8P/0x,, 0P/0x,, OP[0x3)
forment une suite réguliére.

Du fait que f30P/0x; =0 dans C {xq, x,, x5 }/(OP|0xy, OP|Ox,),
on déduit que f; appartient a (0P/dx,, OP[dx,), et si on suppose que
deg (f3) < n—2, cela entraine f; =0. De méme, on montre que
fi=rf=0.

On remarque que la démonstration de [1] se généralise au cas d’un cone
normal X < C3, défini par un polynéme homogéne P de degré 3, une fois
qu’on a démontré

dim H °(X, ,) = dim D4/DY = 1.

Le théoréme 1.1 est ainsi démontré dans le cas n = 3. Le reste de cet article
sera consacré a la démonstration du théoréme dans le cas n > 4.
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120 J.-P. VIGUE

4. Opérateurs différentiels de degré < 0

Dans ce paragraphe, nous supposerons seulement que X < C” est un
cone normal de dimension 2, construit sur une courbe projective lisse X
de genre g > 2.

ProposSITION 4.1. — Soit X = C? un céne normal conmstruit sur une
courbe projective lisse X de genre g = 1. Alors, pour tout i < 0, pour tout
k>0, Dié=0.

Démonstration. — Montrons d’abord que H° (X, 0, ® £%) = 0 par
récurrence sur k.

Pour k = 0, on doit étudier H° (}, £%). On sait que deg £ > 0. Pour
tout i < 0, deg £’ < 0, et par suite, H° (X, £%) = 0. Supposons le résultat
démontré a ’ordre (k—1), montrons-le & I’ordre k. A partir de la suite
exacte (2);, on obtient par multiplication tensorielle par le faisceau loca-
lement libre #* la suite exacte

050, L 50, L > A" R L -0,
et la suite exacte de cohomologie
0->H (X, 0, ® %) > H(X, 0, ® £) » H*(X, #* ® &Y.
On a
deg(A"* ® £ =kdeg A +ideg L.

On sait que degA = — (2g—2) <0, et que ideg. ¥ < 0. Donc
deg (A" ®@ £Y < 0, et par suite H° (X, #*® £%) = 0. Par ’hypothése de
récurrence, H° (X, 0,_; ® £ = 0, On en déduit que H° (X, 5,® £ = 0.

On montre alors facilement par récurrence sur k que DY = 0. Il suffit

pour cela de considérer la suite exacte
0->A T 5 Af >0, ® L' -0,
et la suite exacte de cohomologie associée
0- D' DES HO(X, 6, ® £).

PROPOSITION 4.2. — Soit X < C? un céne normal construit sur une courbe

projective lisse X de genre g > 2. Alors, le C-espace vectoriel D admet
une base formée des vecteurs 1, I, 1%, ..., I%
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OPERATEURS DIFFERENTIELS 121

Démonstration. — 1l est clair que 1,1, 12, ..., I* forment un systéme
librg du C-espace vectoriel DY. Pour montrer la proposition, il suffit de
démontrer par récurrence sur k que dimg H° (X’, o) = 1.

La propriété est vraie pour k =0, car o, = 03. Supposons-la
démontrée a 1’ordre (k—1), montrons-la a ’ordre k.

De la suite exacte (2),, on tire la suite exacte de cohomologie

0 H(X, 6_3) » H°(X, ) > H* (X, A*).
On a deg#* = kdeg# = k(2—2g) < 0, et par suite H® (X, #™) = 0.

On en déduit
dimH°(X, 6,) =dimH°(X, 6,_,) =1,

et la proposition est démontrée.

Remarquons (nous I’utiliserons par la suite) que, pour tout k > 0,
on a

DYDY = H°(X, o).

5. Etude d’une suite exacte

A partir de maintenant, nous supposerons que X < C* est un cone
normal défini par un polynéme P homogene de degré n > 4. On sait que

la courbe projective associée X est sans singularités et que son genre est
g=(n—-1)(n—2)/2. On a aussi :
deg(Q) =n(n-3) et deg(A) =—n(n-3).

[Q désigne le faisceau des germes de formes différentielles holomorphes
sur X de degré 1.]

LEMME 5.1. — deg % =n et £ 3 est isomorphe a Q.

Démonstration. — Toute section holomorphe de # a n zéros comptés

avec leurs ordres de multiplicité, ce qui entraine deg ¥ = n.
Etudions #"~3. On montre que
= - —D(n-2
dimH (X, "% = = DO=2 ;(" ).

On déduit du théoréme de Riemann-Roch que dim H! (X, £"°3) = 1.
D’aprés [4], ceci entraine que #"~ 3 est isomorphe a Q.
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Nous allons maintenant étudier, pour tout k£ > 1, pour tout i > 0 la
suite exacte

0561 ®FL 50, QL >R L >0,

et la suite exacte de cohomologie associée

(3) 0—>H(X, 0,_; ® L) 5 HOX, 6, @ £) 25 HO (X, #* @ &)

SHY(X, 041 ® L) HY (X, 6, ® L) 23 HY (X, #* @ ) —0.

(La suite exacte s’arréte, car on sait que, pour tout faisceau cohérent &

sur A_;, on a, pour tout i > 2, H' (}, F) = 0). L’étude de cette suite exacte
nous permettra de calculer les opérateurs différentiels sur X.

LEMME 5.2 :

@ [i > (2=3) k+(n—2)] = [H' (X, 0, ® £*) = 0];

(b) Pour tout k >0, dim H' (X, 0, ® L®~dk+D) = 1,

(¢) Pour tout k > 0, dim H' (X, 0, ® L 3% = ((n—1) (n—2))/2.

Démonstration :

(@) se.démontre, pour un 'i donné, par récurrence sur k. Si k =0,
oo ® Z* est isomorphe a #*. Dés que i > n—2, on a

deg #' > (2g—2)=n(n-3),

et par suite, H! (X, £ = 0.

Supposons le résultat démontré a l’ordre (k—1), montrons-le a
l’ordre k& [on suppose bien sir que i > (n—3) k+(m—2)]. Dans (3),
H! (A—’, Or-1 ® £ = 0 par I’hypothése de récurrence. Du fait que A~
est le dual de Q et du lemme 5.1, on déduit que #* @ #' est isomorphe
a.2i~@=3k: donc [i > (n—3) k+(n—2)] entraine [H* (X, #* ® &%) = 0],
et par suite H' (X, 0, ® £%) = 0.

Remarquons que les résultats (b) et (¢) sont déja connus pour k = 0.
On peut donc supposer k > 1.

(b) Considérons le morceau de la suite exacte (3) pouri = (n—3) (k+1) :

Hl(;(, ey ®$(n—3)(k+l))_)Hl(}, o, ®$(n——3) (k+1))
—)Hl()—(, 3{"‘@3(""3)(’(4‘1))_’0.
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OPERATEURS DIFFERENTIELS 123

D’aprés (@), H' (X, 6, ® L™ ¥&+D) — 0. d’autre part, on sait que
A* Q@ LEIE+D et jsomorphe & #""3 et que dim H! (X, £"73) = 1.
Donc, dim H* (X, 6, @ L@~ 3¢+) — 1,

(c) Considérons la suite exacte
0->N* QLD 6, @L" V6, @A RL"V40,
et le morceau de suite exacte de cohomologie associée :

Ht (}’ VA ®$(n-—3)k) —>H1()_(, o, ®£/p(n—3)k)

SH'(X, 6, (@ H @ LTk 0.
Sik>1,

H'(X, /* @ 2" 9% = H' (X, 2"~ ¥*)=0.
On a donc

dimH(X, 0, ® £ % = dim H! (X, 0,_,; ®H# @ L"),
Mais " ® £~ est isomorphe & Ox; on en déduit
dim H'(X, 6, ® 2" % = dim H' (X, 0,_, ® "~V &~ 1),
Finalement, on trouve
dimH (X, 6, ® £" V% = dimH' (X, 6, ® 2" ?),
et (¢) sera une conséquence du lemme suivant.

LemMme 5.3. — dim H* (X’, o, ® ") = ((n—1) (n—2))/2.

Démonstration. — Considérons la suite exacte (3) pour k = 1, i = n—3.
Dans cette suite exacte, on connait les dimensions de tous les espaces
vectoriels sauf celle de H! (X, o, ® %" 3). En effet, 6, ® £" 3 est iso-
morphe 2 Q. On a donc

(n—1)(n-2)

dim HO(X, 6, ® £"~%) = — dim H'(X, 6, ® "% = 1.

On déduit de la proposition 3.1 que

dimH°(X, 6, ® £"%) = dim D!_4/D°_, = ("—1)2('1—2)'
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Enfin, # ® %"~ 3 est isomorphe a 0%, on a donc :

dimH'(X, & ® 2" ) =1, dimHl(},f®$"_3)=g=%).

On trouve finalement

dimH' (X, 6, ® " %) = ("_—i)zi”___z)

PROPOSITION 5.4 :
(@ [i = (n=3)k+1]= [\ ; est surjective];

(b) dim H® (X, 4% @ £~ ¥%) = 1, Vi, -3y = 0, et par suite @y u—3y
est un isomorphisme;

©L<@-3)k-1]=[H°X,#*Q® L) = 0], et par suite ¢ ; est
un isomorphisme.
Démonstration :

(@) Sii> (n—3)k+1,onavuque H' (X, 0,_; ® &%) = 0, par suite J_;
est surjective.

()Sii<(®m—3)k—1, on a
deg(A*®@ F)=—kn(n—3)+in <0,
ce qui entraine H° (X, #* ® %) = 0. On en déduit que @, ; est un iso-
morphisme.

(b) Soit i = (n—3) k. Le faisceau #* @ £~ 3* est isomorphe & 0,
on a donc :
dimHO(X, #* @ 2099 =1,

D’aprés le lemme 5.2,
dim H' (X, 5, ® 20k = 12D =2),
2
On en déduit que 6 ,—3) = 0.

On sait aussi que dim H' (X, 0,_; ® £ 9% = 1. Cela entraine que
Vi, n-3x = 0, €t que @ (,_3y est un isomorphisme.

C. Q. F. D.
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11 faut maintenant étudier les rapports entre les D¥ et les H° (X, 6, ® £%).

PROPOSITION 5.5. — Pour tout i, pour tout k, D¥/D¥~' = H® (X, 6, ® £7).
De plus, pour tout k > 0, pour tout i < (n—3) k, tout opérateur différentiel
D e D¥ sécrit :

D=1.A{+A,, avec ordre (A,) <k.
Démonstration. — Considérons la suite exacte
05 AT Af 50, @ % -0,
et la suite exacte de cohomologie associée

0 HO(X, A¥™ 1) > HO (X, A% > H° (X, 0, ® £
- HY(X, A Y o HY(X, AY - H (X, 6, ® %) — 0.

En étudiant cette suite exacte, on montre d’abord facilement par récur-
rence sur k > 0 que, pour i > (n—3)k+(n—2), H (X, A¥) = 0. On en
déduit que, pour i > (n—3)k+1, on a H' (X, A1) = 0, et par suite
D¥Df' = H° (X, 0, ® £%). La premiére partie de la proposition est
démontrée pour i = (n—3) k+1.

Supposons maintenant que i < (r—3) k. Le cas i = 0 a déja été traité
dans la proposition 4.2, on peut donc supposer i > 0. Montrons que
D¥D¥ ' = H° (X, 0, ® £Y) et que D¥/ D™ = [.(D¥"*/D¥?) par récur-
rence sur k > i (n—3) > 0. Pour cela, considérons le diagramme commu-
tatif suivant, ou les suites horizontales sont exactes

(xI

0—— D}/Df~*——— DijD}™"

13

0= H(X, 0,_; ® LY B HO(X, 6, ® L) —0.

Par I’hypothése de récurrence, la premiére fléche verticale est un isomor-
phisme. Comme le diagramme est commutatif, ce’a entraine que 1’appli-

cation D¥/Df"* — H® (X, o, ® &) est surjective, et par suite bijective
(en effet, on sait que D¥/D¥~! s’injecte dans H° (X, 0, ® £%)). On en déduit

o 1 ey (XD _ . . .
que ’application D¥~!/D¥=2 —— D¥/D¥~! est un isomorphisme, ce qui
achéve la démonstra ion de la proposition.
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6. Fin de la démonstration

Le théoréme 1.1 sera une conséquence, dans le cas n > 4, de la propo-
sition suivante.

PROPOSITION 6.1. — Pour tout i, pour tout k > 0, soit H* le sous-espace
vectoriel de D¥ formé des opérateurs différentiels obtenus comme somme
de produits d’opérateurs d’ordre < k. Alors, pour tout k > 2,

: k k
dime Diy—3y i+ 1/ Hp-3y 141 = 3.

Montrons d’abord le lemme ci-aprés.

LEMME 6.2. — Soient k > 0, et i = (n—3) k+1. Soit D un opérateur
différentiel homogéne de degré i, et supposons que D =D o...oDr,
avec, pour tout j(j=1,...,r), ordre (D;) < k. Alors :

D =1.A+38,, avec ordre (§;) < k.

Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur m = ordre (D). Si
m < k, D = §,, etil n’y a rien & démontrer. Supposons le résultat démontré
a 'ordre (m—1), et montrons-le & ’ordre m > k.

Du fait que D est homogéne de degré i, on déduit que chacun des D;
est homogene, et I’on a

deg(Dy)+...+deg(D,)=i=(n-3)k+1;

d’autre part,

ordre(D,)+ ... +ordre(D,) = m = k,
et donc

(n—3)ordre(D,)+...+(m—3)ordre(D,) = (n—3) k.

Comme, pour tout j, ordre (D;) < k, on sait que, dans le produit, il y a
au moins deux facteurs. Il existe donc un indice j, tel que

(n—3)ordre(D;,) > deg(D;,) > 0.
Alors d’aprés la proposition 5.5,
Dio = I.A]_"I'Az,
avec ordre (A,) < ordre (D;).
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On a donc :

D =D1° “e °Dj0_1°(I.A1+A2)° PN oD

=I°(D1°... jo— 1°A1°...°D,.)
1 ’
+ Y Do oD}o. .. oD, _yoAo... oD,
+D1°... jo— 1°A2°...°Dr,

ou D} = D;o I—1o Dy, et on sait que ordre (D)) < ordre (D;). On applique
alors I’hypothése de récurrence aux

(Dyo...oD}o...oD; _oAso...oD)

Jjo—1

et a

(D1°... - OAZ ..OD’.),

Jo

qui sont tous d’ordre < m, et de degré i, et on obtient le résultat annoncé.
PROPOSITION 6.3. — Pour tout k = 2 (1),

H(n sk+1=1. D(n 3)k+1+D(n 3)k+1-

Démonstration. — Comme k > 2, I est un opérateur différentiel d’ordre
< k—1; il est clair que H,_ it contient alors 1. D, "5 4 1 + Dy 4 1-
Re01proquement, soit D e H(n 3k+1- On a

D=ZjEJDj1O“'OD.

Jjr

avec pour tout j;, ordre (D; ) < k. Quitte & décomposer chacun des D;
en somme d’opérateurs différentiels homogénes, ce qui est possible d’aprés
le lemme 2.3, on peut les supposer homogeénes. On a donc, d’aprés le
lemme 6.2,

D=3Y;c,(I.A; {+A; ),
avec, pour tout j, ordre (A;,) < k. Finalement, on trouve :

D=1.A,+A,, avec ordre (A,)<k.
C. Q. F. D.

(*) Si on ne suppose pas k > 2, on peut seulement montrer que Hk, -, +, est contenu
dans I.D% Y3y k41 + Ditayiss.
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Nous pouvons maintenant montrer la proposition 6.1. : On déduit de
la proposition 6.3 que, pour tout k > 2,

k—2
H(n 3)k+1/D(n 3)k+1—1 (D(n 3)k+1/D(n—3)k+1),
k
D(n—3)k+l/H(n—3)k+1

—[D(n 3)k+1/D(n 3)k+1]/[I (D(n 3)k+1/ (n 3)k+1)]
—H (X 0_k®g(n 3)k+1)/I HO(X Ope 1®$(" 3)k+1)

Df,_3yk+1/Hf—3)+, est donc isomorphe & Im Y, (,—3) .1, €t comme
Vg, n—3)k+1 €St surjective, on trouve :

dimen—s)H 1/H(l:|—3)k+1
=dimH°(X, #* @ "3 = dim H°(X, &) =3,

ce qui achéve la démonstration de la proposition 6.1.
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