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OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS
SUR DES CÔNES NORMAUX DE DIMENSION 2

PAR

JEAN-PIERRE VIGUÉ
[Orsay]

RÉSUMÉ. — On étudie l'algèbre des germes d'opérateurs différentiels holomorphes
au voisinage du sommet 0 d'un cône normal X plongé dans C3. On montre que si le
genre de la courbe projective associée X est supérieur ou égal à 1, la C-algèbre
Diff00 ((Px o) des germes d'opérateurs différentiels sur X au voisinage du sommet 0
n'est pas engendrée par (Py, o et un nombre fini d'éléments.

1. Introduction

Si X est un espace analytique de faisceau structural 0^ nous noterons
Diff^ (0^) le faisceau des germes d'opérateurs différentiels sur X
d'ordre ^ d\ Diff^ (^) est un faisceau de ^-modules cohérent. Si x
est un point de X, on note Diff^^^) le d^ ̂ -module des germes d'opé-
rateurs différentiels d'ordre ^ d sur X au voisinage de x (pour les défi-
nitions, voir [2], [6] et [8]). On a

Diff°(^,)=^,

et on pose
Diff "(^^lim Diff \(9^\

Pour la composition des opérateurs différentiels, Diff°°(^^) est une
C-algèbre filtrée. L'algèbre graduée associée

Gr (Diff00 (0^ ,)) = ©JL o Diff^, ̂ /Diff^-1 (^ ,)

est commutative et, en particulier, c'est une 6^-algèbre.
L'étude des algèbres Diff°°(d^)et Gr(Diff°°(^^)) a été faite par

KANTOR [5] dans le cas où (X, x) est une singularité-quotient (i. e., (X, x)
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114 j.-p. VIGUÉ

est isomorphe à un quotient de (C", 0) par un sous-groupe fini du groupe
linéaire), et par moi-même [8] dans le cas où (X, x) est un germe de courbe
irréductible, ou un germe d'espace analytique dont le normalisé est (C", 0).

Soit X çzC" un cône normal de dimension 2, et soit 0 le sommet du
cône. Soit X a P^_^(C) la courbe projective associée au cône X, elle
est sans singularités; soit g son genre. Si g = 0, on déduit facilement d'un
résultat de BRIESKORN [3] que (X, 0) est une singularité-quotient. On peut
appliquer le résultat de KANTOR [5], et l'on trouve :

Soit X un cône normal de dimension 1 construit sur une courbe projective
sans singularités de genre g = 0. Alors l'algèbre Gr (Diff00 (^ ^)) est
une O^o-algèbre de type fini. On en déduit que la C-algèbre Diff^ (^ ^)
est engendrée par (9^ o et un nombre fini d'éléments.

Le cas du cône x^+x^+xj = 0 dans C3 (genre (X) = 1) a été étudié
par I. BERNSTEIN, I. GEL'FAND et S. GEL'FAND [1]. Nous allons démon-
trer le résultat suivant qui généralise le résultat de [1].

THÉORÈME 1 . 1 . — Soit X <= C3 un cône normal défini par un polynôme P
homogène de degré n, et soit X la courbe projective associée (X est sans
singularités). Si n ^ 3 (i, e., genre (X) ^ 1), alors, pour tout d ^ 0, la
C-algèbre Diff00 (^,o) n'est pas engendrée par Diff^ (^ o).

Remarquons (voir [9]) que pour qu'un cône X de dimension 2 plongé
dans C3 soit normal, il faut et il suffit que 0 soit le seul point singulier
de X, ou ce qui revient au même, que X soit sans singularités. Compte
tenu de la proposition 7 de [8], on en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1 . 2 . — Sous les hypothèses du théorème 1.1, la 0^ o-aïgèbre
Gr(Diff°° (^^)) ^est pas une 0^^-algèbre de type fini.

Dans notre étude de la C-algèbre Diff00 (^,o)» nous verrons que le cas
n = 3 et le cas n ^ 4 sont assez différents. Nous montrerons comment
le raisonnement de [1] se généralise au cas des cônes normaux définis
par un polynôme P homogène de degré n = 3, et nous donnerons la démons-
tration complète dans le cas n ^ 4.

Je remercie Henri CARTAN
de l'aide et des encouragements qu'il m'a apportés.
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OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS 115

2. Définitions et premières propriétés

Dans ce paragraphe, on supposera seulement que X <= C7 (p ^ 3) est
un cône normal construit sur une courbe projective lisse X c P _. (C)
de genre g. Soit 0 le sommet de X.

LEMME 2.1. - Soit U un voisinage ouvert du sommet 0 dans X. Tout
opérateur différentiel défini sur U- {0 } se prolonge de manière unique
en un opérateur différentiel sur U.

Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur l'ordre k de l'opérateur
différentiel D. Si k == 0, D est la multiplication par une fonction holo-
morphe a sur U— { 0 ]. Comme 2" est normal, a se prolonge en une fonction
holomorphe sur U tout entier, et par suite, D se prolonge en un opérateur
différentiel sur U. Supposons le résultat démontré à l'ordre (k-\\
montrons-le à l'ordre k.

Soit D e F (U- { 0 }, Diff^ (^)). Pour tout voisinage ouvert œ de 0
contenu dans U, et pour tout /e F (©, ̂ ), D (/) est une fonction
holomorphe sur œ - { 0} ; 0 (/) se prolonge en une fonction holo-
morphe sur œ tout entier, nous la noterons A (/). Pour montrer que
A e F ( £/, Diff^ (^)), d'après la définition récurrente des opérateurs
différentiels [8], il suffit de vérifier que, pour tout ouvert œ c= £/, pour
tout a e F (œ, ̂ ),

/^A(a/)-aA(/)=A'(/),
r(œ,^)^r(œ,^)

est un opérateur différentiel sur œ d'ordre ^ k-1. C'est évident d'après
l'hypothèse de récurrence.

DÉFINITION 2.2. — Soit U un ouvert de X. On dit qu'un opérateur diffé-
rentiel D e F (£/, Diff^ (^)) est homogène de degré z, si pour tout ouvert
œ c U, pour tout qeZ, D (Mq (œ)) c Mq +,(©). \M^ (œ) désigne le
C-espace vectoriel des fonctions holomorphes sur œ et homogènes de
degré q\.

Nous noterons D^ le ̂  ^-module des germes d'opérateurs différentiels
sur X au voisinage de 0 d'ordre ^ k. (D^ = Diff^ (^ ^)). Soit D^ le
C-espace vectoriel des germes d'opérateurs différentiels sur X au voisinage
de 0 d'ordre ^ k et homogènes de degré L On vérifie facilement que si
D e D}, D se prolonge en un opérateur différentiel homogène d'ordre ^ k
et de degré i sur X tout entier.
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116 J.-P. VIGUÉ

LEMME 2.3. - Soit D un germe d'opérateur différentiel sur X au voisi-
nage du sommet 0 d'ordre ^ k. Alors, D se décompose de manière unique
sous la forme d'une série convergente

D=^w-kDi, où, pour tout i, D,eD}.

Démonstration. — Soit J l'idéal homogène qui définit X, et soit D e Z^.
D'après une des définitions équivalentes des opérateurs différentiels, on
sait qu'il existe un germe d'opérateur différentiel d'ordre ^ k sur (C", 0),

^Em^W^j-

tel que A (J) c J, et tel que A, par passage au quotient, induise D. On peut
décomposer A en

A=E^A,

où, pour tout i, Ai est homogène de degré z. On montre que A; (J) c 7,
et, par passage au quotient, on obtient une décomposition

D=^-,D,
et on vérifie facilement qu'une telle décomposition est unique.

Exemple. — Soit / l'opérateur différentiel défini sur C7 (coordonnées
Xi, .. . , X p ) par

j _yp ô
1 — Li=lxi~—f

ÔXi

I induit sur X un opérateur différentiel (que nous noterons encore 7)
d'ordre 1, homogène de degré 0.

Soit XQ = X-{ 0 }, et soit n l'application naturelle XQ—^X. Soit Q)\
le faisceau sur XQ des germes d'opérateurs différentiels d'ordre ^ k et
de degré i. Soit A^ = n^ Q)\. Soit ^ = A? le faisceau des germes de fonctions
homogènes de degré 1.

PROPOSITION 2.4 :

(a) A^ est un faisceau localement libre sur X, et H° (X, AÏ) = D}\ S est
inversible.

(b) AÏ = A^ ® J^f1.
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OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS 117

(c) Soit Gk = ^/A^"1 (<7o == ^). ^forly °fc = ^O7!) (puissance symé-
trique k-ième).

(d) Soît^V le sous-0 ̂ -module libre de ai engendré par I, et soit Jf= ai/^.
^for5' JT est isomorphe au faisceau des germes de sections holomorphes
du fibre tangent de X.

La proposition 2.4. s'inspire de [1]. Sa démonstration est laissée en
exercice !

PROPOSITION 2.5. - Pour tout k ^ 1, il existe deux suites exactes :

Wk O^J^a^Jf®afe_i^O,

(2), o-^^a^jr^o,

où Qjç est induite par la multiplication par I.

Démonstration. — Soit U un ouvert de Stein contenu dans X. Alors
la suite

q>i x|/io->r(i7, ^)-->r([7, ai)->r([/, jf)->o
est exacte, et on peut choisir U suffisamment petit de façon que F ( U, Jf)
soit engendré comme F ( U, (P^)-module par une section partout non
nulle h (U). Soit h (U) e F (U, 04) telle que \|/i (h (U)) == h (U).

(a) Les (h(U)1 ̂ "^^o, .. . ,fe forment une base du F ( î/, ^-module
libre F (U, a^). Définissons

^\u(I^=I\
^k\u(h(UYIk-i)=ih(U)(S)(h(U)i-lIk-i).

II est clair que, sur U, ((p^ j y, vl/^ ( y) définissent une suite exacte. Le seul
point qui reste à vérifier est que les ((p^ ( y, \|^, y) se recollent pour
définir ((p^, \|/^).

Soit F un autre ouvert. On choisit de même h (F) et h (V). On définit
aussi ((pfciv, ^k\v)' Sur î/n F, on a

h{V)=f(x)h (17), avec /(x) ̂  0, pout tout x e U n 7;

h<iV)==f(x)h(U)+g(x)I.
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118 J.-P. VIGUÉ

II est évident que <p^ ^ y = (p^ | y sur Î7 n V. Comparons ^, y et ^^\v '•

^\u(h(V)' 1 " - ' )
=^\u[.(f(x)h(U)+g(x)I)iIk-i]

=^|t/&oCf(/Wft(U))p(gW^r^t-)

=f(x)h(U)®(^opCf(f(x)h<iU))l'-l(g(x)I)t-PIk~i)

=if(x)h(U)®[(f(x)h(U)+g(x)I)i-lIk~i].

On a bien ^k\v='^k\v' e^ l'existence de la suite exacte (1\ est démontrée.

(b) On définit de même

Q^uWYl^-1)^^)'!'1-1;

^mi1-1^^ 1 \t^
On montre de même que ces applications se recollent, et qu'elles défi-
nissent une suite exacte.

3. Opérateurs différentiels d'ordre 1 sur X

Nous supposerons dans ce paragraphe que X est un cône normal plongé
dans C3, défini par un polynôme homogène P de degré n ^ 3. Montrons
la proposition suivante.

PROPOSITION 3.1. - Pour tout i, 0 =$ i ^ n-3, D}ID^ est engendré
comme C-espace vectoriel par les x19.!, où \p\ = pi+p2+P3 == l '

Démonstration. — Les x^.1 sont bien des éléments de Z\1. Il suffit de
vérifier que module 2)9, ils engendrent D\. Soit AeZ^/Z)?. Il existe un
opérateur différentiel D sur C3,

D=^zfj8
OXj

tel que D définisse un opérateur différentiel DQ sur (X, 0) dont la classe
dans D^ID^ est égale à A» On peut choisir D de façon que les/, soient des
polynômes homogènes de degré O'+l).
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OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS 119

Comme D définit un opérateur différentiel sur (X, 0), on sait que

D(P)=Q.P,

où Q est un polynôme homogène de degré i.
Donc

(c-(]e),)(P)-O.

Pour montrer que D == [ - Q \ I, il suffit de démontrer le lemme suivant.
\n )

LEMME 3.2. — Soit P eC [^'i, x^ x^\ un polynôme homogène de degré n,
tel que la courbe projectile associée X <=. P^ (C) soit sans singularités.
Alors l'ensemble des polynômes (/i,/2,/s) de degrés < n—2, solutions
de l'équation

V3 f 8P - 0Lj'=iJj'— -u
&c,

est réduit à (0, 0, 0).

Démonstration. — Soit J c C { x^, x^, x^ } l'idéal engendré par
(8P/8x^, 8P/8x^, 8P/8x^\ Du fait que 0 est le seul point singulier de X, on
déduit que J est un idéal de hauteur 3. Un lemme sur les anneaux de Cohen-
Macaulay (voir par exemple [7]) montre que (ôPfQx^ 9P/8x^, 8P/3x^)
forment une suite régulière.

Du fait que f^ 8Plôx^ =-- 0 dans C { x^ x^ x^ }l(ôP/ôx^ SPjôx^
on déduit que f^ appartient à (9P/8x^ 8P/8x^), et si on suppose que
deg(/3) ^ n—2, cela entraîne f^ = 0. De même, on montre que
/ 1 = / 2 = 0 .

On remarque que la démonstration de [1] se généralise au cas d'un cône
normal X <=. C3, défini par un polynôme homogène P de degré 3, une fois
qu'on a démontré

dimH °(Z, Oi) = dimD^D^ = 1.

Le théorème 1.1 est ainsi démontré dans le cas n = 3. Le reste de cet article
sera consacré à la démonstration du théorème dans le cas n ^ 4.
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120 j.-p. VIGUÉ

4. Opérateurs différentiels de degré ^ 0

Dans ce paragraphe, nous supposerons seulement que X c C^ est un
cône normal de dimension 2, construit sur une courbe projective lisse X
de genre g ^ 2.

PROPOSITION 4.1. -^of/ 2'c C^ M/Î cw^ normal construit sur une
courbe projective lisse X de genre g > 1. Alors, pour tout i < 0, pour tout
k > 0, D\ = 0.

Démonstration. - Montrons d'abord que H° (X, c^ ® J^f1) = 0 par
récurrence sur À:.

Pour /; = 0, on doit étudier H° (X, Jêf1). On sait que deg ^ > 0. Pour
tout f < 0, deg J^1 < 0, et par suite, H° (X, ̂ l) = 0. Supposons le résultat
démontré à l'ordre (k-l\ montrons-le à l'ordre k. A partir de la suite
exacte (2)^, on obtient par multiplication tensorielle par le faisceau loca-
lement libres1 la suite exacte

0 -^ (^_ i ® ̂ l -> 0^ ® J^1 -> jf^ ® ̂ ï -> 0,

et la suite exacte de cohomologie

0->IÎ°(Z, a^i Cx)^1)^^0^, a,®^1)^^0^, ̂ ®j^1).
On a

deg (Jf" (x) jêf1) = fe deg Jf +1 deg J$f.

On sait que degJf == - (2 g-2) ^ 0, et que f deg Jêf < 0. Donc
deg (^k ® j^f1) < 0, et par suite H° (X, ̂ k 0 jêf1) = 0. Par l'hypothèse de
récurrence, H° (X, a^-1 ® ̂ î) = 0, On en déduit que H° (X, ̂  ® J^1) = 0.

On montre alors facilement par récurrence sur k que D\ = 0. Il suffit
pour cela de considérer la suite exacte

O-^Af-1-^-. 0,0^-^0,

et la suite exacte de cohomologie associée

0 -. £)?-1 -, D? -. H °(X, ̂  ® JSf1).

PROPOSITION 4^2. - 5'077 r c C^ ̂  cône normal construit sur une courbe
projective lisse X de genre g ^ 2. ^tor^, le C-espace vectoriel D^ admet
une base formée des vecteurs 1, /, I2, . . . /fc.
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OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS 121

Démonstration. — II est clair que 1, I, I2, . . . , / k forment un système
libre du C-espace vectoriel D^. Pour montrer la proposition, il suffit de
démontrer par récurrence sur k que dim^ H° (X, <j^) = 1.

La propriété est vraie pour k = 0, car <7o = 0^. Supposons-la
démontrée à l'ordre (k—\), montrons-la à l'ordre k.

De la suite exacte (2\, on tire la suite exacte de cohomologie

0 -> H°(X, a^i) -^H°(X, CT^ ̂  Jf° (Z, Jf').

On a degJf^ =- k degJf = À; (2-2 g) < 0, et par suite H° (X,^) = 0.
On en déduit

dimH°(X, Ok) = âimH°(X, ̂ -i) = 1.

et la proposition est démontrée.
Remarquons (nous l'utiliserons par la suite) que, pour tout k ^ 0,

on a

DoW1^0^^).

5. Étude d'une suite exacte

A partir de maintenant, nous supposerons que X <==. C3 est un cône
normal défini par un polynôme P homogène de degré n ^ 4. On sait que
la courbe projective associée X est sans singularités et que son genre est
g = ((n-1) (n—2))/2. On a aussi :

deg (Tî) = n (n - 3) et deg (Jf) = - n (n - 3).

[0 désigne le faisceau des germes de formes différentielles holomorphes
sur X de degré 1.]

LEMME 5.1. — deg^f = n et ^n~3 est isomorphe à 0.

Démonstration. — Toute section holomorphe de ^ a n zéros comptés
avec leurs ordres de multiplicité, ce qui entraîne deg Jêf = n.

Étudions ^f"~3. On montre que

dimJf0^,^-3)^-1^-^
2

On déduit du théorème de Riemann-Roch que dim H1 (X, J^f""3) = 1.
D'après [4], ceci entraîne que J^""3 est isomorphe à 0.
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Nous allons maintenant étudier, pour tout k ^ 1, pour tout f ^ 0 la
suite exacte

o^^-.i®^1^^®^1-^®^^,
et la suite exacte de cohomologie associée

(3) O^Jî0^,^.!®^1)^^0^,^®^1)^^0^,^®^1)

-^H^X, c^_i ®J^f)-e^l(Z, a,®^1)-^^1^, Jf^®^1)-^.

(La suite exacte s'arrête, car on sait que, pour tout faisceau cohérent ^
sur X, on a, pour tout î ^ 2, JT (X, ̂ r) = 0). L'étude de cette suite exacte
nous permettra de calculer les opérateurs différentiels sur X.

LEMME 5.2 :
(a) [f ^ (n-3) Â:+(/z-2)] => [H1 (X, or, ® J^1) = 0];
(b) Pour tout k ^ 0, dim H1 (X, o-, ® ^("-W+D) = î;

(c) P^r ^^ k > 0, dim AT1 (Ï, (T, ® J^^-3^) = ((n-1) (^-2))/2.

Démonstration :
(a) se démontre, pour un f donné, par récurrence sur k. Si k = 0,

GO ® ̂ l est isomorphe à ^l. Dès que i ̂  n—î, on a

degJ^>(2g-2)=n(n-3),

et par suite. H1 (X, ̂ l) = 0.
Supposons le résultat démontré à l'ordre (k—1), montrons-le à

l'ordre k [on suppose bien sûr que i ̂  (n—3) k+(n—2)~]. Dans (3),
H1 (X, <7fe_i ® Jêf1) = 0 par l'hypothèse de récurrence. Du fait que Jf
est le dual de 0 et du lemme 5.1, on déduit que Jf^ ® Jêf' est isomorphe
^-C«-3)^ ̂ ç ^ ^ ^_3^ ^^_^_2)] entraîne [̂  (Ï,^ ® J^1) = O],
et par suite H1 (X, o-, ® j$f1) = 0.

Remarquons que les résultats (b) et (c) sont déjà connus pour k = 0.
On peut donc supposer k ^ 1.

(6) Considérons le morceau de la suite exacte (3) pour i = (n—3) (k+1) :

H1^, a,_i ®^("-3)(fc+l))-^l(Z, o-,®^-3^^)

-^(Z, Jffe®J^<"-3)<fe+l))->0.
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OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS 123

D'après (a). H1 (X, a^i ® j^C"-3)(fe+D) ^ Q; d'autre part, on sait que
^ ® j^(»-3)(fe+i) est isomorphe à J^"~3 et que dimH1 (X, J^""3) = 1.
Donc, dim H1 (X, o, (g) j^(»-3)(fc+D) = i.

(c) Considérons la suite exacte

0->^0J^(n-3) f e^CTfe®J^ ( n~3 ) f c^afe_l®j^®^ ("~3 ) f e-^0,

et le morceau de suite exacte de cohomologie associée :

^(X,^®^""3^)-^^1^,^®^"'3^)
-^H^X, a^i^Jf^^'^^-^O.

Si k > 1,
J^CZ, ̂ fc (x)^"-3^) = Jî1 (Z, Jêf (n-3)fe)= 0.

On a donc

dimiî^Z, Ofe (x)^"-3^) = dim^^X, a^-i ®Jf ®^("~3)fc).

Mais Jf ® J^""3 est isomorphe à ^; on en déduit

dimH1^, a,®^-3^) = dim^CZ, a,-i ®^<n-3)(fe- l)).

Finalement, on trouve

dimH^X, a, ®J^("-3)k) = dimI^CZ, ai ®^~3),

et (c) sera une conséquence du lemme suivant.

LEMME 5.3. - dim^1 (X, o-i (g) J^"~3) = ((n-1) (n-2))12.

Démonstration. — Considérons la suite exacte (3) pour k = 1, z = n—3.
Dans cette suite exacte, on connaît les dimensions de tous les espaces
vectoriels sauf celle de H1 (X, c^ ® J^""3). En effet, (TQ ® Jêf""3 est iso-
morphe à D. On a donc

dimJf°(X, oo (g)^"-3) = (n~l)(n"2\ dimff1^, ao ®^-3) = 1.

On déduit de la proposition 3.1 que

dimJf°(Z, ai ®^"-3) = dim^_3/^°_3 = (n~l)(n"2).
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124 j.-p, VIGUÉ

Enfin, Jf ® ^f""3 est isomorphe à 0^ on a donc :

dim^Z,^®^-3)^, dim H1 (Y ^ y-^-g - ̂ -1)^-2) ^

On trouve finalement

dim ̂ (Y ^ ̂  <^-3) _ (^-l)(n-2)
2

PROPOSITION 5.4 :

(a) [i ^ (n-3)k+l]=> [\|/̂  ^^ surjective}',

(b) dim ̂ 0 (Ï,^ ® ^(-3^) = 1, ̂ _^ = o, et par suite ̂ _^
est un isomorphisme;

(c) [i ^ (n-3) k-1] => [H0 (X,^ ® ĵ ) = O], et par suite ̂  est
un isomorphisme.

Démonstration :

(a) Si î^ (n-Ï) /:+!, onavu que ̂ 1 (Ï, ̂ -1®^)=^ par suite v|/̂
est surjective.

(c) Si i ^ (^-3)Â;-1, on a

deg^r^j^^-fen^.^+f^O,

ce qui entraîne ̂ ° (X, ̂ k ® jêf1) = 0. On en déduit que (p^, est un iso-
morphisme.

(é) Soit i = (n-ï)k. Le faisceau ^k ® ̂ -^ ^ isomorphe à ^,
on a donc :

dim^°(Z, ̂  ^j^^-3)^ = 1,

dim^^Y^ ^^^-3)^_(^-1)(^-2)^

2
D'après le lemme 5.2,

dimAT1 (Z, a, ® ̂ n-^k) = (n-l)(n-2) ^

On en déduit que Qk,(n-3)k = 0-
On sait aussi que dim H1 (X, (^_i ® j^"-3^) = 1. Cela entraîne que

^k,(n-3)k = 0, et que ^k,(n-3)k est un isomorphisme.

C. Q. F. D.
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II faut maintenant étudier les rapports entre les D\ et les H° (X, a^ ® o^1).

PROPOSITION 5.5.- Pour tout i, pour tout k, D\ID\~ 1 = HQ (X, c^ ® o^1).
De plus, pour tout k > 0, 7?OMr ?o^ f ^ (n—3) k, tout opérateur différentiel
D e D} s'écrit :

D = J .AI+A^, avec ordre (A^) < fc.

Démonstration. — Considérons la suite exacte

O-.A?-1-^-^®^-^,

et la suite exacte de cohomologie associée

0 ̂  H° (X, Af-1) ̂  ̂ ° (X, A^) ̂  Jî0 (Z, a, (g) ̂ l)

-^ iî1 (X, A?-1) -^ H1 (X, /^-^H1 (X, a, ® J )̂ ̂  0.

En étudiant cette suite exacte, on montre d'abord facilement par récur-
rence sur k ^ 0 que, pour ; > (n-Ï) k +(^-2), H1 (X, A^) = 0. On en
déduit que, pour i ^ (n—Ï) k-\-\, on a H1 (X,/^'1) = 0, et par suite
D}ID\~1 = H° (X, G), (S ^i). La première partie de la proposition est
démontrée pour i ^ (n—3)k+l.

Supposons maintenant que i ^ (n — 3) k. Le cas i = 0 a déjà été traité
dans la proposition 4.2, on peut donc supposer i > 0. Montrons que
D}ID}~1 = 770 (X, a, (g) J^1) et que D^/D^-1 = /.(^-1/^-2) par récur-
rence sur À; ^ i (n — 3) > 0. Pour cela, considérons le diagramme commu-
tatif suivant, où les suites horizontales sont exactes :

o—>Drw—^—^iw-1

— ( x I ) — T

0-^°(Z, ̂ _i Cx)^1)—^0^, a,®^1)-^.

Par l'hypothèse de récurrence, la première flèche verticale est un isomor-
phisme. Comme le diagramme est commutatif, ce a entraîne que l'appli-
cation D^/D^~1 —> H0 (X, <7fe ® Jêf1) est surjective, et par suite bijective
(en effet, on sait que Z^/Z^"1 s'injecte dans H° (X, ̂  ® osfl))- On en déduit
que l'application Dk^~l|Dk^~2—>Z)^/Z)Î~1 est un isomorphisme, ce qui
achève la démonstra ion de la proposition.
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6. Fin de la démonstration

Le théorème 1.1 sera une conséquence, dans le cas n ^ 4, de la propo-
sition suivante.

PROPOSITION 6.1 . — Pour tout i, pour tout k ^ 0, soit H\ le sous-espace
sectoriel de D\ formé des opérateurs différentiels obtenus comme somme
de produits d'opérateurs d'ordre < k. Alors, pour tout k ^ 2,

âimcD^^^k+ilH^-^k+i =3.

Montrons d'abord le lemme ci-après.

LEMME 6.2. — Soient k > 0, et i = (n— 3)^+1. Soit D un opérateur
différentiel homogène de degré z, et supposons que D = D^ o . . . o Dr,
avec, pour tout j (j = 1, . . . , r), ordre (Dj) < k. Alors :

D = J.A+SO, avec ordre (ôo) < k.

Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur m = ordre (Z>). Si
m < k, D = §o, et il n'y a rien à démontrer. Supposons le résultat démontré
à l'ordre (w—1), et montrons-le à l'ordre m ^ k.

Du fait que D est homogène de degré i, on déduit que chacun des Dj
est homogène, et l'on a

deg(Di)+ . . . +deg(D,) = i = (n-3)fc+l;

d'autre part,
ordre (£>i)+ . . . + ordre (Dy) = m ̂  k,

et donc
(n - 3) ordre (D^) + . . . + (n - 3) ordre (D,) ̂  (n - 3) fc.

Comme, pour tout 7, ordre (2)y) < k, on sait que, dans le produit, il y a
au moins deux facteurs. Il existe donc un indice jo tel que

(n-3) ordre (D,,) ̂  deg(2),,) > 0.

Alors d'après la proposition 5.5,

D,,=J.Ai+À2,

avec ordre (^2) < ordre (D^).
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On a donc :

D = DI o . . . o£),,_i o(J.Ai+A^)° . . . oD,

= J o (DI o . . . o D^ _ i o Ai ° . . . o £),)

+ Ê ~i1 ̂ i ° • • • ° D j o . . . o2),,_i oAi o . . . oD,
+Dio . . . oD^.ioA^o . . . °D,,

où 2) .̂ = Dj o I - I o Dp et on sait que ordre CD? ^ ordre (Dj). On applique
alors l'hypothèse de récurrence aux

(DI o . . . o£);.o . . . o£)^_i oAi o . . . o£),)

et à

( D i o . . . o D , , _ i o A 2 o . . . o D , ) ,

qui sont tous d'ordre < m, et de degré ;, et on obtient le résultat annoncé.

PROPOSITION 6.3. - Pour tout k ^ 2 (1),

Tjk _ i r n f e - l j.r^"1

-"(n-a^+l — 1 •-LF(n-3)fc+l+Lr(n-3)fe+l•

Démonstration. — Comme k ^ 2, / est un opérateur différentiel d'ordre
^ k-1; il est clair que ^-3^+1 contient alors ^^"-^fe+i+^-^fe+i.
Réciproquement, soit DeH^_^^^ On a

^=IjeJ^°...°^,

avec pour tout ji, ordre (D^) < k. Quitte à décomposer chacun des D^
en somme d'opérateurs différentiels homogènes, ce qui est possible d'après
le lemme 2.3, on peut les supposer homogènes. On a donc, d'après le
lemme 6.2,

^=Ij^a.A,,i+A,,,),
avec, pour tout j, ordre (Ay^) < k. Finalement, on trouve :

D == J .AI+A^, avec ordre (A^) < fe.
c. Q. F. D.

0 Si on ne suppose pas k ^ 2, on peut seulement montrer que ̂ -3)^+1 est contenu
dans 7. D -̂.S) u +1 + ̂ --S) ̂  i.
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Nous pouvons maintenant montrer la proposition 6.1. : On déduit de
la proposition 6.3 que, pour tout k ^ 2,

ffk |^k~l — î ^n^-l /nfc-2 \
-"(n-S^+l/^n-S^+l — i•lL ' (n-3)fc+l/ J L ' (n-3)fc+l)?

^(n-3)k+llH(n-3)k+l

= [JD("-3)fe+l/I)(»-3)fe+l]/[^•(^n-13)fe+l/^(fc^23)fc+l)]

=Iîo(X,a,®^(n-3)fc+l)/J.JÎO(Z,afc_l®^("-3)fe+l).

Dk(n-3)k+llH!cn-3)k+l est ^ûc isomorphe à Im\|/^_3^+i, et comme
^k,(n-3)k+i est surjective, on trouve :

dimD^_3^+i/^_3^+i

= dimH°(X, jf' (x)^"-3^4-1) == dimIî°(Z, ̂ ) = 3,

ce qui achève la démonstration de la proposition 6.1.
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