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NOYAU DE DIFFUSION
SUR LES ESPACES HOMOGÈNES COMPACTS

ABDEL-ILAH BENABDALLAH
[Lyon]

RÉSUMÉ. — On détermine dans cet article l'expression du noyau de diffusion de
I "opérateur de la chaleur sur un espace homogène riemannien compact. On calcule
ensuite la trace de ce noyau et son développement asymptotique sur quelques
espaces homogènes classiques.

La méthode dite de « l'équation de la chaleur » a été utilisée fréquem-
ment ces dernières années tant en géométrie riemannienne (BERGER [3],
MCK.EAN-SINGER [12]) qu'en analyse et topologie sur les variétés
(E. COMBET [5], T. KOTAKE [10], [11], V. K. PATODI [13], [14], ATIYAH,
BOTT et PATODI [2]).

Cette méthode repose sur les propriétés de la solution fondamentale
ou noyau de diffusion associé à certains opérateurs elliptiques sur les
variétés considérées.

Nous nous proposons dans cette étude de construire ce noyau sur
les espaces homogènes riemanniens compacts (le cas non compact a
été résolu par ÈSKIN [7] avec des hypothèses de semi-simplicité que
nous n'utiliserons pas ici).

Ce noyau, noté E (t; x, y) est défini, pour t > 0, sur le produit MX M
de l'espace homogène par lui-même. Rappelons qu'il est caractérisé
par les égalités

^E(t;x,y)+ ^E(t;x,y)=0,

cp (x) == lim f E (t; x, y) cp (y) pour cp e C00 (M),
t > 0+ JM

A étant le laplacien associé à la structure riemannienne considérée sur M.
Une expression explicite de ce noyau et de sa trace est donnée aux

paragraphes 2 et 3 sur les sphères, ainsi que le développement asympto-

tique de f E (t;x, x) quand t-> 0+ sur S2 et S3.
^M

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



266 ABDEL-ILAH BENABDALLAH

Cette expression est déduite, par passage au quotient, d'une formule
donnant le noyau de diffusion sur un groupe de Lie compact. Cette for-
mule est due à ÈSKIN [8] en hypothèse de semi-simplicité.

1. Notations. Rappels. Cas des groupes de Lie compacts connexes

Soit G un groupe de Lie réel compact connexe, de dimension N,
d'algèbre de Lie ®, muni d'une structure riemannienne invariante par
les translations à gauche et à droite de G.

Dans toute la suite, nous notons e l'élément neutre de G, g -> Ad (g)
la représentation adjointe de G, pour Xe®; Ad X l'endomorphisme
de (5 : Y -> [X, Y], T un tore maximal de G d'algèbre de Lie î, de
dimension n, et enfin W le groupe de Weyl de G.

Il existe sur l'algèbre de Lie (5 une base orthonormale H^ . . . , Hn,
(Xr, Yr) 1 ̂  r ^=. (N — n)12 (pour la structure riemannienne bi-invariante
considérée), Hi, ..., Hn étant une base de Ï, telle que, quel que soit
HçZ, on ait :

(i) [H, X.] = - 2 7:0, (H) Y.; [H, Y.] == 2 TTÔ, (H) X.;
(ii) [Yr, Xr] = H', appartient à 2: et < H, H', > = 2 n^r (H);
(iii) Ad (exp H), restreint à l'espace Er engendré par Xr et Yr, est

une rotation d'angle 2 TTÔ^ (H).
Les 9^ s'appellent les racines positives de G. Ce sont des formes linéaires

sur Z prenant des valeurs entières sur le réseau r du tore T.
Soit A le laplacien scalaire associé à la structure riemannienne

bi-invariante sur G. Les champs de vecteurs invariants à gauche de G
étant des champs de Killing, il résulte de [6], p. 396, le résultat suivant :

1.1. LEMME, — Pour toute base orthonormale Xa de G, — A == ^a Xâ.
En particulier,

- A = H^ +...+ îî\ + 2.(X? + Y;).

Pour Hç.Z, posons
j (H) = IL [exp (7: i 0. (H)) - exp (- n i 0, (JJ))].

Un élément H de Z est régulier sij (H) est différent de zéro, et singulier
si j (H) est nul.

Soit T ' l'ensemble des points réguliers de î. T " == exp T ' est dense
dans T, et on a le lemme suivant :

1.2. LEMME. — Pour toute fonction f sur G invariante par les auto-
morphismes intérieurs de G,

[(X?. + Y?) (f)] o exp (H) = ̂ 9;^ [̂  (f)} o exp H, V Hç T,

Preuve. - [X2, (f)} o exp H = [X, ([Ad (exp - H) X,] (f) o R,)] (e),
Rk étant la translation à droite définie par l'élément h = exp H.
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NOYAU DE DIFFUSION 267

Des égalités
Ad (exp - H) X, = cos 2 7:9, (H) X, + sin 2 7:9, (Jî) Y,,

et
Ad (exp — H) Y, = — sin 2 7:9, (Jï) X, + cos 2 7:9, (7f) Y,,

il résulte que
[X? (/•)] o exp Jî == cos 2 7:9, (7î) [X. (X, (/•) o 7?,] (e)

+ sin 2 7:9, (iï) [X, (Y, (/•) o J?,)] (e).
Or

[X. (X. (0 o R,)] (e) == [X,2 (f)] o exp ̂

[X. (Y. (/•) o 7?,)] (e) = [ Y,. X. (f)] o exp H.

D'où finalement :
[X;2 (f)] o exp Jf = cos 2 TTÔ, (7î) [X? (/•)] o exp Jï

+ sin 2 7:9, (^) [Y,.X, (/•)] o exp Jf
[Y? (0] o exp Jf = - sin 2 7:9, (7î) [X,. Y, (f)] o exp H

+ cos 2 7:9, (H) [Y? (/•)] o exp H.
Soit encore

[(X? + y?) (0] o exp ̂  = ̂ ^ [ff,. (f)] o exp ̂ .

1.3. LEMME. — Soit p == 1/2 2^ or. Pour foufe fonction f sur G, inva-
riante par les automorphismes intérieurs de G, et H = ̂  hi Hi appar-
tenant à T",

- (AQ o exp H = ̂  ̂  ̂  + 4 ̂  < p, p ̂  (j x fo exp) (H).

Preuve. — D'après le lemme 1.1 et 1.2, on a, pour H = 2 h,Hi
appartenant à T',

_\S)

- {\f} o exp H = & ̂  (f° exp) Q:̂  h. Hi)

+ ̂  Z ̂  ̂ ) l:t 2 7T9r <^ A (^ ̂ P) œ'h'H')
=2.^(/'»exp)(Jf)

^^(S^^-2^^)^^^)^

=2:̂  (/-° exp) (ff) + ̂  s, |[ (U). ̂ (f. exp>;(ff)

"JÀK2^)0^^^]^
/•°exp(g)[-/ ^\ -j

- j ( H ) L^^^J^-
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268 ABDEL-ILAH BENABDALLAH

Or j (H) est égale à 2:e^ (signe cp) exp (2 TT i cp .p (Jf)) et

(^^--^p,?^.

D'où le résultat cherché.
Soit E (t; x, y) le noyau de diffusion sur G de l'opérateur de la cha-

leur A + (àjôt). On a
E (t; x, y) = E (t; y-1. x, é) = E (t; y-^x)

et l'application z -> E (t; z) est invariante par les automorphismes inté-
rieurs de G. Donc cette fonction est parfaitement déterminée par sa
restriction au tore maximal T et, d'après le lemme 1.3, E (t; exp .)
satisfait à l'équation différentielle :

(2^1 ̂  + ^'^P» P>) UxE(t; exp .))(H) == ^E(t; expH)j(H),

pour H == 2 hi Hi appartenant à T'.
1.4. THÉORÈME (ÈSKIN [8]). — Le noyau de diffusion sur G est la

fonction
y ^ A l / 2 e x p ( 4 7 ^ 2 < p , p > ^ ^

U^l -^ ^7V( +n)/2 ^N/-l ^(N-n)/2 jj ^ ̂  ff' ^ ̂ /2 2.T € 1

[L( /0exp(-<7i ,h>) /4f] ( / i+y)
J (H + ï)

où Vr est le volume de î/r, A le discriminant du produit scalaire sur î
par rapport à la base canonique de R" et enfin L (h) == î[r L (h; H',,),
L (h, H'^) étant la dérivation en h suivant H',,.

(Pour faciliter la lecture de cet article, nous donnons en appendice
une démonstration de cette formule.)

2. Noyau de diffusion des espaces homogènes compacts

Soient G un groupe de Lie compact connexe, muni d'une structure
riemannienne bi-in variante, H un sous-groupe fermé de G, TT la projec-
tion canonique G —^ GIH, et T (g) la translation x H -> gx H définie par
l'élément g de G.j

L'espace homogène G\H est réductif : si ® et $ sont les algèbres de
Lie de G et H, l'orthogonal ^ de § dans ® (pour le produit [scalaire
bi-invariant considéré sur G) vérifie Ad (H) ̂  c ̂ .

Munissons l'espace homogène de la structure riemannienne inva-
riante par les translations T (g), déduite de celle de G et qui est telle
que la projection TT soit une submersion riemannienne.

2.1. LEMME. — Soient Aç/jy et Aç les laplaciens scalaires associés aux
structures riemanniennes considérées sur les espaces GJH et G.
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NOYAU DE DIFFUSION 269

Pour toute fonction f, définie sur GI-H^ on a
^G/H(f)o^ == Aç( foTT) .

Preuve. — La projection n est une submersion riemannienne de fibre
type H. Comme H est un sous-groupe fermé et que les géodésiques
de G issues de e sont les sous-groupes à un paramètre, H est totalement
géodésique; d'où le résultat ([4], p. 128).

2.2. THÉORÈME. — Soit dh la mesure de Haar normalisée de H. Le noyau
de diffusion E G / H ( I , x H , y H ) de l'espace homogène G/JÏ vérifie

EG/H (t; g x H , g y H ) == Ec/n (t; x H , yH), V ge G.
Si on pose Ec/nÇl; y~1 xH, H) = E G / H ( I ' , zH) et si Ec est le noyau de
diffusion de G, alors l'application z H-> EG/H (t; z H) est invariante par
les translations T (k), kçH, et

E c / H ( t ; z H ) = f EG(t',zh)dh.
^ H

Preuve. — Du fait de l'unicité de la solution de l'équation de la
chaleur et de l'invariance du laplacien ^G/H par les translations T (g),
il est facile de vérifier que, pour tout gç. G,

EG/H (t; g x H , g y H ) = EG/H (t; x H , y H).
Donc

EG/H (t, x H, y H) = EG/H (t; y-1 x H, H)
== EG/H (t; zh),

et l'application z H -> EG/H (t; z H) est invariante par les transla-
tions T (k), k € H.

Soit dgn la mesure G-invariante de l'espace homogène GfH (qui est
la mesure image de la mesure de Haar normalisée dg de G par la
projection TT).

Posons
Ë ( t ' , z H ) = f EG(t;zh)dh

^11
= [ Ec^^h-^dh.

^ H

^G/nÈ](gH)== \^( f EG(t, ^h-^dh^Çg)
L W^ / J

= [ [\GEG(t; ^h-^dh} (g)
V^H J

= ^f-^EG^.^h-^dh^g)

=-ô\ fEG(t,.,h-^dh\{g)i L ^ H J
=-[^](,H).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 18
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De plus, pour toute fonction f définie sur GfH,

f Ê ( t ; g H ) f ( g H ) d g H = f f ( g H ) î f E a ( t ' , g h ) d h } d g ^
^ G I H ^G/H [^Jjj \

= f f ^ ( g ) E G ( t ; g ) d g .
J G

Lorsque t -> 0^, j fa n (g) Ea (t; g) dg tend vers fo n (e) = f(H).

Donc

É (^ ^ H) = £^ 0; gH)= C EG (t; gh) dh.
^H

2.3. REMARQUE. — Soient (7Ta)ae A la famille de toutes les représen-
talions irréductibles de G, (%a)açAles caractères associés, et dg la mesure
de Haar normalisée de G. Pour chaque açA, soient ^Ca l'espace de la
représentation TTa, rfa sa dimension, et Z(^a) le sous-espace de ^a
formé des éléments x tels que 7:0 (h) x = x, quel que soit hçH. Posons

?a ( g H ) = ^ ^a (^A) dA, et soit \n l'ensemble des indices a de V
«/^

tel que la représentation 7:0 soit de classe 1 par rapport à H.
La fonction E (t; g) étant invariante par les automorphismes inté-

rieurs de G, on peut écrire :

E (t; g) =2asA ûa (0 %a (̂ ), avec ûa (0 = f E (t; g) %a (^-1) dg.
^G

Comme A^ £(<; ̂  + (àlàt) E (t; g) == 0, ûa (Q vérifie ûa (0 = - ̂ a ûa (0,
Àa étant la valeur propre de Aç relative à la fonction propre ^a. Donc
Oa (0 = A-a exp (— Àa t) avec

^ = ûa (0) = lim^ f^^; y) %a (^-1) ̂  = %a (ê) = da.
^G

Du théorème 2.2, on déduit que

EG/H (/; ^ 7f) =2a ç\^ Cfa exp (- Àa t) Cpa (̂  1Ï).

En particulier, pour g == e, on obtient

£'G/^ ( t ; x H , x H ) = = SaeA^ rfa [dim Z (^a)] exp (- Àa 0, V rce G.

Si l'espace homogène G/H est un espace symétrique, il est bien connu
que, pour tout aeA^, dim Z (^a) = 1. Dans ce cas, l'égalité précé-
dente devient

EG/H (t; X H, X H) = Sa e A^ rfa CXp (- Àa 0, V X € G.

TOME 101 — 1973 — ?3



NOYAU DE DIFFUSION 271

3. Noyau de diffusion des sphères

Soient (eo, ..., en) la base canonique de R^, et -S" la sphère unité
de R^1 munie de sa métrique standard.

SO (n + 1) opère transitivement sur S". Le groupe d'isotropie au
point e» s'identifie à SO (n) au noyau de l'application

1 0 . . . 0~1
0 ^ —BeSO(n).

L'espace homogène SO (n + 1)1SO (ri) est donc difféomorphe à la
sphère S71 par l'application TT (A) -> A (eo), A e SO (n + 1).

Munissons l'algèbre de Lie SO (n + 1) de SO (n + 1) du produit
scalaire :

< X, Y > = - 1 trace (X o Y), X, Y€=SO (n + 1).^
Le difîéomorphisme précédent est alors une isométrie; ce qui permet

d'identifier la sphère S" à l'espace homogène SO (n + 1)ISO (n).
Soit % l'orthogonal de SO (n) pour le produit scalaire considéré.

S est l'ensemble des matrices de la forme

r° ~^\h o J' ^eR".

L'espace S vérifie les deux propriétés suivantes :
(i) Soient Mro'j et ^"oir° -'n et y-r° -<ïr!^h o J et '-l^ o J

deux éléments de ^, avec ^ | == | ̂  |.
Il existe Bç SO (n) tel que B î, = •n. Par suite :

BXfi-.-Ad(B)X-[^ -y^-y.

Ainsi Ad (SO (n)) opère transitivement sur chaque sphère d'origine 0
de ^. On peut remarquer alors que le noyau de diffusion E (t; x, y)
sur les sphères, et en fait sur les espaces symétriques de rang 1, ne dépend
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272 ABDEL-ILAH BENABDALLAH

que de t et de d (x, y) == r. Il semble qu'actuellement on ne possède
pas la formule explicite donnant E (t; x, y) == F (t; r). Cependant on
la possède sous forme de série avec les fonctions zonales (remarque 2.3).

(ii) Soit
~0 - 1 0 ... 0-
1

A = 0
: 0

_0

ro _ <.-i
Si X = ^ ^ " est un autre élément de ^, d'après (i), il existe

Bç. SO (n) tel que X = Ad (B) ( Ç | A). Donc ^ = Ad (SO (n)) (R A).
Soient maintenant x un point de S", l l'arc géodésique joignant x

et eo, et d7rX, Xe^, le vecteur unitaire tangent à Z en eo. On a
x = (exp u X) (eo). D'après (ii), il existe Bç SO (n) tel que X = BAB-1.
Donc x = B (exp u A) (eo). Notons Egn (resp. Eso(n+^ le noyau de
diffusion de S^ (resp. de SO (n + 1)). On a, d'après le théorème 2.2 :

E. (t; x) = f Eso{n+i) (t; exp u A.h) dh.^" \L;
^sow

Désignons par ^ (a) la rotation d'angle a dans le plan (^-/., ^-^+1).
La rotation hç.SO (n) se décompose alors sous la forme

h == ^-1) x ... X ̂ ) avec g^ = g, (ôf) x ... X ̂  (6i:).

et la mesure dh est donnée par

^ = nLi ̂ ^n;;; n^ sin^ 6^ ̂  ([15], p. 438).
Posons

expuA.A=M(6)), D^r0089- -sm^1v 7/ L^ûpz cosîpj

et considérons les fonctions polynomiales /i (M), ..., fm (M) (n = 2 m
ou n = 2 m + 1), définies par

(1) det (À J, - M) == ̂  + À"-1 /•, (M) + ̂ -2 A (M) +...

+À2/,(M)+V,(M)+1.
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NOYAU DE DIFFUSION 273

On peut écrire M == k D k~1 avec k e SO (n) et

~°î\ n
Z7= \ 81 /7=2/771° \J

et

Z7=
\̂

0 \ Ô
—-0 î

si /?= Zm+î

On a

(2) det (À J. - D) -
Il7=i (^2 — 2 À cos cp/ +1) si n = 2 m,

^ n7=i (^2 - 2 À cos cpy + 1) si n = 2 m + 1,

M étant conjuguée à D, det (À J^ — M) = det (À In — D).
En identifiant (1) et (2), on obtient m équations qui permettent de

calculer cos c?;, 1 ̂ j ̂  m.

EXEMPLES : Cas de S2 et S'\
(à) Cas de S2 :

(<; x) = f Esow (t; exp u A .h) dh,
^S0(2\

][;
E.

avec

[cosu — s i n u Oin 0 0
exp u A. b = sin u cos u 0 0 cos 0 — sin 0

0 0 l J L o s i n 6 cos 0

[cos u — sin u cos 6 sin u sin 6 ~1
= sin u cos u cos 0 — cos u sin 6 j

0 0 cos 6 J

[cos 9 — sin cp 0 ~1
== k sin cp cos cp 0 | A—1,

0 0 i j

9 vérifiant :
(3) 1 + 2 cos cp == cos u cos 0 + cos u + cos 8.

Donc

E^(t;x)=^^ Esow(t;^)dQ.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANGE



274 ABDEL-ILAH BENABDALLAH

Si on calcule rf9 en fonction de d<p à partir de la relation (3), on obtient
^

/ Esow (t; 9) c?9 si u == 0,Jl̂
Ï7T,«^O

EÏ (t; X) ==

(b) Cas de S3 :

27Tr Esow (t; 9) sin y

£'

^(cos u — cos 9) (1 + cos 9)
f Si 0 < U < 2 7T, U -^. 7T,

£^0(:i) (<; 7T) Si U = 7T.

?3 (f; x) = Esow (t; exp A ./i) rfA,
^O (3)

dcp

avec

exp u A. h ==
cos u — sin u 0 0
sin u cos u 0 0

0 0 1 0
0 0 0 !

" 1 0 0 0 "
0 cos 6 — sin 6 0

K 0 sin 6 cos 6 0
0 0 0 !

~ cos u — sin u 0 0 -

sin u cos u 0 0
0 0 cos ^ — sin 4'
0 0 sin ^ cos ^
1 0 0 0 "
0 cos 6 — sin 6 0

x 0 sin 6 cos 6 0
0 0 0 1

" 1 0 0
0 1 0
0 0 cos ^
0 0 sin ^
" 1 0 0

0 1 0
0 0 cos cp
0 0 sin cp

" 1 0 0
0 1 0
0 0 cos 9
0 0 sin ©

0 -

0
— sin ^

cos ^
0 "
0

— sin cp
cos 9

0 ~
0

— sin 9
cos 9

Or
=a(u,4').6(e).c(cp).

Esow (t; a (u, +). b (9).c (<p)) = Esow (<; b (e) • c (?). a (u, ^)),
et
6(9).c(cp).a(u,^)

=*

fcos u
sin u cos 8
sin u sin 9

0
~ cos 91

j, sin 9,
" 0

0

— sin u
cos ucos 6
cos u sin 6

0
— sin 91

cos cpi
0 cos 92
0 sin 92

—
ce

0
0

— sin 6 cos (9 + ̂ ) sin 6 sin (9 + ^)
cos 9 cos (9 + ^) -- cos 9 sin (9 + ̂ )

sin (9 + ^) cos (9 + ^)
0 "
0 ^— sin 92 '

cos 92

TOME 101 — 1973 N° 3



NOYAU DE DIFFUSION 275

cos cpi et cos cp2 vérifiant :
2 (cos cpi + cos cpâ)

= cos u + cos u cos 6 + cos 6 cos (9 + ^) + cos (cp 4- ^),
2 cos <?i cos 9 2 + 1

= 2 (cos 6 + cos u cos (cp + ^) + cos u cos 6 cos (<p + ^)).
Donc

,2TT ,,271;

^ (t; x) == — , f ^ f d<p f £^ (<; 9,, 92) sin 6 d0.
0 '• i/o ^o ^o

REMARQUE. — Connaissant le noyau de diffusion sur S71, on déduit
immédiatement le noyau de diffusion sur l'espace projectif réel
Pn (R) = S^/db 1 :

.̂(B) (̂  X (± 1)) = ̂  (<; )̂ + ̂  0; - X).

4. Traces des noyaux de diffusion des sphères

Notons Zsn la trace du noyau de diffusion de la sphère S". On a

Zsn == Esn (t; eo) = f Eso^i) (t; h) dh
•^SO (n)

== T^ f^o^ (t; u) \j (u) |2 du (voir [l], p. 142),l r r J T

\ W | étant l'ordre du groupe de Weyl W de SO (n).
(a) Cas des sphères S271 :

-Ëyo(2/i-i-i) (t'y hi, . . ., hn)

(27^)-exp(47^2<p,p>0
^n(n^) ̂ Wn^W (f)^ ̂  <( p, ̂  > ^/2 A • • •

[L (h) exp ((- < A, h »/4 Q] (Ai + 2 TTO,, . . . , hn + 2 rra.)
X2ai,...,a^€Z~ ; ̂ nî (ir îli<, sin ((h, - 7l, + 2 TT (a, - a/))/2)

X sin ((A, + Ay + 2 TT (a, + a,))/2)
' xn?=isin((^+27ra0/2)

D'où

Z.- =
02/1(^—1) / * - " r * ^ ",27t ^ÎV.

\ 2"-1 (2 nV j ' ' J Eso^n+^ (t9 hl9 ' • • ï hn)'yn === n 1 2"-1 (2 7T)'1 J ' * / Jc'lyo(27^+l) V ' i l 1» • • • ' un

r— . /i( — h/ . hi + h./~\2 ,, ,,X nf<7 sin —^— sin —^— d/h ... d/i^

( - l ) 7 l 8 e x p ( 4 7 ^ 2 < p , p > Q /- L (/i) exp ((- < h, h »/4 Q
n î 24'1-1 Trt^2^1))/2 ïlr < p. H', > t^ J^ n^i sin (/i,/2)

— . hi — A/ . hi + A/ ,, ,,XIL<7 sin—2—'sm—-^—dh, ... dhn.
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Par exemple, pour n = 1, on obtient

exp (f/4) /^"Aexp^A^Q
^^TT^Tl» sin(A/2) dA

^ 2 exp^/4) /^"Aexp^A'/Q^
t\/7tt J» sin A

^ 2 exp (f/4) [' Ç^he^Ç-h^t}r r^h^zjm^
H sin /l~ l^TTt H sin/l

,^./ ^r^exp^^n'-^/O)
1 L"=l ^ l) \ sin A

x [...2.sh(2^)-27.ch(27^)]dh}Z
7Î/2_ ^r-

Lorsque t->0+, l'intégrale I/V/TT / ^ h exp (— A^Q/sm A donne le
^0

développement limité suivant les puissances de t. On obtient

z^^ ;K l+i+ :?5+9^+•••)

données dans [12] sans démonstration.
(b) Cas des sphères S'2^ :

Zs i r-_- ^ ^0(2^+2) (/; ") | j (u) 2 du,
Y ' 1 t^J^

avec

et

u =

A
chant que

c o s - s i n O " ! r O l O i r i 0 O i r O O l
sin cos 0 = 0 0 1 0 cos — sin 1 0 0
0 0 l j L l O o J L û s i n c o s J L û l O

0 0-----—-C
^ \\

o o....̂ -̂

r cos — sin 1
L sin cos J

j

i
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on peut écrire

R u -1
u^A \0 î \ 0 | A"\

'̂ l
0

27.'/î

avec A indépendant de u.
Par suite :

-1 /i2^

f X . . . X f Eso^n^(t;H)\j(H)^Y2w-l-l ==
W| Vr.̂O t^ft

avec

0 0
0 0

l2^,

//=
p -Az
Pz °

0 -/?n+l

n̂+l

£^0(271+2) (^» 0, /Ï.2» . • • » ^n4-l)

^_________(2 TT)^1 ex? (4 TT2 < p, p »_________
^(n+1)2 ^((^+i)(2^+l))/2 /^\n{n+l) JJ^ / p^ jy'̂  \ ^(n+l)/-2 x * • •

([L(A)exp((-<A.A»/40]
< X (2 TTOti, Aa + 2 TC«2, . . ., hn+i + 2 TTOtn+l) ;

^••••••^ez ( 2">»+1) (f)"(»+') n.</ sin ((A, - A; + l-n. (a. - a/))/2
ï . . • /" /» i T i <~k / i \ \ »r\\ -»-m-l_'lX sin ((hi + h, + 2 TT (a, + a/))/2) n^i

Xsin(—Ay/2)sin(Ay/2)
D'où

( - 1 ^ 2 7 ^ e x p ( 4 7 ^ 2 < p , p > Q
^+1 n 1 Tr^^1)^^1))/2 2^ nr < p. H', > f^1)/2

f ... f Sa, ...,a^ez [L (h) exp ((- < A, A »/4 Q]x
«^0 ^ 0

X (2 Trai, A^ + 2 Tra.,, . . ., An+i + 2 Tra^+i) x . . .

XIL^ ^^-^+2^(a . -a , )
^

X sin h, + A; + 2 n (a, + a;)
dhï ... dhn+t.
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Par exemple, pour n = 1, on obtient

exp t r^
"'ÎQÎ3' / 2al' '^ezK^ +27ra,)2 - 4 7:2 <1zss = ~W¥ j 2al' '^ezK^ +27ra2)2 - 4 7:2 a

•^o

Xexp (- [4 7r2 a? + (A, + 2 7ra,)']/4 Q dA,

exp t[ Ç^ (^ (Aï + 2 Tr^)2 . \ 1
= ̂ 7- ; (2a,6z ' 4 f / exp (- (A, + 2 Tra^/4 0) dh,

L - O \ * - y (

F exp^-^aQ/Q-j
A 2iai6Z——————f——————

r r2" i
- / (Sa,ez exp (- (A, + 2 Tra,)2^ f)) dh,

L^o J

X^ez^exp^-^aO/ot

= ̂  [[2 ̂ ^2 exp (- .2) „] [^.ez exp <<-^2 aD/o]

- [2V/^^ ^P^^^j ̂ ez^exp^-^aO/o]]

=g^^[^,,exp((-^a0/0j

- 2^[2a,ezîï^tiexp ((- 7r2 a?)/o]j

_exp^r/ -r i exp ((- 7r2 a^/Q-l
- 4( [Vi^+^2.a,ài————^————J

- 4v/f[2a^,7r^exp ((- 7r2 a0/o11

^exp^^,^^^^^^

- 4 Sa.ài ̂ Y'1 exp ((- •n-2 a;)/;)

= ^fY7' [ l + 2 Sa,^, exp ((- TT2 aQ/0

- 42a^l7r2^-exp ((- 7r2 a;)/f)1.

Lorsque f -^ 0+, on obtient

^^^ (^[12]).

APPENDICE : Preuve de la formule d'Eskin.
Conservons les notations du paragraphe 1.
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Une fonction f sur î est dite symétrique ou invariante par le groupe
de Weyl W de G si fCp.A) = /'(A) pour cpeW, et antisymétrique si
f(^.h) = (signe cp) f (A) (signe 9 étant le signe du déterminant de cp).

Le noyau de diffusion E (t; x, y) de G vérifie :
E (t; x, y) == E (Z; y-1 .^ e) = ̂  (f; y-1 .a;)

et la fonction E (t; exp .) satisfait à l'équation différentielle :

(4) (s^ ̂  + 4 7r2 < pî p >) J = à17 (yolr P- 4)-

La détermination du noyau de diffusion de G se ramène donc à trouver
une solution de cette équation différentielle, r-périodique sur î et
invariante par le groupe de Weyl W de G.

La fonction
7 , . .y. exp (4 7T2 < p, p > Q exp ((- < h, h »/4 Q
A l - n€T -^————^————————7(ft)—————

satisfait à (4) et est antisymétrique.
Pour la rendre symétrique, considérons l'opérateur L = [[r L (h, H'^),

où L (h. H',,) est la dérivation en h suivant la direction JaT^.
Il est facile de vérifier que l'opérateur L met en bijection l'ensemble

des fonctions sur î invariantes par le groupe de Weyl W avec l'ensemble
des fonctions antisymétriques sur Ï.

Considérons alors la fonction
exp(47^2<p,p>Q[L(/Oexp((^</ l , /Q)/4Q](/^)Eî' h^——^——————m————•

La fonction £3 est invariante par W, et satisfait à l'équation diffé-
rentielle (4).

r étant un sous-groupe discret de î, la fonction
exp(4^<p,p>Q^ [L(/Qexp((-</i,/Q>/4Q](/i+T)

flGl ^————^————SV€I———————J(/i+ï)———————

est r-périodique, invariante par le groupe de Weyl W, et vérifie encore
l'équation différentielle (4).

Soient maintenant f une fonction sur G, dg et du les mesures de Haar

normalisées de G et T. Calculons lim^o+ f f ( g ) E ( t ; g) dg en suivant de
JG

près le calcul d'Eskin [7] :

ff(g) E (t; g) dg == ——— f\j (u) |2 [ ff (giig-^) E (t; giig-^) dg\ du
Je, \ Yr JT \,JG \

=——— ^JW^E^^F^du,
\ " | <JT\ r r 1 ^T
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avec

F(u)== ffÇgug-^dg et W = ordre de W.
^G

Soient rf/î la mesure de Lebesgue, dh la mesure de Ï/r, définie par

/ f(h) dh == f 2^ /-(h + .)rfÂ, et Vr le volume de Ï/r. On a
^î ^î/r

Vr ^JWpE^i^FWdu
JT

== f jo exp (h) [2 £ (^; exp h) F o exp (A) dÂ.
^î/r

CommeComme

et
170 exp (A) == | jo exp (h) = 7 (h) \

et
Fo exp (À) == Fo exp (A) = ̂  (A),

l'intégrale précédente est encore égale à

exp(4^p.p>0^^^^^^^-^^

X [L (A) exp ((- < h, h »/4 Q] (h + y)] dft

= ̂ ^P'P^ ^F (/,) J(A) [L (h) exp ((- < A, h »/4 Q] (A) dA.

D'où

ff(Q)E(t:ff(g)E(t;g)dg
^ G

= ̂ '̂ ^T^0 /JF W IW [L W ^P <(- <fl'h »/4 0] (A) dA.

Posons h =2 h' \/t,

[L(A)exp((-<A,A»/40](A)
_ [L (h) exp (- < h', h' »] (A') ^ [L (h') exp (- < h', h' »] (A')

(2^)tA-^ (2v/<)(A'-"v•2

Par suite :

f/-(^£(l;^)dff
<^G _________

_2"exp(4^<p,p>Q rJSth')_ , , . . , )
Vr.|W| J^v^-'1'/2 v v /

^2 < P. p > i ______
' • |W | A(2^)(A-'l'/2"

X [L (A') exp (- < A', A' »] (A') dA',
et

lim f̂(,) E «; ,) <f, = -^, l̂im^^^^F(2^A')

X [L (A') exp (- < A', A' »] (A') dh'.
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Soit E > 0 fixé. Il existe Y) > 0 tel que, pour 1 1 \ < -n, on ait

|F(2v / (A' ) -F(0) <s,

f (iïtï^F (2 ̂  ̂ [L (ht)exp (- < h ' ' h l >)] (A/) dh'
= F (0)^ .^^^ [L (A') exp (- < A', h' »] (A') dA' +...

+J[-(|^A^[I;'(2^A')-F(0)][L(A')exp(-<A',A'»](A')dA'.

D'où
lim<> ""X f^^ ̂ (2 v// A/) [L ̂ ^exp (- < Il>f h ' > ) ] ̂ dlt'

= F (0) lim^o^^2^^ (A') exp (- < A', A' »] (A')dA',

et

lim^ f î ( g ) E ( t ; g ) dg

= ̂ lî |Jp,[L (A') exp (- < A', A' »] (A') .A'

(_I)(A-«)/.. 2". F (0),_———„ , „,,——— iim; „ ̂Vr. W

^^r^^^^^2^'01^^x

puisque l'adjoint de l'opérateur -L est égal à (— l)^-"'/2 L.

j(2v/ïA') = 2::e^ (signe cp) exp (- 2 TT i {2\ft} < p, cp.A' >)
et

[L (A') exp ( - 2 ÎT i (2 ̂ t) < p, 9. A' >)] (A')
= (- l)(^-")/î.(27T i)^A^-'l'/2.(2v/()(Ar-"vi

x(signe cp).IIr< p, ff'r >.exp (- 2 TT i (2^)< p, vf.h' >).

D'où
|L(A>)J•(2v/"fA-)](A>)

(2^)(^v-»)/.
= (_ l)(A'-»)/2.(27^l)l7v-n'/2

xnr< p, ff'r > Sog^exp (-2 TT i (2v/()< p, <(>.A'>)
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lim^^ff(g)E(t;g)dg
^c

(— \\(N-n}/2 O/î(— \\(N-n)/2 ^n ? (Q\
— V L)______.Z .F {U) , ^. i\[N-n)/2

~ Vr.l W | * v / ' '

X IL < p, îl'r >. W |. fexp (- < h\ A' » ̂ '
J%

== 1 . ̂ ^^. TT^-^/-2. (i)(A-n)A. F (0). IL < p, ̂  >. ̂ n/î. A- v2,

A étant le discriminant du produit scalaire sur î par rapport à la base
canonique de R71.

Finalement,

\im^ff(g)E(t;g)dg
^G

1 ^ 2(AT+^/•2.7^^2.(l)(A-/^v2.^^< p, H', >. F (O).A-v2.
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