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NOYAU DE DIFFUSION
SUR LES ESPACES HOMOGENES COMPACTS

PAR

ABveL-1LAH BENABDALLAH
[Lyon]

REsuME. — On détermine dans cet article ’expression du noyau de diffusion de
| ’opérateur de la chaleur sur un espace homogéne riemannien compact. On calcule
ensuite la trace de ce noyau et son développement asymptotique sur quelques
espaces homogenes classiques.

La méthode dite de « I’équation de la chaleur » a été utilisée fréquem-
ment ces derniéres années tant en géométrie riemannienne (BERGER [3],
McKEAN-SINGER [12]) qu’en analyse et topologie sur les variétés
(E. Comser [5], T. Korake [10], [11], V. K. PaTop1 [13], [14], ATivAH,
Borr et PaTopi [2]).

Cette méthode repose sur les propriétés de la solution fondamentale
ou noyau de diffusion associé & certains opérateurs elliptiques sur les
variétés considérées.

Nous nous proposons dans cette étude de construire ce noyau sur
les espaces homogénes riemanniens compacts (le cas non compact a
été résolu par Eskin [7] avec des hypothéses de semi-simplicité que
nous n’utiliserons pas ici).

Ce noyau, noté E (f; x, y) est défini, pour £ > 0, sur le produit M x M
de l'espace homogéne par lui-méme. Rappelons qu’il est caractérisé
par les égalités

P
LEG Y+ GEG2 Y =0,

¢@=1lm [EGoye@ pour 9eC” D),
t>0p JM

A étant le laplacien associé a la structure riemannienne considérée sur M.

Une expression explicite de ce noyau et de sa trace est donnée aux
paragraphes 2 et 3 sur les sphéres, ainsi que le développement asympto-

tique de fE (t; z, ) quand f{— O, sur S? et S3.
M
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266 ABDEL-ILAH BENABDALLAH

Cette expression est déduite, par passage au quotient, d’'une formule
donnant le noyau de diffusion sur un groupe de Lie compact. Cette for-
mule est due 2 Eskin [8] en hypothése de semi-simplicité.

1. Notations. Rappels. Cas des groupes de Lie compacts connexes

Soit G un groupe de Lie réel compact connexe, de dimension N,
d’algébre de Lie ®, muni d’une structure riemannienne invariante par
les translations a gauche et a droite de G.

Dans toute la suite, nous notons e I'élément neutre de G, ¢ - Ad (g)
la représentation adjointe de G, pour Xe€®; Ad X I’endomorphisme
de ® : Y—[X, Y], T un tore maximal de G d’algébre de Lie T, de
dimension n, et enfin W le groupe de Weyl de G.

Il existe sur 'algébre de Lie & une base orthonormale H,, ..., H,,
X, Y)1 <Zr = (N — n)/2 (pourla structure riemannienne bi-invariante
considérée), H,, ..., H, étant une base de T, telle que, quel que soit
HeZ, on ait :

O [H, X]=—2n0,.(H)Y,; [H, Y] =270,H) X,;
(ii) [Yr, X,] = H, appartient 4 T et {H, H, > = 20, (H);
(iii) Ad (exp H), restreint a I’espace E, engendré par X, et Y,, est
une rotation d’angle 2 =6, (H).

Les 0, s’appellent les racines positives de G. Ce sont des formes linéaires
sur ¥ prenant des valeurs entiéres sur le réseau I' du tore 7.

Soit A le laplacien scalaire associé a la structure riemannienne

bi-invariante sur G. Les champs de vecteurs invariants a gauche de G
étant des champs de Killing, il résulte de [6], p. 396, le résultat suivant :

1.1. LEmME. — Pour loule base orthonormale X, de G, — A = ¥, X3.
En particulier,

—A=H: ...+ H 45 (X + YY)
Pour He I, posons
JH) =11 [exp (i 0, (H)) —exp (— 7 i 0, (H))]
Un élément H de T est régulier si j (H) est différent de zéro, et singulier
si j (H) est nul.

Soit T’ I’ensemble des points réguliers de I. T" = exp T' est dense
dans 7, et on a le lemme suivant :

1.2. LEMmME. — Pour tloute fonction f sur G invariante par les auto-
morphismes intérieurs de G,

(5 + Y7 (e exp () = S22 S0, (leexp i, v HeT

Preuve. — [X} (f)]oexp H = [X, ([Ad (exp — H) X,] (f) o Ry)] (e),
R, étant la translation & droite définie par 1’élément h = exp H.
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NOYAU DE DIFFUSION

Des égalités
Ad (exp — H) X, = cos 2 79, (H) X,. 4 sin 2 70, (H) Y,
Ad (exp — H) Y, = — sin 2 70, (H) X, + cos 2 =0, (H) Y,,

et

il résulte que

[X2 (F)] o exp H = cos 2 70, (H) [X (X, (f) o Ri] (¢)
+ sin 2 70, (H) [X (Y, (f) o R))] (e).

[X- (X (f) e Ri)] (¢) = [X? ()] o exp H
[X- (Y7 (f) e Ri)] (e) =[Y,. X, (f)] o exp H.
D’ou finalement :
[X: (N)]oexp H = cos 2 0, (H) [X: (f)] o exp H
+ sin 270, (H)[Y,. X (f)] cexp H
[Y:(f)loexpH = —sin2 70, (H)[X,. Y, (f)]cexp H
+ cos 270, (H)[Y? (f)] o exp H.

Or
et

Soit encore

(X2 4+ ¥2) (] o exp H = G 70 G, ()] o exp .

267

1.3. LemME. — Soit 0 = 1/2 ¥ 0,. Pour ftoute fonction f sur G, inva-
riante par les automorphismes intérieurs de G, et H = ¥, h; H; appar-

tenant a T',

— o exp H = o (S g+ 47 o p>) (¢ f o ex) (D,

Preuve. — D’aprés le lemme 1.1 et 1.2, on a, pour H =Y h, H;

appartenant a T,
dz
—[Af] o exp H = i &= (fo exp) (S i H)

Ly, cos 70, (H)

= S (o exp) (D)

9
sin 70, (H) 2 2 70 (HD) 5p- (o exp) (8 he H)

+ 3 (zr (i) 2, (H:-)) W (o expy @)

— Siggs (FoexB) (D) + 7 50 i (ED)- 57 (o expR(H)

= | (2eg) G e exn) | @

(o) 1]
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268 ABDEL-ILAH BENABDALLAH
Or j (H) est égale & Y.< (signe ¢)exp 2miq.p (H)) et
g\ . ) .
<Zim>1 =—4m{p,p>]J.

D’ou le résultat cherché.
Soit E (f; z, y) le noyau de diffusion sur G de I'opérateur de la cha-
leur A + (0/df). On a

EGz,y)y=E({ yt.z,e)=E({; y'.2)

et I’application z — E (f; z) est invariante par les automorphismes inté-
rieurs de G. Donc cette fonction est parfaitement déterminée par sa
restriction au tore maximal T et, d’aprés le lemme 1.3, E (f; exp .)
satisfait a ’équation différentielle :

(5t g + 47 <o 0>) UXE s exp ) (D) = 5E ( exp H) jED),

pour H = Y h; H; appartenant a T".

1.4. TutorimE (EskiN [8]). — Le noyau de diffusion sur G est la
fonction
Vi A7 exp (4o, p >t ‘
IN(-+n)2 N/ (i)(/v_n)/z Hr< 0, H. > e ZYG I
o L (0 exp (=< h h )41 (h + )
JH+7)

ot Vr est le volume de I|T', A le discriminant du produit scalaire sur I
par rapport a la base canonique de R* et enfin L (h) = 1], L (h; H,),
L (h, H}) étant la dérivation en h suivant H,.

(Pour faciliter la lecture de cet article, nous donnons en appendice
une démonstration de cette formule.)

heT —

2. Noyau de diffusion des espaces homogeénes compacts

Soient G un groupe de Lie compact connexe, muni d’une structure
riemannienne bi-invariante, H un sous-groupe fermé de G, w= la projec-
tion canonique G — G/H, et v (g) la translation x H — gx H définie par
I’élément g de G.

L’espace homogéne G/H est réductif : si ® et § sont les algébres de
Lie de G et H, I'orthogonal ¢ de § dans & (pour le produit {scalaire
bi-invariant considéré sur G) vérifie Ad (H) Zc2.

Munissons l’espace homogéne de la structure riemannienne inva-
riante par les translations 7 (g), déduite de celle de G et qui est telle
que la projection m soit une submersion riemannienne.

2.1. LEmMME. — Soient Ag,y et Ag les laplaciens scalaires associés aux
structures riemanniennes considérées sur les espaces G[H et G.
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NOYAU DE DIFFUSION 269

Pour toute fonction f, définie sur G/H, on a
Ag (fyem = A (fo 7).

Preuve. — La projection 7 est une submersion riemannienne de fibre
type H. Comme H est un sous-groupe fermé et que les géodésiques
de G issues de e sont les sous-groupes a un paramétre, H est totalement
géodésique; d’ou le résultat ([4], p. 128).

2.2. TuEoREME. — Soit dh la mesure de Haar normalisée de H. Le noyau
de diffusion E¢y (I; x H, y H) de Uespace homogéne G|H vérifie

E(;/H (t, ng, ng) :EG/H (t;fl:H, yH), Vge G.

Si on pose Ecp(l; y=' xH, H) = Eq /i (t; zH) et si Eg est le noyau de
diffusion de G, alors Uapplication z H — Eg,y (t; z H) est invariante par
les translations © (k), ke H, el

E¢n (t; z H) = E¢ (t; zh) dh.
H

Preuve. — Du fait de l'unicité de la solution de I’équation de la
chaleur et de l'invariance du laplacien Ag; par les translations 7 (g),
il est facile de vérifier que, pour tout g€ G,

E¢u (t; gx H, gy H) = Eg/i (t; x H, y H).

Egu(t;cH,yH) =E¢u(t; y'x H, H)
= EG/H (t; Zh),
et l'application zH — Eg/g (1; zH) est invariante par les transla-
tions = (k), ke H.

Soit dgy la mesure G-invariante de ’espace homogéne G/H (qui est
la mesure image de la mesure de Haar normalisée dg de G par la
projection ).

Posons

Donc

B(t; 2 H) = fEG(t;zh)dh
- f Eo (t; 2, I dh.
H
[ ) (g H) = A< [Eo s 1) dh)] )

= | Ag Eq (t; ., BY) dhw (9)

H

[ Jd 1
—fH_aEG(t;.,h_)dh](g)
__ 2[ Ee(t; ., =) dh | (g)

I

ot
— [(%E] (g H).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 18



270 ABDEL-ILAH BENABDALLAH

De plus, pour toute fonction f définie sur G/H,

EGamamdm= r@m| [E:( o] g

G/H G/H

=fG fem (9) Ec (t; g) dg.

Lorsque ¢ — 0., f fom(9) Ec(t; g) dg tend vers fom (€) = f (H).
G
Donc
£ (t; g Hy = Eou (t; g H) —_~ng (; gh) dh.
H

2.3. REMARQUE. — Soient (7.)xea la famille de toutes les représen-
tations irréductibles de G, (x«)xe A les caractéres associés, et dg la mesure
de Haar normalisée de G. Pour chaque a€ A, soient €, I’espace de la
représentation 7., d. sa dimension, et Z (5¢,) le sous-espace de 4¢,
formé des éléments x tels que m, (h) £ = %, quel que soit he H. Posons

9o (g H) = f %« (gh) dh, et soit Ay l’ensemble des indices o de A
H

tel que la représentation m, soit de classe 1 par rapport 4 H.

La fonction E (f; g) étant invariante par les automorphismes inté-
rieurs de G, on peut écrire :

E(t; ) =Saca @a () 72 (),  avec a () = f E (5 9) 1o (9) dg.

Comme Aq E(t; g) + (9/0t) E (t; g) =0, ax (f) vérifie dx (f) = — Ay ax (2),
. étant la valeur propre de A relative a la fonction propre y,. Donc
aq (f) = ko exp (— A« t) avec

ke = az (0) = lim,,, f E (5 g) %2 () dg = 1o (€) = da.
G

Du théoréme 2.2, on déduit que
E¢u(t; g H) =ZaeA\” dy exp (— Aa ) 9o (9 H).
En particulier, pour g = e, on obtient
Equ(t;zH, x H) = Sael, d, [dim Z (5¢,)] exp (— A« 1), VY zeG.
Si I’espace homogene G/H est un espace symétrique, il est bien connu

que, pour tout a€ Ay, dim Z (3¢,) = 1. Dans ce cas, ’égalité précé-
dente devient

Egu (t; ¢ H, x H) = Yaea,, da exp (— Ao f), V zeG.
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NOYAU DE DIFFUSION 271

3. Noyau de diffusion des sphéres

Soient (e, ..., €,) la base canonique de R*+!, et S* la sphére unité
de R**!' munie de sa métrique standard.

SO (n + 1) opére transitivement sur S». Le groupe d’isotropie au
point e, s’identifie & SO (n) au noyau de ’application

10 ...0
0 ~ Be SO (n).

0

L’espace homogéne SO (n + 1)/SO (n) est donc difféomorphe a la
sphére S par l’application © (4) —> A (), A€ SO (n + 1).

Munissons l’algébre de Lie SO (n + 1) de SO (n 4 1) du produit
scalaire :

(X, ¥)=—strace (Xo¥), X, YeSO(n+1).

Le difféomorphisme précédent est alors une isométrie; ce qui permet
d’identifier la sphére S” a 1’espace homogéne SO (n + 1)/SO (n).

Soit 2 l’orthogonal de SO (n) pour le produit scalaire considéré.
2 est ’ensemble des matrices de la forme

ER

L’espace @ vérifie les deux propriétés suivantes :

(i) Soient
S BCRE

deux éléments de Z, avec |[£| =|n].
11 existe Be SO (n) tel que Bt = n. Par suite :

BXB— — Ad (B) X — [lga - th E)] — Y.

Ainsi Ad (SO (n)) opére transitivement sur chaque sphére d’origine O
de 2. On peut remarquer alors que le noyau de diffusion E (t; z, y)
sur les sphéres, et en fait sur les espaces symétriques de rang 1, ne dépend

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



272 ABDEL-ILAH BENABDALLAH

que de f et de d(x, y) =r. Il semble qu’actuellement on ne posséde
pas la formule explicite donnant E ({; z, y) = F ({; r). Cependant on
la possede sous forme de série avec les fonctions zonales (remarque 2.3).
(ii) Soit
[0 —1 .0 ... 07
1
A=]0
0

—
Si X = [9 O‘J est un autre élément de 2, d’aprés (i), il existe

Be SO (n) tel que X =Ad (B)(|£|A). Donc ¢ = Ad (SO (n)) R A).

Soient maintenant x un point de S*, [ ’'arc géodésique joignant x
et e, et dr X, X€2, le vecteur unitaire tangent 4 [ en ¢. On a
z = (exp u X) (e,). D’aprés (ii), il existe Be SO (n) tel que X = BAB".
Donc z = B (exp u A) (e)). Notons Es. (resp. Eson+1) le noyau de
diffusion de S (resp. de SO (n + 1)). On a, d’aprés le théoréme 2.2 :

Eg (t; x) = Esonsn (t; exp u A.h) dh.

50 (n)

Désignons par g¢; () la rotation d’angle o dans le plan (Zr—, Zn—t+1).
La rotation he SO (n) se décompose alors sous la forme

h=gmx...xg" avec g% =g, (05)x...xgr(0%),

et la mesure dh est donnée par

n r k2 n— ) Y :
dh = T, P e 1t sini= 05 a0 ([15], p. 438).

Posons

) cos ¢ — sin ¢
expuA.h=M(O®}), Di= [sin :PPf cosi;]’

et considérons les fonctions polynomiales f; (M), ..., fn (M) (n =2m
ou n = 2m + 1), définies par

1) det (0 I, — M) = 1% 4 = f; (M) + =2 fo (M) +....
2 f (M) + 0 fi (M) + 1.

TOoME 101_— 1973 — nN° 3



NOYAU DE DIFFUSION 273

On peut écrire M = kD k' avec ke SO (n) et

D= \\ 0 si n=2m
0 \
Dm
et
D, !
N, ]
I N ilsi n=2m#1
D=|, b,,o si n=2m
-——0 1
On a

M, (3 —2hcosg; +1) si n=2m,

2) det(xI,—D)= ‘ .
AIE, (0 —2%kcosg;+1) si n=2m+41,

M étant conjuguée a D, det (A I, — M) = det (A I, — D).
En identifiant (1) et (2), on obtient m équations qui permettent de
calculer cos 9;, 1 Zj < m.

ExeEMPLES : Cas de S? et S°.
(a) Cas de S* :

Es (L; 2) =f Eso (t; exp u A.h) dh,
S0 (2)

cosu —sinu O 1 0 0o -
expuA.b=1| sinu cosu 0 0 cosO —sin0

avec

0 0 1 0 sinf cos 0
cosu — sinucos0 sin u sin 0
= | sinu cosucosl) — cosusin 0
0 0 cos 0
cosy —sing O
=k| sing cose O |k,
0 0 1
¢ vérifiant :
3) 1+ 2cos¢ = cosucosl —+ cosu -+ cos 0.

Donc

1 2T
Egq (t; ) = ﬁf Esow (15 ¢) dO.
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274 ABDEL-ILAH BENABDALLAH

Si on calcule df en fonction de d¢ a partir de la relation (3), on obtient

! 1 27 )
oz [ Boutiode s u=o,
o

Bio =]yt [ eabgss
u v (cos u — cos ¢) (1 4 cos ¢)
si O<u<2m, u#m,
| ES()(:;) (l; 7f) si u=m.
(b) Cas de S° :
Eg(t; x2) = Esou4 (t; exp A.h) dh,
S0 (3)
avec
cosu —sinu 0 07][1 O 0 0
expud.h— sinu cosu O O 01 0 0
’ 0 0 10 0 0 cosy —siny
0 0 0 1J}10 0 siny cosy¢
1 0 0 oJrr o o 0
0 cos® —sinf O 01 0 0
“1 0 sinb cos6 O 0 0 cosg9 —sing
0 0 0 1110 0 sing coso
cosu —sinu 0 0
| sinu cosu 0 0
- 0 0 cosy —siny
0 0 sin ¢ cosy
10 0 0 1 0 0 0
% 0 cos —sinO O 0 1 0 0
0 sin0 cosbh O 0 0 cosg9 —sing
0 0 0 1 0 O sing cosy
=a(u, §).b (9).c(9).
Or
Eyo (6 a (@, 4)-5.(9).¢ (2)) = Eso (5 b (). (9).a (u, 9)),
et
b (9).c(9).a(u, )
lcos u — sin u 0 0
sinucosO cosucosf —sinbcos(y+¢) sinbsin (¢ + ¢)
" | sinusin® cosusin® cosfOcos(p+ ) — cosfsin (e + )
0 0 sin (¢ + ¢) cos (¢ + ¢)
cos ¢, — sin g, 0 0
-k sin ¢, cOS ¢4 0 0 ,
0 0 cos 9, — sin ¢, ’
0 0 sin ¢,  cos ¢,
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NOYAU DE DIFFUSION 275

cos ¢, et cos ¢, vérifiant :
2 (cos 9, + cos 9,)
= cos u + cos u cos 0 + cos 0 cos (¢ + ¥) + cos (¢ + ),
2 cos ¢, cos ¢, + 1
= 2(cos § + cos u cos (¢ + ¢) + cos u cos 0 cos (¢ + ¢)).
Donc

Eo (%) = g f dy f do f Esow (t; 91, 92) sin 6 do.

ReEMARQUE. — Connaissant le noyau de diffusion sur S7, on déduit
immédiatement le noyau de diffusion sur l’espace projectif réel
P.R)=S"+1:

E, ®(t;x(£ 1)) =Es () + Esn (I; — ).

4. Traces des noyaux de diffusion des sphéres

Notons Zs. la trace du noyau de diffusion de la sphére S*. On a

an = Esn (t; eo) = ES()(n+l) (l; h) dh

SO (n)

=TwWT V1V| fE.YO(n+1) tu)|j@)|*du (voir [1], p. 142),

| W | étant 'ordre du groupe de Weyl W de SO (n).
(a) Cas des sphéres S*" :

Esopniy (s hiy oo oy hin)
2m)"exp (4 {p,p i)
= Quinr) gnEar)/2 O 0o H, 5 17
“ e ez[L (h) exp ((—<h, h>)/4 Hlthi+2may, ..., ha + 271'0(”).
B {2"' @) i< sin ((h: — h; + 27 (2 — 2))[2)

X

xsin ((h: + hj + 27 (o + «,))/2)
XTI sin ((h: + 2 ma;)[2)
D’ou

2"n (n—1)
Zsn = g (2n)"f f Esovnen (6 by s )

X[Hi</‘ Sinhi ;-: jSi b, _*2_ hl:l dh, ... dh,
Chrepr et [ LOopC )
= N 121 ginEnrz -< p, H, y "7 117, sin (h/2)

XTi<; smh' 5 h’smh 'gh’dhi ... dhn.
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Par exemple, pour n = 1, on obtient

2, — B4

+ = 2
hexp (— h*/4 1) dh

4tymt J_, sin (h/2)
2exp (t/4) [~ hexp (— h[f)
= ! - dh
tyrt J, sin h

/2 e
h exp (— R*[f) dh

_ 2exp ({/4) [ f
ei |
+ X (- 1)"*'f " exp (=7t — ()0

sin h

n=1

sin h

x[ 27rsh<2ﬂtnh> —2hch<2”t"h>]dh].
- /2
Lorsque f->0,, lintégrale 1/yn tf hexp (— h*/f)/sin h donne le

développement limité suivant les puissances de {. On obtient

1 t t? t
Zé‘*z%z(l t3T1s +m+--->

données dans [12] sans démonstration.
(b) Cas des sphéres S+t .

1 . )
Lgns = —r_TfES()(:!IL+2) (t; u)lj (u) |* du,
7
avec
17 0O---------- (0]
- |0 O--====---- 0
u= ' Oy .
H HEEREN .
O 0------- On 4
et

D — [c_os — sm].
| sin  cos
Sachant que

cos —sin O 010 1 0 0 0
sin cos O0|]=]0 0 1 0 cos —sin 1
0 0 1 1 00 0 sin  cos 0

ToME 101 — 1973 — nN° 3
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on peut écrire

avec A indépendant de u.
Par suite :

27

1 27T ) . \
ZSzn+l = T.‘—/V—[—“/—F[ X X‘[ EAs'()(2n+2) (t, H) l] (H) ‘ dH,

avec

ES()(‘“H—‘.’) (t; 0, hy, ..., hn+1)

2m)y+'exp (@ n*{p,p))
= Qi gl e )/ @)L < g, H, » o172 X

(L (B) exp ((— <h, h))[41)] |
| XQ@may, by + 270, ooy Bony +2T00) )
X Xay,...,2, €2 ‘2n(n+1)(i)n(n+l)Hi</sin ((h: —hj + 27 (o — 2))) 2
scsin (b + by + 27 (o + ,))/2) [}
l x sin (— h;[2) sin (h;/2)

D’out
Foi o (=Drmexp@nmi<oppf)
ST 0] i) (2ee)/2 Qi -< 0, H, >t :

X\[L [— Yo . aniez [ L (R) exp ((— < h, h H)[4 )]

X (27, by + 270y, ooy Ay + 2 Ta50) X .o

XTli<; Sinhi_hf +227T (=)

o sin Mt B+ 227f @t %) an L dhn.
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Par exemple, pour n = 1, on obtient

Ze — ?illgf Yo, aez [(r + 27as)? — 47 a2)
6 )

xexp (— [4 7 a? + (B + 2 7a)?]/4 £) dh,

X [ I (Zea ™Y exp (= b + 2 muy i) dha]
ko)

X Za,ezeXp (=

t

| [ Cnenexp (- (o 2mnyiany an

x| 2 ea Tt exp (- 7 adip|
_exp t[[2 \ffwx exp (— ) dx] [Ea‘ezexp ((—‘l’ﬂ a,)/t)]

= [2 vi [ :”exp(— x?)dx] | 2eea T exn (- ﬂ?a‘f)/f)”

_ eXpt\/nl\[t[Eate exp ((———t7r a,)/t)]

— 2Vi| Snea 5 exp (= = )y ||
_ ex[;tt\/ﬁ [ﬂ[_ 4 220h>lf:)(p ((—tTr- a?)/t)]

— 4\/1[2a s eXP (== a.)/i)]]

= %[1 + 2 X, exp ((— 7 23)/f)

2 2 :
— 42(1,;17%@(}) (= = a))[D) |

= exftf/t/“ [1 +2 Yo a1 €XP ((_ 2 a‘;’)/t)

Frexp (= = )i |

n
— 4 X

Lorsque ¢ 0., on obtient

exp l\/x _
Zs &, ftg/\g/ (voir [12]).

ArPENDICE : Preuve de la formule d’Eskin.
Conservons les notations du paragraphe 1.
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Une fonction f sur T est dite symétrique ou invariante par le groupe
de Weyl W de G si f(9.h) = f(h) pour €W, et antisymétrique si
f(9.h) = (signe ¢) f (h) (signe ¢ étant le signe du déterminant de o).

Le noyau de diffusion E ({; z, y) de G vérifie :

EGz,y)y=E{; y'.x,e)=E(t; y'.2)

et la fonction E (f; exp .) satisfait 4 1’équation différentielle :
. O ) .9, .
“) <Zu oh + 47 p, P>> J=gJ (voir p. 4).

La détermination du noyau de diffusion de G se raméne donc 4 trouver
une solution de cette équation différentielle, I'-périodique sur T et
invariante par le groupe de Weyl W de G.

La fonction

E, : hET'_}exp(4ﬂ2<P’P>t) exp((—(h,h>)/4t)
25 J(h)

satisfait a (4) et est antisymétrique.

Pour la rendre symétrique, considérons 'opérateur L = [I. L (h, H,),
ou L (h, H,) est la dérivation en h suivant la direction H.

Il est facile de vérifier que I'opérateur L met en bijection ’ensemble
des fonctions sur T invariantes par le groupe de Weyl W avec 1’ensemble
des fonctions antisymétriques sur T.

Considérons alors la fonction

B ho &A™ o p00) (LR exp (= <hh))4DI(E),
N 2 i®

La fonction E, est invariante par W, et satisfait a 1’équation diffé-
rentielle (4).

T étant un sous-groupe discret de I, la fonction

s exp@nidp,ppl) AL (h) exp ((— <h, h)[48)] (h + Y)
heT’ e ZYEI ](h+Y)

est I'-périodique, invariante par le groupe de Weyl W, et vérifie encore
Iéquation différentielle (4).
Soient maintenant f une fonction sur G, dg et du les mesures de Haar

normalisées de G et T. Calculons lim, . f f(9) E (t; g9) dg en suivant de
G
pres le calcul d’Eskin [7] :

Jr@E o= |—vlv|fT|j @ [Lf(guy") E (t; gug ) dg] du

= W [ @FEG)F @,
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avec
F (u) = f f(gug)dg et |W|=ordre de W.
G

Soient dh la mesure de Lebesgue, dh la mesure de I/I', définie par

ff(h) dh — f . f(h+ .)dh, et Vp le volume de I/T. On a
T Jgr

Vrlej(u) P E(t u) F (u) du

. .

= [ livexp ()] E (t: exp i) F o exp (i) dh.
z/

Comme .
|joexp ()| = joexp () | = |j (h)|

Fyexp (h) = F, exp (h) = F (h),

et

I'intégrale précédente est encore égale a

exp (4 w:/< P o> 1) zlr[gye P F+v)jE+7)

q X [L () exp ((— <, k)[4 D] (h + 7)] dh
= SREECR 2D By T L @) exp (— b k)M4D] @) dh
D’ou *
[T@E @9 dg

— SR ET D [F @) @ (L () exp (— < b 1)/ 0] () dh

Posons h = 2 h'\/1,
[L (h) exp ((— < h, h >)[4 §)] (h)
_[L(h)exp (= {h, A" )] (R) _ [L(I)exp (=, A" )] R)
(2 \/Z)(N—n]/:! (2 \/2)(1\"‘”)/2

Par suite :
[1@E w9
G

_2exp (4000 [ j(2ViR) -
- VI‘|W| ‘/;<2\/1)(N~m/zF(2\/th)

X [L () exp (— < Ity ' )] (k) dH,

et

- R JRVIR) oo
timo, |1 @) E (5 9) do = Whm»w[r@WF@\/m)
X [L () exp (— < I, 1 )] () di.

TOME 101 — 1973 — n~° 3



NOYAU DE DIFFUSION 281

Soit ¢ >0 fixé. Il existe n >0 tel que, pour |{i <m, on ait
|F(2yik') — F(0)| <<,

fg(fl—)(“]f—”l (2VLR) L () exp (= <, 1 )] () d

= r© [ L2 n gy ey (- <o 0y +

+ ) ftﬁ”'n F(2ViH) = FO)LL () exp (— CH, 1)) () i

) 2\/th') . , - N ap
llm,.>()+ﬁzé—fﬁ%7wF(2¢lh)[L (R') exp (— { I, b’ )] (1) dh

= F (0) lim,,.@fx%w (h")exp (— < I, b’ D)] (h) dh’,

et

limys o, f f(g)E (t; g) dg
Je

= - tim, [ _—<j VL) 11wy exp (= < e, 1 )] () die

Ve W v (21N
(= )Ame 20 F(0)
= Ve W] lim, .,
exp (= I K 1 oy v | o) an
x g g L @) VR 6oy an

puisque I’adjoint de I'opérateur L est égal a (— 1)\N—"~2 L,

J(2Vih) = %< (signe o) exp (— 27 i (2V1) (p, 9.H' D)

et
[L @) exp (=27 i (2vD) o, 0.0 ))] (%)
= (_ 1)(an)/z.(2 T l')(N—n)/z. (2 \/z)(N—m/z
X (signe ). 11 < 0, H, >.exp (— 27 i (2V1) {p, 9.1’ D).
D’ou ]
|L @) j 2vin) @)
BV

_(_I)N n)/: (27Tl)N n)/
XHr<P,H,->EcpeWeXP( 27Ti(2\/2)<9’ (‘P'h’>)
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282 ABDEL-ILAH BENABDALLAH
et
lim, o, Cf(g) E (¢ g9) dg
_ (=1D*mr.20.F (0) (=

N—n2 (2 f)N=mr

Vr. W]
XL < oy Hy > | W |.f$exp (— <R, RS d
- 'i}‘f LN TN ()N F ()L < gy HL S.wn A,

A étant le discriminant du produit scalaire sur T par rapport a la base
canonique de R~

Finalement,
lim,, o, f (@) E (t; g) dg
G

TIIE 2N N ()N 1, py H . F (0). A=,
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