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ANNEAUX HENSELIENS ET CONDITIONS DE CHAINES

PAR

Haxer SEYDI (*).

Introduction. — Cet article a pour but de montrer le lien qui existe
entre le probléme de la condition des chaines dans les anneaux noethé-
riens et le probléme de la condition des chaines dans les anneaux locaux
noethériens henséliens. Nous parlons essentiellement d’anneaux commu-
tatifs unitaires. Nous partons d’une définition de la deuxiéme condi-
tion des chaines qui semble en apparence beaucoup plus forte que celle
de Nacgarta et RaTrirr. C’est tout simplement pour éviter de démontrer
que la deuxiéme condition des chaines, telle qu’elle est définie par
NacaTa et RATLIFF, « passe au quotient ». Nous avons cependant
montré (1.10) que la définition de NacaTa et RATLIFF est équivalente
4 la notre du moins dans les anneaux noethériens. La démonstration
donnée ici (1.10) semble originale. Nous I'avons appelée théoréme de
Nagata parce que la premiére démonstration de ce théoréme est due
4 NagaTa, du moins modulo sa définition de la deuxiéme condition
des chaines (L. R. [5], 34.3, p. 123). Nous avons également donné ici
une généralisation du lemme bien connu de Hironaka (1.16) du moins
sous la forme indiquée par Nacara (L. R. [5], 36.9, p. 134), la formulation
indiquée dans EGA ([3], chap. IV, §5, prop. 5.12.8) peut se déduire
facilement de notre corollaire (1.16.1) qui est une généralisation de
EGA (chap. IV, §5, 5.12.7) du moins dans le cas des anneaux intégres.
Nous supposons essentiellement connue la théorie de la hensélisation
de Nagata. Il n’est pas besoin de dire que la plupart des résultats
obtenus sont dus & NaGaTA et RATLIFF, 4 'exception de (1.3), et (1.12)
a (1.15).

(*) Partie de la thése de 3¢ cycle de I'auteur, soutenue a la Faculté des Sciences
de Paris en juillet 196g.
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0. Définitions.
0.1. Chaines d’idéaux premiers.

Soient A un anneau, Q et P deux idéaux premiers de A tels que QS P;
on appelle chaine d’idéaux premiers entre Q et P une suite finie d’idéaux
premiers Py=Q, ..., P, ..., P,=Ptelleque P;CP,,, Vi(o L1 <1 —1
et P~ P; si i#j. Par définition, la longueur de cette chaine est r.
On dira que la chaine est saturée, si V(o< i=r—1i) et tout idéal
premier P’ tel que P;SP'CP;.,, ou bien P'=P; ou bien P'= P,,.

Une chaine d’idéaux premiers entre un idéal premier minimal et
un idéal maximal s’appelle une chaine mazimale.

0.2. Conditions de chaines.

1° S’il existe un entier m tel que toutes les chaines maximales de A
soient de longueur inférieure ou égale a m, on dit que A est de dimension
finie, et on définit la dimension de A [noté dim(A)] comme étant la
borne supérieure des longueurs des chaines maximales de A; dans le
cas contraire, on dit que A est de dimension infinie, et on pose
dim(A4) = +o0. Il est évident que si dim(4) <+ (c’est-a-dire si A
est de dimension finie), dim(A4) est égale a la borne supérieure des
longueurs des chaines saturées maximales de A.

29 On dit que A est équidimensionnel si, pour tout idéal premier
minimal P de A, dim(4/P) = dim(A4).

30 Etant donné un idéal I de A (I £ A), on appelle hauteur de I,
et on note hi(I), la borne inférieure des dimensions des anneaux locaux A,
ou P parcourt I’ensemble des idéaux premiers de A contenant I. Si A
est noethérien, alors, pour tout idéal I( A) de A, ht(I) <+, d’aprés
le Primidealsatz de Krull (EGA [2], chap. 0, § 16, 16.3.1).

4° Etant donnés deux idéaux premiers QCP, on pose
codim (P, Q) = dim(A4,/Q4,).

50 On dit que A est caténaire si, pour tout couple d’idéaux
premiers Q= P tel que codim (P, Q) <+, toutes les chaines saturées
maximales de A,/QA, ont méme longueur; il revient au méme de dire
que toutes les chaines saturées entre Q et P ont méme longueur néces-
sairement égale & codim(P, Q).

6° On dit que A est universellement caténaire si toute A-algébre
de type fini est un anneau caténaire. Il est évident que tout anneau
quotient d’anneau caténaire (resp. universellement caténaire) est un
anneau caténaire (resp. universellement caténaire). '
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7° Soit A un anneau; on dira que A satisfait a4 la premiére condition
des chaines si, pour tout idéal maximal M de A, I’anneau local A4, est
caténaire, équidimensionnel et dim(4,)=dim(A) (en particulier,
A est caténaire); en particulier, si dim(4) <40, il revient au méme
de dire que toutes les chaines saturées maximales de A ont méme
longueur, et dans ce dernier cas, on dira que A est biéquidimensionnel.

8¢ Soit A un anneau, on dira que A satisfait 4 la deuxiéme condition
des chaines, si A satisfait 4 la premiére condition des chaines et si toute
A-algebre entiére (') intégre satisfait 4 la premiére condition des chaines.

I. Enoncés et démonstrations des théorémes fondamentaux.

1.1. ProposiTioN. — Soit A un anneau.

1° A satisfait a la premiére (resp. deuxiéme) condition des chaines
si, et seulement si, pour tout idéal maximal M de A, 'anneau local A y satis-
fait ala premiére (resp. deuxiéme) condition des chaines, et dim (A ) = dim (A)

20 Si A satisfait a la premiére (resp. deuxiéme) condition des chaines,
tout anneau quotient intégre de A satisfait a la premiére (resp. deuxiéme)
condition des chaines [du moins si dim(A) <+ ].

30 S’il existe une A-algébre entiére contenant A qui satisfait a la premiére
(resp. deuxiéme) condition des chaines, il en est demémede A si dim (A) <+ .

40 Si A est intégre, et satisfait a la deuxiéme condition des chaines,
et si B est une A-algébre entiére telle que AC B et qu’aucun élément non
nul de A ne soit diviseur de o dans B, alors B safisfaif a la deuxiéme
condition des chaines.

Preuve. — Le 1° et le 20 sont évidents.

30 Si P,c...cP, est une chaine saturée maximale de A, elle se
reléve en une chaine saturée maximale de B (cf. COHEN-SEIDENBERG),
donc s = dim(B) = dim(4) puisque B satisfait & la premiere condition
des chaines, donc A satisfait 4 la premiére condition des chaines. Suppo-
sons donc que A satisfasse 4 la deuxiéme condition des chaines, et
soient A’ une A-algebre intégre et (Tw)eoe.r des indéterminées; soit
7 A[Tw]wes— A’, défini par n(Tw) = @', et soit P le noyau de = qui
est idéal premier. Puisque B[T ). . est entier sur A[To)a e.r, il existe
un idéal premier P’ de B[T.]. e+ au-dessus de P (COHEN-SEIDENBERG),
alors B'= B[Tu]~e./» est entier sur A’, donc B’ est une A-algebre
entiére et a fortiori une B-algébre entiére. Donc B’ satisfait a la premiére

(*) On rappelle que ’on dit qu’une A-algébre B est une A-algébre entiére si B
est entier sur I'image de A par l’application canonique de A dans B; on sait que,
si B contient A, dim(A) = dim(B), et dans le cas contraire, dim(B) . dim(A).
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condition des chaines. Mais dim(A’) = dim(4) <+, donc la premiére
partie de la démonstration montre que A’ satisfait a4 la premiére condi-
tion des chaines, ce qui termine la démonstration du 3o.

4° Si P est un idéal premier minimal de B, alors PNA = o, donc
B[P est entier sur A, donc B[P satisfait 4 la premiére condition des
chaines et puisque dim(B/P)= dim(4)=dim(B), B satisfait a la
premiére condition des chaines. De méme, puisque toute B-algébre
entiére est une A-algébre entiére, donc toute B-algebre entiére intégre
satisfait & la premiére condition des chaines.

C. Q. F. D.

1.2. ProrosITiON. — Soit A un anneau intégre de dimension finie
qui satisfait a la deuxiéme condition des chaines, et soit B une A-algébre
entiére contenant A et telle qu’aucun élément non nul de A ne soit diviseur
de o dans B.

1° Soit Py,cP,C...CP; une chaine saturée d’idéaux premiers de B;
alors, pour que la chaine soit maximale, il faut et il suffit que

P,nAcP,nAc...cP;nA

soit une chaine saturée maximale de A.
20 Soient Q un idéal de A, et Q' un idéal de B; alors

ht(Q)=hi(QB) e  hiQ)=hi(Q' nA).

Preuve. — D’apres la proposition 1.1, B satisfait & la deuxiéme condi-
tion des chaines, donc la chaine est maximale si, et seulement si,
s = dim(B) = dim(A4), ce qui démontre le 1°,

20 Soit P un idéal premier minimal de Q, tel que hi(Q) = hi(P),
soit P’ un idéal premier de B au-dessus de P, alors QBC P’, donc

ht(QB) =h{(P") = ht(P) =h{(Q).

Soit maintenant P’ un idéal premier minimal de QB tel que h {(P') =h{(QB),
et soit P,c...cP;=P'c...cP; une chaine saturée maximale
de B, d’aprés le 19,

o=P,nAc...cP.nA=Pc...cP;nA
est une chaine saturée maximale de A, puisque A est caténaire,
i=ht(P)<ht(P'); mais il est évident que hi(P’)ht(P), donc
ht(P) =ht(P") = ht(QB). En outre, QCP, donc

hi(Q) < hi(P) = hi(QB),



ANNEAUX HENSELIENS, 13

on a donc bien hi(Q) = hit(QB). En particulier,
ht(Q'nA)=ht((Q'nA)B) <=ht(Q),

mais il est également évident que h{(Q") < h{(Q'n A), d’ou la conclusion.

C. Q. F. D.
1.2'. REMARQUES.

10 Puisque tout idéal premier d’un anneau noethérien est de hauteur
finie (c¢f. Primidealsatz de Krull, EGA [2], chap. o, §16, 16.3.1), tout
anneau noethérien qui satisfait & la premiére condition des chaines
(a fortiori a la deuxiéme condition des chaines) est de dimension finie.

20 Soit A un anneau; alors A satisfait a la premiére (resp. deuxiéme)
condition des chaines si, et seulement si, pour tout idéal maximal M
de A,

(a) dim(Ay) = dim(4);

(b) Ay satisfait & la premiére (resp. deuxiéme condition des chaines
(cf. 1.1), donc:

30 Si A est un anneau de dimension finie qui satisfait a la premiére
(resp. deuxiéme) condition des chaines, alors, pour tout idéal premier P
de A, 'anneau local A, satisfait a la premiére (resp. deuxiéme) condition
des chaines.

4° Tout anneau produit fini d’anneaux, ayant méme dimension et
qui satisfont a la premiére (resp. deuxiéme) condition des chaines,
satisfait a la premiére (resp. deuxiéme) condition des chaines.

1.3. TutoriME. — Soient A un anneau semi-local (non nécessairement
noethérien) de dimension finie, el Ay son hensélisé. Alors A satisfait a la
deuzxiéme condition des chaines si, et seulement si, Ay satisfait a la deuxiéme
condition des chaines.

Preuve. — Nous pouvons évidemment supposer que A est intégre.

Premier cas : A est local. — Dans ce cas, d’aprés Nacata (L. R. [5],
43.3, p. 180), il existe un anneau B contenant A et entier sur A, et un
idéal maximal M de B tels que By > Ay. Donc si A satisfait 4 la deuxiéme
condition des chaines, il en est de méme de B[P pour tout idéal premier
minimal P de B, en outre, dim(B/P)= dim(A), puisque PnA = o,
donc A satisfait 4 la deuxiéme condition des chaines. Réciproquement,
supposons que A satisfasse & la deuxieéme condition des chaines. Soit A’
un anneau local intégre et intégralement clos tel que A >~ A'/P, et
soit A% le hensélisé de A'. D’aprés Nagara (L. R. [5], 43.3, p. 180),
il existe un anneau intégre et intégralement clos B’, et un idéal maxi-
mal M’ de B’ tels que Ay = Bjy.. Alors Ay > By./[PBjy.Sio = P,cC...Cc P
est une chaine saturée maximale de A, il existe une chaine P,c...c P,
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dans B telle que P; soit I'image réciproque dans A de Pj, et P, = M’
(cf. CoHEN-SEIDENBERG). Alors cette chaine induit une chaine maxi-
male de Ay > By.[PBjy., on en conclut s =dimA}, donc A satisfait
a la premiére condition des chaines. Soit C une A-algébre entiére intégre.
Pour démontrer que C satisfait & la premiére condition des chaines,
il n’est pas difficile de voir que I'on peut se limiter au cas ot ACC, en
raisonnant par récurrence sur la dimension de 4. Soit Qy=o0cC...cCQ,
une chaine saturée maximale de C; posons R = Cg,, alors Ry~ R ® +Ap,
et puisque tout idéal premier minimal de Ry est au-dessus de l'idéal o
de R (L. R. [5], 43.20, p. 187), I'image réciproque dans A, de tout idéal
premier minimal de R, est un idéal premier minimal de A; en outre,
Ry est une A y-algebre entiere, donc R, satisfait a la deuxiéme condition
des chaines, donc R satisfait a la premiére condition des chaines. Donc,
puisque
dim(R) == dim(Ry) = dim (4 4) = dim(4),

on en conclut
t = dim(A) = dim(C).

Donc C satisfait & la premiére condition des chaines, ce qui termine
la démonstration dans ce cas.

Deuzxiéme cas : A n’est pas local. — Alors A ;~ 1, (Au)m, ot M parcourt
I’ensemble des idéaux maximaux de A. Donc ce cas découle du premier
cas, de (1.2, 1°) et (1.2, 4°), compte tenu de ce que

d:im(AM)H= dimAM, VY M.
C. Q. F. D.

Définition. — Soit A un anneau semi-local noethérien. On dit que A
est formellement équidimensionnel si son complété A est équidimensionnel.

1.4. TutorkME (I. S. COHEN). — Soit A un anneau semi-local noethé-
rien complet. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

10 A satisfail a la premiére condition des chaines;
20 A est équidimensionnel.

Preuve. — 11 est clair que le 1° implique le 2°. Il nous reste donc a
montrer que le 20 implique le 1°. Puisque pour tout idéal premier minimal
P de A, dim(4/P) =dim(A), il suffira de prouver I'implication dans
le cas ol A est intégre, donc local. Soit r = dim (A), et soit

0=P0CP1C...CP3

une chaine saturée maximale de A. Nous allons prouver que s =r par
récurrence sur r. Si r = o, c’est évident. Supposons r>o, dans ce cas
s>1. Soit x;, ...,z un systéme de paramétres de A avec z,€P,.
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Supposons d’abord que A contient un corps, et soit K son corps résiduel.
D’aprés le théoréme de structure de I.S. ConeEN, KCA, et le sous-
anneau Kl[z,, ...,z ]]=B, défini comme I'image de Iapplication
continue de l'anneau de séries formelles C = K[[T,, ..., T,]] par
Papplication T;— x;, est isomorphe a C, et A est une B-algébre finie
(L. R. [5], 31.6, p. 109). Puisque B est régulier, donc intégralement
clos, ht{(P;nB) =1, d’aprées Nacata (L.R. [5], 10.4, p. 32). Donc
P,nB=uzB. Donc A/P, est une (Bjx,B)-algébre finie de dimen-
sion r—i. Puisque o=P,pC...CP,p, est une chaine saturée
maximale de A/P;,, s—i1i=r—1 d’aprés I'hypothése de récurrence,
ce qui prouve le théoréme dans ce cas. Si A ne contient pas un corps,
d’aprés le théoréme de Cohen cité dans la premiére partie, il existe un
sous-anneau de valuation discréte complet V de A tel que, si p, z;, ...,
x—, est un systéme de paramétres de A, ol p est une uniformisante
de V, A est une (V[[zi, ..., x,—]])-algébre finie, o B = V[[z, ..., 2,]]
est défini comme précédemment et est isomorphe a ’anneau des séries
formelles V([[T4, ..., T—]], l'isomorphisme étant défini par T;—x.
Si pe Py, alors A/P, est une (B/pB = (I/pI)[[x, ..., x.]])-algébre finie,
et I'on prouve le théoréme comme précédemment. Si p¢P;, on peut
choisir les xi, ...,z tel que 2, € P, et I'on voit que le théoréme se
prouve comme ci-dessus.
C. Q. F. D.

1.5. ProposiTiOoN. — Soit A un anneau semi-local noethérien formel-
lement équidimensionnel, et soit P un idéal premier de A. Alors :

10 A[P et Ap sont formellement équidimensionnels;

20 A satisfait a la deuxiéme condition des chaines;

30 Toute A-algébre locale, essentiellement de type fini (*) et intégre,

satisfait a la deuxiéme condition des chaines (donc, en particulier, A est
universellement caténaire).

Preuve.
1° (a) Soit P’ un idéal premier minimal de PA, alors hi(P") = ht(P),
d’aprés Nacgara (L. R [5], 22.9, p. 75). Puisque A satisfait 4 la premiére
condition des chaines (1.4)
dim (A/P’) = dim(A) — ht(P') = dim(4) —h{(P).

Ceci étant vrai pour tout idéal premier minimal de PA, donc A/PA = (A/P)"
est équidimensionnel, c’est-a-dire que A est formellement équidimen-
sionnel.

(®) On dit qu'une A-algébre B est une A-algébre essentiellement de type fini, si B
est un anneau de fraction d’une A-algébre de type fini.
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10 (b) Ay est une Ap-algébre fidélement plate et I'idéal maximal
de A, engendre dans A, un idéal primaire & P’ A, donc le complété B’
de A, est une (B(B = A,))-algébre fidélement plate, et I'idéal maximal
de B engendre un idéal primaire a I'idéal maximal de B’. Donc, pour
tout idéal premier minimal Q de B, h{(QB) = o et dim(B/Q) = dim (B'/QB’
d’aprés Nacara (L. R. [5], 22.9, p. 75) et (L. R. [5], 19.1, p. 64). Or A
est un quotient d’anneau régulier d’aprés le théoréme de structure de
Cohen, donc A, est également quotient d’anneau régulier, mais Ap
étant également équidimensionnel et compte tenu de ce qu'un anneau
local régulier est formellement équidimensionnel, on voit bien que B’ est
équidimensionnel, d’aprés la premiere partie de la démonstration. Donc
dim (B/Q) = dim (B'/QB’) = dim(B’), ce qui prouve que A, est formel-
lement équidimensionnel.

20 D’aprés la premiére partie de la démonstration,

dim (A/P) + h{(P) = dim (A).

En appliquant cette formule 4 A, on voit que, pour tout idéal premier
QcPp,
dim (Ap) = dim (AQ) —I— dim (.4;/0.41:).

I1 est facile de voir que cela implique que A est caténaire. Soient M,,

1= i~ m, les idéaux maximaux de A, alors 4 = I I (A ). Cela permet,
1ZLiLm

de voir que tout idéal premier de A est contenu dans un seul idéal maximal,
et puisque A est équidimensionnel, on voit que

dim(Ay,)" = dim(4y) = dim(4) = dim(4), Vi

Cela achéve de prouver que A satisfait 4 la premiere condition des
chaines. Pour montrer que A satisfait 4 la deuxiéme condition des
chaines, nous allons raisonner par récurrence sur dim(4). C’est évident
si dim(A) < 1. Supposons donc la proposition vraie pour tout anneau
de dimension —~n. Supposons donc que dim(4)=dim(4dx) =n +1.
Pour montrer que A satisfait 4 la deuxiéme condition des chaines, il
suffira de prouver que Ay satisfait & la deuxiéme condition des
chaines (1.3). Or A=A, donc Ay satisfait & la premiére condition
des chaines, d’aprés ce qui a été vu précédemment. Soit B’ une
Apg-algébre entiére intégre, donc B’ est un anneau local puisque A est
hensélien, soit B l'image de Ay dans B, et (o) =P,cP,cC...cP,
une chaine saturée maximale de B’, donc P, est I'idéal maximal de B'.
En appliquant I'hypothése de récurrence a Bp_,NB, d’aprés le 1° (a)

s—1
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et le 1° (b), on a s—i1=dim(Bp_,NB). Si P’ est un idéal premier
de B’ contenant P,_,, et tel que

P, ,nBSP=P nBCP;nB,

puisque P’ C P, alors, soit P = Bn P,_,, soit P = Bn P,. Donc puisque
pour tout idéal premier P de B, tel que BNnP, ,CPCBNP,, il existe
un idéal premier P’ de B’ contenant P, tel que P =P'nB, on en
déduit que la chaine

(o)cP.nBc...cP;nB

est maximale. Donc s = dim(B) = dim(B’) puisque B est caténaire.
Donc Ay satisfait a la-deuxieme condition des chaines, ce qui termine
de prouver le 2°.

30 Soit B une A-algébre locale essentiellement de type fini. En raison-
nant par récurrence sur le nombre r d’éléments de B tel que B soit un
anneau de fractions de C==A[z,...,z], on peut supposer que
B = A[z]p ou P est un idéal premier de A[z]. Et méme, d’aprés le 10,
on peut supposer z transcendant sur A. Si P’ est un idéal premier minimal
de PA[x], et si B'= A[x]p, en appliquant le raisonnement du 1° ()
4 B et B’ a la place de Ap et Ap (en remarquant que B’ est quotient
intégre d’anneau régulier), on en déduit que B est formellement équi-

dimensionnel, d’ou la conclusion.
C. Q. F.D.

Un anneau local de Cohen-Macaulay étant formellement équidimen-
sionnel (L. R. [5], 25.3, p. 83), on a donc la proposition suivante :

1.5.1. ProposiTioN. — Toul anneau local de Cohen-Macaulay satisfait
a la deuxiéme condition des chaines.

1.5.2. CoroLLAIRE. — Tout anneau local noethérien unibranche A,
de dimension 2, satisfait a la deuxiéme condition des chaines.

Preuve. — On peut supposer A intégre. Sa cloture intégrale A’ est
alors un anneau local noethérien de dimension 2 (cf. L. R. [5], 33.12,
p. 120), donc A’ est un anneau de Cohen-Macaulay (L. R. [5], 25.13,
p- 87). Donc A satisfait 4 la deuxiéme condition des chaines, d’apres (1.5.1
et (1.1.3).

C. Q. F. D.
1.6. ProrositioN (RATLIFF). — Soient A un anneau local noethérien

intégre, et A son complété; soient P,, ..., Py les idéaux premiers associés

a A et, pour tout i=1, ..., m, soit Z; un idéal P-primaire ftel que

©@= [ Z

1£i<Lm

BULL. SOC. MATH., — T. 98, FASC. 1. 2
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Supposons que ht(P)) =o et dim(A/P,) =1< dim(A).
Alors il existe des éléments b et ¢ (3 o) dans l'idéal maximal de A, et
de ﬂ Z; et d& P, tels que
2<ZiLm
1° b—deZ;
20 (b,d) A = (b,c)A;
30 ¢/b est enlier sur A et c[bg A.

Preuve. — Puisque ht(P;) = o, il existe un élément d’ dans n Z; qui
2ZLiZm

n’est pas dans P, [on remarquera que m > 2, puisque dim A /P, < dim (4)].

Puisque dim(A/P,) =1, alors (Zi, d’) A est primaire 4 I'idéal maximal M’

de A. Donc Q = (Z,, d’) An A est primaire a I'idéal maximal M = M'Nn A

de A. Si be(Q, alors b=z +rd aveczeZ, etre A, Donc rd’ € m Z;

2ZiZim
et puisque b peut étre pris différent de o, b n’est pas diviseur de o dans A,
alors rd'&P,. Soit d ==—rd’, alors b—deZ,.

Pour prouver 'existence de c, tel que 1° et 2° soient vrais, nous avons
besoin des préliminaires suivants :

(i) debA.

Si I'on avait d = rb, pour re A, alors (1—r) b = b—d € Z,. Puisque b
n’est pas diviseur de o, (1—r)€ Z,, ce qui impliquerait que r est inver-
sible dans {1, donc b = dJr serait diviseur de o, ce qui est contradictoire
donc d& bA.

(ii) Si C est un idéal non nul de A, et si M n’est pas un idéal premier
associé (*) a C, alors de CA.

Si (C:M)=C, alors CA=(C:M)A =CA:M', donc M' n’est
pas non plus un idéal premier associé & CA. Si P est un idéal premier
de A (£ M) et P # P,, d appartiendrait 4 tout idéal P-primaire (puisque d
est dans le noyau de A > A,). Si C=o et (C: M) = C, alors d est dans
toute composante primaire de CA, donc deCA.

Nous allons maintenant achever la démonstration. D’aprés (i) et (ii),
M est un idéal premier associé a bA. Soit bA = CnQ, ou Q est M-pri-
maire et (C: M) =C, alors bA =CANnQA et de CA, eQA [dapres
(i) et (iD)].

(®) On dit qu’un idéal premier P est associé & un idéal a de A, si P est 'image
réciproque dans A d’un idéal premier associé a A/a.
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Puisque (CA + QA)/QA =(C+Q)A/Q=C +Q/Q, il existe ceC
tel que c—de Q4, donc c—de CAnQA = bA, done (b, d)A = (b, c) A.
Mais puisque b—d € Z, et dZ, = (o), alors d* = db. En outre, c—d e bA,
ceb(b,c) AnA = b(b, c) A, donc ¢/b est entier sur A, etl'ona également
cg bA, puisque bAC(b, d)A = (b, ¢) A.

C. Q. F. D.

1.7. PropositioN. — Moyennant les hypothéses de (1.6), la cléture
intégrale A' de A a un idéal maximal de hauteur 1.

Preuve. — 11 suffit de prouver que D = A[c/b] a un idéal maximal
de hauteur 1. Soient D le complété de D, et R la cloture intégrale de A,
alors

D=DR.ACS'"ARA =54

[ou S=A—(0)]. Donc D est contenu dans I’anneau total des frac-
tions 7' de A puisque les éléments de S ne sont pas diviseurs de o dans 4.
Il est clair que D est entier sur A. Donc ACD = A\[c/b] = A\[b/d]SR.
Soient Q;= PiTnIA), 1=i<m. 1l est clair que les Q; sont les idéaux
premiers associés & D et ht(Q) = ht(P). Puisque D est entier sur A
et que Q;nA =P, on a dim(A/P,) = dim(D/Q;). Soit P’ un idéal
maximal de D contenant Q..0Onade n Z,d—beZ,dbeQ,2-1-m
1Zi<Zm
et (djb)—1€Q,, donc ((d/b)—1)/1€Q,Dp, alors (d/b)/1€Q:Dp,
1< i< m, est inversible, ce qui implique que Q, ¢ P’ pour 2<i-—~m.
Donc Q, est le seul idéal premier associé 4 D contenu dans P’, ce qui
implique que
hi(P') = dim(D/Q.) = dim(4/P,) =1.

Soit P=P'nD, alors P est un idéal maximal de D et, puisque
(Dp)" =Dy on voit bien que ht(P) =r1.

1.8. TutoreME. — Soit A un anneau local noethérien hensélien
intégre. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1 A est formellement équidimensionnel;

20 Pour tout anneau quotient intégre B de A et lout idéal premier P
de B dim(B) = dim(B/P) + hit(P).

En particulier, tout anneau semi-local noethérien hensélien caténaire
est universellement caténaire (cf. 1.5).

Preuve. — Nous allons raisonner par récurrence sur n = dim(4).
C’est vrai pour n=1. Supposons donc n = dim(4)> 2, et la propo-
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sition vraie pour tout anneau de dimension <<n. Il est clair que le 1°©
implique le 20 (cf. 1.5, 2°). Il nous reste & montrer que le 20 implique
le 1° Supposons que A ne soit pas équidimensionnel, donc il existe
un idéal premier minimal Q de A tel que dim(A/Q) = d< dim(A) = n.
Si d =1, on se trouverait dans les conditions d’application de (1.6),
donc d’apres (1.7) I'idéal maximal de la cloture intégrale de A serait
de hauteur 1, ce qui est absurde puisque dim(4)>2. On a donc d>1.
Supposons que la condition d > 1 implique qu’il existe un idéal premier P
de A de hauteur d—1i, tel que A/P ne soit pas formellement équi-
dimensionnel. Alors, puisque dim(A/P)<dim(A4), cela contredirait
Ihypothése de récurrence, et achéverait de prouver que le 20 implique
le 1°. Il nous reste donc a prouver la proposition suivante :

1.8.1. ProprosiTioN (RATLIFF). — Soienf A un anneau semi-local
noethérien, et A son complété.

On suppose que :
1° Pour tout idéal premier P de A, dim(A) = dim(A4/P) + ht(P);
20 II existe un idéal premier minimal Q de A tel que

1<d = dim(4/Q) <dim(4) =n.

On définit les ensembles E; d’idéaux premiers de A, pour 1—i=d—1,
comme suit : E,= { o}, pour i>1, E; est défini en choisissant P,_,€ E;_,,
el E;=E; ,(Pi—) sera U'ensemble des idéaux premiers P de hauteur i
de A confenant P;_,, et tel que PA posséde un idéal premier minimal P’,
tel que QCP' et ht(P'|Q) =1i=ht(P'). Alors, pour touti =1, ...,d—1,
(«) E; est un ensemble infini;
(®) Pour P€E,;, AP n’est pas formellement équidimensionnel.

Nous aurons besoin du lemme suivant pour la démonstration de (1.8.1).

1.8.2. LemME. — Soient A un anneau semi-local noethérien complet,
et P un idéal premier de A tel que dim(4/P)>. 2.

Soit H Uensemble des idéaux premiers P’ de A contenant P, et fels
que ht(P'|P) =1.

Alors H contient un ensemble infini H', tel que H— H' soit fini, et
tel que:

10 Pour tout idéal premier minimal Q de A, et tout P'e H', Q< P’ si,
el seulement si, QCP;

20 Pour P'€H', hit(P')=hi{(P) +1.

Preuve. — Soit Q'= n P'; supposons H fini, alors Q' P; donc,
rreH

si f est un élément (o) de' B = A/P, appartenant a Q'/P, alors B,
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est un corps, donc dim(B) =1, d’aprés le lemme d’Artin-Tate (EGA [2],

chap. 0, §16, 16.3.3), ce qui est contradictoire. Donc H est infini.
Soit Q un idéal premier minimal, non contenu dans P, et tel qu’il

existe P'e H contenant Q, et soit H(Q) I'ensemble des P'€ H conte-

nant Q. Supposons H(Q) infini, et soit Sp = n (A — P"), alors I'anneau
P EH(Q)
B(Q) = S3' (A/P) est de dimension 1. Mais puisqu’il a, par hypothése,
une infinité d’idéaux premiers, si I'on avait m P'# P, c’est-a-dire
PEHQ

s’il existait un élément f(>< o) appartenant 4 < n P’) (S¢'A|PSG' A),
PEHQ)

alors (Bg)s serait un corps. Donc B, n’aurait qu’un nombre fini d’idéaux

premiers, d’aprés le lemme d’Artin-Tate cité ci-dessus. Donc H(Q) est

fini, puisque, dans le cas contraire, on aurait P = n P’; et, étant
PEH(Q) :
donné que QB,C P’ By, Y P’ € H(Q), on aurait Q< m P’=Penprenant
P EH(Q)

les images réciproques. L’ensemble des idéaux premiers minimaux de A
étant " fini, la réunion H, des H(Q) = O est finie, donc H'— H, est
infini, puisque H est infini.

Si P'e H', alors, par construction, pour tout idéal premier minimal Q,
QC P si, et seulement si, QC P, et, puisque A est caténaire, on en déduit
que hi{(P') = ht(P) +1, mais il est également évident que

hi(P) = ht(P) +1,
donc hi(P') =hi(P) +1.

C.Q.F.D.
Démonstration de (1.8.1). — Si PeE; (o=i=d—1), il existe par
hypothése un idéal premier minimal P’ de PA tel que QCP’ et

ht(P'[Q) =1i=ht(P).
Puisque (A/Q) satisfait 4 la premiére condition des chaines (1.4),
dim(A/P') =d—i<n—i=dim(A/P).

donc puisque A/PA est le complété de A/P, A/P n’est pas formellement
équidimensionnel.

Soient i=d-—2, et M le radical de Jacobson de Abe M, bgP (ce
qui est possible puisque P n’est pas maximal et M est intersection
d’idéaux maximaux). Donc bg P’, alors il existe un idéal premier P”
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dans A tel que (b, P)ACP", P'CP", et tel que hi(P"/P") =1. Soit H
I'ensemble des idéaux premiers P” de A tel que P'CP” et ht(P"[P) =1.

Puisque dim(A/P') =d—i>.2, H est infini (cf. 1.9), et H contient
un ensemble infini A’ tel que H — H’ soit fini et

(P"€H)= (ht(P") = hi(P) +1) (cf. 1.9).

Soit S I’ensemble des idéaux premiers de H contenant un idéal (b, P) A
avec be M, bg P, alors

M=\_) P,n4)

ries

et M, &S pour tout idéal maximal M; de A contenant P’ et tel que
hi(M}p) = dim(A/P’). Si S était fini, d’aprés Boursaxkr ([1], chap. II,
§ 1, prop. 2), il existerait P, €S tel que M = P,nA, donc P, serait
un idéal maximal de A et, en plus, M serait premier, donc A serait
local, ce qui serait en contradiction avec le fait que M; ¢ S (puisque P,
serait le seul idéal maximal de A). Nous allons montrer maintenant
que S'=SnH' est infini. Si P"'€S et P"¢H’, alors P"e H—H'’
qui est un ensemble fini, donc S’ est infini, puisque H’ est infini. Si P" € S,
alors ht{(P"y=ht(P')+1 et P'nA AP, mais puisque PcP"'nA
on voit que P’ est un idéal premier minimal de (P"nA)A, donc
P'nA€E,;.,= E,(P). Chaque (P"nA)A n’ayant quun nombre fini
d’idéaux premiers minimaux, et S’ étant infini, on en déduit que E..,
est un ensemble infini. La derniére partie de la proposition étant vraie
pour i =o [Py= (o) et P = (], donc E, est infini.
C. Q. F. D.

1.9. CoroLLAIRE. — Soit A un anneau noethérien semi-local hensélien.
Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1° A satisfait a la deuzxiéme condition des chaines;
20 A satisfait a la premiére condition des chaines.

Preuve. — 11 est clair que le 1° implique le 2°. Supposons maintenant
que A vérifie le 20. Si Q est un idéal premier minimal de A,
dim (A4/Q) = dim(A), et A/Q est un anneau local, donc est formellement
équidimensionnel d’aprés (1.8), donc A/Q satisfait a la deuxiéme condi-
tion des chaines d’aprés (1.5); ceci étant vrai pour tout idéal premier
minimal de A, on en déduit que A satisfait 4 la deuxiéme condition
des chaines (on peut aussi remarquer que A est formellement équi-
dimensionnel).
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1.10. TrEorEME (NAGATA). — Soif A un anneau noethérien intégre.
Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1° A satisfait a la deuxiéme condition des chaines;

20 Toufe A-algébre intégre finie B, confenant A, satisfait a la premiére
condition des chaines.

Preuve. — 11 est clair que le 1° implique le 20, Supposons donc que A
vérifie le 20. Alors A lui-méme satisfait 4 la premiére condition des
chaines. Il nous reste donc & montrer que, pour tout idéal maximal M
de A, I'anneau local A, satisfait 4 la deuxiéme condition des chaines.
Or il est clair que A, vérifie la condition 2°. On est donc ramené au cas
ol A est local. D’aprés GroTHENDIECK (EGA [4], chap. IV, §18,
18.6.4), il existe un ensemble préordonné I et, pour tout i€ I, une
A-algebre finie fidélement plate B; et un idéal maximal M, de B; tel
que si I'on pose A;= (B)u, pour i<j, il existe un homomorphisme
9t A;— A; faisant de A; une A;-algébre fidélement plate, et tel que
H_}m(Ah 9;) = Ay (0 Ay est le hensélisé de A).

Soit @; un idéal premier de B; tel que Q;A; soit un idéal premier
minimal de A;. Donc Q;:nA = (o) puisque B; est une A-algébre fidele-
ment plate. Donc B,/Q; satisfait & la premiére condition des chaines,
et dim(B;/Q;) = dim(A). Ceci étant vrai pour tout idéal premier minimal
de A;, on en déduit que A; satisfait a la premiére condition des chaines.
Nous allons en déduire que A satisfait & la premiére condition des
chaines, ce qui achevera la démonstration en vertu de (1.9). Soit donc
P,cP,c...cP; une chaine saturée maximale d’idéaux premiers
de Ay et, pour tout iel et tout k=o, ..., 1, ..., s, désignons par Py
I'image réciproque dans A; de P;. Puisque A, est noethérien, il existe
un i tel que Py= Pi;Ap, V k. Puisque A, est une A;-algébre fidélement
plate, on en déduit que

1 = codim (P, Pi) = codim (Pjss, s, Pry)y, Vk=o,...,5—1,

d’aprés GrRoTHENDIECK (EGA [3], chap. IV, §6,6.1.4). Donc Py;C ... CPy
est une chaine saturée maximale de A; ce qui prouve que

s =dim(4,) = dim(4),

puisque nous avons montré que A; satisfait a la premiére condition
des chaines. Donc Ay satisfait bien a la premiére condition des chaines,
d’out la conclusion.

C. Q. F. D.

1.11. THEOREME (NAGATA-RATLIFF). — Soif A un anneau semi-
local noethérien. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1© A est formellement équidimensionnel;
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20 A satisfait a la premiére condition des chaines et A est universelle-
ment caténaire;

30 A satisfait a la deuxiéme condition des chaines.

Preuve. — 11 a été prouvé (1.5) que le 1° implique le 2°; pour montrer
que le 20 implique le 39, il suffira de la prouver quand A est intégre.
Dans ce cas, d’aprés GRoTHENDIECK (EGA [3], chap. IV, §5, 5.6.10),
toute A-algebre finie contenant A satisfait 4 la premiére condition des
chaines, donc d’aprés (1.10) A satisfait a la deuxiéme condition des
chaines, donc le 20 implique le 3°. Supposons que A vérifie le 39, alors
d’aprés (1.3), le hensélisé de Ay satisfait a4 la deuxiéme condition des
chaines. Si Q est un idéal premier minimal de A, dim (A #/Q) = dim (4 z),
mais puisque Ay/Q est un anneau local hensélien intégre et caténaire,
il est formellement équidimensionnel (cf. 1.8), donc Ay est formelle-
ment équidimensionnel puisque la propriété précédente est vraie pour
tout idéal premier minimal Q de Ay. Donc A est formellement équi-
dimensionnel, puisque A, = A.

C. Q. F. D.

Remarque. — La proposition (1.11) dans sa forme actuelle est due
a Rarvirr. L’équivalence entre le 10 et le 30 avait été obtenue par
NacaTa moyennant une hypothése supplémentaire sur les fibres for-
melles de A (L. R. [5], p. 185). La premiére tentative de démonstration
de I’équivalence du 1° et du 2° est de Nagata (C. C. [7]), mais sa démons-
tration nous parait incompléte.

1.11.1. CoroLLAIRE. — Soit A un anneau local noethérien intégre.
Alors A est universellement caténaire si, et seulement si, toute A-algébre
intégre finie contenant A satisfait a la premiére condition des chaines.

1.11.2. CoroLLAIRE. — Soif A un anneau local noethérien unibranche.
Alors A est universellement caténaire si, et seulement si, son hensélisé A;;
est caténaire.

Preuve. — Si A est universellement caténaire, il en est de méme de A
(cf- EGA [4], chap. IV, §18, 18.75). Réciproquement, si Ay est caté-
naire, puisque A est unibranche, il satisfait & la premiére condition
des chaines. Donc, d’aprés (1.9) et (1.11), A, est formellement équi-
dimensionnel, d’ou la conclusion en vertu de (1.5).

C.Q.F.D.

1.12. THEOREME. — Soit A un anneau noethérien universellement
caténaire, alors anneau des séries formelles B = A[[T]] est universellement
caténaire.

Preuve. — Soient (P;) (i=1, ..., n) les idéaux premiers minimaux
de A. Alors si I'on pose Q;=P;B(i=1, ..., n), les Q; sont les idéaux
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premiers minimaux de B. Pour montrer que B est universellement
caténaire, il suffira de prouver que les B;= B/Q, sont universellement
caténaires. On est donc ramené au cas ol A est intégre (puisque
B;= (A4/P)[[T1]]). Soit M’ un idéal maximal de B, et soit M, M = M'n A.
Alors le complété (By.)" de By. est isomorphe a (A4,) [[T]] [ou (Ax)"
est le complété de Ay]. Soient (Q));es les idéaux premiers minimaux
de (Ay)", alors les idéaux Q;(By)" sont les idéaux premiers minimaux
de (By)", et

dim (B /Q) Bu) = dim ((A)/Q)) [[TT))
— dim ((4x)"/Q)) +1 = dim(4w)" +1,

puisque A, est formellement équidimensionnel d’aprés (1.11). Donc By,
est formellement équidimensionnel, donc By est universellement caté-
naire. Ceci étant vrai pour tout idéal maximal M’ de B, on en déduit
que B est universellement caténaire.

C. Q. F. D.

1.13. TutorEME. — Soift A un anneau noethérien qui satisfait a la
deuxiéme condilion des chaines. Alors lanneau des séries formelles
B = A[[T]] satisfait a la deuxiéme condition des chaines.

Preuve. — D’aprés (1.12), B est universellement caténaire. Il suffira
donc de prouver que tous les idéaux maximaux de B ont méme hauteur
dans le cas ou A est intégre (puisque les quotients de B par ses idéaux
premiers minimaux sont les anneaux A;[[T]] ol les A; sont les quotients
de A par ses idéaux premiers minimaux compte tenu de ce que
dim(A4;) = dim(4) et dim(B;) = dim(4,) + 1). Soit M’ un idéal maximal
de B, alors M = M'n A en un idéal maximal de A, et

ht(M") = dim (By) = ht(MA[[TT)) + dim ((4/M)[[T])
~ hi(M) +1 = dim(B)

[puisque ht(M) = dim A et dim(B) = dim(A) +1]. Donc h{(M’') = dim B
d’oit la conclusion.
C. Q. F. D.

1.14. TutoriEME. — Soit A un anneau de Jacobson noethérien qui
satisfait a la deuxiéme condition des chaines, alors I'anneau des poly-
némes B = A[T] satisfait a la deuxiéme condition des chaines.

Preuve. — 11 est clair que B est universellement caténaire. Pour les
mémes raisons que dans la démonstration de (1.13), il suffira de prouver
que, si A est intégre, tous les idéaux maximaux de B ont méme hauteur.
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Soit M’ un idéal maximal de A. Puisque A est un anneau de Jacobson (*),
M = M'nA est un idéal maximal de A. Donc

dim(By.) = h{(M') > ht(MA[T]) + dim ((4/M)[T])
=ht(M) +1=dim(4) +1 = dim(B),

ce qui implique que h#(M') = dim(B).
C. Q. F. D.

Remarque. — (1.14) peut étre en défaut si A n’est pas un anneau de
Jacobson. Par exemple, supposons que A soit un anneau de valuation
discréte, soit m une uniformisante de A, et soit K le corps des fractions
de A. Alors

K=AH]=MHMT~9MH.

Donc M = (n T —1) A[T] est un idéal maximal, et M est de hauteur 1,
d’aprés le Hauptidealsatz de Krull (EGA [2], chap. 0, §16, 16.3.2).
Or A satisfait 4 la deuxiéme condition des chaines et dimA[T] = 2,
donc A est un contre-exemple a (1.14).

1.15. ProrposriTION. — Soif A un anneau semi-local noethérien. Alors A
satisfait a la deuxiéme condition des chaines si, et seulement si, les condi-
tions suivantes sont vérifiées :

1° Pour tout idéal premier P de A et fout idéal maximal M contenant P,
dim(Am) = dim(Aju/PA;u) + h t(PAAu);

20 Pour tout idéal premier P de hauteur 1 de A, A/P est formellement
équidimensionnel;

30 Pour tout idéal premier minimal Q de A, ftout idéal maximal de la
cloture intégrale de A|Q est de hauteur égale a dim(A).

Preuve. — Les conditions précédentes sont évidemment nécessaires.
Pour montrer qu’elles sont suffisantes, on peut supposer A integre et
dim(A4) > 2. D’aprés (1.11), il nous suffit de montrer que, moyennant
ces conditions, le complété A de A est équidimensionnel. Supposons
le contraire. Dans ce cas, il existerait un idéal maximal M de A tel que
Panneau local A, = B ne soit pas formellement équidimensionnel.
Il existerait donc un idéal premier minimal Q, de B tel que

d = dim (B/Q) < dim(B).

() On dit qu’'un anneau A est un anneau de Jacobson si, pour tout A-algébre
de type fini B, I'image réciproque de tout idéal maximal de B est un idéal maximal
de A. En particulier, toute A-algébre de type fini est un anneau de Jacobson.
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Si d =1, on se trouverait dans les conditions d’application de (1.6),
donc, d’aprés (1.7), un des idéaux maximaux de la cloture intégrale
de B serait de hauteur 1, donc un idéal maximal de la cloture intégrale
de A serait de hauteur 1, ce qui contredit le 3° puisque I’on a supposé
dim (A) > 2. Donc d>1, et dans ce cas compte tenu du 19, il existerait
un idéal premier de hauteur d —1 de B tel que B/P ne soit pas formel-
lement équidimensionnel, d’aprés (1.8.1).

Soit Py=PnA, puisque B/P est isomorphe a (4/P,)M|P,, A|P,
n’est pas formellement équidimensionnel d’aprés (1.5). Mais

Ri(P)) = hi(P) = d—1>1,

donc A/P, est isomorphe 4 un quotient d’un anneau quotient A/Q de A,
ot Q est un idéal premier de hauteur 1 de A, donc d’aprés I'hypothése 2°
et (1.5), A/P, est formellement équidimensionnel, d’ot une contra-
diction. Donc A est équidimensionnel.

C. Q. F.D.

1.16. TukorEME (Lemme de Hironaka). — Soient A un anneau
noethérien intégre, A' la cléture intégrale de A, et a (o) un élément
appartenant au radical de Jacobson de A. On suppose que :

1° aA a un seul idéal premier minimal P;

20 aAp=PAp;

30 A[P est intégralement clos;

4o A’ est une A-algébre finie. Alors A est intégralement clos, ef P = aA.

Preuve. — Soit It I'ensemble des idéaux maximaux de A. Alors,
pour tout Medn, I'anneau local A, vérifie les conditions 1°...49°,
avec af1 et PA,. Or pour montrer que A est intégralement closet P = a A,
il suffira de montrer que A y est intégralement clos et aA ,, = PA, VY M € 0L,
Donc on est ramené au cas olt A est un anneau local. Nous allons raisonner
par récurrence sur n = dim(A4) (en supposant A local). On a nécessaire-
ment n>1. Si n=1, alors A = A, et, dans ce cas, la proposition est
triviale. Supposons donc n >~ 2. Nous allons d’abord montrer que, pour
tout idéal premier minimal P’ de aA’, P'"n A = P. Soit B le hensélisé
de A, et soit B’ le hensélisé de A’. Alors on sait que B’ est la cloture
intégrale de B, et B’ est une B-algébre finie. Puisque B/PB est le hensé-
lis¢ de A/P, alors B/PB est un anneau local normal. Donc P, = PB
est un idéal premier, et P, B, = aB, donc puisque a n’est pas diviseur
de o dans B, Bp, est un anneau de valuation discréte. On voit donc que P,
ne contient qu'un seul idéal premier minimal Q, de B; soient alors
Q. ..., Q- les autres idéaux premiers minimaux de B, et

Bi= B/Ql(l =T, ¢y I').
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Puisque B est réduit, alors

B=1]] B,

1£iLr

ou B; est la cloture intégrale de B, Si J,= P,B,, alors B;J,= By,
et B,/J,= BJ|P,, e¢ B, est une B,-algébre finie. Donc B, vérifie les
conditions du théoréme avec a et J,. Soit J|, un idéal premier minimal
de aB), alors ht(J,) =1 d’aprés le Hauptidealsatz de Krull (EGA [2],
chap. 0, §16, 16.3.2). Puisque I'on aQ, <P, qui n’est pas un idéal
maximal, parce que

dim(B) = dim(A)>~2 et ht(P)=hi(P)=1

d’aprés Nacara (L. R. [5], 22.9, p. 75), on en déduit que dimB, > o,
donc dim(B))> 2, et on montre que J, n’est pas I'idéal maximal de B,
(remarquer que B est local puisque B, est hensélien). Donc I, = J, n B,
n’est pas I'idéal maximal de B,. Soit S = B,—1I,, alors S7' B est la
cléture intégrale de (B.),, et dim(B,),<<dim(B,). Donc en appli-
quant I'hypothése de récurrence a (B.),, a et J,(B),, on voit que
(B)),=S"'B)}, donc hit(l,)=ht(J,)=1, on en déduit donc que
I,=J.. Soit donc P’ un idéal premier minimal de aA’, et P, un idéal
premier minimal de P’'B’, alors hi(P')=ht(P)) =1 (¢f. EGA [2],
chap. 0, §16, 16.3.2, et L. R. [5], 22.9, p. 75). Puisque P, n A est un
idéal premier contenant P, alors

P,=J,xB,x...xB,

ot J, est un idéal premier minimal de aB}. Donc, d’aprés ce qui a été
vu, J,NnB, =J,, donc

PnA=P NnA=J,nA=P.

Nous avons donc montré que tout idéal premier minimal P’ de aA’ est
au-dessus de P. Puisque Ap est intégralement clos, donc sa cloture
intégrale S~ A’ (S = A-—P) est un anneau local. Ce qui montre qu’il
n’existe qu'un seul idéal premier P’ de A’ au-dessus de P qui est néces-
sairement l'unique idéal premier minimal de aA’ et A,= Ap, donc
aAp = P'A)p. Puisque A’ est un anneau intégralement clos, P’ est
associé a aA, donc
aA'=aApNA'=P ApnA'"= P

Or A/[PCA'|P'CA,/PAr=K, et, K étant le corps de fractions de 4/P,
on voit donc que A/P = A'[P’ puisque A’/P’' est entier sur A/P. Donc
A'=P 4+ A=aA"+ A. Donc A = A’ d’apres le lemme de Nakayama,
alors P =P'=aA. Ce qui achéve la démonstration.

C. Q. F. D.
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Remarque. — (1.16) sous la forme ou il est formulé ici est 4 peu de
chose prés celui de Nacara (L. R. [5], 36.9, p. 134) qui suppose cepen-
dant en plus que, pour tout idéal premier minimal P’ de a4A’, P'n A = P.

1.16.1. CoroLLAIRE. — Soif A un anneau noethérien intégre, et soit
a(# o) un élément appartenant au radical de Jacobson de A.

Si AlaA est intégre et intégralement clos, alors A est intégralement clos.

Nous allons d’abord démontrer le lemme suivant :

1.16.2. LemME. — Soit A un anneau, et a un élément de A, qui n’est
pas diviseur de o et tel que aA = P soit un idéal premier. Alors, pour
tout entier n>>1, a* A est 'image réciproque dans A de a*Ap.

Preuve. — En effet, supposons que be€A soit un élément tel
que b/1 = a*zx/s dans A,, ol z€ A et s& P, il existe donc s'¢ P tel que
ss'b = xas’, d’ot s'sbe P, et comme ss'¢ P, cela entraine que beP,
autrement dit b = ab’ avec b'€A; puisque a est non diviseur de o,
on en conclut s’'sb = a*'xs’, et il suffit de raisonner par récurrence

sur n.
C. Q. F. D.

Preuve de 1.16.1. — Soit P = aA, et soit B le complété de A pour
la topologie P-adique. D’aprés (1.16.2), cette topologie eést induite
par la topologie P-adique de A,, donc BC(Ap)", donc B est intégre.
B est aussi un anneau noethérien et une A-algebre fidélement plate.
Donc, pour montrer que A est intégralement clos, il suffira de prouver
que B est intégralement clos. Or B/aB = AjaA, donc on est ramené
au cas ou A est séparé et complet pour la topologie P-adique. Soient
alors A' la cloture intégrale de A, et P’ un idéal premier minimal de aA’.
D’aprés Nacata (L. R. [5], 33.11, p. 120), P'A est un idéal premier
associé a P, donc P'A =P, et puisque A, est intégralement clos, on
voit que P’ est unique. Donc P’ est un idéal premier associé a a A’ d’aprés
Nacata (L. R. [5], 33.10, p. 118, et 33.3, p. 115). On en conclut

aA'=aA'P'NA' =P ApnA'=P',

et puisque A’/P’ est entier sur A/P et est contenu dans le corps des
fractions K = Ap/PAp de A/P, on en déduit que A'/P' = A'laA’ = AlaA
et puisque la topologie P’-adique de A’ est induite par celle de Ap. = A,
(cf. 1.16.2), A’ est séparé pour la topologie P’-adique. Donc d’aprés
le lemme de Chevalley (L. R.[5], 30.6, p. 105), A’ est une A-algébre finie,
d’ou la conclusion en vertu du lemme de Hironaka.

C. Q. F.D.
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1.16.3. CorOLLAIRE. — Soient A un anneau noethérien intégre el

calénaire, et ai, ..., a. des éléments appartenant au radical de Jacobson
de A. On suppose que :

1° Z a;A a un seul idéal premier minimal P;

1Zi<Zr

20 ht( 2 aiA>=r;

1<iLr
30 ¥ @Ap=PA;
1ZiLr
4o A[P est intégralement clos;
50 Pour tout idéal premier P’ contenu dans P, la cloture intégrale de
B = AP’ est une B-algébre finie. Alors

(a) A est intégralement clos, et P = 2 aA;

1Zisr
(b) Pour foutentieri: 1=ir, Panneau A;= A /< Z aiA> est intégre
1£j<i
et intégralement clos, el dim(A) = dim(4)—i. '
Preuve. — Nous allons raisonner par récurrence sur r. Si r=1, la

proposition découle du lemme de Hironaka (1.16) et du fait que A est
caténaire. Supposons r>1. Soient Q un idéal premier minimal de a, 4,

et I un idéal premier minimal de Q + 2 a;A. Donc hi(I/Q)=r—r1,
1ZLi<Lr
d’aprés le Primidealsatz de Krull (EGA [2], chap. 0, § 16, 16.3.1), on
en conclut ht(I) <r puisque A est caténaire, et h{(Q) =1 d’apreés le
Hauptidealsatz de Krull (EGA [2], chap. 0, § 16, 16.3.2). Ce qui implique
que I =P, donc QCP. Mais les a; formant un systeme régulier de
parameétres de Ap, on en déduit que Q est I'image réciproque dans A
de a;Ap, donc QAyo= a; Ay, et Q est le seul idéal premier minimal
de a,A. Posons B = A/Q, alors dim(B) = dim(4)—1 puisque Q est
contenu dans tout idéal maximal de A, h{(Q) =1, et A est caténaire.
En appliquant I'hypothese de récurrence a B avec les éléments
a;= a;mod(Q) (2<Li<r), on en conclut que B est intégralement clos,

PiQ =<Q—l— by aiA> /Q,

1<=i<r

et B=RB a;B ) est un anneau intégre et intégralement clos, et
7 gr S

2t

dim (B;) = dim (B) — (i —1) = dim (4) — i.
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Donc en appliquant le cas r=1 4 A et a,, on en conclut que A est

intégralement clos, et Q =a, A, donc P = Z a;A, et B;=A; pour

1ZLiLr

oZi~—r et B=A,, d’ou la conclusion.
C. Q. F. D.

Remarque. — (1.16.3) est généralement démontré en supposant A
universellement caténaire (L. R. [5], 36.10, p. 135, ou EGA [3], chap. IV,
§ 5, 5.12.10). Il serait intéressant de savoir si 'on ne peut pas se
passer de I'hypothése sur les chaines d’idéaux premiers dans A, ce

qui est possible sir =1, d’aprés notre généralisation du lemme de
Hironaka (1.16).
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