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ANNEAUX HENSÉLIENS ET CONDITIONS DE CHAÎNES

PAR

HAMET SEYDI (*).

Introduction. — Cet article a pour but de montrer le lien qui existe
entre le problème de la condition des chaînes dans les anneaux noethé-
riens et le problème de la condition des chaînes dans les anneaux locaux
noethériens henséliens. Nous parlons essentiellement d'anneaux commu-
tatifs unitaires. Nous partons d'une définition de la deuxième condi-
tion des chaînes qui semble en apparence beaucoup plus forte que celle
de NAGATA et RATLIFF. C'est tout simplement pour éviter de démontrer
que la deuxième condition des chaînes, telle qu'elle est définie par
NAGATA et RATLIFF, « passe au quotient ». Nous avons cependant
montré (1.10) que la définition de NAGATA et RATLIFF est équivalente
à la nôtre du moins dans les anneaux noethériens. La démonstration
donnée ici (1.10) semble originale. Nous l'avons appelée théorème de
Nagata parce que la première démonstration de ce théorème est due
à NAGATA, du moins modulo sa définition de la deuxième condition
des chaînes (L. R. [5], 34.3, p. i23). Nous avons également donné ici
une généralisation du lemme bien connu de Hironaka (1.16) du moins
sous la forme indiquée par NAGATA (L. R. [5], 36.9, p. i34)» la formulation
indiquée dans EGA ([3], chap. IV, §5, prop. 5.12.8) peut se déduire
facilement de notre corollaire (1.16.1) qui est une généralisation de
EGA (chap. IV, § 5, 5.12.7) du moins dans le cas des anneaux intègres.
Nous supposons essentiellement connue la théorie de la hensélisation
de Nagata. Il n'est pas besoin de dire que la plupart des résultats
obtenus sont dus à NAGATA et RATLIFF, à l'exception de (1.3), et (1.12)
à (1.15).

(*) Partie de la thèse de 3e cycle de l'auteur, soutenue à la Faculté des Sciences
de Paris en juillet 1969.
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0. Définitions.

0.1. Chaînes d'idéaux premiers.

Soient A un anneau, Q et P deux idéaux premiers de A tels que 0e?;
on appelle chaîne d'idéaux premiers entre Q et P une suite finie d'idéaux
premiers Pô == Q, . . . , Pi, . . . , P/ === P telle que Pz c P;+i, V 1(0 ̂  i ̂  r — i
et Pi^Pj si i^j. Par définition, la longueur de cette chaîne est r.
On dira que la chaîne est saturée, si V/(o^i^r—i) et tout idéal
premier P ' tel que P.Cp^p^, ou bien P'== Pi ou bien Pf === Pi+i.

Une chaîne d'idéaux premiers entre un idéal premier minimal et
un idéal maximal s'appelle une chaîne maximale.

0.2. Conditions de chaînes.

i° S'il existe un entier m tel que toutes les chaînes maximales de A
soient de longueur inférieure ou égale à m, on dit que A est de dimension
finie, et on définit la dimension de A [noté dim(A)] comme étant la
borne supérieure des longueurs des chaînes maximales de A; dans le
cas contraire, on dit que A est de dimension infinie, et on pose
dim(A) ===+00. Il est évident que si dim(A)<+oo (c'est-à-dire si A
est de dimension finie), dim(A) est égale à la borne supérieure des
longueurs des chaînes saturées maximales de A.

2° On dit que A est équidimensionnel si, pour tout idéal premier
minimal P de A, dim(A/P) = dim(A).

3° Étant donné un idéal 1 de A (J^A), on appelle hauteur de J,
et on note ht(I), la borne inférieure des dimensions des anneaux locaux Ap,
où P parcourt l'ensemble des idéaux premiers de A contenant J. Si A
est noethérien, alors, pour tout idéal J^A) de A, 7^(J)<+oo, d'après
le Primidealsatz de Krull (EGA [2], chap. 0, §16, 16.3.1).

4° Étant donnés deux idéaux premiers Q^P, on pose

codim(P, Q) == âim(AplQAp).

5° On dit que A est caténaire si, pour tout couple d'idéaux
premiers Q^P tel que codim(P, Ç)<+^, toutes les chaînes saturées
maximales de ApIQAp ont même longueur; il revient au même de dire
que toutes les chaînes saturées entre Q et P ont même longueur néces-
sairement égale à codim(P, Q).

6° On dit que A est universellement caténaire si toute A-algèbre
de type fini est un anneau caténaire. Il est évident que tout anneau
quotient d'anneau caténaire (resp. universellement caténaire) est un
anneau caténaire (resp. universellement caténaire).
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7° Soit A un anneau; on dira que A satisfait à la première condition
des chaînes si, pour tout idéal maximal M de A, l'anneau local A,v est
caténaire, équidimensionnel et dim(A^) == dim(A) (en particulier,
A est caténaire); en particulier, si dim(A)<+°°» il revient au même
de dire que toutes les chaînes saturées maximales de A ont même
longueur, et dans ce dernier cas, on dira que A est biéquidimensionnel.

8° Soit A un anneau, on dira que A satisfait à la deuxième condition
des chaînes, si A satisfait à la première condition des chaînes et si toute
A-algèbre entière (1) intègre satisfait à la première condition des chaînes.

I. Énoncés et démonstrations des théorèmes fondamentaux.

1.1. PROPOSITION. — Soit A un anneau.
i° A satisfait à la première (resp. deuxième) condition des chaînes

si, et seulement si, pour tout idéal maximal M de A, Vanneau local AM satis-
fait à la première (resp. deuxième) condition des chaînes, et dim (A v ) = dim (A)

2° Si A satisfait à la première (resp. deuxième) condition des chaînes,
tout anneau quotient intègre de A satisfait à la première (resp. deuxième)
condition des chaînes [du moins si dim(A)<+°°]-

3° S'il existe une A-algèbre entière contenant A qui satisfait à la première
(resp. deuxième) condition des chaînes, il en est de même de A si dim (A) < + oo.

4° Si A est intègre, et satisfait à la deuxième condition des chaînes,
et si B est une A-algèbre entière telle que A^B et qu'aucun élément non
nul de A ne soit diviseur de o dans B, alors B satisfait à la deuxième
condition des chaînes.

Preuve. — Le i° et le 2° sont évidents.
3° Si PoC . - . cP . s est une chaîne saturée maximale de A, elle se

relève en une chaîne saturée maximale de B (cf. COHEN-SEIDENBERG),
donc s = dim(B) == dim (A) puisque B satisfait à la première condition
des chaînes, donc A satisfait à la première condition des chaînes. Suppo-
sons donc que A satisfasse à la deuxième condition des chaînes, et
soient A1 une A-algèbre intègre et (Ta')a'ç.^ des indéterminées; soit
7: : A[Ta'}a'ç:^'->A1, défini par ^(Ta') == a ' , et soit P le noyau de TT qui
est idéal premier. Puisque B[Ta']a'ç^ est entier sur A[Ta']a'e.f, il existe
un idéal premier P ' de B[Ta']a'ç A' au-dessus de P (COHEN-SEIDENBERG),
alors B ' = = B [ T a ' } a ' ç . A ' / p ' est entier sur A1, donc B' est une A-algèbre
entière et a fortiori une 5-algèbre entière. Donc B' satisfait à la première

(1) On rappelle que l'on dit qu'une A-algèbre B est une A-algèbre entière si B
est entier sur l'image de A par l'application canonique de A dans B; on sait que,
si B contient A, dim(A) = dim(B), et dans le cas contraire, dim(-B) ̂  dim(A).
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condition des chaînes. Mais dim(A')^dim(A)<+oo, donc la première
partie de la démonstration montre que A' satisfait à la première condi-
tion des chaînes, ce qui termine la démonstration du 3°.

4° Si P est un idéal premier minimal de B, alors PnA = o, donc
BIP est entier sur A, donc jB/P satisfait à la première condition des
chaînes et puisque dim(B/P) = dim(A) = dim(B), B satisfait à la
première condition des chaînes. De même, puisque toute B-algèbre
entière est une A-algèbre entière, donc toute 5-algèbre entière intègre
satisfait à la première condition des chaînes.

c. Q. F. D.

1.2. PROPOSITION. — Soit A un anneau intègre de dimension finie
qui satisfait à la deuxième condition des chaînes, et soit B une A-algèbre
entière contenant A et telle qu'aucun élément non nul de A ne soit diviseur
de o dans B.

i° Soit PoCPiC ... cPs une chaîne saturée d'idéaux premiers de B;
alors, pour que la chaîne soit maximale, il faut et il suffît que

PonAcPinAc...cP,nA

soit une chaîne saturée maximale de A.
2° Soient Q un idéal de A, et Q' un idéal de B; alors

ht(Q) == ht(QB) et ht(Q') == ht^Q^A).

Preuve. — D'après la proposition 1.1, B satisfait à la deuxième condi-
tion des chaînes, donc la chaîne est maximale si, et seulement si,
s == dim(B) == dim(A), ce qui démontre le i°.

2° Soit P un idéal premier minimal de Q, tel que ht(Q) == ht(P),
soit P ' un idéal premier de B au-dessus de P, alors ÇJSCp', donc

h t(QB) ̂  h t ( P ' ) ̂  h t(P) = h t(Q).

Soit maintenant P' un idéal premier minimal de QB tel que h t ( P ' ) = h t (QB),
et soit Pô C ... C Pi == P ' c ... c P's une chaîne saturée maximale
de B, d'après le i°,

o=PoUAc ... cP;nA =Pc ... cP^nA

est une chaîne saturée maximale de A, puisque A est caténaire,
i==ht(P)^ht(Pf); mais il est évident que ht(Pf)^ht(P), donc
ht(P)=ht(P')^ht(QE). En outre, ÇCP, donc

hf(Q)^ht(P)==ht(QB),
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on a donc bien ht(Q) = ht(QB). En particulier,

7i ̂ (Ç' n A) == A ̂ ((e' n A) B) ̂  h t(Q'\

mais il est également évident que h t(Q') ̂  h t(Q' n A), d'où la conclusion.
c. Q. F. D.

1.2'. REMARQUES.
1° Puisque tout idéal premier d'un anneau noethérien est de hauteur

finie (cf. Primidealsatz de Krull, EGA [2], chap. o, § 16, 16.3.1), tout
anneau noethérien qui satisfait à la première condition des chaînes
(a fortiori à la deuxième condition des chaînes) est de dimension finie.

2° Soit A un anneau; alors A satisfait à la première (resp. deuxième)
condition des chaînes si, et seulement si, pour tout idéal maximal M
de A,

(a) dim(A^) == dim(A);
(6) AM satisfait à la première (resp. deuxième condition des chaînes

(cf. 1.1), donc :
3° Si A est un anneau de dimension finie qui satisfait à la première

(resp. deuxième) condition des chaînes, alors, pour tout idéal premier P
de A, l'anneau local Ap satisfait à la première (resp. deuxième) condition
des chaînes.

4° Tout anneau produit fini d'anneaux, ayant même dimension et
qui satisfont à la première (resp. deuxième) condition des chaînes,
satisfait à la première (resp. deuxième) condition des chaînes.

1.3. THÉORÈME. — Soient A un anneau semi-local (non nécessairement
noethérien) de dimension finie, et AH son hensélisé. Alors A satisfait à la
deuxième condition des chaînes si, et seulement si, AH satisfait à la deuxième
condition des chaînes.

Preuve. — Nous pouvons évidemment supposer que A est intègre.

Premier cas : A est local. — Dans ce cas, d'après NAGATA (L. R. [5],
43.3, p. 180), il existe un anneau B contenant A et entier sur A, et un
idéal maximal M de B tels que BM ̂  AH' Donc si A satisfait à la deuxième
condition des chaînes, il en est de même de B/P pour tout idéal premier
minimal P de B, en outre, dim(B/P) == dim(A), puisque P n A = = o ,
donc An satisfait à la deuxième condition des chaînes. Réciproquement,
supposons que An satisfasse à la deuxième condition des chaînes. Soit A'
un anneau local intègre et intégralement clos tel que A^A'/P, et
soit An le hensélisé de A'. D'après NAGATA (L. R. [5], 43.3, p. 180),
il existe un anneau intègre et intégralement clos B ' , et un idéal maxi-
mal M' de B' tels que An == BM'. Alors AH^ BM'IPB'M. Si o = Pô c... c P.
est une chaîne saturée maximale de A, il existe une chaîne Pô c . . . cP7
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dans B telle que Pi soit l'image réciproque dans A de P,, et P^ == M'
(cf. COHEN-SEIDENBERG). Alors cette chaîne induit une chaîne maxi-
male de A H ^ B ' M ' I P B ' M ' , on en conclut s = dimAn, donc A satisfait
à la première condition des chaînes. Soit C une A-algèbre entière intègre.
Pour démontrer que C satisfait à la première condition des chaînes,
il n'est pas difficile de voir que l'on peut se limiter au cas où A C C, en
raisonnant par récurrence sur la dimension de A. Soit Ço= oc . . . cQi
une chaîne saturée maximale de C; posons R == Cç^, alors Rn^ R Ç^^An,
et puisque tout idéal premier minimal de Rn est au-dessus de l'idéal o
de R (L. R. [5], 43.20, p. 187), l'image réciproque dans An de tout idéal
premier minimal de Rn est un idéal premier minimal de AH; en outre,
RH est une A^-algèbre entière, donc Ru satisfait à la deuxième condition
des chaînes, donc R satisfait à la première condition des chaînes. Donc,
puisque

dim(.R) == dim(Jîjy) == dim(A^) == dim(A),

on en conclut
<=dim(A)=dim(C).

Donc C satisfait à la première condition des chaînes, ce qui termine
la démonstration dans ce cas.

Deuxième cas : A n'est pas local. — Alors An^- II^(A^)^, où M parcourt
l'ensemble des idéaux maximaux de A. Donc ce cas découle du premier
cas, de (1.27, i°) et (1.2', 4°)» compte tenu de ce que

dm^A^^ dimA^, VM.
c. Q. F. D.

Définition. — Soit A un anneau semi-local noethérien. On dit que A
est formellement équidimensionnel si son complété A est équidimensionnel.

1.4. THÉORÈME (I. S. COHEN). — Soit A un anneau semi-local noethé-
rien complet. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

i° A satisfait à la première condition des chaînes;
2° A est équidimensionnel.

Preuve. — II est clair que le i° implique le 2°. Il nous reste donc à
montrer que le 2° implique le i°. Puisque pour tout idéal premier minimal
P de A, dim(A/P) == dim(A), il suffira de prouver l'implication dans
le cas où A est intègre, donc local. Soit r = dim(A), et soit

o=PoCPiC...cP,

une chaîne saturée maximale de A. Nous allons prouver que s == r par
récurrence sur r. Si r == o, c'est évident. Supposons r>o, dans ce cas
s>i. Soit Xi, ...,Xr un système de paramètres de A avec XiçPi.
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Supposons d'abord que A contient un corps, et soit K son corps résiduel.
D'après le théorème de structure de I. S. COHEN, K^A, et le sous-
anneau K[[Xi, .. .,Xr]]== B, défini comme l'image de l'application
continue de l'anneau de séries formelles C == K[[Ti, ..., Tr]] par
l'application Ti->Xi, est isomorphe à C, et A est une B-algèbre finie
(L. R. [5], 31.6, p. 109). Puisque B est régulier, donc intégralement
clos, ht(P^r\B) == i, d'après NAGATA (L. R. [5], 10.4, p. 82). Donc
Pj n B == Xi B. Donc A/Pi est une (BfXi B)-algèbre finie de dimen-
sion r—i . Puisque o = Pi/p, c ... C Ps/i\ est une chaîne saturée
maximale de A/Pi, s — i = r — i d'après l'hypothèse de récurrence,
ce qui prouve le théorème dans ce cas. Si A ne contient pas un corps,
d'après le théorème de Cohen cité dans la première partie, il existe un
sous-anneau de valuation discrète complet V de A tel que, si p, Xi, . . . ,
Xr-^ est un système de paramètres de A, où p est une uniformisante.
de Y, A est une (y[[rri, . . . , rc/_i]])-algèbre finie, où B == V[[x^, . . . , Xr-i]]
est défini comme précédemment et est isomorphe à l'anneau des séries
formelles V[[Ti, ..., Tr-i]], l'isomorphisme étant défini par Ti->Xi.
Si pePi, alors A/Pi est une (BfpB == ( I l p l ) [ [ x i , . . . , ^]])-algèbre finie,
et l'on prouve le théorème comme précédemment. Si p^Pj, on peut
choisir les Xi, . . . ,rCr-i tel que Xi€P, et l'on voit que le théorème se
prouve comme ci-dessus.

c. Q. F. D.

1.5. PROPOSITION. — Soit A un anneau semi-local noethérien formel-
lement équidimensionnel, et soit P un idéal premier de A. Alors :

1° A/P et Ap sont formellement équidimensionnels;
2° A satisfait à la deuxième condition des chaînes;
3° Toute A-algèbre locale, essentiellement de type fini (2) et intègre,

satisfait à la deuxième condition des chaînes (donc, en particulier, A est
universellement caténaire).

Preuve.
i° (a) Soit P ' un idéal premier minimal de PA, alors ht(P') = ht(P),

d'après NAGATA (L. R [5], 22.9, p. 70). Puisque A satisfait à la première
condition des chaînes (1.4)

dim(A/PQ = dimW—h^P1) == dim(A)—/^(P).

Ceci étant vrai pour tout idéal premier minimal de PA, donc Â/PA = (A/P)"
est équidimensionnel, c'est-à-dire que A est formellement équidimen-
sionnel.

(2) On dit qu'une A-algèbre B est une A-algèbre essentiellement de type fini, si B
est un anneau de fraction d'une A-algèbre de type fini.
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i° (b) Âp' est une A ̂ -algèbre fidèlement plate et l'idéal maximal
de Ap engendre dans Âp' un idéal primaire à P ' Â p ' , donc le complété B'
de Âp' est une {B{B = Ap))-algèbre fidèlement plate, et l'idéal maximal
de B engendre un idéal primaire à l'idéal maximal de B ' . Donc, pour
tout idéal premier minimal Q de B, h t(QB) == o et dim(B/Ç) == à'm\(B'IQB'
d'après NAGATA (L. R. [5], 22.9, p. 75) et (L. R. [5], 19.1, p. 64). Or A
est un quotient d'anneau régulier d'après le théorème de structure de
Cohen, donc Api est également quotient d'anneau régulier, mais Ap'
étant également équidimensionnel et compte tenu de ce qu'un anneau
local régulier est formellement équidimensionnel, on voit bien que B' est
équidimensionnel, d'après la première partie de la démonstration. Donc
dim(£?/Ç) == dim(B7(W) = dim^), ce qui prouve que Ap est formel-
lement équidimensionnel.

2° D'après la première partie de la démonstration,

dim(A/P) +ht(P) == dim(A).

En appliquant cette formule à Ap, on voit que, pour tout idéal premier
Q^P,

dim(Ay.) == dim(Aç) + dim(Ap/ÇAp).

Il est facile de voir que cela implique que A est caténaire. Soient Mi,

i^i^m, les idéaux maximaux de A, alors A = TT (A^/;). Cela permet,
l^î'^m

de voir que tout idéal premier de A est contenu dans un seul idéal maximal,
et puisque A est équidimensionnel, on voit que

dim(AM,r = dim(A^) = dim(A) = dim(A), V i.

Cela achève de prouver que A satisfait à la première condition des
chaînes. Pour montrer que A satisfait à la deuxième condition des
chaînes, nous allons raisonner par récurrence sur dim(A). C'est évident
si dim(A)^i. Supposons donc la proposition vraie pour tout anneau
de dimension ^n. Supposons donc que dim(A) = dim(Ajy) =n +i.
Pour montrer que A satisfait à la deuxième condition des chaînes, il
suffira de prouver que AH satisfait à la deuxième condition des
chaînes (1.3). Or ÂH==-A, donc AH satisfait à la première condition
des chaînes, d'après ce qui a été vu précédemment. Soit B' une
A^-algèbre entière intègre, donc B' est un anneau local puisque AH est
hensélien, soit B l'image de An dans B, et (o) = Pô c Pi C ... c P,
une chaîne saturée maximale de B1, donc P.s est l'idéal maximal de R.
En appliquant l'hypothèse de récurrence à Bp^r\B, d'après le i° (à)
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et le i° (b), on a s—i == dim (Bp^ n B). Si P' est un idéal premier
de B' contenant Ps-i, et tel que

P,-lnBCp=p/nBCp,nB,

puisque P ' ^ P s , alors, soit P == BnP^-i, soit P = Bc\Ps. Donc puisque
pour tout idéal premier P de B, tel que BnP.î-iÇpCBnP^, il existe
un idéal premier P1 de B1 contenant P^_i tel que P=Pfr\B, on en
déduit que la chaîne

(o)cPin£?c...cP.nB

est maximale. Donc s = dim(B) = dim^) puisque B est caténaire.
Donc Ajj satisfait à la deuxième condition des chaînes, ce qui termine
de prouver le 2°.

3° Soit B une A-algèbre locale essentiellement de type fini. En raison-
nant par récurrence sur le nombre r d'éléments de B tel que B soit un
anneau de fractions de C == A[xi, ..., Xr], on peut supposer que
B = A[x]p où P est un idéal premier de A[x]. Et même, d'après le i°,
on peut supposer x transcendant sur A. Si P ' est un idéal premier minimal
de PA[n;], et si B ' = Â[x]p', en appliquant le raisonnement du i° (b)
à B et B' à la place de Ap et Âp (en remarquant que B' est quotient
intègre d'anneau régulier), on en déduit que B est formellement équi-
dimensionnel, d'où la conclusion.

c. Q. F. D.

Un anneau local de Cohen-Macaulay étant formellement équidimen-
sionnel (L. R. [5], 25.3, p. 83), on a donc la proposition suivante:

1.5.1. PROPOSITION. — Tout anneau local de Cohen-Macaulay satisfait
à la deuxième condition des chaînes.

1.5.2. COROLLAIRE. — Tout anneau local noethérien unibranche A,
de dimension 2, satisfait à la deuxième condition des chaînes.

Preuve. — On peut supposer A intègre. Sa clôture intégrale A' est
alors un anneau local noethérien de dimension 2 (cf. L. R. [5], 33.12,
p. 120), donc A' est un anneau de Cohen-Macaulay (L. R. [5], 25.13,
p. 87). Donc A satisfait à la deuxième condition des chaînes, d'après (1.5.1
et (1.1.3).

C. Q. F. D.

1.6. PROPOSITION (RATLIFF). — Soient A un anneau local noethérien
intègre, et À son complété; soient Pi, ..., Pm les idéaux premiers associés
à À et, pour tout i = = i , ...,m, soit Zi un idéal Pi-primaire tel que

(o)= F| Z,.
i^i^m

BULL. SOC. MATH. — T. 98, FASC. 1. 2
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Supposons que ht(Pi)==o et dim(A/Pi) == i < dim(A).
Alors il existe des éléments b et c (7^ o) dans V idéal maximal de A, et

de ^ Z i e t d^Pi tels que
2^^m

i° b—dçZ,;
20 (b,d)Â ==(b,c)Â;
3° cfb est entier sur A et c/^A.

Preuve. — Puisque h t(Pi) == o, il existe un élément d' dans F\ Z; qui^ === o, il existe LineiemeiiLa liant» r i ^; <
î^i^m

n'est pas dans Pi [on remarquera que m ̂  2, puisquedimA/Pi<dim(A)].
Puisque dim(A/Pi) == i, alors (Zi, d^)A est primaire à l'idéal maximal M'
de A. Donc Q = (Zi, d') A n A est primaire à l'idéal maximal M == M' n A

de A. Si bçQ, alors & = = ^ + r d ' avec zeZi et reA. Donc rd'e /̂ \ Zz
2^^7/1

et puisque b peut être pris différent de o, b n'est pas diviseur de o dans A,
alors nf^Pi. Soit d==—nf , alors ^—deZi .

Pour prouver l'existence de c, tel que i° et 2° soient vrais, nous avons
besoin des préliminaires suivants :

(i) d^bÂ.
Si l'on avait d = rb, pour reA, alors ( i — r ) b == b—deZi. Puisque 6

n'est pas diviseur de o, (i—r)eZi, ce qui impliquerait que r est inver-
sible dans A, donc b == dfr serait diviseur de o, ce qui est contradictoire
donc d^bÂ,

(ii) Si C est un idéal non nul de A, et si M n'est pas un idéal premier
associé (3) à C, alors de ÇA.

Si (C : M) = C, alors ÇA = (C : M) A = ÇA : M', donc M' n'est
pas non plus un idéal premier associé à ÇA. Si P est un idéal premier
de A (7^ M1) et P 7^ Pi, d appartiendrait à tout idéal P-primaire (puisque d
est dans le noyau de A --> Âp). Si C 7^ o et (C : M) = C, alors d est dans
toute composante primaire de ÇA, donc deCA.

Nous allons maintenant achever la démonstration. D'après (i) et (ii),
M est un idéal premier associé à 6A. Soit bA = CnÇ, où Q est M-pri-
maire et (C : M) === C, alors bÂ = ÇA n ÇA et de ÇA, e QÂ [ d'après
(i) et (ii)].

(3) On dit qu'un idéal premier P est associé à un idéal a de A, si P est l'image
réciproque dans A d'un idéal premier associé à A/a.
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Puisque (ÇA+eA) /ÇA==(C+6)4 /8= C+e/Ç, il existe ceC
tel que c—deQÂ, donc c — dçCÂr^QÂ =bÀ, donc (b, d)Â= (b, c) A.
Mais puisque b—dçZi et dZ, = (o), alors d2 = db. En outre, c — d e 6 A ,
c2^ b(b, c )AnA == 6(&, c)A, donc c/6 est entier sur A, et l'on a également
c^6A, puisque bÂ^(b, d)Â == (b, c)A.

c. Q. F. D.

1.7. PROPOSITION. — Moyennant les hypothèses de (1.6), la clôture
intégrale A' de A a un idéal maximal de hauteur i.

Preuve. — II suffit de prouver que D == A[c/6] a un idéal maximal
de hauteur i. Soient D le complété de D, et R la clôture intégrale de A,
alors

JD^Û^AC^-iA^A^^A

[où 5' == A — (o)]. Donc D est contenu dans l'anneau total des frac-
tions T de À puisque les éléments de S ne sont pas diviseurs de o dans A.
Il est clair que D est entier sur A. Donc À CD == Â[cjb} = A[bjd\^R.
Soient Qi=PiTr\D, i^i^m. Il est clair que les Qi sont les idéaux
premiers associés à D et ht(Qi) = h t(Pi). Puisque D est entier sur A
et que Ç,nA=P,, on a dim(A/P,) === dim(jD/Ç,). Soit P ' un idéal

maximal de JD contenant Ci. On a de F\ Zi,d—6eZi,d/6e Q,, 2^1^ m
l^;^m

et (d/6)—ieÇi, donc ((d/^)—i)/ie()A/, alors (d/6)/i e^ûp/,
i ̂  i ̂  /î7, est inversible, ce qui implique que Ci î ̂ r pour g ^ i ̂  m.
Donc Qi est le seul idéal premier associé à D contenu dans P ' , ce qui
implique que

ht(P') = dim(û/ÇO = dim(A/Pi) = i.

Soit P == Pr r\ D, alors P est un idéal maximal de D et, puisque
(DpY=î)pi on voit bien que ht(P)=i.

1.8. THÉORÈME. — 5'oif A un anneau local noethérien hensélien
intègre. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

i° A est formellement équidimensionnel;
2° Pour tout anneau quotient intègre B de A et tout idéal premier P

de B dim(-B) == dim(B/P) +ht(P).

En particulier, tout anneau semi-local noethérien hensélien caténaire
est universellement caténaire (cf. 1.5).

Preuve. — Nous allons raisonner par récurrence sur n == dim(A).
C'est vrai pour n^i. Supposons donc n=dim(A)^2, et la propo-
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sition vraie pour tout anneau de dimension <n. Il est clair que le i°
implique le 2° (cf. 1.5, 2°). Il nous reste à montrer que le 2° implique
le i°. Supposons que A ne soit pas équidimensionnel, donc il existe
un idéal premier minimal Q de A tel que dim(A/@) == d<dim(A) == n.
Si d == i, on se trouverait dans les conditions d'application de (1.6),
donc d'après (1.7) l'idéal maximal de la clôture intégrale de A serait
de hauteur i, ce qui est absurde puisque dim(A)^2. On a donc d>i.
Supposons que la condition d> i implique qu'il existe un idéal premier P
de A de hauteur d—i, tel que A/P ne soit pas formellement équi-
dimensionnel. Alors, puisque dim(A/P)<dim(A), cela contredirait
l'hypothèse de récurrence, et achèverait de prouver que le 2° implique
le i°. Il nous reste donc à prouver la proposition suivante :

1.8.1. PROPOSITION (RATLIFF). — Soient A un anneau semi-local
noethérien, et À son complété.

On suppose que :
1° Pour tout idéal premier P de A, dim(A) = dim(A/P) +/^(P);
2° II existe un idéal premier minimal Q de À tel que

i<d==dim(A/Ç)<dim(A) ==n.

On définit les ensembles Ei d'idéaux premiers de A, pour i^i^d—i,
comme suit : £0= { o } , pour 1^1, Ei est défini en choisissant P,-ie£^-.i,
et Ei = Ei-i (Pi-ï) sera l'ensemble des idéaux premiers P de hauteur i
de A contenant Pi-i, et tel que PÂ possède un idéal premier minimal P ' ,
tel que QCpr et htÇP'IQ) = i == ht(P'). Alors, pour tout i = i, .... d—i,

(a) Ei est un ensemble infini;
((3) Pour PçEi, A/P n'est pas formellement équidimensionnel.
Nous aurons besoin du lemme suivant pour la démonstration de (1.8.1).

1.8.2. LEMME. — Soient A un anneau semi-local noethérien complet,
et P un idéal premier de A tel que dim(A/P)^2.

Soit H l'ensemble des idéaux premiers P' de A contenant P, et tels
que 7^(P7P)=i.

Alors H contient un ensemble infini H ' , tel que H — H ' soit fini, et
tel que :

i° Pour tout idéal premier minimal Q de A, et tout P ' ç.H', Q^Pf si,
et seulement si, Q^P;

20 Pour P'eJT, ht(P')==hHP)+i.

preuve. — Soit Q'=r\P'\ supposons H fini, alors Q'^P; donc,
P'ÇH

si f est un élément (7^0) de 5=== A/P, appartenant à Ç'/P» alors Bf
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est un corps, donc dim(B)^i, d'après le lemme d'Artin-Tate (EGA [2],
chap. 0, §16, 16.3.3), ce qui est contradictoire. Donc H est infini.

Soit Q un idéal premier minimal, non contenu dans P, et tel qu'il
existe P'ç.H contenant Q, et soit H(Q) l'ensemble des P'ç.H conte-

nant Q. Supposons H (Q) infini, et soit SQ == /^\ (A — P'), alors l'anneau
P'ç.H[Q}

B(Q) == -Sç^A/P) est de dimension i. Mais puisqu'il a, par hypothèse,

une infinité d'idéaux premiers, si l'on avait /^\ P^P, c'est-à-dire
P'GHiQ}

s'il existait un élément f(^ o) appartenant à / r\ P1 \ (^A/P^A),
\P'çH(Q) )

alors (Bo)f serait un corps. Donc BQ n'aurait qu'un nombre fini d'idéaux
premiers, d'après le lemme d'Artin-Tate cité ci-dessus. Donc H(Q) est

fini, puisque, dans le cas contraire, on aurait P == (^\ P ' ; et, étant
P ' ç . H {Q}

donné que QBQ^P'BQ,\/P'ç.H (Q), on aurait ÇC F\ P'== P en prenant
P'çH(Q)

les images réciproques. L'ensemble des idéaux premiers minimaux de A
étant fini, la réunion Ho des H(Q)^0 est finie, donc H1—Ho est
infini, puisque H est infini.

Si P ' ç. H ' , alors, par construction, pour tout idéal premier minimal Q,
ÇCP' si, et seulement si, Q^P, et, puisque A est caténaire, on en déduit
que ht(P')^ht{P) +1» mais il est également évident que

ht(P')^ht(P)+i,

donc ht(Pl)==ht(P)+î.
C. Q. F. D.

Démonstration de (1.8.1). — Si PçEi (o^i^d—i), il existe par
hypothèse un idéal premier minimal P ' de PA tel que Q ^ P ' et

Af(P7Ç)=i=Af(P').

Puisque (A/Ç) satisfait à la première condition des chaînes (1.4),

dim (A/P7) == d — i < n — i == dim (A/P).

donc puisque A/PA est le complété de A/P, A/P n'est pas formellement
équidimensionnel.

Soient i^d—2, et M le radical de Jacobson de Abc M, b^P (ce
qui est possible puisque P n'est pas maximal et M est intersection
d'idéaux maximaux). Donc b^P\ alors il existe un idéal premier P"
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dans A tel que (b, P)ACP^ P'Cp^, et tel que htÇP^P') = i. Soit H
l'ensemble des idéaux premiers P " de A tel que P ' C p " et ht(P"^P) == i.
Puisque din^A/P') == d—i'^2, 7î est infini (c/'. 1.9), et Jî contient
un ensemble infini H ' tel que H — H ' soit fini et

(P" € H) -.=> (h t ( P " ) == h t{P) + i) (cf. 1.9).

Soit S l'ensemble des idéaux premiers de H contenant un idéal (6, P) À
avec bçM, b^P, alors

M=^J(PonA)
^€<y

et M'^S pour tout idéal maximal Mj de A contenant P ' et tel que
h t ( M ' / / p ) = dimÇA/P7). Si 5' était fini, d'après BOURBAKI ([l], chap. II,
§1, prop. 2), il existerait P^ç-S tel que M = = = P o U A , donc Pô serait
un idéal maximal de A et, en plus, M serait premier, donc A serait
local, ce qui serait en contradiction avec le fait que Mj^.S (puisque Pô
serait le seul idéal maximal de A). Nous allons montrer maintenant
que S ' ^ S ^ H ' est infini. Si P " ^ S et P^H^ alors P " ç . H — H '
qui est un ensemble fini, donc S ' est infini, puisque H ' est infini. Si P " e S",
alors ht(P") =ht(P') +i et P^nA^P, mais puisque PcP^nA
on voit que P " est un idéal premier minimal de (P / /nA)A, donc
P"^ A e£,+i =:£,(?). Chaque (P^'r^A n'ayant qu'un nombre fini
d'idéaux premiers minimaux, et Sr étant infini, on en déduit que £'f+i
est un ensemble infini. La dernière partie de la proposition étant vraie
pour i == o [Pô == (o) et P = Q], donc Ei est infini.

c. Q. F. D.

1.9. COROLLAIRE. — Soit A un anneau noethérien semi-local hensélien.
Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

i° A satisfait à la deuxième condition des chaînes;
2° A satisfait à la première condition des chaînes.

Preuve. — II est clair que le i° implique le 2°. Supposons maintenant
que A vérifie le 2°. Si Q est un idéal premier minimal de A,
dim(A/Ç) = dim(A), et AfQ est un anneau local, donc est formellement
équidimensionnel d'après (1.8), donc A/Ç satisfait à la deuxième condi-
tion des chaînes d'après (1.5); ceci étant vrai pour tout idéal premier
minimal de A, on en déduit que A satisfait à la deuxième condition
des chaînes (on peut aussi remarquer que A est formellement équi-
dimensionnel).
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1.10. THÉORÈME (NAGATA), — Soit A un anneau noethérien intègre,
Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

i° A satisfait à la deuxième condition des chaînes;
2° Toute A-algèbre intègre finie B, contenant A, satisfait à la première

condition des chaînes.

Preuve. — II est clair que le i° implique le 2°. Supposons donc que A
vérifie le 2°. Alors A lui-même satisfait à la première condition des
chaînes. Il nous reste donc à montrer que, pour tout idéal maximal M
de A, l'anneau local A M satisfait à la deuxième condition des chaînes.
Or il est clair que AM vérifie la condition 2°. On est donc ramené au cas
où A est local. D'après GROTHENDIECK (EGA [4], chap. IV, § 18,
18.6.4), il existe un ensemble préordonné I et, pour tout ici, une
A-algèbre finie fidèlement plate Bi et un idéal maximal Mi de Bi tel
que si l'on pose Ai = (B^M,, pour i <j, il existe un homomorphisme
cpy; : Ai->Aj faisant de A y une Aralgèbre fidèlement plate, et tel que
lim(A;, cpy;) == An (où An est le hensélisé de A).

i

Soit Qi un idéal premier de Bi tel que QiAi soit un idéal premier
minimal de A;. Donc Ç^nA = (o) puisque Bi est une A-algèbre fidèle-
ment plate. Donc BilQi satisfait à la première condition des chaînes,
et dim(BilQi) == dim(A). Ceci étant vrai pour tout idéal premier minimal
de Ai, on en déduit que A; satisfait à la première condition des chaînes.
Nous allons en déduire que AH satisfait à la première condition des
chaînes, ce qui achèvera la démonstration en vertu de (1.9). Soit donc
Pô C Pi c . . . c P., une chaîne saturée maximale d'idéaux premiers
de An et, pour tout iç I et tout k == o, . . . , i, ..., s, désignons par Pki
l'image réciproque dans A; de Pk. Puisque AH est noethérien, il existe
un i tel que Pk== PkiAn, V k. Puisque An est une Aralgèbre fidèlement
plate, on en déduit que

i == codim (Pk+i, Pk) == codim (P/c+ï, i, Pk, 0, V k == o, . . . , s — i,

d'après GROTHENDIECK (EGA [3], chap. IV, § 6,6.1.4). Donc Pô, c . . . c Psi
est une chaîne saturée maximale de A;, ce qui prouve que

s = dim(A;) = dim(A),

puisque nous avons montré que A; satisfait à la première condition
des chaînes. Donc AH satisfait bien à la première condition des chaînes,
d'où la conclusion.

C. Q. F. D.

1.11. THÉORÈME (NAGATA-RATLIFF). — Soit A un anneau semi-
local noethérien. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i° A est formellement équidimensionnel;
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2° A satisfait à la première condition des chaînes et A est universelle-
ment caténaire;

3° A satisfait à la deuxième condition des chaînes.

Preuve. — II a été prouvé (1.5) que le i° implique le 2°; pour montrer
que le 2° implique le 3°, il suffira de la prouver quand A est intègre.
Dans ce cas, d'après GROTHENDIECK (EGA [3], chap. IV, §5, 5.6.10),
toute A-algèbre finie contenant A satisfait à la première condition des
chaînes, donc d'après (1.10) A satisfait à la deuxième condition des
chaînes, donc le 2° implique le 3°. Supposons que A vérifie le 3°, alors
d'après (1.3), le hensélisé de An satisfait à la deuxième condition des
chaînes. Si Q est un idéal premier minimal deAjy, dim(A^/Ç) == dim(A^),
mais puisque AnIQ est un anneau local hensélien intègre et caténaire,
il est formellement équidimensionnel (cf. 1.8), donc AH est formelle-
ment équidimensionnel puisque la propriété précédente est vraie pour
tout idéal premier minimal Q de Ajy. Donc A est formellement équi-
dimensionnel, puisque AH==Â.

C. Q. F. D.

Remarque, — La proposition (1.11) dans sa forme actuelle est due
à RATLIFF. L'équivalence entre le i° et le 3° avait été obtenue par
NAGATA moyennant une hypothèse supplémentaire sur les fibres for-
melles de A (L. R. [5], p. i85). La première tentative de démonstration
de l'équivalence du i° et du 2° est de NAGATA (C. C. [7]), mais sa démons-
tration nous paraît incomplète.

1.11.1. COROLLAIRE. — Soit A un anneau local noethérien intègre.
Alors A est universellement caténaire si, et seulement si, toute A-algèbre
intègre finie contenant A satisfait à la première condition des chaînes.

1.11.2. COROLLAIRE. — Soit A un anneau local noethérien unibranche.
Alors A est universellement caténaire si, et seulement si, son hensélisé An
est caténaire.

Preuve. — Si A est universellement caténaire, il en est de même de An
(cf. EGA [4], chap. IV, §18, 18.75). Réciproquement, si An est caté-
naire, puisque An est unibranche, il satisfait à la première condition
des chaînes. Donc, d'après (1.9) et (1.11), An est formellement équi-
dimensionnel, d'où la conclusion en vertu de (1.5).

c. Q. F. D.

1.12. THÉORÈME. — Soit A un anneau noethérien universellement
caténaire, alors Vanneau des séries formelles B == A[[T]] est universellement
caténaire.

Preuve, — Soient (P,) (i'==i, . . . ,n) les idéaux premiers minimaux
de A. Alors si l'on pose Qi== PiB (i = i, ..., n), les Qi sont les idéaux
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premiers minimaux de B. Pour montrer que B est universellement
caténaire, il suffira de prouver que les Bi == BfQi sont universellement
caténaires. On est donc ramené au cas où A est intègre (puisque
Bi == (AfPi) [[F]]). Soit M' un idéal maximal de B, et soit M, M === M' n A.
Alors le complété (Bj^)' de J3^/ est isomorphe à (A^)'[[rj] [où (AMÏ
est le complété de A^]. Soient (Q'^/çj les idéaux premiers minimaux
de (A M)", alors les idéaux Çy(Bv.)" sont les idéaux premiers minimaux
de (BM^, et

dim(BM7e^) = dim(((A^nÇ;)[[r]])
== dim((AM)'/0,) +1 == dim(A^ + i,

puisque A M est formellement équidimensionnel d'après (1.11). Donc BM-
est formellement équidimensionnel, donc BM' est universellement caté-
naire. Ceci étant vrai pour tout idéal maximal M' de B, on en déduit
que B est universellement caténaire.

c. Q. F. D.

1.13. THÉORÈME. — Soit A un anneau noethérien qui satisfait à la
deuxième condition des chaînes. Alors Vanneau des séries formelles
B==A[[T]] satisfait à la deuxième condition des chaînes,

Preuve, — D'après (1.12), B est universellement caténaire. Il suffira
donc de prouver que tous les idéaux maximaux de B ont même hauteur
dans le cas où A est intègre (puisque les quotients de B par ses idéaux
premiers minimaux sont les anneaux A;[[T]] où les Ai sont les quotients
de A par ses idéaux premiers minimaux compte tenu de ce que
dim(A,) = dim(A) et dim(&) = dim(A,) + i). Soit M' un idéal maximal
de B, alors M = M'nA en un idéal maximal de A, et

ht(M') == dim(BM')^.ht(MA[[T]]) + dim((A/M)[[T]])
^ht(M) +i==dim(B)

[puisque h t(M) == dimA et dim(B) == dim(A) + i]. Donc h t(M1) = dimB
d'où la conclusion.

c. Q. F. D.

1.14. THÉORÈME. — Soit A un anneau de Jacobson noethérien qui
satisfait à la deuxième condition des chaînes, alors Vanneau des poly-
nômes B==A[T] satisfait à la deuxième condition des chaînes,

Preuve. — II est clair que B est universellement caténaire. Pour les
mêmes raisons que dans la démonstration de (1.13), il suffira de prouver
que, si A est intègre, tous les idéaux maximaux de B ont même hauteur.
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Soit M' un idéal maximal de A. Puisque A est un anneau de Jacobson (4)
M = M' r\A est un idéal maximal de A. Donc

dim(B^) =^(AT»^/^(MA[T]) + dim((A/Af)[T])
= Zt f(M) + i = dim(A) +1 == dim(B),

ce qui implique que h t(M') == dim(B).
c. Q. F. D.

Remarque. — (1.14) peut être en défaut si A n'est pas un anneau de
Jacobson. Par exemple, supposons que A soit un anneau de valuation
discrète, soit TT une uniformisante de A, et soit K le corps des fractions
de A. Alors

K=A[^]=A[T]|^T-I)A[T].

Donc M = (7rT—i)A[T] est un idéal maximal, et M est de hauteur i,
d'après le Hauptidealsatz de Krull (EGA [2], chap. 0, §16, 16.3.2).
Or A satisfait à la deuxième condition des chaînes et dimA[T]=2,
donc A est un contre-exemple à (1.14).

1.15. PROPOSITION. — Soit A un anneau semi-local noethérien. Alors A
satisfait à la deuxième condition des chaînes si, et seulement si, les condi-
tions suivantes sont vérifiées :

i° Pour tout idéal premier P de A et tout idéal maximal M contenant P,

dim(Aj/) == dim(A^/PA,v) +ht(PA,i)',

20 Pour tout idéal premier P de hauteur i de A, A/P est formellement
équidimensionnel;

3o Pour tout idéal premier minimal Q de A, tout idéal maximal de la
clôture intégrale de AjQ est de hauteur égale à dim(A).

Preuve. — Les conditions précédentes sont évidemment nécessaires.
Pour montrer qu'elles sont suffisantes, on peut supposer A intègre et
dim(A)^2. D'après (1.11), il nous suffit de montrer que, moyennant
ces conditions, le complété A de A est équidimensionnel. Supposons
le contraire. Dans ce cas, il existerait un idéal maximal M de A tel que
l'anneau local AM==B ne soit pas formellement équidimensionnel.
Il existerait donc un idéal premier minimal Qo de Ê tel que

d=dim(B/Ç)<dim(â).

(4) On dit qu'un anneau A est un anneau de Jacobson si, pour tout A-algèbre
de type fini B, l'image réciproque de tout idéal maximal de B est un idéal maximal
de A. En particulier, toute A-algèbre de type fini est un anneau de Jacobson.
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Si d = i , on se trouverait dans les conditions d'application de (1.6),
donc, d'après (1.7), un des idéaux maximaux de la clôture intégrale
de B serait de hauteur i, donc un idéal maximal de la clôture intégrale
de A serait de hauteur i, ce qui contredit le 3° puisque l'on a supposé
dim(A)^2. Donc d>i, et dans ce cas compte tenu du i°, il existerait
un idéal premier de hauteur d—i de B tel que BIP ne soit pas formel-
lement équidimensionnel, d'après (1.8.1).

Soit Po==PnA, puisque B/P est isomorphe à (A/Po)M/Po, A/Po
n'est pas formellement équidimensionnel d'après (1.5). Mais

ht(P,)-.=ht(P)=d—i>î,

donc A/Po est isomorphe à un quotient d'un anneau quotient A/Ç de A,
où Q est un idéal premier de hauteur i de A, donc d'après l'hypothèse 2°
et (1.5), A/Po est formellement équidimensionnel, d'où une contra-
diction. Donc À est équidimensionnel.

c. Q. F. D.

1.16. THÉORÈME (Lemme de Hironakd). — Soient A un anneau
noethérien intègre. A' la clôture intégrale de A, et a (^ o) un élément
appartenant au radical de Jacobson de A. On suppose que :

ï° aA a un seul idéal premier minimal P;
20 aAp==PAp;
3° A/P est intégralement clos;
4° A' est une A-algèbre finie. Alors A est intégralement clos, et P == aA,

Preuve. — Soit 3Xi l'ensemble des idéaux maximaux de A. Alors,
pour tout Me ^Tt, l'anneau local A M vérifie les conditions i°...4°,
avec afi et PA,v. Or pour montrer que A est intégralement clos et P = aA,
il suffira de montrer que A M est intégralement clos et OÂ.M == ?AM, V M e OU.
Donc on est ramené au cas où A est un anneau local. Nous allons raisonner
par récurrence sur n == dim(A) (en supposant A local). On a nécessaire-
ment n^i. Si n = i, alors A == Ap et, dans ce cas, la proposition est
triviale. Supposons donc n ̂  2. Nous allons d'abord montrer que, pour
tout idéal premier minimal P' de a A ' , P 'nA == P. Soit B le hensélisé
de A, et soit Br le hensélisé de A'. Alors on sait que B' est la clôture
intégrale de B, et Bf est une .B-algèbre finie. Puisque BfPB est le hensé-
lisé de A/P, alors BfPB est un anneau local normal. Donc Pi = PB
est un idéal premier, et PiJ3/^== aBp,, donc puisque a n'est pas diviseur
de o dans B, Bp, est un anneau de valuation discrète. On voit donc que Pi
ne contient qu'un seul idéal premier minimal Qi de B; soient alors
Ç.2, ..., Qr les autres idéaux premiers minimaux de B, et

Bi=BIQ,(i=i, . . . ,r).
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Puisque B est réduit, alors B = n f i
l^f^r

où B; est la clôture intégrale de Bi. Si Ji=PiJ3i, alors BiJi==Bp,
et Bi/Ji == B/Pi, et B\ est une Bi-algèbre finie. Donc Bi vérifie les
conditions du théorème avec a et Ji. Soit J\ un idéal premier minimal
de aB\, alors ht(J^)==i d'après le Hauptidealsatz de Krull (EGA [2],
chap. 0, §16, 16.3.2). Puisque l'on aÇiCP,, qui n'est pas un idéal
maximal, parce que

dim (B) = dim (A) ̂  2 et ht (PQ == h t(P) = i

d'après NAGATA (L. R. [5], 22.9, p. 76), on en déduit que dimBi^2,
donc dim(£?'i)^2, et on montre que J\ n'est pas l'idéal maximal de Bi
(remarquer que B\ est local puisque Bi est hensélien). Donc Jj == J ' ^ nBi
n'est pas l'idéal maximal de Bi. Soit S == Bi—Ji, alors S~1 B\ est la
clôture intégrale de (Bi)/,, et dim(J3i)/,<dim(Bi). Donc en appli-
quant l'hypothèse de récurrence à (B\)i,, a et Ji(B)^, on voit que
(JE?i)j,= S^B'^ donc Af(jTi) == ht(J\) == i, on en déduit donc que
7i==J^. Soit donc P' un idéal premier minimal de aA', et P'i un idéal
premier minimal de P ' B ' , alors ht{P') ===ht(P\) = i (c/'. EGA [2],
chap. 0, § 16, 16.3.2, et L. R. [5], 22.9, p. 70). Puisque P', nA est un
idéal premier contenant P, alors

P\==J',xB',x...xB',,

où J i est un idéal premier minimal de aB\. Donc, d'après ce qui a été
vu, J\f^Bi==Ji, donc

P /nA=PlnA=JlnA==P.

Nous avons donc montré que tout idéal premier minimal P ' de aA1 est
au-dessus de P. Puisque Ap est intégralement clos, donc sa clôture
intégrale S"̂  (iS'=A—P) est un anneau local. Ce qui montre qu'il
n'existe qu'un seul idéal premier P/ de A' au-dessus de P qui est néces-
sairement l'unique idéal premier minimal de aA1 et A/.=Ap., donc
aA'p.==P'A'p'. Puisque A' est un anneau intégralement clos, P ' est
associé à aA, donc

aA.' = aA'p, n A' == P1 A'p, n A' == P'.

Or A/PCAVP'CAp/PA^ ̂ , et, Jï étant le corps de fractions de A/P,
on voit donc que A/P == A'/P' puisque A'/P' est entier sur A/P. Donc
A' == P ' + A == aA7 + A. Donc A = A7 d'après le lemme de Nakayama,
alors P ==?'== a A. Ce qui achève la démonstration.

c. Q. F. D.
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Remarque. — (1.16) sous la forme où il est formulé ici est à peu de
chose près celui de NAGATA (L. R. [5], 36.9, p. i34) qui suppose cepen-
dant en plus que, pour tout idéal premier minimal P ' de aA', P'nA == P.

1.16.1. COROLLAIRE. — Soit A un anneau noethérien intègre, et soit
a(j^o) un élément appartenant au radical de Jacobson de A.

Si AfaA est intègre et intégralement clos, alors A est intégralement clos.

Nous allons d'abord démontrer le lemme suivant :

1.16.2. LEMME. — Soit A un anneau, et a un élément de A, qui n'est
pas diviseur de o et tel que a A =P soit un idéal premier. Alors, pour
tout entier n^i, a!1 A est l'image réciproque dans A de anAp.

Preuve. — En efîet, supposons que bç. A soit un élément tel
que 6/1 = a'^ls dans Ap, où xç.A et s^P, il existe donc s^P tel que
ss^b == xansf, d'où ^sbçP, et comme s s ' ^ P , cela entraîne que bçP,
autrement dit b == ab' avec b ' ç A ; puisque a est non diviseur de o,
on en conclut s ' s b == a ' ^ x s ' , et il suffit de raisonner par récurrence
sur n.

c. Q. F. D.

Preuve de 1.16.1. — Soit P= aA, et soit B le complété de A pour
la topologie P-adique. D'après (1.16.2), cette topologie est induite
par la topologie P-adique de Ap, donc jBC(Ap)", donc B est intègre.
B est aussi un anneau noethérien et une A-algèbre fidèlement plate.
Donc, pour montrer que A est intégralement clos, il suffira de prouver
que B est intégralement clos. Or BlaB==AlaA, donc on est ramené
au cas où A est séparé et complet pour la topologie P-adique. Soient
alors A' la clôture intégrale de A, et P' un idéal premier minimal de aA'.
D'après NAGATA (L. R. [5], 33.11, p. 120), P'A est un idéal premier
associé à P, donc P ' A == P, et puisque Ap est intégralement clos, on
voit que P' est unique. Donc Pr est un idéal premier associé à aA' d'après
NAGATA (L. R. [5], 33.10, p. ii 8, et 33.3, p. n5). On en conclut

aA' = aA'P' n A7 = P'Ap, n A' == P',

et puisque A ' / P ' est entier sur A/P et est contenu dans le corps des
fractions K == Ap/PAp de A/P, on en déduit que A'/P' == A'\aA1 = A/a A
et puisque la topologie P'-adique de A' est induite par celle de Ap/ = Ap
(cf. 1.16.2), A' est séparé pour la topologie P'-adique. Donc d'après
le lemme de Chevalley (L. R. [5], 30.6, p. io5). A' est une A-algèbre finie,
d'où la conclusion en vertu du lemme de Hironaka.

c. Q. F. D.
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1.16.3. COROLLAIRE,. — Soient A un anneau noethérien intègre et
caténaire, et ûi, . . . , a.r des éléments appartenant au radical de Jacobson
de A. On suppose que :

i° ^ OiA a un seul idéal premier minimal P;
i^,i^r

20 ht( ^ a,A\=:r;
\l^i^r J

30 ^ a,Ap==PAp;
i^i^r

4° A/P est intégralement clos;
5° Pour tout idéal premier Pr contenu dans P, la clôture intégrale de

B == A/P' est une B-algèbre finie. Alors

(a) A est intégralement clos, et P = V aiA;
l^i^r

(b) Pour tout entier i: i^i^r, Vanneau A; = A ^ ^ a^A ^ est intègre
l\ï^/^i J

et intégralement clos, et dim(Aî) == dim(A)—f.

Preuve. — Nous allons raisonner par récurrence sur r. Si r = = i , la
proposition découle du lemme de Hironaka (1.16) et du fait que A est
caténaire. Supposons r>i . Soient Q un idéal premier minimal de ai A,
et I un idéal premier minimal de Q 4- "V a;A. Donc h t ( I I Q ) ^ r — i ,

i^^/'
d'après le Primidealsatz de Krull (EGA [2], chap. 0, § 16, 16.3.1), on
en conclut ht(J)^r puisque A est caténaire, et ht(Q)=i d'après le
Hauptidealsatz de Krull (EGA [2], chap. 0, § 16, 16.3.2). Ce qui implique
que I = P, donc Q C jp. Mais les ai formant un système régulier de
paramètres de Ap, on en déduit que Q est l'image réciproque dans A
de aiAp, donc ÇAç= ûiAç, et Q est le seul idéal premier minimal
de ûiA. Posons B == A/Ç, alors dim(B) = dim(A)—i puisque Q est
contenu dans tout idéal maximal de A, ht(Q) = i, et A est caténaire.
En appliquant l'hypothèse de récurrence à B avec les éléments
û;=^mod(Ç) (a^i^r), on en conclut que B est intégralement clos,

PIQ=(Q+^ a,A\\Q,
\ \^i^r j \

et Bi==B ^ ^. dj B^ est un anneau intègre et intégralement clos, et
|\2^/^ /

dim (Bi) == dim (B) — (f — i) = dim (A) — f.
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Donc en appliquant le cas r == i à A et ûi, on en conclut que A est

intégralement clos, et Q==a.iA, donc P === ^ c^A, et Bi== Ai pour
1^;^7-

2^i^r et £? == Ai, d'où la conclusion.
c. Q. F. D.

Remarque. — (1.16.3) est généralement démontré en supposant A
universellement caténaire (L. R. [5], 36.10, p. i35, ou EGA [3], chap. IV,
§ 5, 5.12.10). Il serait intéressant de savoir si l'on ne peut pas se
passer de l'hypothèse sur les chaînes d'idéaux premiers dans A, ce
qui est possible si r == i, d'après notre généralisation du lemme de
Hironaka (1.16).
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