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ESPACES HYPERBOLIQUES
PAR

Mauvrice FLAMANT gr Lasiz HADDAD.

CONVENTIONS ET NOTATIONS. — Tous les anneaux considérés sont
supposés commutatifs et possédant un élément unité, en particulier,
tous les modules sont supposés définis sur de tels anneaux, et unitaires.

Soit M un module. On désignera son dual par M*. Pour xeM et
x*€ M*, on écrira indifféremment 2*(x) ou {x,x"> pour désigner la
valeur de x* au point z.

Pour tout sous-module N de M, on appellera « polaire de N » le sous-~
module de M* désigné et défini par

N():{y!yeM* et <x’ y>:0 pour tout xEN%

autrement dit, N° est I’ensemble des formes linéaires sur M qui s’annulent
sur N.

Etant donnée une forme bilinéaire symétrique ® sur M, on désignera
par d (au lieu de dg, car aucune confusion ne pourra en résulter), I’appli-
cation de M dans M* qui a tout y€ M fait correspondre la forme linéaire
d(y), définie par d(y) (x) = ®(x, y) pour tout xe M; ainsi

d@y) (x) = d(z) (y) = P(, y)-

On dira que la forme bilinéaire symétrique ® est non dégénérée si d
est un isomorphisme.

LemMmE 1. — Soit M = N @ P un module. L’application ¢ : N°-» P*
qui a tout y € N fait correspondre la restriction dey a P est un isomorphisme.

On vérifie facilement que I'application ¢ est linéaire. De plus, si ¢ (y) = o,
alors y est nulle sur N et sur P, donc y = o. Ainsi ¢ est injective. D’autre
part, si ze P’, soit y la forme linéaire définie sur M par

y(N)=o et y|P=z

alors ¢(y) = z. Ainsi ¢ est bijective.
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DtFINITION. — Une espace hyperbolique est un module, muni d’une
formes bilinéaire symélrique non dégénérée, qui se décompose en somme
directe de deux sous-modules totalement isotropes.

ProposiTioN 1. — Soit N un module réflexif. Alorslemodule M = N @ N,
muni de la forme ® définie par

(@ ) @ y) =<zy>+{y2>
est un espace hyperbolique.

On vérifie facilement que ® est une forme bilinéaire symétrique.
D’autre part,

O(®@,0), (¥ 0)) ={x,0>+<Yy,0> =0, V,yeN;
@((0, '), (0,y)) =<0,y >+<0, 2 >=0, V', yeN.

Les sous-modules N et N* sont totalement isotropes.

Pour montrer que ® est non dégénérée, il faut s’assurer que d est
bijective. Or, soit f: N—N* linjection canonique de N dans son
bidual, comme N est réflexif, f est un isomorphisme. L’application f
est définie par

{y,x'>=<2,f@y)>, VyeN, Va'eN-

Il suffit alors de constater que d: M —> M~ N“@ N™ est définie
par d(z, 2') = (¢, f(x)) pour voir que d est bien bijective. En effet,

®((z, ), @, ¥) =[d@, y)1 (@, 2) =<2,y >+ <y, &'
=%,y >+, f@) > =< 2), @' @) -

THEOREME FONDAMENTAL — Soif M un espace hyperbolique. Alors
il existe un module réflexif N tel que M soil isomorphe & Uespace hyper-
bolique N @ N* muni de la forme bilinéaire symétrique :

(@ 2), @ ) ><2, y' >+ <y, 2>

Soit ® la forme bilinéaire symétrique non dégénérée définie sur M,
et soit M = N @ P la décomposition de M en somme directe de deux
sous-modules totalement isotropes N et P. Alors M*= N°@ P°. Mais,
par hypothése, d(N) c N°, d(P)c P°, et d : M — M* est un isomorphisme,
donc d induit des isomorphismes h: N — N° et ¢ : P— P°. Or, d’aprés
lelemme 1, on a des isomorphismes canoniques ¢ : N°— P* et {: P*— N*
de sorte que u=¢oh:N—>P* et v ={9o0g:P-N* sont des isomor-
phismes. La transposée : N“— P* est aussi un isomorphisme dont
on désignera par w lisomorphisme réciproque. On sait que
w = ()~ =4p~'). Finalement, wou: N> N*" est un isomorphisme,



ESPACES HYPERBOLIQUES. 301

Pour zeN et '€ N*, on a

() <& @ou) (@) =o' @), u@) =< (o, v @), h(@)>
= [d(®, 0)] (o, v (&) = @ ((x, 0), (0, v~* (2)))
=[d(o, v @))] (@, 0) = {(x, 0), (gov™') (@) >
=@, 0), ' (@) ) = (&, 2" .

Donc wou n’est autre que I'injection canonique N — N*, ainsi N est
un module réflexif.
On considere alors l'isomorphisme k: M =N@ P—- N @ N*, défini
par
k(x, 2) = (z, v(2) ol xeN et zeP.

D’aprés (1), on a
(@, 0), (0, ' (¥N) =<x Yy > pour zeN, y'eN,
et par symétrie :
® (o, ' (7)), ¥, 0)) =<y, x> pour yeN, z'eN-.

Par linéarité, et en utilisant le fait que N et P sont totalement iso-
tropes, il vient

Ok (X), k1 (V) =<2,y ) + <y, 2" ),
ot X=(@,2"), Y=(,Y), reN,yeN, 2’eN* et y'eN".

ReEMARQUE. — Nous avons démontré en passant que si M =N@ P
est un espace hyperbolique, ol N et P sont totalement isotropes, alors N
est isomorphe & P* (et de méme P est isomorphe & N*) et N est réflexif
(ainsi que P). De plus, F(z, z) = ®((z, o), (0, 2)), ot zeN, z€ P, et ® est
la forme dont M est muni, établit une dualité entre N et P.

On conviendra par la suite d’appeler plan hyperbolique, tout espace
hyperbolique qui est un module projectif de type fini et de rang 2. Cela
généralise les définitions données dans [2]. Il est facile de voir que si
M=N@P est un plan hyperbolique, ou N et P sont totalement
isotropes, alors N et P sont des modules projectifs de rang 1.

Avant de passer a diverses applications du théoréme fondamental,
on reviendra sur quelques points d’algébre commutative (cf. [1]).

LemME 2. — Soit A un anneau noethérien intégralement clos; alors,
pour tout A-module M de type fini sans torsion, on a ¢c(M*) =— c(M).

En effet, pour tout couple de A-modules de type fini M, et M, on a
([1], chap. 7, §4, ex. 8, p. 106) :

c(Hom ,(M,, M>)) — c(Exty (M,, My)) = r(M,) c(M.) — r(M.) c(M,),
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ou ¢(M) et r(M) désignent respectivement la classe de diviseurs attachée
a4 M et le rang de M ([1], chap. 7, §4). On a alors

c(A) =o, r(A) =1.
c(Ext}(M,, A)) = o, car Ext)(M,, A) est pseudo-nul.

I1 vient enfin
c(M*) =—c(M).

LemME 3. — Soit A un anneau de Dedekind. Pour tout A-module M de
type fini sans lforsion, les propriétés suivantes soni équivalentes :

(@) M est un A-module libre;

() c(M) =o.

(a)=> (b), d’apres [1] (chap. 7, §4, n° 7, prop. 16).

(b) = (a); on sait que, pour tout A-module M sans torsion de type
fini et de rang n>.1, il existe un idéal 0% o de A tel que M soit iso-
morphe 4 la somme directe des modules A7~ et d. De plus, ¢(M) = c(9).
On a donc ici ¢(d) = o; or ¢(9) = c(A) = o implique 0 ~ A ([1], chap. 2,
§5, n° 7).

Lemme 4. — Tout espace hyperbolique de lype fini sur un anneau
noethérien intégralement clos est de classe nulle.

Ceci résulte du théoréme fondamental et du lemme 2, compte tenu
de additivité de M > c(M).

Des résultats précédents et du théoréme fondamental découlent un
certain nombre de conséquences.

ProrositioN 2. — Tout espace hyperbolique de type fini sur un anneau
de Dedekind est un module libre.

La proposition est une conséquence immédiate des lemmes 2 et 3.

Chaque fois que l'on pourra étendre les lemmes 2, 3, 4 a un anneau
donné, on aura des résultats intéressants pour les espaces hyperbo-
liques sur cet anneau.

ProrositioN 3. — Soit A un anneau intégre.

(a) Pour tout idéal fractionnaire inversible a, le A-module a @ a—'
muni de la forme bilinéaire

(@, @), (b, b)) > ab’ + b,

est un plan hyperbolique.
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(b) Réciproquement, lout plan hyperbolique sur A est isomorphe a un
plan hyperbolique a @ a—' muni de la forme bilinéaire

(a, a'), (b, b)) > ab’ + ba’,

ot a est un idéal inversible de A.
(a) résulte de [1] (chap. 2, §5, n° 5, prop. 9) et de la proposition 1.
(b) Soit M = N @ P un plan hyperbolique, N et P étant totalement
isotropes. On sait que N est un A-module projectif de rang 1, N est
alors isomorphe & un idéal fractionnaire inversible a de A ([1], chap. 2,
§5, n° 7, corollaire 2 de la proposition 12). La proposition est de ce fait
une conséquence du théoréme fondamental.

ProposiTION 4. — Soif A un anneau intégre. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(a) Tout plan hyperbolique sur A est libre;

(b) Tout idéal inversible de A peut étre engendré par un ensemble ayant
deux éléments au plus.

(@)= (b) : Soit a un idéal fractionnaire inversible quelconque de A.
Alors M = a @ a—! est libre de rang 2, donc M posséde une base {e, f|.
Or a est isomorphe au module quotient M/a—', par suite a est engen-
dré par les images de e et f.

(b)=>(a) : Soit a un idéal fractionnaire inversible de A engendré par
Iensemble {a, b}. Il existe donc a’, b’€a—! tels que ab’+ ba’'=1. Les
éléments e = (a, a’) et f = (b, — b’) du A-module M = a @ a' constituent
une base de M. En effet, si (z,z')eM, les équations 2a+ pb =z,
la'—pb" =1’ ont une solution unique : 2 =xb'+2'd, p =xd'—2'a
dans A.

Les anneaux du type suivant satisfont aux hypothéses de la propo-
sition 4 :
19 les anneaux de Dedekind;

20 les anneaux qui sont réunion d’une famille filtrante croissante
de sous-anneaux satisfaisant aux hypotheses de la proposition 4.

En résumé, le théoréme fondamental et la proposition 1 permettent
une classification compléte des espaces hyperboliques sur un anneau
quelconque et élucident leur structure (modulo la connaissance des modules
réflexifs).

La classification des formes bilinéaires symétriques non dégénérées
sur un module projectif de rang 1 sur un anneau integre est indispen-
sable pour résoudre certaines catégories de problémes concernant les
modules quadratiques.
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Soit A un anneau commutatif intégre ayant un élément unité. On
désignera par A* le groupe multiplicatif des éléments inversibles de A,
et par G(A) le groupe quotient A*/(A*)* de A* par le sous-groupe des car-
rés. On désignera par J (4) I'ensemble des idéaux fractionnaires inversibles
de A, par C(A) le groupe des classes des idéaux fractionnaires inver-
sibles de A, et par C.(A) le sous-groupe de C(A) formé des éléments
d’ordre 2.

Si @3 (A) désigne I'ensemble des classes d’isomorphisme des formes
bilinéaires symétriques non dégénérées sur les A-modules projectifs
de rang 1, on a alors le résultat fondamental suivant :

THEOREME FONDAMENTAL. — Il existe une bijection enfre (A) et
C.(A)x G(A).

On rappellera d’abord des faits classiques utilisés dans la démons-
tration.

(a) Le groupe C(A) s’identifie canoniquement au groupe P(A) des
classes de A-modules projectif de rang 1 ([1], chap. 2, § 5, n° 7, corollaire 2
de la proposition 12). Tout A-module projectif de rang 1 est isomorphe
a4 un élément de J(A) et, réciproquement, tous les éléments de J(A)
sont des A-modules projectifs de rang 1 ([1], chap. 2, § 5, n° 6, théoréme 4).

(b) Soient a, beJ(A). L’application A — hy de b.a—* dans Hom ,(a, b)
définie par hy(x) =2z pour tout xea, est bijective. En particulier,
le dual a* =Hom(a, A) s’identifie canoniquement & a—! ([1] chap. 2,
§5, n° 5, prop. 9). L’homomorphisme a @ b—a.b qui est défini par
x @ y+>xy est bijectif ([1] chap. 2, § 5, n° 6, prop. 11).

Soit alors a€ J(A); 4 toute forme bilinéaire ® sur a correspond cano-
niquement un homomorphisme dg¢:a->a*~a~! comme on le sait,
d’olt une application bijective ® > 2y de l'ensemble des formes bili-
néaires sur q, sur 'idéal fractionnaire a—2 identifié & Hom (a, a™), telle
que @ (z, y) = hpxy. Ce qui montre, en passant, que toute forme bilinéaire
sur un A-module projectif de rang 1 est symétrique.

Soient maintenant @, W des formes bilinéaires sur a, b € J(A) respec-
tivement.

10 Soit ¢ : a — b un homomorphisme, il lui correspond canoniquement
un élément k,eba—" tel que o(x) = ksx pour tout x € a. Pour que I’on ait

(1 V(E@),o@) =2y, Vzyea,
il faut et il suffit que l'on ait
(2) kilw = 2.

D’autre part, pour que ¢ soit un isomorphisme de A-modules, il faut
et il suffit que k;'€ab—'. Il en résulte que ba—' = Au est principal,
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par suite k,=pu, et p'u'€ab!'= Au-', donc peA*. Ainsi,
. pour que deux formes bilinéaires ® et ¥ sur un méme a€J(A) soient
isomorphes, il faut et il suffit qu’il existe p.€ A* tel que

(3) P2y = Agp.

Ainsi les classes d’équivalence des formes bilinéaires sur a sont en
correspondance bijective avec les classes d’équivalence de a— modulo
la relation d’équivalence (3). D’oil une classification compléte des formes
bilinéaires sur les A-modules projectifs de rang 1 par deux invariants :
la classe du module et la classe de la constante définissant la forme.

20 Soient @ et W des formes bilinéaires définies respectivement sur
les idéaux a et b de J(A).

@, y)=lsxy, Vz,yca,
W(r,y)=Apxy, Vz,yeb.

Le produit tensoriel ® @ W' est défini sur a @ b ~ ab par

@R (@R, 11 R Ys) = O(x1, y). W (X, Uo) = 20w (2, 7)) (272),
Vz,y.€a, VYV, Yy,€b.
On a encore

@PRV)@Q T, Y1 R Ys) =22 g W (T Q 22) (11 D Ya)
=logU (@) Q @:Y.), Vi, €a, VL, €D.

Finalement le produit tensoriel Z=® QW peut étre défini cano-
niquement sur a.b par

lz = Ap Ay € (ab)—

Ceci permet de munir I'ensemble des classes des formes bilinéaires
sur les A-modules projectifs de rang 1 d’une opéation associative et
commutative canonique.

30 Caractérisation des formes bilinéaires non dégénérées. Pour qu’une
forme bilinéaire @ définie sur a € J(A) soit non dégénérée, il faut que a
soit isomorphe a a—', donc que cl(a—?) = o [done cl(a)€ C,(A)]; ainsi
a—* = Avp est principal et 2¢ ==vv, ve A. Il faut aussi que l'inverse
de Ap appartienne & a>= Av—', donc il faut que ve€ A*. Réciproquement,
supposons que a—* = Av et que Ay =vv avec ve A*. Dans ces condi-
tions, a et a—* sont isomorphes, et dy est un isomorphisme de a sur a—'.
Finalement, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(@) @ est une forme bilinéaire non dégénérée sur a;
(b) cl(a)eC:(A) et 2o =vy, veA*, a2 = Av.

BULL. SOC. MATH. — T, 97, FASC. 3. 20
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Les remarques précédentes peuvent s’exprimer sous la forme du
théoreme annoncé avec le complément suivant : le produit défini dans
le 20 induit sur @(A) une loi de composition qui en fait un groupe.

L’application aux formes quadratiques est alors aisée, puisque les
formes quadratiques correspondent bijectivement aux formes bilinéaires,
dans le cas ol 2€ A" Si A est de caractéristique différente de 2 et si
cependant 2 A%, le résultat reste valable a condition de ne considérer
que les formes bilinéaires ® pour lesquelles ®(x, z)€A.2. Le cas de
caractéristique 2 est inintéressant car alors toutes les formes quadra-
tiques sur des A-modules projectifs de rang 1 sont dégénérées.

ProrosiTiOoN 5. — Soient A un anneau intégre commutatif dans lequel 2
est inversible, M et M' deux A-modules projectifs de rang 1 munis respec-
tivement de deux formes quadratiques T et T’ non dégénérées telles que,
pour tout idéal maximal m de 'anneau A, les formes quadratiques localisées
T, et T, sont équivalentes. Dans ces conditions les formes quadratiques

T et T’ sont équivalentes.

Soient @ et W' deux formes bilinéaires non dégénérées définies respec-
tivement sur les idéaux fractionnaires inversibles a et b.

O(x,y) =22y, V2, ye€a; a2=Avp et lp=vv, veEA";
W(x,y)=tvxy, V=, yeb, b2=Aw et = pw, peAit.
1 = (p ) (vw) Ay, (vp") (vw—)ea—b?;
= (') (v w) Ag, ') (v'w)eab.

Pour tout idéal maximal m de A, on sait que les formes localisées @
et W, sont équivalentes. Il en résulte que k = (vu.') (vw~') admet des
racines carrées « inversibles » dans a,,'b,, et par suite dans a—'b. On dési-

gnera ces racines par k, et k,. Les applications > k,z et x > k,x sont des
isomorphismes métriques de a sur b.

On donnera pour terminer un exemple de A-module projectif de rang 1
non libre sur un anneau de Dedekind muni d’une forme quadratique
non dégénérée et un exemple de plan hyperbolique sur un anneau de
Dedekind dont les facteurs directs totalement isotropes ne sont pas
isomorphes. .

On considére I’extension quadratique K = Q(e) du corps des ration-
nels Q par e=\/—41, et on désigne par A le sous-anneau formé des
éléments de la forme a 4 be ou a et b sont des éléments de 1’anneau

B = Z[ » anneau de fractions de Z défini par la partie multiplicative

.-
2.



ESPACES HYPERBOLIQUES. 307

S={22/neN}. L’anneau A est la fermeture intégrale de I’anneau
principal B dans K, donc c’est un anneau de Dedekind ([1], chap. 7,
p. 31, corollaire 3).

On considére I'idéal a de A engendré par 1 4 e et 3, alors a? est engen-
dré par (1 -+ e)?, 3(1 + €) et g; mais 3(1 +e) = g (1+€)?*+ 7.9, donc a2

est engendré par (1 -+ ¢€)* et 9, et par un calcul immédiat, on voit que a?
est engendré par « =—2 + e et 3 = 9. Par une méthode déja utilisée
dans une Note précédente, on montre que b = a? n’est pas principal.
Pour cela, on utilise la norme N(a -+ be) = a*>+ 41b%; on vérifie que
si a + bee a? alors N(a + be) = o (mod g) dans B. Si a* était engendré
par un seul élément {€ A, on aurait donc N (f) = o (mod 9) et il existerait
o/, B'€ A tels que « =o't et 3= 't; donc

N(@) =45 =N(@).N{) et N(@) =81 =N(@).N(Q.

1l en résulterait 9= o (mod N(f), donc N(t)=%> neZ. Mais alors

N(2")=2"%x5 ce qui n’est pas possible puisqu’'on sait que I'équa-
tion a*>+ 41b*= 2" x5 n’a pas de solution dans B (|2], chap. I, §6).

Par contre, I'idéal b? est principal et engendré par I'édlément 11 —e
comme le montre un calcul simple.

(a) Ezxistence d’un plan hyperbolique sur un anneau de Dedekind dont
les deux facteurs directs totalement isofropes ne sont pas isomorphes. — Pour
mettre en évidence un tel plan, il est nécessaire et suffisant de déter-
miner un anneau de Dedekind A qui posséde un idéal inversible a non
isomorphe & a—'. Mais I'on sait que les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

1° a est isomorphe & a—';

20 cl(a*) = o.

En définitive, il suffit d’avoir un anneau de Dedekind ayant un idéal a
tel que a? ne soit pas principal. L’anneau A et I'idéal a engendré par 1+ e
et 3 répondent a la question.

(b) Ewistence d’un A-module projectif de rang 1 non libre sur un anneau
de Dedekind, muni d’une forme quadratique non dégénérée. — 11 suffit
de déterminer un anneau de Dedekind ayant un idéal a non principal
tel que a* soit principal, car alors cl(a)€ C,(A). L’anneau A et I'idéal b

. spe o . II e
remplissent ces conditions. La forme quadratique x»—;——x? sur b
I

est non dégénérée.
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