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SPECTRE PREMIER BILATERE
DE L'ANNEAU DES ENDOMORPHISMES
D'UN MODULE DE TYPE FINI

PAR

Jean-Pierre LAFON
[Montpellier].

Les anneaux sont commutatifs, a élément unité. Les algébres sont
associatives.

1. Rappels.

Soit A un anneau. Une A-algébre & est dite finie (resp. fidéle) si le
A-module sous-jacent est de type fini (resp. fidéle). Si la A-algébre 2 est
fidéle, le morphisme structural a - a 1 est injectif et permet d’identifier A
4 un sous-anneau de €.

On rappelle qu’'un idéal q de & est dit premier s’il est bilatére et si la
condition a®bc q ou a et b appartiennent a £ implique que a ou b appar-
tient a q.

On suppose Q fidéle.

Soient S une partie multiplicative de A, q un idéal premier de L.
L’idéal S—' q de 'anneau S—' <2 est premier.

On suppose A noethérien et Q finie fidéle.

Les résultats suivants, du type Cohen-Seidenberg, sont connus. Les

preuves s’obtiennent, soit directement, soit en se ramenant au cas commu-
tatif par considération de sous-algébres engendrées par un élément.

— Soienl q, et q, deux idéaux premiers de 2 de méme frace sur A.
L’inclusion q. < q. implique Uégalité g, = q..

— Un idéal bilatére maximal est premier.

— Un idéal premier de 2, dont la trace sur A est un idéal maximal,
est un idéal bilatére maximal.
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2. Généralités sur les sous-modules caractéristiques.

Dans toute la suite, on considére un anneau A et un A-module E. On
note Q I'anneau End ,(E) des A-endomorphismes de E.

Si E est fidéle, la A-algébre 2 est fidéle. Si E est noethérien,
la A-algébre Q est finie. On désigne par Eq le conifre-module de E défini
comme suit :

— Eg est un Q-module a gauche, dont le groupe abélien sous-jacent
est celui de E. :

— Si u appartient 4 Q et x 4 E, on pose uxr = u(x), calculé dans E.

L’anneau Endq(Eq) des Q-endomorphismes de Eq est le cenfre T
de Q.

Un sous-module C de E est dit caractéristique (ou complétement carac-
téristique) si u(C) c C pour tout u de L. On désigne alors par Cq le sous-
module de Eq dont le groupe abélien sous-jacent coincide avec celui de E.

L’application C - Cg est un isomorphisme du treillis des sous-modules
caractéristiques de E sur le treillis des sous-modules de Eq.

Si g est un idéal bilatére de £2, les sous-modules caractéristiques

D(q) =Y u(E),

ueq

Ga)={"Yu" @),

ueq

correspondent aux sous-modules qEq et Eq,, sous-module des éléments
de Eq annulés par q.

On connait (réf. [3]) la structure des sous-modules caractéristiques
dans certains cas : c’est ainsi que, si 'anneau A est local d’idéal maximal
engendré par un élément nilpotent, les sous-modules aEjy, ol a et b sont
des idéaux de A, et ol Ej est le sous-module des éléments de E annulés
par b, engendrent le treillis des sous-modules caractéristiques soit par
formation de sup, soit par formation de inf, ce qui est équivalent pour
des raisons de dualité.

ProposiTioN 2.1. — Soient A un anneau noethérien, S une partie
multiplicative, B 'anneau S™' A, E un A-module de type fini.

L’application naturelle j. de E dans E gz) B définit un épimorphisme du

treillis des sous-modules caractéristiques de E sur le treillis des sous-modules
caractéristiques du B-module E @ B.
A
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La preuve se déduit du fait que l’application de End,(E) gi) B dans
End (E @ B), qui a I'élément v ® b fait correspondre ’élément w tel que

w@Q ) = () Q (bd)
est un isomorphisme de B-algébres, et du lemme suivant :

LemME. — Sous les hypothéses de la proposition 2.1, si F est un sous-
module de E ® B, on a I'égalité
A

Hom,, (E, j&' (F)) = jitam <Hom3 <E ® B, F>>

En appliquant la proposition au cas out S est le complémentaire d’un
idéal premier p, on obtient le corollaire ci-dessous.

CoRrOLLAIRE. — Soient A un anneau noethérien, E un A-module de type
fini, C un sous-module caractéristique. Les composantes primaires isolées
de C sont aussi caractéristiques.

Remarques. — Un sous-module caractéristique de E est dit marimal
(resp. minimal) s’il est maximal (resp. minimal) dans I’ensemble des sous-
modules caractéristiques distincts de E (resp. de o).

Sil’anneau A est local d’idéal maximal m, on voit que :

— Si A est noethérien, un sous-module caractéristique maximal
du A-module de type fini E contient mE;

— Si A est artinien, un sous-module caractéristique minimal est contenu
dans le socle E,, de E.

3. Sur certains idéaux de l'anneau Q.

Soient A un anneau, E un A-module, F un sous-module. On note
D (F) [resp. g(F)] I'idéal a droite (resp. a gauche) de I'anneau £ des endo-
morphismes de E dont les éléments sont les endomorphismes d’image
contenue dans F' (resp. de noyau contenant F).

Si F est un sous-module caractéristique, il est clair que les idéaux d (I)
et g(F) sont bilateres. L’idéal d (F) ou g(F) peut étre bilatére sans que F
soit caractéristique, mais il n’y a pas a s’arréter a ce fait, car

— si d(F) est bilatére, le sous-module F' = 2 u(E) est carac-

wEd(F

téristique, et d(F’) = d(F);
— si g(F) est bilatére, le sous-module F"= m u—'(o) est carac-

ueg(F)
téristique, et g(F") = g(F).
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Si C est un sous-module caractéristique, on obtient des suites exactes

0—d(C) - End(E) - End(E/C),
0—g(C) - End(E) — End(C).

ProposiTiON 3.1. — Soient A un anneau, E un A-module de type fini
fidéle, F un sous-module.

10 Si A est noethérien, U'égalité d (F) = o équivaut a F = o.

20 Si A est artinien, I'égalité g(F) = o équivaut a F = E.

La preuve du 1° figure dans ([2], théoréme 2, p. 358). Aussi, en déduirons
nous celle du 2° par dualité.

11 est loisible de supposer A local. Soit I I’enveloppe injective de son
corps résiduel. On pose

E*= Hom,(E, I), F*= Hom, (F, I).

L’isomorphisme naturel de E sur son bidual E* et I'isomorphisme naturel
Hom, (E, E*) = End(E*)

montrent que la transposition est un isomorphisme de A-algébres

de End(E) sur End(E").

L’image de g(F) par cet isomorphisme est I’ensemble des éléments u*
de End(E") tels que F* soit quotient du conoyau de u*. Si G* est le sous-
objet de E* tel que E*/G*= F*, on voit que J'image de g(F) est d(G").
Or, la fidelité de E implique celle de E*. L’égalité g(F) = o implique
donc successivement

»(G") =0 ,G =0, F'=F" et F =E.

CoROLLAIRE. — Si A est artinien et si F est un sous-module distinct de
E (resp. de o), I'annulateur & gauche (resp. a droite) de I'idéal d (F)
[resp. g(F)] est non nul.

Ceci résulte de I'égalité g(F) d»(F) = o.

ProrosiTioNn 3.2. — Soienf A un anneau noethérien, S une partie
multiplicative de A, E un A-module de type fini, F un sous-module.

On a les formules

ST (0 (F)) =d(S7'F),
S~ (g(F)) =go(57'F).

Ces formules s’obtiennent, en effet, par tensorisation par S—A des

suites exactes
o —> d(F) - End (E) -~ Hom,(E, E[F),
o—>g(F) —~End(E) —~Hom,(F, E).

La premiére est, évidemment, fort classique.
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4. Sur certains idéaux premiers de 'anneau 2,

La définition qui suit est inspirée de [3].

DEFINITION. — Un idéal premier q de 'anneau 2 des A-endomorphismes
d’'un module fidéle E est dit caractéristique a droite (resp. a gauche), si p
désignant la trace de q sur A, on a la condition ‘

2 v(E,) #E, [resp. n v (0) #& o.]

reap v Epg

THEOREME. — Soient A un anneau, E un A-module de type fini, fidéle.

1° Si A est noethérien, Uapplication ® : C +> d(C) du treillis des sous-
modules caractéristiques de E dans U'ensemble des idéaux bilatéres de £,
induit une surjection de Iensemble des sous-modules caractéristiques C,
tels que Ann (E/C) soit un idéal premier p de A et que C soif maximal pour
cefte propriété, sur I'ensemble des idéaux premiers caractéristiques a droite
admettant p pour frace sur A.

20 Si A est artinien, Uapplication W : C v g(C) du treillis des sous-
modules caractéristiques de E dans U’ensemble des idéaux bilatéres de L,
induit une surjection de Iensemble des sous-modules caractéristiques C,
tels que Ann(C) soit un idéal premier p de A et que C soit minimal pour
celte propriété, sur Uensemble des idéaux premiers caractéristiques a gauche
admeltant p pour trace sur A.

Preuve. — La proposition 2.1 et son lemme permettent de se ramener
au cas ou A est local d’idéal maximal p. La preuve du 1° dans ce cas,
se trouve dans ([2], théoréme 1, p. 350). Celle du 2° s’en déduit par dualité.
Donnons-en une démonstration directe.

Si q est un idéal bilatére maximal tel que G(q) = n u—'(o) soit:£ o,
ue
g(®(q)) est un idéal bilatere de 2, distinct de Q et co;tenant g. On a
donc q = g(®(q)). Si C est un sous-module caractéristique minimal
contenu dans ®(q), on a aussi q = g(C).

Réciproquement, si C est un sous-module caractéristique minimal,
soit @ la restriction & C de I'élément u de @, et soit S I'image de Q
dans End(C), isomorphe a /g(C).

Si ug g(C). il est clair que

(M) (u)~(0)

xeQ



274 J.~P. LAFON.

est sous-module caractéristique de E. Il ne contient pas C puisque u—*(o)
ne contient pas C. La minimalité de C implique I'égalité

Cn< () () (o)> —o

xeQ
et, par restriction,

(M) @z)y(0) = o.

.reS

Ceci implique que S est semi-simple : si le radical t de S était non nul,
il existerait un entier p >1 tel que r”?=o0 et r/~'>2 o. Si v était un
élément non nul de r, on aurait

(o) =" < ﬂ (uz) (o)> = m (uzv)— (o) =E.

res =

Ceci impliquerait ¥ == o, contrairement a I’hypothése.

La simplicité de S résulte alors de ce que tout idempotent central de S
est o ou 1 car, si & est un tel indempotent non nul,

(1—0)() = () @EG—w)~'(0) = () @(x—u)2)"(c) = E.
zed z€els

Remarques.

1° Si Uanneau A est artinien, les notions d’idéal premier caractéristique
a droite et a gauche sont intrinséques, i. e. ne dépendent que de I’anneau
et pas du A-module E tel que End(E) = Q.

On peut, en effet, supposer A local d’idéal maximal p. Il résulte du
théoréme qu’un idéal caractéristique a droite (resp. a gauche) est de la
forme b (C) [resp. g(C)] ot C est un sous-module distinct de E (resp. de o).
Il en résulte que annulateur & gauche (resp. a droite) de cet idéal est
non nul (prop. 3.1).

D’autre part, si I'idéal q n’est pas caractéristique a droite (resp. a

gauche), on déduit de la conditionZu(E) =E [resp.-m u—t(o) = 0]
Uueq
que son annulateur a gauche (resp. a droite) est o.
20 On remarque que I'existence d’idéaux premiers non caractéristiques
a droite (resp. a gauche) tient a la non commutativité de £2.
On peut, évidemment, se limiter au cas des idéaux bilatéres maximauz.
Si q est un tel idéal non caractéristique a droite, on a I'égalité

LEq

qEo = Eq
avec les notations du 20°.
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Or, la commutativité de £ impliquerait g = £, car Eq est un 2-module’
(a gauche) de type fini, et 'on peut écrire, si e; ({ =1, ..., n) est un
systeme fini de générateurs de E,

€; =2a,~;e,,

(81-1'——(1,'}')8,':0 (i,j=1, ey n)s

ol a;; € q, soit

d’ou
det(9;;—a;;) = o
et 1€q.
De méme, si q n’est pas caractéristique & gauche, on a I'égalité

Egq=o0

qui implique q = o, si Uanneau A est artinien.

32 On peut se reporter a [2] pour le fait que @ (resp. ) induisent des
surjections et non des bijections en général.
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