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REPRESENTATIONS INDUITES HOLOMORPHES
DES GROUPES RESOLUBLES ALGEBRIQUES ;

PAR

Jacoues DIXMIER.

Introduction. — La notion de représentation unitaire induite a été
introduite par Mackey [14]. Si 7 est une représentation unitaire irré-
duclible d’un groupe G, il arrive souvent que 7 soit induite au sens de
Mackey par un caractére unitaire d’un sous-groupe de G. Par exemple,
si G est un groupe de Lie nilpotent connexe, foufe représentation uni-
taire irréductible de G est de ce type [19]. Si G est un groupe de Lie
semi-simple, il n’en est plus ainsi; mais HarisH-CHANDRA [12] et
GEL’FAND-GRAEV [11] ont construit des séries importantes de repré-
sentations unitaires irréductibles de G en considérant des représen-
tations « holomorphes induites », qui opérent dans des espaces de fonc-
tions analytiques ou partiellement analytiques. Cette notion de repré-
sentation holomorphe induite a été systématisée par BLATTNER dans [3].

Envisageons le cas des groupes de Lie résolubles connexes. On connait
de grandes classes de tels groupes pour lesquels toute représentation
unitaire irréductible est induite au sens de Mackey par un caractére
unitaire d’un sous-groupe [19]. Mais il existe des groupes de Lie réso-
lubles qui mettent cette propriété en défaut : d’'une part, bien entendu,
le groupe de dimension 5 de Mautner, qui n’est pas de type I; et d’autre
part certains groupes de type I (I’exemple de plus petite dimension est
le groupe simplement connexe de dimension 4 dont l’algébre de Lie
admet la table de multiplication

[61, 62] =—0¢s, [61, e:;] = €, [ez, e:J] = €,
[el ,e;,] = [32, 64] = [63, ek] = 0)-

Une conjecture vraisemblable est que, si G est résoluble connexe de type I
toute représentation unitaire irréductible de G est holomorphe induite
(en un sens qui sera précisé plus loin) par un caractére unitaire d’un
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sous-groupe. Dans ce Mémoire, nous vérifions cette conjecture pour les
groupes résolubles connexes algébriques linéaires.

Déja dans un article antérieur [9], pour résoudre certains probléemes
concernant les représentations de groupes trés généraux, on avait utilisé
le théoreme de von Neumann sur les solutions des relations de Heisenberg.
La méme situation se présente ici, mais on utilise cette fois la réalisation
de ces solutions dans des espaces de fonctions entiéres; cette réalisation
est due a BaraManN [1] et SecaL [18].

La notion de représentation holomorphe induite que nous utilisons
est un peu différente de celle de BLATTNER : elle est plus globale. Ceci
oblige a faire quelques hypothéses supplémentaires (certains sous-groupes
doivent étre fermés, et il faut imposer une condition aux modules).

Je remercie P. CARTIER, a qui je suis redevable de certaines corrections.

Notations et rappels. — On note R I'ensemble des nombres réels,
C l'ensemble des nombres complexes, C* l’ensemble des nombres
complexes 7 o.

Si V est un espace vectoriel réel, on note Vg sa complexification.
Si G est un groupe algébrique linéaire réel, on note Gg sa complexifi-
cation.

Soit G un groupe topologique. On appelle caractére unitaire de G
une fonction complexe continue y sur G telle que |x(¢9)| =1 pour
tout ge€ G, et telle que »(g9') = x(g9) 7(¢') quels que soient ¢, ¢’ € G.

On dit « représentation unitaire » pour « représentation unitaire forte-
ment continue ». Si 7 est une représentation unitaire d’'un groupe topo-
logique, on note &(m) l'espace hilbertien ou opére la représentation.

Si G est un groupe opérant a gauche dans un ensemble X, on note v(g),
pour tout g€ G, la bijection de X sur X définie par g.

Si G est un groupe localement compact, on note 3; une mesure de
Haar & droite sur G, et A; lemodule de G. Rappelons que v(9) B¢ = An(9)Ba
pour tout g€ G. Soient p une mesure sur G, L un sous-groupe fermé
de G, g+ g lapplication canonique de G sur I’espace G/L des classes
a droite suivant L; supposons que v())p = A (). pour tout [€L;
alors il existe une mesure ¢’ sur G/L et une seule telle que 1 (f) = ' (f’)
pour toute fonction f continue & support compact sur G, ou f’ est la
fonction sur G/L définie par

f(§) = f £lg) dB.(D-

On pose p’' = /3, (cf. [6], chap. VII, § 2).

Soient G un groupe localement compact, L un sous-groupe fermé
de G, et y une représentation unitaire de L. La représentation unitaire
de G induite par y au sens de Mackey peut se définir, d’apres [2], de la
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maniere suivante. Soit F*(y, G) I’espace vectoriel des fonctions f sur G,
a valeurs dans &(y), possédant les propriétés suivantes [on note |u|
et (u, u’) la norme et le produit scalaire dans &(y)] :

(i) f est mesurable;
(ii) on a, quels que soient €L et ge G :

(1) fg) = Qr A O %O f(9);

(iii) |f|* est localement intégrable pour 3;; d’aprés (ii), on a, pour
tout leL,

TOAFPE) = QLAY O A f1PEe=AL(D ([ *5e);
(iv) la mesure (| f|?3:)/3. est bornée.

Sif, f €5 (y, G), la mesure ((f, f') 3:)/ 3. est bornée, et I'on note (f| f')
la masse totale de cette mesure. Ainsi, 5*(y, G) devient un espace
préhilbertien complet. L’espace hilbertien associé & (y, G) s’obtient en
identifiant deux fonctions de 5°(y, G) égales localement presque partout.

Pour go€ G et feF (4, G), soit m(g,) f la fonction ¢ f(gg)) sur G,
qui est un élément de 7*(y, (r) de méme norme que f. L’opérateur = (g,)
est unitaire dans 7*(y, G). Notons encore w(g,) l'opérateur qu’on en
déduit dans 7 (y, G) par passage au quotient. Alors 7 est une repré-
sentation unitaire de G dans F(y, G) qu'on notera Ind (¥, G).

Les groupes de Lie seront soit réels, soit complexes. On supposera
implicitement qu’ils n’ont qu'une famille dénombrable de composantes
connexes (en fait, ils n’en auront qu’'un nombre fini dans la partie déci-
sive du Mémoire); ils sont donc séparables. Si G est un groupe de Lie
réel, d’algebre de Lie g, on note Ad, ou Ad,, la représentation adjointe

de G dans g, et Adg, ou Adgc’ la représentation adjointe de G dans g.

Comme dans [9], on aura besoin du théoréme suivant, de C. CHEVALLEY :
soient V une variété algébrique réelle, G un groupe algébrique réel
opérant dans V réguliérement au sens de la géométrie algébrique (autre-
ment dit, l'application donnée de GxV dans V est un morphisme au
sens de la géométrie algébrique); soit G’ un sous-groupe de G conte-
nant la composante neutre de G; alors la relation d’équivalence R définie
par G’ dans V est borélienne, c’est-a-dire qu’il existe une suite de parties
boréliennes V; de V, saturées pour R, telles que toute classe modulo R
soit I'intersection des V; qui la contiennent. (L’énoncé ci-dessus est un
peu plus général que celui de [9].) CHEVALLEY n’a jamais publié sa
démonstration. Mais il existe maintenant dans la littérature des théo-
rémes qui permettent d’obtenir immédiatement le résultat de CHEVALLEY.
D’abord, raisonnant par récurrence sur la dimension de V, et utilisant [17]
(lemma et theorem), on se ramene au cas ou il existe une variété quo-
tient W de Vg (complexification de V) pour I'action de Gg. Les orbites
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de Gg dans V sont alors fermées. D’aprés [5], p. 126, 1. 10-12, pour
chaque orbite O de G dans Ve 0NV est réunion d’'un nombre fini
de G-orbites ouvertes et fermées dans O n V. Chaque G-orbite est réunion
d’'un nombre fini de G'-orbites deux a deux homéomorphes. On voit
que chaque G'-orbite est un espace topologique non maigre (de deuxiéme
catégorie), et il suffit d’appliquer [10], théoréme 2.1.

1. Définition des représentations induites utilisées.

1.1. — Soient g une algébre de Lie réelle, G un groupe de Lie complexe
d’algebre de Lie gg, G un sous-groupe fermé du groupe réel sous-jacent
4 Gg, d’algebre de Lie g. Les données G, Gg sont fixées une fois pour
toutes dans les chapitres 1 et 2. Nous noterons x > Z la conjugaison
de g par rapport a g.

1.2. — Soient M un sous-groupe fermé de Gg, m son algébre de Lie.
Soit h = mnim le plus grand sous-espace vectoriel complexe de m.
Si me M, Ad(m) opérant dans g, laisse stables m et im, donc b. En parti-
culier, § est un idéal de m. Si H est le sous-groupe de Lie connexe (non
nécessairement fermé) de M correspondant a b, alors H est distinqué
dans M. Nous dirons que H est la partie complexe connexe de M. Posons
L=MnG; ona LnH= GnH.

Nous supposerons désormais que H est fermé dans M, et que M = LH
(donc M = HL). Le morphisme canonique de L dans M/H est continu
et surjectif, donc ouvert ([10], p. 111, cor. 3.3), donc I'application cano-
nique de L/(LnH) dans M/H est un isomorphisme de groupes topo-
logiques.

1.3. — Nous supposerons que Ag et Ay coincident sur Ln H; alors le
morphisme continu A7'2A!Y* de L dans RY (ensemble des nombres
réels > o) définit un morphisme continu de L/(LNnH) dans R*; en
composant avec les morphismes M — M/H — L/(Ln H), on obtient un
morphisme continu d,,, de M dans R¥. C’est 'unique morphisme égal
a A7'2AY? sur L et & 1 sur H.

1.4. — Soit ¥ un morphisme continu de M dans C*, tel que y = |L
soit un caractere unitaire de L.

Nous noterons §*(4, G) l'ensemble des fonctions complexes f sur
MG = (HL) G = HGC G, possédant les propriétés suivantes :

@ fl GeF* (3, G);
(ii) f(mg) = 0, c(m) Y (m) f(g) pour meM et g€ G.
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[La propriété (ii) est alors valable aussi pour me M et ge M G.] 11 est
immeédiat que f > f| G est un isomorphisme de I’espace vectoriel §*(J, G)
sur ’espace vectoriel 7*(y, G), isomorphisme qui sera dit canonique
ainsi que l'isomorphisme réciproque. On transporte par ces isomor-
phismes la structure préhilbertienne de F*(y, G), et §*(y, G) devient
ainsi un espace préhilbertien complet; nous noterons & ({4, G) I'espace
hilbertien associé, qui est canoniquement isomorphe a & (y, G).

1.5. — Pour tout ¢, € G, soit m(¢,) I'opérateur de translation a droite
par ¢, dans F*(y, G) et F(y, G). Si feg (Y, G), il est immédiat que
la fonction mg = f(mgg,) sur M G [fonction que nous noterons =~ (¢.) f]
appartient a §*(y, G), et que (n7(g9.)f)| G = m(9.) (f| G). Notons
encore m~(g,) l'opérateur correspondant dans ¢ (¥, G). Alors ©~ est
une représentation unitaire de G dans §(J, G), transformée de 7 par
Iisomorphisme canonique de F(y, G) sur ¢ (4, G); nous la noterons
Ind~ (Y, G).

Les définitions de 1.4 et 1.5 n’ont évidemment aucun intérét en elles-
mémes; elles servent seulement a faciliter ce qui suit.

1.6. — Supposons que §) + b soit une sous-algébre de gg. Alors il
existe une sous-algébre ¥ de g telle que h + b = fe. SileL, Ad(D)

opérant dans g, laisse stables b et b, donc ¥, et f. Si K, Ky sont les

sous-groupes de Lie connexes de G correspondant a f, fg, alors K ef K
sont normalisés par L.

1.7. Si xebh, on a x4 xegnf;=% donc zebh 4 f; donc
hch 4+ %; donc f,=h +bh =0 + . Donc HK est une partie ouverte
de K.

OnaMG=HG= H(KG) = (HK) G.

1.8. — Nous noterons #¢*(y, G) l'ensemble des feg*(y, G) telles
que, pour tout ¢, € G, la fonction hk - f(hkg,) sur HK soit holomorphe
(ceci a un sens d’apreés 1.7). Il est clair que 4¢*(4, G) est un sous-espace
vectoriel de §*(¥, G). Soit #¢(4, G) son image canonique dans ¢ (, G).

1.9. LeMME. — Supposons K fermé dans G. Alors 3¢(¥, G) est fermé
dans Uespace hilbertien G (¥, G).

Démonstration. — Soit (fi, f2, ...) une suite d’éléments de ¢* (Y, G)
tendant, dans §*(4, G), vers un élément f. Il s’agit de démontrer qu’il
existe f'€s¢* (Y, G) égale a f presque partout sur G.

Soit (U;, U, ...) uh recouvrement de G par une suite de parties
ouvertes relativement compactes. Fixons un entier j > 1. D’aprés [2],
p. 81, lemme 1, la suite (f, | U,,f.| U}, ...) tend versf| U,; en moyenne
(pour 3;). Comme K est fermé dans G, on peut considérer une mesure
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quasi-invariante 2 sur G/K, et ramener une intégration par rapport
4 3¢ a des intégrations superposées par rapport a 2 et 34; d’aprés un
raisonnement classique, on peut supposer, aprés extraction d’une suite
partielle, qu’il existe une partie négligeable N,; de G ayant les propriétés
suivantes : KN;= N, et, pour tout g€ G— N, la suite (f. | U;n Ky,
f1U,nKg, ...) tend vers f|U,nKg en moyenne (pour la mesure
sur U;nKg déduite de 34 par translation). En extrayant une suite
partielle par le procédé diagonal, on peut supposer qu’il existe une
partie négligeable N de G ayant les propriétés suivantes : KN = N,
et, pour tout g€ G — N, la suite (f,| Kg, f-| Kg, ...) tend vers f| Kg
en moyenne sur toute partie ouverte relativement compacte de Kg
(pour la mesure sur K¢ déduite de 34 par translation).

Soient g€ G— N, ho€ H, k,€ K. Il existe un voisinage ouvert U
de hyk,g, dans K gs, un voisinage ouvert relativement compact W de
I’élément neutre dans K, et une sous-variété analytique réelle relati-
vement compacte V dans H contenant I'élément neutre, tels que I’appli-
cation (v, w) > h,vwk, g, soit un isomorphisme de la variété analytique
réelle VX W sur la variété analytique réelle U. On peut supposer qu’il

existe sur V un systeme de coordonnées (%, ..., Z,), et sur W un systéme
de coordonnées (%1, ..., 2n), tels que d=,, . . .d%, soit le produit de 3, | W
par une fonction bornée; d’ou un systeme de coordonnées (v, ..., 7,)

sur U. On a fi (hovwk, g.) = Y (hov) fi(wk, ¢v), doncla suite (f, | U, f.| U, ...)
tend vers f| U en moyenne pour dv,...dn, Donc la suite de fonctions
holomorphes (f,| U, f.| U, ...) tend vers une fonction holomorphe pour
la topologie de la convergence compacte. Ainsi, pour tout go€ G — N,
la suite (f, | HKg., .| HKg,, ...) tend vers une fonction holomorphe
pour la topologie de la convergence compacte.

Soit N’ N le complémentaire dans G de L(G — N). Alors N’ est négli-
geable, et LN' = N'; d’autre part, KL(G — N) = LK(G — N)=L(G—N),
donc KN'= N'. Soit ¢; la fonction égale a f; sur G — N’ et a o sur N'.
Comme f;|GeF*(y, G) et LN'= N’, on a ¢ €3 (y, G). Soit e 1'élé-
ment de §*(Y, G) correspondant a e¢; dans l'isomorphisme canonique.
Comme ¢ = f; presque partout sur G, €7 tend vers f dans §*(4, G).

Soit ¢,€ G. On va montrer que la suite (e7|HKg., €5 | HKg., ...)
tend vers une fonction holomorphe pour la topologie de la convergence
compacte. Si ¢g,€N’, on a HKg,cHKN' = HN', donc ¢ s’annule
sur HKg,, et notre assertion est évidente. Si go€ G — N’, on a ¢, =g,
avec l,eL et ¢g,€e G—N, donc HKg,= HKl,g,=l,HKg,, et
¢ |HKg,= f;| HKg,= f;|lLHKg,; notre assertion résulte alors de ce
quon a dit plus haut des f.

Soit f’ la limite simple des ¢ sur HG. Comme ¢ tend vers f
dans §* (¥, G), on a f'= f presque partout sur G. Comme € €G*(y, G)
pour tout i, on a f'(mg) = (d.u,¢¥) (M) f'(g9) pour me M et ge G; d’autre
part, pour tout ¢g.€ G, f'| HKg, est holomorphe. Donc f'e€d¢* (Y, G).
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1.10. — Ainsi, lorsque K est fermé dans G, #¢(), G) est un sous-
espace hilbertien de ¢ (4, G). II est clair que #¢*(), G) est stable par
les translations a droite que définissent les éléments de G. Nous
noterons Ind (Y, G) la sous-représentation de Ind™(y, G) dans (Y, G).

1.11. — Récapitulons les hypothéses nécessaires pour définir Ind (4, G):

(i) M est un sous-groupe fermé de Gg, dont la partie complexe
connexe H est fermée, et tel que M = LH (ou L = M n G);

(ii) A; et A, coincident sur LnH;

(iii) ¥ est un morphisme continu de M dans G* tel que ¢ | L soit un
caractére unitaire de L;

(iv) b étant 'algebre de Lie de H, h) + b est une sous-algébre de 8¢
(nécessairement de la forme fg, ou f est une sous-algébre de g);

(v) le sous-groupe connexe K de G correspondant a f est fermé.

1.12. — Soit fede* (Y, G). Quel que soit ¢g.€ G et heH, on a
f(hgs) = Y (h) f(gs); et Tapplication h +> f(hg,) est holomorphe sur H.
Donc, si fs£ o, ¢ |H est holomorphe. Ainsi, lorsque ¢ |H n’est pas

holomorphe, on a 4 (4, G) = o. Autrement dit, la définition de Ind (Y, G)
ne peut étre utile que si Y| H est holomorphe.

1.13. — Si McG, on a §h = o, et Ind(J, G) est la représentation
de G induite par y au sens de MACKEY.
1.14. — Dans le cas de [12],on a M = Heth + ) = g donc f = g,

donc K = G (car G est connexe); les ensembles HKg, (ou ¢,€ G) sont
tous égaux a l'ensemble HG, qui est une partie ouverte de Gg.

2. Deux lemmes sur les représentations induites.

2.1. LEMME. — On conserve les hypolhéses et les notations de 1.11.
Posons © = Ind(y, G). Soient de plus g', G', G avec des propriélés
analogues a celles de 1.1. On suppose que Gg est un sous-groupe de Lie
complexe fermé de G, qﬁe Gen G = G, ef que A;| K = A | K.

Alors on peul former Ind(y, G'), et Ind(Y, G') est unitairement équi-
valente a Ind(m, G’).

Démonstration. — On a MnNnG'=MnGenG'=Mn G = L.

Donc L reste inchangé quand on passe de G a G'. De méme évidem-
ment pour §, H, f¢, I, K¢, K.

Puisque A;|K =Ay|K, on a

tradjz =tradyz pour tout ref,
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donc
tr adgcy =tr adgéy

pour tout y € g et en particulier pour tout yeb; done, pour tout he H,
on a

dét Ad, (k) = dét Ad,, (h);

donc, pour tout h€ Hn G, on a dét Ad,(h) = dét Ad, (h). Donc
A |HNG=A¢|HNG=A.|HNn G.

Toutes les conditions de 1.11 sont donc remplies avec G remplacé par G',
et 'on peut former Ind({, G').

Posons y =1|L, et soient p = Ind(y, G), o'=Ind(y, G'), ¢'=1Ind(p, G'),
dont les espaces sont F(y, G), F(yx, G'), F(p, G).

D’aprés [2], théoreme 1, il existe un isomorphisme canonique @
de F(y, G') sur F(p, G') qui transforme p’ en ¢’. Dans [2] est construit
un sous-espace vectoriel partout dense F;(y, G') de F*(x, G’) avec la
propriété suivante : si u€ 7 (y, G’) admet un représentant feF;(y, G'),
®(u) admet pour représentant la fonction dont la valeur en ¢'e G’
est la classe de la fonction

9> (AL ALY (9) f(gg) sur G.

Soient maintenant u un élément quelconque de F(y, G'), f un repré-
sentant de u dans F*(y, G’), et cherchons un représentant de ®(u).
Il existe une suite (f,,f,, ...) d’éléments de F)(y, G') qui tendent
vers f dans #*(y, G'). Par extraction de suite particlle, on peut supposer
que f,(g") tend vers f(g’) presque partout sur G'. Il existe une partie
négligeable N, de G’ telle que, pour ¢’ € G'— N, les fonctions g -~ f,(gg’)
sur G tendent presque partout sur G vers la fonction ¢+ f(gg’). Soit f7,
la fonction sur G’ dont la valeur en ¢’ est la classe de la fonction
g (AL A7) (9) f.(g9’) sur G. D’aprés ce qu’on a rappelé plus haut,
les f;, tendent vers un élément f* de 5*(¢, G') de classe ®(u). Par nou-
velle extraction de suite partielle, on peut supposer que f,(¢9")—f"(9")
sauf sur une partie négligeable N, de G'. Donc, pour g'€ G'—(N,UN.,),
la classe de la fonction g (A/* A7*) (9) f(gg’) sur G est égale a f*(g').
En résumé, on peut prendre pour représentant de ® (u) la fonction sur G’
dont la valeur en ¢'€ G'—(N,UN,) est la classe de la fonction
9> (A7 A7) (9) f(g9') (et 1a valeur en ¢'€ N, UN, est par exemple o).

I’isomorphisme canonique de F(y, G) sur G (Y, G), qui transforme p
en ¢~ = Ind”(}, G), définit un isomorphisme de F(p, G') sur F(o~, G').
Considérons l'isomorphisme W' composé des isomorphismes suivants :

e ~ /
G G)>5(, G)—>F(p, G)—>T (", G)
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(le premier est I'isomorphisme canonique, et le troisiéme a été défini
a linstant). Ces isomorphismes transforment Ind™(y, G') successi-
vement en Ind(y, G'), Ind(p, G'), Ind(p", G').

Soit ueq (Y, G’), et cherchons W(u). Soit e un représentant de u
dans §*(Y, G'). 1l faut d’abord former f=e| G’, puis la fonction sur G’
dont la valeur en ¢’ est presque partout la classe de la fonction
g (A2 A7) (9) f(g9') sur G, enfin la fonction sur G’ dont la valeur
en g’ est presque partout la classe de la fonction

mg = (Ou,69) (m) (AL AZ7) (9) f(99") = (AL AL'*) (g) e(mgy’)

sur M G.

Si de plus ueac(y, G'), on peut prendre e dans a¢*(¥, G'). Alors,
pour tout ¢'€ G’ et tout g, € G, la fonction

hk > (A7 AGY) (kgo) e(hkgog’) sur HK
qui est égale, d’aprés une des hypothéses de ’énoncé, & la fonction
hk > (A/* A;'7%) (g0) e(hkgog’) sur HK

est holomorphe. Donc W (u) est la classe d’une fonction dont presque
toutes les valeurs appartiennent a #¢(y, G). Donc W applique #¢(¢, G')
dans F(m, G). '

Il suffit maintenant de prouver que C = W(s(J, G')) est partout
dense dans 7 (m, G'), et pour cela de vérifier que C satisfait aux condi-
tions (a), (b), (c), (d) du lemme 3.3 de [14] (compte tenu du passage de
la définition de [14] & celle de [2]). Ceci est immédiat pour les condi-
tions (a), (b), (c). D’autre part, soit S une section borélienne de G’ rela-
tivement a G, et S’ une partie borélienne relativement compacte de S
telle que GS’ soit non négligeable. Soit (f}, f,, ...) une suite partout
dense dans #¢*({, G). Définissons les fonctions f, f,, ... sur G' de la
maniere suivante : pour s€S et ge G, on pose

oo S QASEAD @) sioseS,
f,-(gs)_( o si seS—S".

On voit facilement que f;€7'(y, G'), donc f; se prolonge en une
fonction f,eg*(Y, G'); pour g.€ G, sv€S’', heH, k€K, on a
fi(hkgys0) = 4 (h) fi (kgoso)
= Y(h) (A5 AL (kgo) fi (ko) = (85" A7) (90) £ (hkgo) s
pour g,€ G, s,€S—S’, heH, keK, on a

fi(hkgos)) = J(h) f (kgus)) = o;
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donc f;eat* (Y, G'). Soit u,€3e(Y, G') la classe de f,. Alors les valeurs
des W(u,) sont partout denses dans 4¢(y, G) en presque tout point de S’
donc de GS’, d’olt la condition (d) du lemme cité.

2.2. LEMME. — On conserve les hypothéses et les notations de 1.11,
Soient de plus o', G', Gg avec des propriétés analogues a celles de 1.1.
Soit wg un morphisme holomorphe de Gg¢ dans Gg de noyau connexe, dont
la restriction » a G’ applique G’ sur G. Soieni M' = wg' (M), V' = bong.

Alors on peut former Ind({’, G'), et Ind(}’, G') est unitairement équi-
valente a Ind(y, G)on.

Démonstration. — Observons que dw(g') =g, donc dwg(gg) =gc.
L’algébre de Lie m’ de M’ est (dwg)~'(m). On a

m nim' = (dog)~'(mnim) =(dwg)~'(h);
posons
b'=m'nim' = (dog)~' (H).

La partie complexe connexe H’ de M’ est le sous-groupe de Lie connexe
de Gg d’algebre de Lie §’. On a dwg(h’) =1, donc wg(H') = H, donc
wa(we' (H)) = H; comme Kerog est connexe, wg'(H) est connexe, et
d’algébre de Lie b’; finalement, H' = wg' (H), et en particulier H' est
fermé. Posons

L=MnG=u0g(MnG=uo"(L);

on a w(L') = L puisque o(G) = G.

Soit m'eM'. On a wg(m’)eM, donc wg(m’) =1h avec leL, heH;
il existe I'e L', h'e H' tels que l = o (l'), h=wg(h’). Donc m'=1Uh ¢
avec un g'€Kerogc H', d’ot m'eL’'H’ et finalement M'= L'H'.
En particulier,

weg(M') = o(L)Yog(H')=LH =M.

Soit '€ L'nH'; posons | = w(l'). On a le LnH, donc Aq(l) = AL().
D’autre part, L et G s’identifient 4 L'/Ker» et G/Kerw, donc

QA2 A) () =@ Ac) (@) (6], p. 61, cor.).

Donc (Az' Ag) (') = 1. Finalement, A, et A, coincident sur L'nH'.
11 est clair que ¢’ est un morphisme continu de M’ dans C*, et sa
restriction ¥’ & L' est y ow, donc est un caractére unitaire de L'.
Comme b’ + 1§ = (dwg)~'(h +b) = (dwg)~' (fc), b’ + D' est la com-
plexification de la sous-algébre ¥ = (dw)~'(f) de g’. Le sous-groupe
de Lie connexe K’ de G' correspondant a ¥’ est la composante neutre
de o~'(K), donc est fermé dans G'. On a »(K') = K.
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Tout ceci prouve (cf. 1.11) qu'on peut former Ind ({', G').

Il est connu et facile & voir que lapplication f,+>f, 0w définit un
isomorphisme de F(y, G) sur F(y', G') qui transforme Ind (7, G)ow
en Ind (', G'). Soient f, €7*(y, G), et f, f' les éléments de §*(J, G),
G*(Y', G') correspondant a f,, f o par les isomorphismes canoniques;
pour e H' et ¢'€ G/, on a

['(hg) =4 R)(fiev)(9)
=Y (oc®) fi(2(9) = f(wat) »(9)) = (fove) ('g)

donc ' = fo wq. Ainsi, Papplication f fo ng définit un isomorphisme W'
de G (¥, G) sur ¢ (', G') qui transforme Ind™(Y, G)ow en Ind™ (', G).

Si fea’ (Y, G), il est clair que fowge dt* (Y, G'). Donc, si ues(d, G),
on a W (u)ea(y’, G'). Réciproquement, soit ueg(y, G), et supposons
que W(uea(l, G'). Soient feg’(y, G) un représentant de u,
f'ea’ (L, G') un représentant de ¥ (u). Alors f' = fo wg presque partout
sur G'. Pour ¢'€ G' et ¢, €eKerncL’, on a

(9, 9) =2 AL ALY @D ' (9) =" (9)-

Donc il existe une fonction f, sur G telle que f'| G'=f,o». Comme
fiow = fow presque partout sur G’, on a f, = f presque partout sur G.
Comme w(L’) = L, on voit que f, €7 (y, G). Donc f, admet un prolon-
gement f,eg (Y, G). On a f,={[ presque partout sur G. Si h'eH’
et g'e G,
f'('g) =" (R)f'(9)
= Y (we() i (2(9)) = . (0c(h) ©(9") =(f.o ) (W' g')

donc ' = f,o wg. Comme wg(H' K') = HK et que f' est holomorphe sur
les ensembles H' K’ ¢’ (ou ¢’ € G'), f: est holomorphe surles ensembles HKg
(o g€ G). Donc f,e€s (Y, G). Comme u admet les représentants f

et f,, on a ues (Y, G). Donc Y définit par restriction un isomorphisme
de J¢(d, G) sur 3, G'), qui transforme Ind(Y, G)ow en Ind(’, G').

3. Remarques sur certains groupes nilpotents.

3.1. — Soit (e, €1, ..., €51, €:3) la base canonique de R2%+!, 1] existe
une algébre de Lie unique n dont 'espace vectoriel sous-jacent est R+
et pour laquelle

(1) [esimry €] =—[ear, €21] =€y (I=1,2,...,9),

les autres crochets entre vecteurs de base étant nuls. Le centre et
I’algebre dérivée 3 de n sont égaux a Re,. Soit N le groupe simplement
connexe d’algébre de Lie n. On identifiera N a n = R+ par l'appli-
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cation exponentielle. La loi de composition dans N est alors donnée par
I’égalité suivante, qu'on déduit de la formule de Campbell-Hausdorft :

1

(2) (P‘b Oty oo vy P‘-’a) (P/(n P,u ey Pz'))

]
I
= <p<.+ ot Z(P-zz—lp;z—mzpéz_,), Pt 0l wes 0234 .Oéa>-

=1

Le centre et le groupe dérivé Z de N sont égaux a Re,.

On identifiera ng et le groupe complexe simplement connexe corres-
pondant Ng & G***'; la loi de composition dans Ng est encore donnée
par (2).

3.2. — Soit 7 une représentation unitaire irréductible de N. Alors
il existe un caractére unitaire unique y de Z tel que 7m(z) =y (2).1
pour tout zeZ. L’application 7+ y est une bijection de l’ensemble
des classes de représentations unitaires irréductibles de N non triviales
sur Z, sur l'ensemble des caractéres unitaires non triviaux de Z
(cf. [16], p. 577). Pour tout caractére unitaire non trivial ; de Z, nous
noterons 7., la représentation unitaire irréductible correspondante de N.

Soit p une représentation unitaire de N. Supposons qu’il existe un
caractére unitaire non trivial ¢ de Z tel que p(z) = ¢(2). 1 pour tout z€ Z.
Alors ¢ est somme hilbertienne de représentations unitairement équi-
valentes a my ([16], p. 577). En d’autres termes, il existe un espace
hilbertien #¢ tel que p soit unitairement équivalente a la représentation
n,@ 1 dans &(m.) ® 0.

3.3.— Soit h = Ge,+ C(ei+ ie.) + C(es 1 ie)) 4. . . + C(ess— + i€3),
qui est un idéal commutatif de ng. Alors h+h =ng Soit H le
sous-groupe connexe correspondant de Ng (en tant qu’ensemble,
H s’identifie a h). Soit ¢, le morphisme holomorphe (g, 01, (21, 0,
103, .y Paz—1, L1P23—1) > exp(ipo) de H dans CG*. Soit y, le caracteére
unitaire (o, 0, 0, ..., o) > exp(ip,) de Z. On a HNN = Z, 4| Z =y,
N et Z sont unimodulaires. On peut donc former

(3) 7y = Ind (o, N).
3.4, — Comme h+n=ng HN est ouvert dans Ng Mais H est
distingué dans Ng, donc HN est un sous-groupe de N, et HN = NH = Ng.

3.5. — Par suite, 3¢*(J,, N) est 'ensemble des fonctions f holomorphes
sur Ng qui possédent les propriétés suivantes :

(i) quels que soient he H et n€Ng, on a
(4 f(hr) = Yo (h) f(n);

(ii) f' désignant la restriction de f 4 N, la mesure | f'|>35/B est bornée.
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L’espace d¢(d,, N) s’identifie a s¢* (4o, N).

La mesure 3y sur N = R**+' est la mesure de Lebesgue dp, do. . .dp.3.
Identifiant N/Z a R?® muni des coordonnées P1, Pa, ..., P27, la mesure
[f'1?Ba]37 s’identifie, comme on le voit facilement, 4 la mesure

/(05 P15 P25 « -5 P23) [Pdpidps. . .dpss.
Ainsi, la condition (ii) s’écrit
(00 01 ooy ) s <o
R?
3.6. LEMME. — La représentation m, est unitairement équivalente
a m,, (cf.3.2).

Démonstration. — Pour z€Z et fe€d(}, N), on a, quel que soit

HGNQ :

(m (@) ) () = f(nz) = f(zn) = $o(2) () = 7 (2) ()
donc my(2) = 70(20).1. Compte tenu de 3.2, m, est somme hilbertienne
de représentations unitairement équivalentes a ..

Soit §'= CG(e,—ie:)+. ..+ C(ess_1—ies3). Soit H' =exp(h’)cNg.
On a HNnH' ={o}, et, pour tout élément (o, 71, ..., 723) de Ng,
i
4

i . 1 , i .
5 @—1a2), ey S (23— 1033), N (Fopa— w-za)>.

I .
s ;(a’l—— igs),

(5) (G’o, Ty veey 0'26) = <°'0 + (U% 4o+ .+ 0':;,;)

1 . i , 1 . i .
(0, S@tin), —~(@tian), ..o S (Tt 10w), — - (T + l°'-2r))> .

Donc Ng est produit semi-direct des sous-groupes commutatifs H’
et H. Soit & I'’ensemble des fonctions complexes holomorphes sur Ng
vérifiant (4). Soit &~ I'ensemble des fonctions complexes entiéres sur CZ.
Pour f €6, soit f~ la fonction (o, ..., g3) > f((0, 71, — iy, T3, — 10, .. .,
g5, — ig3)) sur €, qui est un élément de &, Alors fi> f~ est une bijec-
tion de & sur &°. Pour py, ps, ..., 023 €R, on a, d’apres (5) :

f((05 015 P2y wevs 20))
=d(( Lt ettt e L oi—ie)

\

i . . i .
; (pr—1p2)s ooes é (p2s—1— ipas), N (p2i—1— lp-.»a))).

/ . i . . i .
f<(0, é({h-l— ips), — E(Pl"l‘lpz), cees é(p.y;__l—}— ip2s), — ; (926—1* 1925)>>

9 9 \ . .
= €xp (\- %(PI—F . +P.?a))f~<é(91+lpz), ) é(926—1+lP26)>.
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Donc fede(l,, N) si et seulement si

Lo (=t am)

\

. 'f~<‘;‘(91+i92), cees é(pza_l—i—ipza))l-dp,. codpr <4

ou
f @1, vy o) Pexp(—a(|o1 P+ ..+ o3 dp. . .doss <+ o
a?
(9'/: = Oaf—1 + isz)

Nous noterons &’ I'espace hilbertien formé des fonctions de & vérifiant
la condition précédente. On a donc défini un isomorphisme de 'espace
hilbertien #¢(Yy, N) sur I’espace hilbertien &’. Cherchons la trans-
formée m, de m, par cet isomorphisme. Soit (0v, 01, ..., g23)€N. On a,
pour fe€ (Yo, N) et (o1, ..., 0;)€C? :

(o ((@os 15 -+ -5 2227 (@15 - -+, 3)
= (T ((0vs P15 - - - P22))f) (0, 01, —iT), ..., T2
= f((os gy, —10y, ..., 03 —103) (Po, D15 < vy 926))

= f<<90+ j; 201(9214— par—1)s
=1

g+ P, — 00+ 02y eery O3 F D23y, — 103 +P~zr)>>.

/

ic;)

Compte tenu de (5), ceci est la valeur de f en hR', ol

N ~

[ )
h = <po+ é 261(?21-!- ipa) + % Z(sz—n 4024 20,00 — 217/p2)),
(=1

(=1
I . i . I . i, . _—
;(91_199)9 E(Pl“'lpz), cees ;(on—l—lpzo), ;(on_|—~lng)>,
W <0, é(zd, + p1 4+ 102), —é(za, +o0140p2), ey
I . i . \
5 ot i00), — (2054 puii 1926))-

La valeur de f en hh' est donc

5 4}
expi <Po+ ; Z o1(par+ 102-1) + %2(931—1 + 03+ 290201 — 2i7/911)>-

(=1 =1

f~<°'1+ 2(91'1' iPz), e T3t ;(Pza—x—}‘ i926)>.
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Ainsi
(T ((eos 015 o5 23D [) (015 - -, 92)

= exp<ipn—m (PI——ipg)—. . ‘_UC(PZE—I—iPzr;)
— e ) ).

F(ot S ied o ot | Gt l) .

Cette représentation =, est connue ([1], p. 207-208 et [18], p. 520-522),
et on sait qu’elle est équivalente a m,. Indiquons cependant une
démonstration, de sorte que notre exposé utilisera seulement [16].
Pour p,5£0, on a

(o7' (7, (exp(0, 01, 0,0, ..., 0)—1) ) (o1, ..., T5)
= pT‘ (f~<0'1—|— é Pl’ T2y aeey Ja) eXp <_‘7IPI_£‘021) —f~((7|, Ty eeey ’Tr))>.

Soit <> c &’ I’ensemble des polyndémes en @y, ..., ;. Si f7€<, on voit
facilement que la fonction précédente a pour limite dans &', quand p,— o,

L of” .
s 0 o™

Donc
dr) eyf~="L 2L

2 do,

On voit de méme que

@) @) =" oL o,

2 do,

d’ou facilement

~

(dmy) (el +e)f =—[f"—29,

da,

et lon calcule de méme (d=m,)(e3;_, +e3;). Les mondmes
faong (@15 weey 33) =TT, o35 forment une base orthogonale de &'. On a

(dﬂ,o) (ef +- .. "I’ eff‘]) fn,,...,nx=“" afm ,,,,, "8_ 2(nl+ n'ﬁ"‘- o + na) fn“""”»}.

Donc (dn) (ei+. ..+ e3;) est essentiellement autoadjoint, et f,ll,,,,,,l8

est vecteur propre de valeur propre —oJ—a2(n.+...+n;). En parti-
culier, — 0 est valeur propre simple. Il en résulte que =, donc 7, ne
peuvent étre somme hilbertienne de plus d’une représentation w,.

3.7. LEMME. — Soif ™ une représentation unilaire de N telle que
7 ((py, 0, 0, ..., 0)) =exp(ig,).1 pour tout p,€R. Il existe un espace
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hilbertien 3¢ tel que m soit unitairement équivalente a la représentation =, ® 1
dans 3¢(d,, N) ® a¢.
Démonstration. — Ceci résulte de 3.2 et 3.6.

. Enoncé du théoréme principal.

4.1. TuEorEME. — Soient I' un groupe algébrique linéaire réel réso-
luble, G un sous-groupe de I contenant la composante neutre de T, N le
sous-groupe algébrique distinqué connexe de I' formé des éléments uni-
potents de I', g et nt les algébres de Lie de G et N. On suppose que G|N est
commutatif (c’est le cas nolamment si G est connexe). Soit w une repré-
sentation unitaire irréductible de G. Il existe un sous-groupe fermé M
de I'q et un morphisme continu ¢ de M dans G* ayant les propriétés
suivanles : .

(i) la partie complexe connexe H de M est un sous-groupe algébrique
de Ng;

(ii) M = LH en posant L =M n G;

(iii) Y | L est un caractére unitaire de L;

(iv) b étant 'algébre de Lie de H, b 1 est la complexifiée d’une sous-
algébre [algébrique ()] T de n; soit K le sous-groupe (algébrique) connexe
de N correspondant. Les propriétés qui précédent permeltent (*) de former
Ind(Y, G);

(v) HK = KH = Kg;

(vi) 1 étant Ualgébre de Lie de L, on a (Ig+b)n(lg+5) =Ig;

(vii) 7 est unitairement équivalente a Ind(}, G).

4.2, — L’hypothése que G/N soit commutatif est indispensable.
En effet, soit F' un groupe fini résoluble. Il est isomorphe a un groupe
algébrique linéaire réel G. Si le théoréme est vrai pour G, toute repré-
sentation unitaire irréductible de F est induite au sens classique par
une représentation de dimension 1 d’un sous-groupe de G (car ici ) = o).
Or, cette propriété peut étre mise en défaut pour certains groupes finis
résolubles. Je dois le contre-exemple que voici & J.-P. SErRrE. Soit 4
le groupe des quaternions -1, =i, &= j, + k. Soit B le groupe multi-

plicatif d’ordre 3 engendré par le quaternion ;(—1-}—1' +j + k),

groupe qui normalise A. Soit C = BA = AB, qui est un groupe réso-

(') Toute sous-algébre a de n (ou de “c) est algébrique, et I’application exponen-
tielle définit un isomorphisme de la variété analytique a sur un sous-groupe algé-
brique A de N (ou de N.), isomorphisme qui transforme les fonctions polynémes
sur a en les fonctions polyndémes sur A ([8)], p. 123, prop. 14).

(*) Comme N est nilpotent et distingué dans G, on a Ag|N =4, | NnL = 1.
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luble d’ordre 24. Le groupe des commutateurs de C est A, donc C ne
possede aucun sous-groupe d’indice 2. La réalisation classique des quater-
nions comme matrices complexes a 2 lignes et 2 colonnes fournit une
représentation irréductible de dimension 2 de C, et cette représentation
ne peut étre induite par une représentation de dimension 1 d’un sous-
groupe C’ de C, car C’ serait d’indice 2 dans C.

4.3. — Reprenons les notations de 4.1, et soit t un sous-espace vectoriel
supplémentaire de § dans fg. Tout élément de HK = K¢ s’écrit de
maniere unique (exph) (expf) ou heb, fet. Soient fe sk (4, G) et g€ G.
La restriction de f a Kgg est parfaitement déterminée par la fonction
t > f((expt)g) sur t, qui est une fonction entiére. Ceci est en contraste
avec le cas des groupes semi-simples, pour lesquels les variétés analy-
tiques complexes qu’on introduit en théorie des représentations sont
isomorphes & des domaines bornés. C’est notre définition « globale »
des représentations holomorphes induites qui nous permet de formuler
cette remarque.

5. Démonstration du théoréme principal.

5.1. — En diminuant au besoin I', on peut supposer, dans toute la
démonstration, que I' est le groupe algébrique engendré par G.
Si G est commutatif, on peut prendre M = G, ¢ = m.

5.2. — Nous supposerons le théoréme établi pour les groupes de
dimension strictement majorée par celle de G. D’autre part, le nombre
de composantes connexes de G est fini. Nous supposerons le théoreme
établi pour les groupes dont le nombre de composantes connexes est
strictement majoré par le nombre de composantes connexes de G.

5.3. — Soient a un idéal commutatif de n stable par Ad(G), et A
le sous-groupe connexe correspondant de G. Alors A est distingué dans G.
D’apres un théoréme de Chevalley (cf. Notations et rappels) et le raison-
nement de [9], p. 326, 1. 22-34, A est régulierement plongé dans G.

D’apres [15], théoréme 6.3, il existe, dans le dual A du groupe A, une
G-orbite Q qui porte la classe de mesures associée a 7| A. Soient » € L2,
et G’ (resp. I”) le stabilisateur de » dans G (resp. I'). Alors I'" est un
sous-groupe algébrique de I' (|8], p. 28, cor. 2), G'=1'nG, et G
contient la composante neutre de 17; soit g’ I’algebre de Lie de G' et I'.
D’aprés [15], théoréme 8.1, il existe une représentation unitaire irréduc-
tible 7’ de G’ telle que = = Ind(z’, G).

Supposons 2 # {w}. Alors G’ G. Donc, ou bien dim G’ < dim G,
ou bien g’'= g et le nombre de composantes connexes de G’ est stricte-
ment majoré par le nombre de composantes connexes de G. D’autre
part, G’'/(Nn G') est commutatif. On peut donc appliquer & G’ 'hypo-

BULL. SOC. MATH. — T, 94, FASC. 3. 13
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these de récurrence. Il existe un sous-groupe fermé M de I'g et un mor-
phisme continu ¢ de M dans G* ayant les propriétés suivantes :

(i) la partie complexe connexe H de M est un sous-groupe algébrique
de (I" N N)g;

(ii) M =LH en posant L =Mn G';

(iii) ¢ |L est un caractére unitaire de L;

(iv) b étant l'algébre de Lie de H, h 4 b est la complexification d’une
sous-algébre ¥ de g'nmn;

(v) K étantle groupe connexe correspondant a ¥, ona HK = KH = Kg;

(vi) T étant I'algébre de Lie de L, on a (Ig+b)n(lg+b) =Ig;

(vii) n’ = Ind (Y, G').

On a I"="Ignl, donc G'=1"NnG=Tgn G, donc

MAnG=MnT¢nG=MnG = L.

D’autre part, A¢| K = A, |K =1, donc le lemme 2.1 ou 'on échange
les roles de G et G' (et ou I'g, I'g servent de groupes complexes) donne

7 = Ind(z’, G) = Ind(}, G).

Ainsi, le théoréme est établi si Q7 {w |, autrement dit si 7| A n’est
pas une représentation par des opérateurs scalaires. On peut donc faire
désormais I’hypothese suivante :

(H,) Pour tout idéal commutatif a de n stable par Ad(G), la restric-
tion de m a A (sous-groupe connexe correspondant a a) est une repré-
sentation par des opérateurs scalaires.

5.4. — Soit a un idéal = o de n stable par Ad(G), donc par Ad(TI’).
Soit A le sous-groupe connexe correspondant de G. Supposons 7 triviale
sur A.

La complexification Ag de A est un sous-groupe algébrique connexe
de Ng, distingué dans I'¢. Le groupe quotient I'¢=I'¢/A¢ est cano-
niquement un groupe algébrique. Soient wg le morphisme canonique
de T'¢ sur I'g, et » la restriction de wg a I'. Alors I'= o (I') est un
groupe algébrique réel de complexification I'g ([5], p. 67, 1. 15-16).
Soit g’ l'algeébre de Lie de I'. On a dw(g) =g’ ([7], p. 140, prop. 5).
Donc, si I'"" est la composante neutre de I, et si G'=w(G), on a
I'"c G'cl”. Soient N'=w(N), n"=dw(n). Les éléments unipotents
de T'g sont ceux de wg(Ng) ([4], th. 9.3); donc les éléments unipotents
de G' sont les images des éléments de G congrus modulo Ag a des élé-
ments de Ng, c’est-a-dire les éléments de

©(GNANgAg) =(GNNg) =(N) = N.
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Le groupe G'/N’, isomorphe & G/N, est commutatif. Soit =’ la repré-
sentation unitaire irréductible de G’ telle que m=7'ow. On a
dim ¢’ <dim G, donc on peut appliquer 4 G’ et ©' I’hypothése de
récurrence. Il existe un sous-groupe fermé M’ de I'g et un morphisme
continu ¢’ de M’ dans G* ayant les propriétés suivantes :

(i) la partie complexe connexe H’' de M’ est un sous-groupe algé-
brique de Ng;

(ii) M'=L"H' en posant L'=M'n G';

(iii) ¢'| L’ est un caractére unitaire de L’;

(iv) b’ étant lalgebre de Lie de H', h'+ b’ est la complexification
d’une sous-algébre ' de n’;

(v) K' étant le sous-groupe connexe correspondant a f’, on a
H'K'=K'H' = Kg;

(vi) I étant 1’algébre de Lie de L’, on a (I&—}—b’)ﬁ(lé—l— b)) =1lg;

(vii) 7’ = Ind({’, G').

Appliquons le lemme 2.2, ou 'on échange G et G, ou I'g, I'g servent
de groupes complexes, et ot ® est remplacé par w|G. Soient
M=wg'(M'), b=4"owg. On a vu dans la démonstration du
lemme 2.2 que h = (dwg)~"' (h’) est 'algebre de Lie de la partie complexe
connexe H de M et que o '(L')=L=MnG. On a donc hcng et
wg' (Ig) = Ig en notant [ I’algébre de Lie de L. Les propriétés (i), (ii), (iii)
et (iv), du théoréme sont alors immédiates ou implicites dans I’énoncé du
lemme 2.2. On a

m=n"om=Ind(, G)ow=1Ind(Y, G) (lemme 2.2).

Enfin, soit k€ K¢g. D’aprés la démonstration du lemme 2.2,

0)C<KG) = Ké.‘-’ (“'(K) =K/, (")G(H) =H/,
et
H = (x)él (Hl),

donc il existe he H, k € K tels que wg(k) = wg(h) »(k:), d’ol

ke AcHK = HK.
Donc
Ke=HK =(HK)'=KH.

Le théoréme est ainsi établi dans le cas étudié. On peut donc faire
désormais I’hypothese suivante :

(H.) Pour tout idéal az2o de n stable par Ad(G), la restriction
de m & A (sous-groupe connexe de G correspondant a a) est non triviale.
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5.5. — Soit a un idéal commutatif de n stable par Ad(G) et de dimen-
sion >1. Soit A le sous-groupe connexe correspondant, qui s’identifie
canoniquement a un espace vectoriel réel. Soit P la composante neutre
de (Kerm)nA; c’est un sous-espace vectoriel de A, et un sous-groupe
distingué de G. D’aprés (H,), les opérateurs de m(A) sont scalaires;
comme dimA >1, on a donc P3;Zo. Mais ceci contredit (H.). Donc
tout idéal commutalif de n stable par Ad(G) est de dimension — 1.

5.6. — Si n=o0, G est commutatif et le théoréme est démontré.
On supposera désormais 13 o.

5.7. — Le centre 3 de 1 est alors non nul, et de dimension 1 d’aprés 5.5.
Soit Z le sous-groupe connexe correspondant a 3. D’apres (H)) et (H.),
| Z est non triviale et les opérateurs de m(Z) sont scalaires. Nous pou-
vons donc choisir une fois pour toutes un élément non nul e, de 3 tel que

(6) m(exp(2e))) = (expi2).1 pour tout 2€R.

Soit ge G. 1l existe A, €R tel que g(expre) ¢g~' = exp (o 2e,) pour
tout 2€R. Alors

exp(ite2).1=m(exp(to2e))) = m(g(expre)g)
=7(g) (expi?) m(g)~' = exp(i2).1

pour tout 2€R. Donc 2,=1. Ainsi, Z est contenu dans le cenfre de G
et donc de T.

5.8. — Supposons dim[n, n] > 2. Comme n est nilpotente, il existe
des idéaux mn,, n, de n tels que n,cn.c[n, n], dimn, =1, dimn,=o.
Alors

[[n, n], n.] < [[n, n2], n] €[y, n] = o.

Donc le centre de [n, n] est de dimension > 2. Mais ce centre est
stable par Ad(G), ce qui contredit 5.5. Donc dim[n, n] = 1. Alors [n, 1]
est un idéal central de n, donc [n, n] C3.

Si n est commulative, on a n=3; sinon, on a [n, n] = 3; rappelons
que dim3 =1.

5.9. — 1l existe une forme bilinéaire alternée B, sur Nng X ng telle
que [z, y] = Bo(z, y) eo quels que soient x, y€ng. Pour que x soit dans
le noyau de B,, il faut et il suffit que x soit dans le centre de ng, c’est-
a-dire dans 3¢. Donc B, définit par passage au quotient une forme
bilinéaire alternée non dégénérée B sur n¢/3¢. Nous noterons 29 la dimen-
sion paire de ng/3¢. En outre, B, est invariante par Adg(I'g). Soit Ad’
la représentation de I'g dans ng/3c déduite de Adg par passage au
quotient. Alors B est invariante par Ad'(Ig).
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5.10. — Considérons une suite (fi, f», ..., fx) de vecteurs de ng/3c
qui possédent les propriétés suivantes :

@) fis f1s fo» f25 - +» fts fr sont linéairement indépendants sur C;

(i) B(fs, fn) = B(fs, fn) = o quels que soient I et m;

(iii) B(fs, fm) =— 21 0., quels que soient [ et m;

(iv) Cf, Gfs, ..., Cfs sont stables par Ad’(I'g) |donc Gf,, Cf,, ..., Gf:
sont stables par Ad’( l‘c‘)].

D’aprés (i), on a k — d. Soit V le sous-espace vectoriel de ng /3¢ engendré
par fi, fi, - > [1s [ D’apreés (ii) et (iii), la restriction de B 4 V est non
dégénérée, donc I'orthogonal W de V pour B est supplémentaire de V
dans ng/3c. Cet orthogonal est stable par conjugaison. D’apres (iv),
W est stable par Ad’'(Ig). Puisque [n, n]c3, on a Ad'(Ng) =1}
Donc Ad’ définit une représentation de I'¢/N¢ dans W. Supposons k < d.
Alors W3~ 0. Comme I'¢/Ng est commutatif, il existe un vecteur non
nul fr., de W tel que Cfy.. soit stable par Ad’(Tg). Si Gfiwi = Cfi,
Cf.. est stable par conjugaison, donc il existe un sous-espace vectoriel
de dimension 2 de n contenant 3 et stable par Ad(G); le crochet est
nécessairement nul sur un tel sous-espace, et ceci contredit 5.5. Donc fi.,
et fi.. sont linéairement indépendants. Notons que Cfj.,+ Gfiri est
stable par conjugaison; si B(fi., fr+1) = o, on obtient un idéal commu-
tatif de dimension 3 de n contenant 3, stable par Ad(G), ce qui
contredit 5.5; donc B(fiii, frri) #0. Comme B est alternée,
B(fis1, frsn) est imaginaire pur; en échangeant au besoin fi., et firi,
puis en multipliant f.., par un scalaire convenable, on peut supposer
B(firr, fari) =—2i. Alors la suite (fi, fa ..., frs) posséde les pro-
priétés (i) a (iv) avec k remplacé par k1.

Choisissant (f,, fs, ..., f+) de maniére que k soit le plus grand possible,

on voit donc que k = o.

5.11. — Prenons des images réciproques f}, ..., fs de fi, ..., f3
dans mng, et écrivons f\=e ey, ..., 5= €3—1+ i3 avec e, ...,
es;€n. On a les propriétés suivantes :

(i) (ew, €, €2, ..., €251, €3) est une base de n;

(ii) pour =1, 2, ...,9, Adg(T¢) laisse stables G(ex—1+ iex) + Ge,
C(e:![—l—"‘ iezl) + Cey;

(iii) on a

{ [+ is, €y1 —iey] =—2ie,,

| [est—1+ Qs €=+ i€2,] = 0 pour [ m
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donc
[ex—1, €] = ey,
[e:1s o] =[e21; e2nr] =[21-1, €20] =[e21, €2] = 0
pour l==m.

5.12. — Soit \¢ I’ensemble des geI'g tels que Adg(g) laisse stables
C(eg[_1+ ie-gl) et C(eg/wlﬁieg/) pOllI‘ l =1, 2, «..y 6. Sl )‘o, )‘1, sy
2.;€C, on a

(Ad exp ()U €y “I— )xlel + o e —I— )y) egr))) (62/—1 -+ ie;)/)
= €y = dey 4 [has—r a1+ Doseay, €2y = iey]
= ey = il 4 (= Tharmi— 2a/) ey,

donc
(7) Negn \¢= Zc.

D’autre part, soit ge'q. D’aprés 5.11, il existe «;, 2, € G*, 3/, 3,€C
tels que
Ad(g) (21 = Te2) = o7 (€1 == Te) + 3/ €.
Donc
Adexp(2ie; 4 2ae: 4. ..+ 2a5:3) (Ad Q) (e21—1 = Te2))
= oy (€27—1 = T84 (= Thoimi— hag) €) + 53 eo.

Choisissons 2,, ..., 2,5 de maniére que
af (i 12— )-2/) -+ 16/7 =0

ou
®) Yot T iy = (a))" B/

On voit qu’alors exp(2.e;+...+ 2.36:3).9€ \g. Donc
(9) Fg= N¢\¢= \cNe.

Reprenons les notations précédentes. Si de plus gel', on a o = 2/,
@f:ﬁ[, et les formules (8) prouvent que 7., 2. sont réels. Donc,
posant L = \gn G, on a
(10) G = NL = LN.

D’apreés (7), on a
(11) NnL=27Z.

5.13. — Les éléments unipotents de \¢sontles élémentsde \gN Neg=Zg,
et sont donc centraux dans I'q d’aprés 5.7. On va voir que tout élément
semi-simple [ de Ag est central dans Ag. Soit I'€ \g. Comme Ag/Zg,
qui est isomorphe a I'¢/N¢, est commutatif, on a I'll'"' 7' = z€ Zg. Alors
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I'élément semi-simple !'Il'~' s’écrit Iz avec [ semi-simple, z unipotent,
l et z permutables. Donc z =1, donc II'’=1'l, ce qui prouve notre asser-
tion. Comme tout élément de Ag est produit d’un élément semi-simple
de Ag et d’'un élément unipotent de Ag, on voit que \g est commutatif.
(Si A était connexe, ceci serait bien classique.) Donc ([4], th. 9.1) \gest
produit direct, en tant que groupe algébrique, du sous-groupe Zg des
éléments unipotents de \¢ et du sous-groupe \¢ des éléments semi-
simples de \Ag.

On a Tg= \¢Ng= \¢ZcN¢= \¢Ng et \gnNg=o0; comme on
est en caractéristique o, I'g est produit semi-direct, en tant que groupe
algébrique, de \g et de Ng.

5.14. — Nous identifierons ey, e, e, ..., €4, €3, M, 3, Ng, N, Z, Ng
aux objets ainsi notés au chapitre 3. Introduisons les notations b, H,
Ty, Yo, 70 de ce chapitre. D’apreés (6) et 3.7, il existe un espace hilbertien s¢
tel que &(m) s’identifie a ¢(Yo, N) ® 5¢, avec
(12) m(n) =7m () Q1 pour neN.

5.15. — Si ge€l'g, l'automorphisme intérieur de I'g défini par g¢
laisse stable H d’apres 5.11, et laisse fixes les points de Z. Si de plus
g€ \g on a Y, (ghg~") = Yo (h) pour tout he H comme le prouve aussitot
la définition de Y, et le fait que Adg(g) laisse stables les G(e./—i+ ies).

5.16. — Soient leL et fede(l,, N). Posons f,(n) = f(~'nl) pour
tout ne€ Ng. Alors f; est une fonction holomorphe sur Ng. Pour he H
et ne Hg, on a, compte tenu de 5.15,

fi(hn) = f(I=" hnl) = f((I"" hl) (7' nl)) = 4o (T BI) f(I~" )
= 4o () fr(n).

Comme Ad’(l) laisse fixe la forme bilinéaire alternée non dégénérée B,
on a dét(Ad'(l)) =1. Comme Ad(l) est 'identité dans 3, on voit que
la restriction de Ad(l) & n est de déterminant 1. Si I'on note o, 'auto-
morphisme n > Inl—' de N, on a donc «;,(3x) = 3v. Soient f~, f7 les
restrictions de f, f; & N. On a o,(|f~]?)8~) =|f7 |>?B~. Donc la mesure
(If7 1?8~)/B37 se déduit de la mesure (|f|*B~)/3z par un automorphisme
de NJ/Z. Tout ce qui précede prouve que f, € 3¢(bo, N) et que || f:[|=I|f]l.
Ainsi, fr> f; est un opérateur unitaire p(l) dans a¢(J,, N). Il est clair
que [+ p(l) est une représentation unitaire p de L dans #¢(Jy, N).

Soient ne N et le L. Pour toute fe€3€(),, N) et tout n,€Ng, on a
(D mmo®'f) () = (m(m) p D)) (' D)

= @O~ f) (' niln) = f@U~' n,Inl~') = f(n,Inl—)
= (mo(Inl=")f) (n1)
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donc
(13) mo(Inl=") = p (D) To(n) p (D).
5.17. — Les relations (12) et (13) entrainent, dans 3¢(J,, N) ® ¢,

COR) M EO) "= m@e()" Q1
=m(n" )R 1=n(nl"")Y=n)n(n) 7).

Donc (p()) ®1)~'7(l) commute a 7,(N)®1. Comme =, est irré-
ductible, on en déduit que (p(l) ®1)~' 7 (l) est de la forme 1 & o'(l),
ou p’(l) est un opérateur unitaire dans J¢. Autrement dit, 7 (l) = () X o'().
Ceci montre que ¢’ est une représentation unitaire de L dans J¢. Soit S
un opérateur linéaire continu dans ¢ permutable & o'(L). Alors 1® S
est permutable & m(L), et aussi & ©(N)=7n,(N)®1, donc & m(G).
Comme 7 est irréductible, 1@ S est scalaire, donc S est scalaire. Donc o’
est irréductible. Comme L est commutatif, on a dimJ¢ =1.

Ainsi, &(m) s’identifie a #¢(yy, N) et ©|N s’identifie a =.. Ce qui
précéde prouve aussi qu’il existe un caractére unitaire y de L tel que

(14) m() =7Me@® pour leL.

Pour z€Z, on a p(2) =1. Donc y(2).1=m(2) = v (2).1 d’apres (6).
Donc y|Z = y.

5.18. — Comme I'g est produit semi-direct topologique de \g et
de Ng, M =LH = HL = L'H = HL' est un sous-groupe fermé de I'.
Comme y et ¢, coincident avec y, sur LnH = Z (5.17), il existe un
morphisme continu ¢ de M dans G* qui prolonge y et ¢,. Nous allons
voir que M et ¢ possedent les propriétés (i) a (vii) du théoreme.

L’algébre de Lie de M est somme de celles de L et H, donc H est la
partie complexe de M, d’ou (i). On a

MnAnG=(LHNG=L.(HnG)=LZ =L,

d’ott (ii). La propriété (iii) est évidente. On a h +h=rng d’ou (iv)
avec K=N. On a HN = NH = Ng¢ (3.4), d’ou (v). En notant [ et I
les algébres de Lie de L et L', on a

(le+9)n(le+H) = (1@ H) N (B H) =@ (HnD) =g+ 3c=le-
Reste a4 prouver que = = Ind (¢, G).

5.19. — On a

MG=HG=HNG =NgG = NgL =NgL'= GNg= LNg= L’ N¢.
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Si fed#*(, G), [ est une fonction définie sur MG = NgL’, holo-
morphe sur les Ngg (ot g€ G), telle que

f(hg) =¢(W)f(9)  pour heH, geHG
et

(15) fdg)=xODf(g  pour leL, geHG.

Comme HG = L’ Ng est produit semi-direct, en tant que groupe topo-
logique, de L’ et Ng, on voit que f est continue. On peut donc, sans
abus de langage, considérer les éléments de 4¢(JY, G) comme des fonc-
tions, et non comme des classes de fonctions. En particulier, si
fed(y, G), on peut considérer la restriction f' de f & Ng, qui est holo-
morphe sur Ng et vérifie f'(hn) = d,(h)f'(n) pour he H et ne Ng.
Montrons que f’'€3¢(yy, N). Si l'on identifie l'espace localement
compact G a l'espace localement compact L'XN, 3, s’identifie a
B ® B~ ([6], p. 66, prop. 14), et G/L s’identifie & N/Z; si l'on note f~, f'~
les restrictions de f, f' a G, N, alors (|~ [*3¢)/8, s’identifie & (|f"~[*3:)/3.
Ainsi f' € 3¢(Yo, N), et || f' || = || f]. Par ailleurs, tout élément de 4¢(V,, N)
se prolonge de maniére unique en une fonction sur L'Ng= HG véri-
fiant (15), et cette fonction est élément de 9¢(J, G). Donc fi> f' est un
isomorphisme @ de (Y, G) sur (L, N).

5.20. — Nous achéverons la démonstration en prouvant que
m(g) o ® = ®o Ind(y, G)(¢9) pour tout g G. 11 suffit de faire la véri-
fication pour geN et ge L.

Soient d’abord neN, fe H(Y, G), n,€Ng; on a
(P Ind(y, G) (n)f) (n) = ((Ind($, G) (M))f) (m) = f(nin)
(= () o ®)f) (n1) = ((7o(n) 0 ®)f) (1)) = @(f) (n:n) = f(n.n)

donc
Do Ind(Y, G)(n) =mn(n)o®.

Soient maintenant leL, fe H(}, G), et n,e€Ng;on a
(®oInd(y, G)())f) (n) = (Ind(}, G) (DS) (n) = f(nul)
et, compte tenu de (14) et (15) :

((r@ o ®)f) (n) = (£ D D) P(f)) (n)) = %D ©(f) "' nil)
=xOfC' ) =7 72" f(:)) = f(mal)
donc
®oInd@, G)) =n()oD.
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