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ALGEBRES INTEGRES ET SANS TORSION
PAR

Arrizano MICALI.

1. Préliminaires.

Les anneaux seront commutatifs a élément unité, les modules unitaires,
et les algébres associatives, mais non nécessairement commutatives.

Nous réserverons le terme intégre pour les algebres commutatives et
le qualificatif sans diviseurs de zéro pour les algebres non commutatives.

Soient A un anneau, M un A-module, T (M), S(M), E (M) les algébres
tensorielle, symétrique, extérieure de ce A-module (cf. [3]). Nous dési-
gnerons par U l'un quelconque des foncteurs T, S, E et par U,(M) le
sous-A-module de U (M) des éléments homogenes de degré q>. o.

On sait que, si I (resp. J) est I'idéal bilatére de T (M) engendré par
les tenseurs 2 @ y —y @ x (resp.x @ =) quand x et y parcourent M,

Sy (M) =T,(M)|T,(M)n I,
E,M) =T,(M)[T,(M)nJ.

Si I’anneau A est intégre de corps des fractions K, ¢ (M) désigne le sous-
module de torsion de M; c’est le noyau de I'application naturelle de M
dans M ®.K.

L’exactitude de la suite
o>t ({UM)—>UM)>UM)Q.K > UM)RQ.(KIA)—>o0
conduit au lemme suivant : '

Lemme 1. — Soient A un anneau intégre, M un A-module. Le
A-module T (M) [resp. S(M)] est sans torsion si et seulement si la
A-algébre T (M) [resp. S(M)] est sans diviseurs de zéro (resp. intégre).

Il résulte alors du fait que, si le A-module M est plat, il en est de
méme de U(M) (cf. [4]), que si 'anneau A est intégre et si le A-module M
est plat, T (M) [resp. S(M)] est sans diviseurs de zéro (resp. intégre).
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Nous verrons plus loin que, si ¢ : M’ — M est une application A-linéaire
injective, il n’est pas toujours vrai que le morphisme U (¢): U(M')— U (M)
de A-algebres graduées prolongeant ¢ soit injectif. Il est utile de chercher
le noyau de U (o).

ProposiTioN 1. — Soient A un anneau intégre, ¢ : M'— M une appli-
cation A-linéaire injective et U(y): U(M')— U(M) son prolongement.
Ona:

(i) Ker (U(9))ct(U(M')). Donc si t(UM')) =o, U(y) est injectif.

(i) Si t(U(M)) = o, Ker (U(p)) = {(U(M")).

La démonstration (cf. [4]) utilise le lemme suivant :

LeMME 2. — Soient A un anneau, ¢ : M'— M une application A-linéaire
injective telle que ¢ (M') soit facteur direct dans M. Alors, le prolongement
U(9) : UM') — U(M) est un morphisme injectif de A-algébres graduées.

2. Algeébres intégres et sans torsion.

Soient A un anneau intégre et S son spectre premier muni de la topo-
logie spectrale (cf. [1]).

ProrosiTiOoN 2. — Une A-algébre B est sans torsion si et seulement si
la A -algébre (ou la A-algebre) B, est sans torsion pour tout p de S.

On peut se limiter aux idéaux maximaux de A car, si m est un idéal
maximal contenant un idéal premier p de A, (B,),= B,. Le résultat
se déduit alors du lemme de globalisation (cf. [1]).

Bien entendu, la proposition reste valable si B est seulement un
A-module.

CorOLLAIRE. — Soient A un anneau intégre et M un A-module. La
A-algébre U(M) est sans torsion si et seulement si U(M,,) est sans torsion

pour tout p dans S.

TuEorREME 1. — Soient A un anneau intégre et B une A-algébre commu-
lative noethérienne. La A-algebre B est intégre si et seulement si B, esl
intégre pour touf p dans S.

Il suffit évidemment de montrer que si B est localement intégre,
B est intégre, et a cet effet que le spectre de B est connexe ou encore
que les seuls idempotents de B sont o et 1 (cf. [1]). Soit e un idempotent
de B. Si e, est I'image de e dans B,, e, = o ou 1. Soit donc U, (resp. U.)
'ensemble des éléments p de S tels que e, = o (resp. 1). Il est clair que
UnU,=90 et S=U,uU,. Mais S est irréductible et donc connexe,

et U, et U, sont des ouverts de S. Donc S est, soit U,, soit U,. Le lemme
de globalisation achéve la démonstration.
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Remarque. — Le théoréme reste vrai sans hypothése de commuta-
tivité de B.

On sait que si M’ est un sous-module d’'un A-module M, le fait que U (M)
soit sans torsion n’implique pas la méme propriété pour U(M').
Donnons-en un exemple dans le cas de l'algébre symétrique. D’autres
exemples seront donnés ultérieurement pour les autres algébres univer-
selles.

Exemple. — Soient k un corps, A = k[x, y] I’algébre affine de la courbe
d’équation x* = y* et p = (z, y) A, I'idéal premier de ’origine. L’anneau A
est intégre, et il en est donc de méme de S(A). Mais, S(p) n’est pas intégre.

On a, toutefois, le résultat suivant :

THEOREME 2. — Soient A un anneau intégre et M un A-module tel
que U (M) soit sans torsion. Si M' est un sous-module de M, U (M') est sans
torsion si et seulement si U(M’p) est sans torsion pour fout idéal premier p
de A contenant le radical de M'.

Rappelons que le radical R(M') de M’ (par rapport & M) est I'idéal
de A des éléments ¢ de A pour lesquels il existe un entier n > 1 (dépen-
dant de ¢) avec c*McM'.

Si I'idéal premier p ne contient pas R(M'), M, = M, et donc par
hypothése U (M) = U(M,) est sans torsion. Le théoreme résulte alors
du corollaire de la proposition 2.

COROLLAIRE. — Soient A un anneau intégre et a un idéal de A.
L’Algeébre U(a) est sans torsion si et seulement si U(aA) est sans forsion
pour tout idéal premier p de A contenant R(a).

P

En particulier, si g est un idéal premier de A, U(q) est sans torsion
si et seulement si U(q Ap) est sans torsion pour tout idéal premier p
de A contenant g. Si donc m est un idéal maximal de A, U(m) est sans
torsion si et seulement si U (m Am) est sans torsion. Mais il n’est pas vrai,
en général, si p est un idéal premier non maximal de A, que U(pAp) sans
torsion implique U(p) sans torsion.

3. Intégrité de l'algébre symétrique.

Le probléme de la caractérisation des algébres symétriques integres
est ouvert. On a déja remarqué que si ’anneau A est integre et le
A-module M est plat, S(M) est intégre. L’exemple qui suit montre que
ces conditions ne caractérisent pas les algebres symétriques intégres.

Exemple. — Soient k un corps,
A =k[t1, “ ey t”](lh--ntn) et m=([1, “ ey t,,)A

I’'idéal maximal de I’anneau local A.
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Soit M le A-module engendré par des éléments e, ..., e, liés par la
n
relation Etiei= o. Comme les éléments # sont dans m, les élé-
i=1
ments e, ..., e, forment un systéme minimal de générateurs. Donc,
M n’est ni libre ni méme projectif puisque A est local et donc non plat.
On montre que si B est la k-algébre k[t, ..., t.,; x, ..., x,], ou les
n
éléments {; et x; sont liés par la relation ?tixiz o, S(M) =B, et est

i=1

donc integre.

On connait le résultat suivant (cf. [6]) :

TutorEME 3. — Un anneau local noethérien A d’idéal maximal m est
régulier si et seulement si S(m) est intégre.

Soient A un anneau noethérien intégre non nécessairement local et p
un idéal premier de A. Si S(p) est intégre, S(p), =S (pA,) est aussi
et, d’apres le théoreme 3, ceci implique que I'anneau local A, est régulier.

En revanche, le fait que I'anneau local A,, soit régulier n’implique pas,
en général, si 'idéal premier p n’est pas maximal, I'intégrité de S(p).

Ezxemple. — Soient k un corps, A = k[X,, ..., X,] et p unidéal premier
homogéne de A ayant a,, ..., a, pour systéme minimal de générateurs
homogeénes. Si S(p) est intégre, les éléments a,, ..., a, sont algébri-
quement indépendants sur k (cf. [6]). En conséquence, si m > n, S(p) ne
peut étre intégre. Or, MacaurLay a montré l'existence d’idéaux satis-
faisant a cette condition (cf. [5]). D’autre part, on sait que A, est local
régulier, car A est régulier.

La réciproque est toutefois vraie si p est maximal.

THEOREME 4. — Soit A un anneau noethérien intégre.

Si p est un idéal marimal de A, Ap est local réqulier si el seulement

si S(p) est intégre. L’anneau A est régulier si et seulement si S(p) est intégre
pour tout idéal maximal p de A.

Un probléme ouvert est celui de la caractérisation des idéaux premiers p
de A pour lesquels S(p) soit intégre.

On peut donner une interprétation géométrique du théoréme 4.
Prenant pour A lalgébre affine k[V] d’une k-variété irréductible V
et pour p l'idéal premier des fonctions appartenant & A et s’annulant
en le point p de V, on voit que le point p est simple si et seulement si S(p)
est intégre.
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4. Sur l'algébre tensorielle.

LemME 3. — Soient A un anneau intégre, a un idéal de A, o: a— T (a)
Uinjection canonique, x et y deux éléments de a. L’élément

2 (2) @ a(y) — 2 (y) @ «(z)

appartient au sous-module de torsion t(T(a)) de T(a).
En particulier, si cel élément est non nul, le module t(T(a)) n’est pas
réduit a o.

Puisque x «(y) = y o (x) pour tout couple d’éléments de a, on a en effet
(2 (@) @ a(y) —x(y) @ 2(2)) = y(x(2) @ #(¥) — 2(2) ® = (2)) = o.

ProposiTiOoN 3. — Soient A un anneau et M un A-module de type
fini. L’épimorphisme T (M)— S(M) est bijectif si et seulement si M est
localement monogéne.

L’assertion est évidente si A est un corps et il suffit de la montrer
dans le cas ou I'anneau A est local. Or, si k est le corps résiduel, I'éga-
lit¢ S(M)=T(M) implique Végalité SMKPk)=TMRk). 1l en
résulte que le k-espace vectoriel M @ k = M/m M, si m est I'idéal maximal
de A, est de dimension 1 et donc que M est monogéne en vertu du lemme
de Nakayama.

THEOREME 5. — Soit A un anneau local noethérien intégre d’idéal
mazimal m. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’anneau A est de valuation discréte.
(ii) L’algébre T (m) est sans diviseurs de zéro.
(iii) Le A-module T, (m) est sans torsion.

Les implications (i)=> (ii) = (iii) étant claires, il nous suffit de montrer
que si T,(m) est sans diviseurs de zéro, 'anneau A est de valuation
discrete.

Or, si I est lidéal bilatére de T(m) engendré par les éléments
r@RyY—yQx, ou = et y parcourent m, il résulte du lemme 3 que I
est contenu dans #(T.(m)). L’hypothése faite sur T.(m) montre donc
que S(m) = T(m). 1l résulte alors de la proposition 3 que I'idéal m
est principal et, par suite, que A est de valuation discréete.

Si l'anneau A noethérien intégre n’est plus nécessairement local,
soit p un idéal premier de A. Si T'(p) est sans torsion, il en est de méme
de T(p), = T(p Ap) et, par suite, A, est un anneau de valuation discréte.
La réciproque n’est pas vraie (c¢f. § 7). Elle I'est toutefois si I'idéal
premier p est maximal.
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THEOREME 6. — Soient A un anneau noethérien intégre, p un idéal
mazximal de A. L’algebre T (p) est sans torsion si et seulement si 'anneau A,
est de valuation discréte.

Dans le cas des idéaux, il est facile de donner des exemples d’algébres
tensorielles avec torsion. Soient, en effet, k un corps, A = k[X,, ..., X,],
ou X, ..., X, sont des indéterminées, p un idéal premier homogéne de A
admettant a,, ..., @, pour systéme minimal de générateurs homogénes.
Si T(p) est sans torsion, T(p) = S(p) est intégre. Il suffit donc de
prendre m > n pour que T'(p) ait de la torsion.

L’interprétation géométrique du théoréme 6 est que, si p est I'idéal
premier d’'un point d’une k-variété V, la condition T(p) sans torsion
est équivalente au fait que 'anneau local A, du point est de valuation
discréte.

La condition que T'(p) soit sans torsion pour tout idéal premier p
de A signifie donc que V est une courbe algébrique sans singularités.

5. Sur l'algébre extérieure.

Soient A un anneau, M un A-module. Si E,(M) = o, on a linclu-
sion T,(M)cJ et donc T,(M)nIcJnI=o et donc S,(M) = T,(M).
Par conséquent, la condition E,(M)=o pour tout ¢>.o implique
S(M) = T(M). Si, de plus, M est de type fini, ceci signifie que M est
localement monogéne.

LemMmeE 4. — Soient A un anneau intégre et a un idéal de A. Les
A-modules E,(a) sont de forsion pour fout entier q>- o.

Soit, en effet, «: a— E(a) l'injection canonique. Pour tout vecteur
de la forme a(x) A 2(y) # o, ol x et y sont dans a, on a

z(x(@) \2(y) =y (@) \x(x)) = o,

car za(y) = yoa(x). Ceci nous montre que E.(a) est un A-module de
torsion. Démonstration analogue en degrés supérieurs.

THEOREME 7. — Soit A un anneau local noethérien intégre d’idéal
maximal m. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’anneau A est de valuation discréle.
(ii) L’algébre E(M) est sans lorsion.
(iii) Le A-module E,(m) est sans torsion.

Les implications (i)=> (ii) = (ili) étant claires, il suffit de montrer
que (iii) implique (i). Or, si E,(m) est sans torsion, E,(m) = o (lemme 4),
donc E,(m)= o pour tout entier ¢ 2. La remarque faite en début
de paragraphe montre alors que I'idéal m est principal et donc que
I'anneau A est de valuation discréte.
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Soient maintenant A un anneau noethérien intégre, non nécessairement
local, p un idéal premier de A. Supposons que le A-module E(p) soit
sans torsion. II en est alors de méme du A-module E(p),=E (pdy).

Il en résulte que 'anneau A, est de valuation discréte. La réciproque
n’est pas vraie : le fait que I'anneau A, soit de valuation discréte n’entraine

pas que le A-module E(p) soit sans torsion (cf. § 7). Elle est toutefois
vraie si I'idéal p est maximal.

TuEOREME 8. — Soient A un anneau noethérien intégre, p un idéal
maximal de A. Le A-module E(p) est sans forsion si et seulement si
'anneau Ap est de valuation discréte.

Il suffit de remarquer que E(p) est sans torsion si et seulement s’il
en est de méme de E(pAp).

6. Syzygies et intégriteé.

Soient A un anneau et { a, ..., a, | un ensemble fini d’éléments de A.
Nous dirons qu’un élément (¢, ..., ¢,) du A-module libre A" est une
n
. , ( L y _ s
syzygie de l'ensemble f{aiy, ..., a,}| si 2 Citi=o. L’ensemble des

syzygies de { ai, ..., a,} est muni d’une structure de sous-A-module
de A~ Si a est I'idéal (ai, ..., a,) A, une syzygie de ’ensemble { ay, ..., a, |
est aussi appelée, par abus de langage, une syzygie de l'idéal a.
Soient M le A-module des syzygies de I'idéal a et T le sous-A-module
de M engendré par les syzygies (o, ..., 0, a;, 0, ..., 0,—; 0, ..., 0),
ol i <<j et oll a; (resp. — a;) est & la i'*m* (resp. ji*m*) place. Un ¢élément
de T sera appelé une syzygie triviale. On vérifie facilement que pour que
la syzygie (ci, ..., ¢,) soit triviale, il faut et il suffit qu’on puisse écrire
i—1

n
O N .
= b,,a,—¥ b .a; (i=1,...,n), avec b, dans A.

j=i+1 j=i

Ceci nous montre que TcaA”. Soit, d’autre part, ¢ : A”— a l'appli-
cation A-linéaire définie par ¢(e) =a; (i =1, ..., n), ot e, ..., e, est
la base canonique du A-module libre A~ Il est clair que M—=Ker ()
et donc que TcKer(¢). On en déduit linclusion T caA”nKer(9).
On dira que l'idéal a est syzygétique (faute de mieux!...) si
T = aA"nKer(g).

On a le résultat suivant (cf. [7]) :

LeEMME 5. — Soient A un anneau intégre, a un idéal syzygétique de A.

Si pour toute syzygie (c,, ..., c,) de U'idéal a, appartenance de ¢, a U'idéal a
entraine celle de ¢; (i = 2, ..., n), la A-algébre S(a) est intégre.
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7. Etude d’un exemple.

Nous avons déja vu dans les paragraphes 4 et 5 que, si A est un anneau
noethérien inteégre et si p est un idéal premier de A, I'absence de torsion
pour T (p) ou E(p) implique que I’'anneau A, est de valuation discréte.
Nous donnons ci-dessous un contre-exemple a la réciproque.

Soient k un corps, A = k[z, y, z] la k-algébre affine du cone 22—y = o
et p 'idéal premier de ’axe des y, donc engendré par z et z. Il est clair
que I'anneau local A, est de valuation discréte d’idéal maximal zA, :

c’est I'anneau local d’une sous-variété simple de codimension 1.

Montrons que les A-modules T (p) et E(p) ont de la torsion.

En ce qui concerne T'(p), il suffit de montrer, par exemple, que I'élé-
ment x@ z—z@ x est non nul. Soit I I'idéal bilatére de T (p) engendré
par les éléments u@v—v@u, ou u et v parcourent p. Le sous-
A-module InT,(p) de T.(p) est engendré par I'élément x®z—z R x.
Or, InT,(p) est le noyau de I'application naturelle de T.(p) dans p2.
11 suffit de montrer que ce noyau est non nul. L’application A-linéaire
A XA —p définie par (a, ¢)+> ax + cz est un épimorphisme dont le
noyau N est engendré par les couples (— z, x) et (—y, z). Ce noyau est
donc isomorphe a p en tant que A-module par I'isomorphisme défini
par x> (—z,x) et yr>(—y, z). On obtient ainsi la suite exacte de
A-modules

o—>p—>A*—>p—>o.
Il en résulte pour un A-module M I'égalité
Tori(p, M) =Ker(p M - A*Q M)

et en particulier
Tor (p, Afp) = Ker (p/p*— A*[p A%).

Or, si M est un A-module, on a l'égalité
Tor{ (A[p, M) = Tor{(p, M),

obtenue a partir de la suite exacte o>p—>A > Afp—o.
En particulier,
Tory (Afp, Afp) = Tor{(p, A/p).

Puisque Tory(A/p, A/p) = Ker(T.(p) —p?), il suffit de montrer que
Ker (p/p2— A2[pA?) est non nul. A cet effet, considérons I’élément
u=(—z21x)+c(—y, z) de N, ou c est élément de p. Si e, e, est la
base canonique du A-module libre A2, cet élément peut encore s’écrire
sous la forme u =—(z + cy) e, + (z 4 cz2) e.. Donc 'image de u dans A*/p A?
est o. Si I'image de u dans N/p N était nulle, on aurait (— z, x) dans pN,
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soit x dans p2. C’est absurde. Nous avons ainsi montré que T, (p) a de la
torsion.

Il résulte du lemme 5 que S(p) est intégre. Si, de plus, le corps k est
de caractéristique o, le fait que T, (p) = S.(p) @ E.(p) entraine que E, (p)
a de la torsion.
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