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DOMAINES BORNES HOMOGENES ET ORBITES DE GROUPES
DE TRANSFORMATIONS AFFINES ; .

PAR

Jeas-Louis KOSZUL

(Strasbourg) (1).

Sur un espace homogéne complese, un volume invariant définit avec la
structure complexe une forme hermitienne invariante (forme hermitienne
canonique de [5]). Si I’espace homogéne est holomorphiquement isomorphe
4 un domaine borné d’un espace C”, cette forme hermitienne est définie posi-
tive, car elle coincide avec la métrique de Bergmann du domaine cf. [1]). Le
but du présent travail est de démontrer la réciproque de cette proposition
pour une classe d’espaces homogénes complexes suggérée par les exemples

de domaines bornés homogénes non symétriques de Pyatscki-Sapiro [ 7]. Cette
classe est constituée par certaines orbites ouvertes de groupes de transforma-
tions affines complexes. Elle contient, a notre connaissance, tous les domaines
bornés homogénes rencontrés jusqu’ici.

La question de savoir si un espace homogéne complexe, dont la forme
hermitienne canonique est définie positive, est isomorphe &4 un domaine
borné est abordée ici par I'intermédiaire d’un probléme de nature analogue.
mais sensiblement plus facile, qui concerne la forme bilinéaire invariante
définie sur un espace homogéne réel par la donnée d’un volume invariant
(ou relativement invariant) et d’une connexion plate invariante. On démontre
que, si cette forme bilinéaire est définie positive, alors I'espace homogéne,
muni de sa connexion plate, est isomorphe & un ouvert convexe ne contenant
pas de droite dans un espace vectoriel réel. Ce résultat permet de résoudre
le probléme initial pour les espaces homogeénes complexes obtenus en défi-
nissant de la maniére naturelle une structure complexe dans la variété des

(1) Ce travail a été fait a PInstitute for advanced Study, & Princeton, pendant un
séjour de Pautcur financé par la National Science Foundation.
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vecteurs d’un espace homogéne réel muni d’une connexion plate invariante et
plus généralement, pour la classe d’espaces homogeénes complexes dont il a
été question plus haut.

1. Volumes relativement invariants et connexions plates. — Soient (&
un groupe de Lie connexe et M une variété sur laquelle G opére différentia-
blement et transitivement & gauche. Par « volume » sur un ouvert U de M,
on entend une forme différentielle alternée sur U, de degré égal a la dimen-
sion de M et différente de o en tout point de U. On dira qu’un sous-faisceau
non vide F du faisceau des germes de volumes sur M est un faisceau de
germes de volumes relativement invariants s’il vérifie les conditions suivantes :

«. si g est une section de F sur un ouvert U, pour toute fonction numé-
rique f localement constante sans zéro sur U, fo est une section de F sur U;

b. si o et ¢’ sont deux sections de F sur U, la fonction f définie
par ¢’ = fo est localement constante sur U;

c. si g est une section de F sur U, alors, pour tout s€ (4, so est une
section de F sur sU.

Tout volume ¢ relativement invariant par G sur M définit un faisceau de
germes de volumes relativement invariants dont les sections sur un ouvert U
sont les volumes fv, ot f est une fonction localement constante et sans zéro
sur U. Si M est simplement connexe tout faisceau de germes de volumes rela-
tivement invariants sur M s’obtient ainsi. D’'une maniére générale un faisceau
de germes de volumes relativement invariants sur /M correspond a un volume
sur le revétement universel de M relativement invariant par le revétement
universel de G.

Supposons donnée sur M une connexion linéaire invariante par G. Si la
trace de son tenseur de courbure est identiquement nulle, il existe au voisi-
nage de tout point de /M un volume dont la différentielle covariante est nulle,
et il existe un faisceau de germes de volumes relativement invariants sur M
dont les sections sont les volumes ayant une différentielle nulle.

Dans ce qui suit, on désignera par [ une connexion linéaire sur M inva-
riante par G et localement plate, c’est-a-dire ayant une courbure et une tor-
sion nulle. On notera F, le faisceau des germes de volumes ayant une diffé-
rentielle covariante nulle. Soit / faisceau de germes de volumes relativement
invariants sur #; si ¢ ety sont respectivement des sections de /et de /7, sur
un ouvert Uc M, la fonction [ telle que v = fv, sur U est définie modulo un
facteur localement constant par les faisceaux F' et [7p. Par suite, il existe
sur M une forme diflérentielle fermée o« de degré 1 et une seule, telle
que o = d Logf sur Pouvert U lorsque f est une fonction numérique sur U
telle que le produit par / d’une section de F, sur U soit une section de [7
sur U. Cette forme o est visiblement invariante par & du fait que F et F'),
vérifient la condition (¢). Réciproquement, si o est une forme différentielle
de degré 1 sur M, fermée et invariante par G, il existe un faisceau de germes
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de volumes relativement invariants sur M, et un seul, qui admet pour section
tout volume de la forme fv,, ou d Logf=—a et o ¢v;, est un volume dont la
différentielle covariante est nulle.

Soit 2 une forme différentielle de degré 1 sur M, fermée et invariante par G.
La torsion de D étant nulle, la différentielle covariante Do de « est une
forme bilinéaire symétrique sur M. Puisque o et D sont invariants par G, il
en est de méme de Da. Soient ay, «,, ..., a, des coordonnées affines sur
un ouvert Uc M, c’est-a-dire des coordonnés sur U telles que D(da;) =o
pouri=r1, 2, ..., n. Soit K da, \ da, )\ ... /\d«, un volume sur U, section
du faisceau associé a o, c’est-a-dire tel que  Log A= a. On a alors

da? Log
Dor__z dayda, da; da; sur U.

Dans la suite, on s’intéressera particuliérement au cas ou Do est définie
positive.

2. Orbites ouvertes des représentations affines. — Soient & un groupe
de Lie connexe et } un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie.
Par représentation affine de G dans V, on entendra une loi d’opération a
gauche de G dans 1V telle que, pour tout s€ G, 'application a—sa de V
dans V soit une tranformation affine. Etant donnée une réprésentation affine
de i dans V, on définit une représentation linéaire £ de G dans V/, en posant
f(s) « = sa — so quels que soient s€ G et a€ V'; on définit une application
q de (+ dans V en posant q(s) — so pour tout s € (+. Quels que soients, t € (r,
on a

B(s)a(t) +als) =a(st).

Réciproquement, si une application q de  dans V' et une représentation
linéaire £ de GG dans V vérifient cette condition, en posant s = —£(s)a + q(s),
on définit une représentation affine de G dans ¥ qui sera notée (f, q). On
dira qu'une représentation affine (£, q) de & dans V est complexe si V pos-
séde une structure d’espace vectoriel complexe et si f est une représentation
linéaire complexe. Dans ce qui suit, on supposera que } est un espace vec-
toriel réel et 'on désignera par £ la forme différentielle canonique de V, c’est-a-
dire la forme différentielle de degré 1 sur la variété V, & valeurs dans I’espace
vectoriel V¥, différentielle de I'application identique de V dans V. Soit (£, q)
une représentation affine de + dans V. On notera f la représentation linéaire
de V'algébre de Lie g de (+ définie par £ et I'on notera ¢ la restriction a g de
la différentielle de q. De la relation

f(s)a(t) + q(s) =q(st) quels que soients, te G,

il résulte que
(2.1) JS(2)q(y) =) q(x) =q([= ¥])
quels que soient &, y €g.
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Pour tout «we V. soit P, le champ de vecteurs constant défini par «, c’est-a-
dire tel que £(P,) soit 'application constante de ¥V sur a. Pour tout endo-
morphisme 3 de V', soit fig le champ de vecteurs linéaire sur 7 défini par
la condition ¢(fig)=73. Si x—> L, désigne 'homomorphisme de g dans
I'algébre de Lie des champs de vecteurs sur ¥~ définie par la loi d’opération
de G dans V, alors pour tout z€ g, on a

(2. 2 ) L:(‘: ]),/(x) —_— [{f(.‘z’)'

Pour tout point «€ }', la dimension de I'orbite de « est égale & la dimension
de 'image de l'application linéaire @ — ¢(z) — f(x)« de g dans 1. Pour
que Porbite de « soit ouverte, il faut et il suffit que cette application soit sur-
jective. En particulier, 'orbite de o est ouverte lorsque ¢ est surjective.

Dans ce qui suit, on suppose que £ est une orbite ouverte de G dans J .
Soit ey, €, ..., e, une base de I, et soit a,, a,, ..., a, la base duale. On
note R le corps des fractions rationnelles a coefficients réels en «,, «,, ..., «,
et Rq l'algebre des restrictions a Q des éléments de R réguliers sur £2. Puis-
qu’il existe une orbite ouverte, il existe des éléments 2, x,, ..., r,€q tels
que les champs de vecteurs L, Ly, ..., L, soient linéairement indépen-
dants sur R. Puisque les champs L., sont des combinaisons linéaires a coef-
ficients dans R des champs P,,, ceci prouve que chaque champ P, est combi-
naison linéaire a cofficients dans R de L., Soit « une forme différentielle
fermée de dégré 1 sur Q invariante par G. Pour lout z €g, «(L,) est une
constante et, par conséquent, «(P,)€ Rq quel que soit i. Ceci prouve que x
est de la forme EAid//[, avec A;€ Ra pour tout i. La connexion plate

i
naturelle de 7 induit sur Q une connexion plate D invariante par (.
La - forme bilinéaire symdétrique Da :E %daida/ est a coefficients
: o Y
dans Ro. Si cette forme n’est pas dégénérée, elle définit un volume
Kda, \ da, )\ ... \ da, sur Q invariant par G pour lequel A2€ Rq. Ces
remarques seront utilisées au paragraphe .

On aura également besoin d’une formule donnant la valeur de la forme

bilinéaire D« au point o, lorsque o€ L. Quels que soient x, y €g, on a

(D) (L Ly)=L,.a(Ly) — a(Dy L),

ou D désigne la dérivation covariante par rapport au champ de vecteurs L ...
Comme «(L,) est une constante,

(Da) (Lgy, Ly)=—a(Dg L,).
Les champs de vecteurs constants ayant une différentielle covariante nulle,

Dy, Ly=—Dp,o Br(x)=— Pry)ym aupointo.
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Soient «, et Da, respectivement les formes linéaires et bilinéaires sur V
définies par

a(Clu)=a(u) et (Dag) (Lu, o) = (Da)(u, )

quels que soient les vecteurs u, v € 7%, (V). Le résultat précédent montre que,
quels que soient z, y€g, on a

(2.3) (Day) (q(x), q(y)) =2 (f()) q(x)).

ce qui détérmine Da, puisque ¢ est surjectif.

3. Champ de vecteurs //. — Les lemmes qui suivent permellent moyen-
nant certaines conditions, d’associer a tout point d'une orbite ouverte de
représentation affine un point frontiére de cette orbite. Ils joueront un role
essentiel au paragraphe k.

Soient G un groupe de Lie connexe et M une variété ou G opére différen-
tiablement et transitivement. Soit D une connexion linéaire localement plate
sur M, invariante par G. Dans le fibre vectoriel 7'(/M) des vecteurs de M,
soit /N un sous-fibré vectoriel dont les fibres sont de dimension > o. On
suppose /V stable par G et stable par transport parallele. Soit « une forme
fermée de degré 1 sur M invariante par G telle que la restriction de n= Dz
a /V soit non dégénérée. 1l existe alors sur M une section H de /Vet une seule
telle que 0 (/1, X') = «(X") pour toute section X" de /V. Ce champ de vec-
teurs /7 est invariant par G et o (/) est donc une constante.

(3.1) Lemve. — Dyl —=— H.

Comme la courbure et la torsion de D sont nulles, quels que soient les
champs de vecteurs A" et ¥ sur M, on a

(Do) (X, V)= (DyDxa)(¥)— (Dp, xa)(})
= (DxDya) (V) — (Dp nz)(¥)
= (DxDya)(¥V) —0q(DH, T).
Si ¥ est une section de /V, alors
(Do) (¥Y)y=n(H, V)=a(]).
Comme /V est stable par transport paralelle, il en résulte

(.DxDHYJ) ( Y): (.D\(Z)(I/) - ‘f)(/lf, ]’)

pour tout champ de vecteurs .¥. Ainsi, pour tout champ de vecteurs .1" et
toute section ¥ de /V, on a

(Dpa) (XA, YV)==n(X,V)—n(DH, }T).
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II en résulte que, si 1" et } sont des sections de /V, alors
0(DxH, V)=x (X, DyH).
Pour toute section .I" de /¥, on a donc
0 (D ll, X)) =1, Dy I).
Puisque Dy / est encore une section de /V, on obtient
(Dl XY =a(DxH)=Xa(ll)— (X, H)=— (X, ).

La forme 7 étant non dégénérée sur /V et D,/ étant une section de /V, ceci
prouve que Dy i —— H.

(3.2) LemMe. — Pour tout point a€ M, il existe dans M un arc de géodc-
sique © défini sur Uintervalle ouvert | — o, 1] tel que 0 (o) == a et ¢' (o) = I/,.
Lorsque s tend vers 1, le point o (s) ne tend pas vers un point de M.

Le champ de vecteurs // étant invariant par le groupe transitif (v, il existe
une courbe différentiable ¢ : 22— M telle que Y (0) = a et V' (¢) = Hy, pour
tout t€ R. Posons ¢ (s) =Y (Log(1—s)~!') pour tout s <<1. On a

o'(s) =(1—s)" gy
et, par suite,

{ .
Dy 6'(5) = (1 — 8) Doy Hoy)+ 2(‘1} (C— ) My = (1 — 5= (Dpy H ~+ )iy

Compte tenu du lemme (3.1), ceci démontre la premiére assertion. Si ¢ (s)
tendait vers un point b € M lorsque s tend vers 1, ce point b serait la limite
de L (¢) lorsque ¢ tend vers oo et, par suite, on aurait //;—o. Le champ
de vecteurs // étant invariant par (, on aurait //—=o, donc a(X)=o0 et
(X, V)= (Da)(X, ¥)=o0 quelles que soient les sections 4" et ¥ de V.
Or ceci est impossible puisqu’on a supposé que v était non dégénérée sur /V
et que la dimension des fibres de /V était > o.

Dans ce qui suit, on conserve les hypothéses et les notations précédentes,
mais on suppose que M est une orbite ouverte pour une représentation
affine (£, q) de (¢ dans un espace vectoriel réel V' et que la connexion inva-
riante D est la connexion induite sur M par la connexion plate naturelle de 1.
Le lemme (3.2) se traduit alors comme suit :

(3.3) LemMe. — Pour tout point a€M, la demi-droite a—+ t{(1l,),
od t <1, est contenue dans M et le point a + 7(11,) est un point frontiére
de M.

Le point «' = « + £ (/1) étant un point frontiére de M, la dimension du
sous-groupe de stabilité de «' est plus grande que la dimension du sous-groupe
de stabilité de «. Effectivement, on constate facilement que le sous-groupe
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de stabilité de «' contient le sous-groupe de stabilité de «, ainsi que tout
sous-groupe a un paramétre engendré dans G par un élément x€g tel
que L, — H soit nul au point «.

Supposons que N = T (M), la forme Da étant donc non dégénérée. Dans
ce cas, s'il existe un point € V invariant par (, autrement dit si la repré-
sentation affine (f, q) est équivalente & une représentation linéaire, alors pour
tout point «€ M, on a a® =« + {(/,). Pour établir ce résultat, il suffira de
traiter le cas ou @,= o, c’est-a-dire le cas ol g =o. Si f; désigne le champ
de vecteurs linéaires tel que 7 (R:) soit la bijection identique de 1/, alors pour
tout x€q, on a

(Da) (Hiv L,) = HE(Z<L,) — 1(01131;,,-)
= a(Rpm) =— a(Ls) =— (Do) (1, Ly).

Puisque Do est non dégénérée, ceci prouve que //—=— R et par
suite « + {(H,) = o pour tout a€ M.

Ce qui précéde montre en particulier que si la forme Do est non dégé-
nérée il existe au plus un point de ¥V invariant par G. On indiquera au para-
graphe 6 un exemple dans lequel tous les points frontiéres de 'orbite ouverte M/
sont de la forme « + £ (/1,) avec ane M.

k. Orbites a forme bilinéaire définie positive.. — Dans ce paragraphe on
~ désigne par G un groupe de Lie connexe et par (f, q) une représentation
affine de G dans un espace vectoriel réel 17 de dimension finie. On suppose
qu’il existe une orbite ouverte & de G dans V et que « est une forme diffé-
rentielle fermée de degré 1, invariante par G sur Q. Etant donnés deux

points a, beQ tels que le segment d’extrémités « et b soit dans £, on
4

noteraf o l'intégrale de o sur le segment orienté d’origine « et d’extré-

a

mité b.
(*.1) LemMe. — Soient a€, beV tels que a+ 0b€Q pour o =0 <1

a+00
et que a-+b&Q. Si Da est définie positive alorsf % —> 40
«

lorsque O — 1.

Soit a,, @, ..., @, une base de formes linéaires sur V. On a vu (§2)

que a :Z A;day, ot les A; sont des fractions rationnelles en g, @y, ... 11,
i
réguliéres sur Q. Par suite,
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ou I est une fraction rationnelle en ¢, réguliére pour o ¢ <C1. Pour la
métrique riemannienne
dA

Do—= d—a/dai da;,

la longueur du segment d’extrémités @ et @ + 00 est

1(9):[]0(%) d,

. db . . n ..
la fonction g Stant positive du fait que Do est définie positive. Comme la

métrique riemannienne Da sur £ est invariante par le groupe transitif (,
cette métrique est compléte. Puisque @ + b, ceci entraine que {(0) —x»
lorsque § — 1. Il en résulte que, si s'est I'ordre de multiplicité de 1 comme
polede £, on a

s+ 1
=1,
2

donc s>.1,

ce qui démontre le lemme.

(e.2) Lemme. — Sila forme Da est définie positive, alors L est un convexe

de V.

On désignera par ens (b4, b, ..., b,) 'enveloppe convexe d’une famille de
points by, by, ..., b€ V. Puisque  est un ouvert connexe, pour prouver
que & est convexe, il suffit de prouver que si @, b. c€ & et si env(a, b) CQ
et eny (e, ¢) C &, alors env(a, b, c) C L. Pour simplifier 'écriture, on pourra
supposer que « est I'origine O de V. Soit 7 'ensemble des nombres réels ¢
tels que env(o. b, tc) C Q; c’est un intervalle ouvert contenant o. Pour tout
point ¢'=tc avec ¢t € [, il existe un voisinage ouvert simplement connexe de
env (0, b, ¢') contenu dans . Soit fla primitive de « sur U qui est nulle en o.

-da;daj, oules a; désignent

~  d?
Puisque sur U la forme D« est égale a 2 —_—
q ° da; da;
i

comme plus haut une base de formes linéaires sur ', et Do est définie posi-
tive, la fonction f est convexe sur U. Pour tout e€env (o, b, ¢') on a donc

“ 1 c’
f I:f(e)ésup(o,f(b),f(c’)):sup<o,f 1‘\[ 1>-

Si, de plus, o =Z¢ <1, alors

f aésup(o,fﬁ)
0 0
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et pour tout point e€eny (o, b, ¢') on aura donc

e 4 coN
f asup < o, / a, f o )
0 0 "

Supposons alors que lintervalle / admette une plus petite borne supé-
rieure v =~ 1 posons ¢ = vec. Il existe alors un point d de en¢ (b, ¢°) qui n’est
pas dans Q et tout point 6 avec o Z 0 <1 appartient & . Ce qui précéde
montre ¢ue, pour 0 =~ <1 on aurait

5 A\
f aésup(m [ 1./ 1),
0 “0 0

ce qui en contradiction avec le lemme (&.1). Par suite, 1 €/ et env (0, b, ¢) CQ,
ce qui achéve la démonstration.

O«

(%.3) Lemme. — Si la forme Da est définie positive, le convexe Q ne
contient pas de droite.

On peut supposer que £ contient I'origine o de V. Puisque £ est convexe,
la réunion des droites passant par o et contenues dans £ est un sous-espace
vectoriel 11 de V et pour tout point « € V, les droites passant par « et conte-
nues dans £ sont les paralleles 4 n passant par «. Soit /V le sous-fibré de
I'espace fibré vectoriel des vecteurs de £ constitué par les vecteurs « « paral-
leles & 1 », c’est-d-dire tels que (u) €n. Puisque les opérations de G dans V'
sont des transformations affines, /V est stable par G. La forme D étant définie
positive, il existe une section // de /V telle que (Do) (M, A') = a(.1") pour
toute section X de V. Compte tenu du lemme (3.3), si n était différent
de (0), le point £ (H,) appartiendrait a la frontiére de £, ce qui est impos-
sible puisque ¢ (H,) en.

Les deux lemmes qui suivent ne seront utilisés qu’au paragraphe 7. Ony
suppose que o€ £, et I'on note comme plus haut par o, la forme linéaire
sur V telle que o, (fu) = a(u) pour tout vecteur ue 7, (V).

(%.4) LemMe. — Sila forme Do est définic positive, et si I est le champ
de vecteurs sur Q tel que (Do) (H, X) = a(X) pour tout champ de vec-
teurs X" sur Q, alors pour tout point be 2, on a

ay () < (Da) (Hy, I,).

Soient ¢ : R la courbe intégrale du champ // telle que 4 (o) =o et f
une primitive de « sur le convexe Q. Pour tout 0 €R, soit Q¢ I'ensemble
des points b€ Q tels que f(b) < f(Y(0)). Puisque Do est définie positive, la
fonction f est convexe, et & étant convexe il en résulte que €24 est un ouvert
convexe. On va montrer que sur &y le valeurs de o, sont au plus égales
a 7, (v (0)). Supposons, en effet, que b€ Qq. Soit P le champ des vecteurs
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constant sur V tel que £ (P) =0 — y(0) et soit m la fonction «(P) sur Q.
Puisque f est convexe et que f(b) << f({(0)), on a

= o.

m(b(0) =| IO+ 0 =40 |

(=0
D’autre part, puisque Dy o —=a, on a
H.m=(Dya)(P)=a(P)=m,
ce (ui entraine que
m (Y (L)) =exp(¢{)m(o) pour tout!€R.

On a donc m(0) < o, et ceci signifie que o (0) =< oy (Y(0)). Ainsi, sur €,
la forme linéaire «, est majorée par a, (Y (1)) et, par conséquent, sur Q. les
valeurs de @, sont strictement plus petites que la valeur de «, au point fron-
tiere {(H,) qui est la limite de ¢ (0) lorsque § —00. Comme

oy (¢ =2 (H,)) = (D) (H,, Hy),
ceci démontre le Lemme.

(3.5) Lemme. — Si la forme Da est définie positive et st K est le cine
réunion des demi-droites fermées d’extrémité o contenues dans 2, alors K
est un cone convexe fermé et pour tout point b€ K — (o), on a xy(b) << o.

Du fait que & est convexe résulte que K est un cone convexe, et ce cone
est fermé parce que o est intérieur a Q. Pour tout point o€, les demi-
droites d’extrémité o contenues £ se déduisent par translation des demi-
droites d’extrémité o contenues dans Q. Comme les opérations G dans Q sont
des transformations affines, A est donc stable par la représentation linéaire £
dans V. D’aprés le lemme (&.4), on a «,(b) =0 pour tout point b€ K.
Sibe K etsia,(b)=o, alors ay( f(x)b) = o pour tout élément x de 'algébre
de Lie g de G, car autrement, Yorbite £(G)b de b pour la représentation
linéaire f sortirait du demi-espace oy~ o. D’aprés la formule (2.3), on a

oo (f(2)b) = (Day) (q(x), b) pour tout z€g.
La forme Da, étant non dégénérée, il en résulte que b = o.

(%.7) TarorkME. — Soient G un groupe de Lie connexe ¢t M une variété
différentiable de dimension n oi G opére différentiablement et transitive-
ment. Soit D une connexion linéaire plate invariante par G sur M, et soit
o une forme différentielle fermée de degré 1 invariante par G sur M. Si
Do est définie positive, alors il existe un espace vectoriel réel V de dimen-
sion n, une représentation affine de G dans V et une orbite ouverte Q de G
dans V vérifiant les conditions suivantes :
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(&)
N
=

a. & est un convexe de V ne contenant aucune droite;

b. Il existe un difféomorphisme de M sur Q compatible avec les opéra-
tions de G et transformant la connexion D en la restriction a Q de la
connexion plate naturelle de V.

Le cas ou M est une orbite ouverte d'une représentation affine de G a été
démontré plus haut [lemmes (%.2) et (%.3)]. Montrons d’abord que le théo-
réme s’en déduit lorsqu’on suppose M simplement connexe. Soit « un point
de M, etsoit V=1T,(M) I'espace des vecteurs de M d’origine «. La connexion
D étant plate, pour tout € V, il existe un champ de vecteurs P, sur M et
un seul tel que DP,=—o et (P,),—u. Soit u la forme différentielle de degré 1
sur M a valeurs dans 1 telle que p.(£,)=u pour tout u€ V. On a dy.— o,
et puisque M est simplement connexe, il existe une application différentiable p
de M dans V telle que p(a) —o et dp—p. Puisque G laisse invariante la
connexion D, on définit une représentation linéaire £ de G dans V par la
condition Ps,,— s P, pour tout s€ G et tout v € V. Si q désigne Papplica-
tion de G dans V telle que q(s) —=p(s«) pour tout s€ (4, alors on voit faci-
lement que £(s) p(0) + q(s) =0 (sh) quels que soient s€e GetbeM. 1l en
résulte que (f, ) est une représentation affine de G dans V. L’orbite
Q= q(G)=p(M) est un ouvert de V et (M, o) est un revétement de & dont
la projection p commute avec les opérations de G. Pour tout élément = de
I’algébre de Lie de G, soit L, le champ de vecteur correspondant a x sur M,
puisque p commute avec les opérations de (r, chaque champ L, se projette
sur Q. Comme a(L,) est une constante pour tout z, ceci prouve que o esl
de la forme p*(3, out B est une forme différentielle fermée de degré 1, inva-
riante par G sur . La projection p étant compatible avec la connexion D et la
connexion plate naturelle ' de V, on a Do =0p*D'3, donc D' est définie
positive. Compte tenu des lemmes (&.2) et (§.3), & est donc un convexe
ne contenant aucune droite. En particulier, £ est simplement connexe, donc p
est un isomorphisme, ce qui achéve la démonstration dans le cas o M est
simplement connexe. On démontrera maintenant le théoréme dans le cas
général. Soit M e revétement universel de M et G le revétement universel
de G opérant transitivement sur M. 11 existe sur M une connexion plate D et
une seule telle que la projection © de A sur M soit compatible avec les
connexions D et D. Cette connexion D est invariante par G. La forme
&=m"a est une forme différentielle fermée de degré r invariante par G sur M.
Comme D& —=r"Da, la forme D% est définie positive et, d’aprés ce qui
précéde, on peut identifier /7 avec une orbite ouverte d’une représentation
affine de G dans un espace vectoriel réel V, la connexion D étant induite par
la connexion plate naturelle de V. Tout automorphisme ¢ du revétement
(M, ©) de M laisse D invariante; c’est donc la restriction a M d’une transfor-
mation affine ¢’ de V. Si & n’est pas 'identité, alors ¢’ n’est pas une transla-
tion de V, car cela entrainerait ’existence d’une droite contenue dans M, ce

BULL. SOC. MATH. — T. 89, FASC. 4. 35
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qui est exclu d’aprés le lemme (&.3). Mais si ¢ n’est pas une translation, il

existe un point a€M et un vecteur ue T, (M) tels que les vecteurs u et
o”(u) ne se déduisent pas I'un de I'autre par transport paralléle le long du
segment de droite d’extrémités « et o(a). La projection de ce segment dans
M est un lacet d’origine et d’extrémité m(a) et le transport paralléle le long
de ce lacet donne un élément du groupe d’holonomie en m(a) différent de
I'identité. Comme on suppose que D est une connexion plate, ceci est

exclu et le revétement (/l?, 7r) de M est donc trivial. Ainsi M est simple-
ment connexe et ceci achéve la démonstration.

Si dans les hypothéses du théoréme ou supposait seulement D localement
plate, on ne pourrait plus en déduire les mémes conclusions. Par exemple,
st G=M=S0(2), les opérations de G dans M étant les translations a
gauche de G, il existe une forme différentielle o 37 o de degré 1 sur M, inva-
riante par G, et pour toute connexion invariante D autre que la connexion
invariante plate, Da est définie positive (et D est localement plate).

5. Espaces homogeénes complexes définis par une connexion plate. —
On désigne par M une variété différentiable, par 7°(M) la variété des vecteurs
de M et par p la projection de 7'(M) sur M. Soit G un groupe de Lie
connexe opérant transitivement et différentiablement sur M. Soit D une
connexion linéaire sur M, localement plate et invariante par G. 1l existe sur
T (M) une structure complexe, et une seule, telle que pour toute fonction
différentiable réelle f définie sur un ouvert UC M et telle que Ddf—=o la
fonction fp + \/— 1 df soit une fonction holomorphe sur p— (U). En prolon-
geant de la maniére habituelle & 7°(M) les opérations de G dans M, on voit
que G opeére par transformations holomorphes dans 7'(M). Supposons
maintenant que la connexion D soit plate globalement. Soit ¢ un point de M
et soit &£ = T, (M) P'espace vectoriel des vecteurs de M ayant pour origine «.
On identifiera 7’(M) avec la variété M < I au moyen du difféomorphisme
qui applique un point (&, u) € M < F sur le vecteur d’origine b déduit de u
par transport paralléle. Les opérations de G dans 7'(M) sont alors de la
forme s(b, u)= (sb, £(s)«), ou £ est une représentation linéaire de G dans FE.
Soit G'= G < E le produit semi-direct de G et du groupe additif £ défini
par £. On fait opérer G’ dans 7'(M) en posant (s, u) (b, v) = (sb, £(s) v +u)
quels que soient s€ G, be M, u, vy € L. Chaque opération de G’ dans 7'(M)
est alors un automorphisme holomorphe de 7'(M), et G' opére transitivement
dans T'(M).

(5.1) Tnroreme. — Solent G un groupe de Lie connexe et M une variété
ou G opére différentiablement et transitivement. Soit D une connexion
plate sur M, invariante par G, et soit T(M) la variété des vecteurs de M
munie de la structure complexe définie par D. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
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a. il existe sur T(M) un volume réel invariant par tout automor-
phisme holomorhe de T (M) et la forme hermitienne définic par ce volume,
et la structure complexe de T (M) est définie positive,

b. il existe sur M une forme différentielle a de degré 1, fermée, inva-
riante par G, telle que Da soit définie positive,

c. la variété complexe T (M) est isomorphe « un domaine borné d’un
espace C.

Supposons vérifice la condition («). Solent ¢;(i =1, 2, ..., n) des coor-
données affines, c’est-a-dire telles que D dc;— o, sur un ouvert UC M. Posons
a;=cyp et b;=dc;; la restriction & p—! (U) d’un volume ¢ sur 7' (M) est de
la forme

Kdua, N\ da, \ ... \Nda, \ dby \ dby)\ ... \ db,

ot K est une fonction différentiable. Si ¢ est invariant par les automor-
phismes holomorphes de 7'(M), alors K n’est fonction que des ;. Sur p—* (U),
la forme hermitienne définie par ¢ et par la structure complexe de 7'(M) a
donc pour partie réelle
0= 2 %’% (da; da; + db, db ).
ij

Il existe sur M un volume ¢, invariant par G dont la restriction a U est
Kda, \da, )\ ...\ da,. Sia estla forme différentielle invariante par G sur
M telle que Dyy = avy, alors la restriction a U de la différentielle cova-
riante Do est

O 42 LogK

W dd[ dﬁl/.

i
Puisque 7 est définie positive, il en est de méme de Da, ce qui démontre
que («) => (b). Montrons maintenant que (b) => (c). D’aprés le théoréme k.7,
si (b) est vérifiée, alors il existe un espace vectoriel V' et un ouvert convexe
Qc V ne contenant pas de droite tel que M, avec sa connexion plate, soit

)

isomorphe & £ muni de la connexion induite par la connexion plate
P P

naturelle de V. La variété complexe 7'(M) est alors isomorphe & I'ouvert
Q+4-\/—1Vc VRxrC qui est holomorphiquement isomorphe &4 un domaine
borné de I'espace C». L’assertion (¢)=>(a) est une propriété générale des
domaines bornés homogénes (¢f. [1], [10]).

CoROLLAIRE. — Soient G un groupe de Lie connexe et & une orbite ouverte
d’une représentation affine de G dans un espace vectoriel réel V. Si Q est
contenu dans un ouvert convexe ne contenant pas de droite, alors £ est un
ouvert convexe ne contenant pas de droite.

En effet, si & est contenu dans un ouvert convexe ne contenant pas de

droite, alors & -+ \/—1 V'€ V®xC est holomorphiquement isomorphe & un
3.
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domaine borné. Comme la variété complexe & 4 \/— 1 V s’identifie a 7'(Q)
muni de la structure complexe définie par la connexion plate de L, le théo-
réme montre qu’il existe sur Q une forme différentielle « fermée de degré 1,
invariante par G, dont la différentielle covariante est définie positive. Il en
résulte que £ est un convexe ne contenant pas de droite d’aprés les lemmes

(f.2) et (4.3).

6. Exemples. — On dira dans la suite qu'un ouvert d’un espace vectoriel
réel est homogéne s’il admet un groupe transitif de transformations affines.
Parmi les ouverts convexes qui ne contiennent pas de droite et qui sont
homogénes, les mieux connus sont des cénes admettant un groupe transitif
de transformations linéaires. A cette classe appartiennent entre autres les
domaines de positivité homogenes au sens de Koecuer (c¢f. [2], [8], [9]).
Dans ce qui suit, on indiquera un procédé de construction d’orbites ouvertes
de représentations affines conduisant a des convexes homogénes qui ne sont
pas de cones. Ce procédé est étroitement apparenté aux représentations
affines complexes qui feront 'objet du paragraphe suivant.

Soient V et I7 deux espaces vectoriels réels de dimension finie et ® une
forme bilinéaire symétrique sur & a valeurs dans V. Soient G un groupe de
Lie connexe, (f, q) une représentation affine de G dans V' et h une repré-
sentation linéaire de G dans £. On suppose que

(6.1) £(5) @ (u, v) =0(h(s)u, h(s)»)

quels que soient s€ G et u, v€ E. Soit (' =G < E le produit semi-direct de
G et du groupe additif % défini par h. On définit une représentation affine
(£, q') de G' dans 'espace vectoriel V < I en posant

£(s, u) (a, v) = (£(s)a + D (h(s)¢, u), h(s)e),

q'(s, u) = <q(s) —+ éd)(u, w), u>.

Si E # o, celte représentation affine n’est pas équivalente a4 une représen-
tation linéaire. Soit Q — g (G) 'orbite de o dans V; l'orbite &'=q'(G’) de
(0, 0) dans V' < K est alors I'ensemble des points («, u) tels que

a— é([)(u, u) €.

Supposons vérifiées les deux conditions suivantes :

(6.2) € est un ouvert convexe ne contenant pas de droite ;
(6.3) pourtoutuelk, ®(u, u)e.

Dans ces conditions, I'orbite &' est un ouvert convexe ne contenant pas de
droite dans V< F. En effet, pour tout u€ X, ®(u, u) appartient au cone
convexe K réunion des demi-droites d’extrémité o contenues dans L. Soit
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£, &ay « -+, En une base de formes linéaires sur V¥ telles que £;(«) < o pour
tout € K — (o). Les valeurs sur Q des formes linéaires £; admettent une
borne supérieure m, et Q' est contenu dans 'ouvert U constitué par les points

(a, u)€ V< I tels que Ej<a — éd)(u; u)> << m. Chaque forme ;@ étant

définie négative, U est un convexe ne contenant pas de droite. Comme ' est
visiblement ouvert, le corollaire du théoréme (5.1) montre donc que Q' est
un convexe ne contenant pas de droite.

Voici le détail de cette construction dans le cas le plus simple. On suppose
que V=R (corps des nombres réels) et que G est le groupe multiplificatif
des nombres réels > o. La représentation affine (f, g) de G dans R est
définie par £(s)a —=sa et q(s) =s*—1 pour tout s€ G et tout «€ R. On
suppose que f¥—R” et que la représentation linéaire h de G dans [/ est telle
que h(s)u = su pour tout s€ G et toutue . Si ® est la forme euclidienne
naturelle de R?, alors les conditions (6.1), (6.2) et (6.3) sont vérifiées.
Soient xy, @4, ..., x, les coordonnées naturelles de V' < /=R < RP et soit

i=p

1 ,
F=x+1— 5 Exf.

1=1

L’orbite Q' a pour équation F>o. Si r=1-+ p/2, alors F~" dx,Adx ... \dz,
est un volume sur &' invariant par G' = G < /7. La forme différentielle inva-
riante fermée correspondante est
i=p
. ~
a=dLogFr=—rF'( de,— Y z;dx,
A
i=1
etl’on a
i=n
Do=r"'a*+ rF- def .

1=1
Si H est le champ de vecteurs sur &' tel que (Da) (H, X')=a(AX) pour

d .
tout champ de vecteurs X sur Q', on a H:——Fax—- Tout point de la
0
frontiere de H est de la forme a -+ {(H,), avec a € Q'. Le domaine
Q'+ \/—1 R+t c Crt' est isomorphe & un domaine borné homogéne
symétrique, forme ouverte de Iespace homogéne complexe compact
U(p +1)/U(p) < U(1). On sait que ce domaine n’est pas isomorphe a un

domaine de la forme I' + /— 1 R*', ou I' est un cone ouvert.

7. Domaines de Pjateckij-Sapiro. — On désigne par G un groupe de
Lie connexe, par V un espace vectoriel réel et par (f, ) une représentation
affine de G dans V. Soient £ un espace vectoriel complexe de dimension
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finie et W' une forme hermitienne sur /7 & valeurs dans V'=V & C, cesl-
a-dire une application de £ < I dans V¢ qui est C-linéaire par rapport au
premier facteur et qui vérifie la condition W (wu, ¢) =W (¢, ) quels que
soient u, v € I{. Soit h une représentation linéaire complexe de & dans /7

telle que
£(s) W (u, v) =W (h)(s)u, his)e)

quels que soienl s€ & el 1, ¢y € L. On suppose que V'orbite Q—=q () de o
est un ouvert de V. L’ensemble des points (@ + \/— 10, «) de Vex E tels

I
que a — 5‘[“(1/,, )€ est alors un ouvert Q* de V¢ E. On va montrer

qu’il existe un groupe de transformations affines complexes de V¢x E qui
opére transitivement dans Q*. Soit G* le groupe de Lie dont I'espace topolo-
gique sous-jacent est G < V < E et dont la loi de multiplication est
donnée par

(s, a, w) (4, by o) =(st, £(s) b+ a+ (s, u, ¢), A(s)0 4+ w),
avec

A(s, u, 9) = — (W (h(s)e, 1) —W(u, h(s)s))
2y —1

quels que soient s, L€ G, «, b€ Vetu, €l L'application (s, w, )—(s, i1, —u)

est un automorphisme involulif de *; le sous-groupe des éléments de G*

invariants par cet automorphisme est le produit semi-direct de (' et du

groupe additif V" défini par £. On définit une représentation affine complexe

(£, g*) de G* dans V¢ E en posant

(s, e, u) (cz—l— V=1b,0)=E(s)a+V=1£(s)b+ Wh(s)r, u), h(s)r),
q(s, c, u) :<q(s) +\V—1c—+ é‘[f(u,, wy, u,>

quels que soient s€ G, a, b, c€ Vetu,¢€li. L’orbite de 'origine est 'ouvert
q (G') = Q"

Soient g 'algébre de Lie de G, (f, ¢) la représentation affine de g dans )/
définie par (f, q) et /2 la représentation linéaire de g dans /7 définie par h.
L’algébre de Lie g* de G* s’'identifie a g < V' >< E et la représentation affinc
(f*, ¢*) de g* dans V<< E définie par (f, q*) est

Sz, ¢, u) (u—{— V—10, v}:(f(x)a —+ \/: flx)b—W (e, u), h(x)v),
7 (@, ¢, u) = (q(z), c, w),
ouxz€qg, @, b,ceVetu, vek.

Soit ¢ un volume réel sur V¢ £ invariant par translation. Supposons
qu’il existe sur £ un volume réel Fw invariant par les opérations de G*.
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I’image réciproque de la forme différentielle d LogF par q* a pour valeur
sur g*C 7'(G*) la forme Trf. Par suite, 'image réciproque de dLogF par
I'injection naturelle £ — Q* est une forme différentielle invariante fermée o
sur Q telle que

o (q(x)) =Trf*(x, 0,0)=2Trf(x)+ Trh(z).

Soit v la partie réelle de la forme hermitienne invariante définie sur Q* par
le volume Fw et la structure complexe. Si v, désigne la forme bilinéaire
sur V¢ I définie par la valeur de » au point origine, un calcul simple
montre que

1((a+y=1b,u), (d+y=10, 1))

= (Day) (&, a') + Day) (b, ') — oy (W (e, ') + (W (', u))

quels que soient @, b, @', b'€ V et u, ' € E. Ainsi, pour que 7 soil définic
positive, il faut et il suffit que Do soit définie positive et que oo (ReW') soit
définie négative. On observera qu'en général la forme «, est linéairement
indépendante de la forme invariante fermée sur £ qui correspond a un
volume sur £ invariant par G.

(7.1) TnrorkMe. — Pour que ['espace homogene complexe Q' soit
isomorphe a un domaine borné, il faut et il sujfit que la forme 0 soit
définie positive.

On sait que la condition est nécessaire. Montrons qu'elle est suffisante.
Soit K le cone réunion des demi-droites d’extrémité o contenues dans €.
Puisque Do est définie positive, on sait que K est fermé et que o (a) <<o
pour tout point a€ K — (o) [lemme (&.6)]. Soit K’ le cone fermé constitué
par les points W(w, u), ou wel. Puisque a,(ReW) est définie néga-
tive og(a)<<o pour tout point a€K'— (o). Soit W Tlensemble des
formes linéaires £ sur V telles que Z(a) <<o pour tout a€ KUK — (o).
Puisque KUK’ est fermé, W est un ouvert du dual V* de V. Soient ¢,
Loy -++y Cn1 des éléments de V' qui, avec o, constituent une base de V™.
Puisque a,€ W et que W est ouvert, il existe un nombre ¢ > o tel que les
formes linéaires

i=n-—1
b=+t (i=1,2,...,n—1), En= oy — L 2 i
i=1
solent dans JW. Les formes £; étant négatives sur K — (o), il existe un
nombre m tel que £;(a) << m/2 pour tout a€ £ et tout i. Les formes £; étant
négatives ou nulles sur A’, chaque forme bilinéaire ¢;=F;(ReW) est
négative. Pour tout point (& + V—10, u)e Q* ona

— é‘lf(u, u) €, donc §;(a) — é‘lf'(u, w0) < m
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et, par suite, £;(a) << m/2 quel que soit i. Il en résulte que, si e, e, ..., e,
est la base de V' duale de la base £y, £, ..., £,, on définit un isomorphisme
holomorphe 6 de Q* sur un ouvert A de V< K en posant

0(2iz65 ) = (2i(5;+m) (z;— m) e, I;(z,— m)'u)
pour tout point (2X;z,¢;, u) € Q*. Lorsque (2;z;¢;, u) € Q*, on a
s+ 5l m, donc |(z+m)(z—m)~'|<o.
De plus, si ¢ =1I;(5s — m)"'u, on a
(W (e, ) = o (W (e, ) | 50— m |2 = = 3,y ) W] 51— m |2,
car

)
ap=— — ;.
0 n 1</

Compte tenu des inégalités 5, + Z;,— §;(u«, u) << m, ceci entraine

on—1

—a(F(r,9)) <

m"'

Comme la forme — o, (Re W) est définie positive, il en résulte que A est un
domaine borné de I'espace V¢ < E, ce qui achéve la démonstration.

Avec la construction précédente, on obtient une classe d’espaces homogénes
complexes € qui contient les classes de domaines bornés homogénes intro-
duites par P. SAPIRO [7] et, par conséquent, tous les domaines bornés symé-
triques classiques. Les domaines bornés symétriques exceplionnels appar-
tiennent également a la classe €. Pour celui de dimension complexe 27, on
choisit pour € l'intérieur de I'ensemble des points de la forme 1— &® dans
lalgébre de Jordan exceptionnelle réelle dont la forme bilinéaire fondamen-
tale est définie positive, et 'on suppose que /=0 (¢f.[9]). Pour le domaine
exceptionnel de dimension complexe 16, la construction se fait avec
dim V=38 et dimZ=8. On observera que, méme lorsque /—o, les
domaines bornés homogénes qu'on obtient ne sont généralement pas symé-

triques (cf. VINBERG [9]).
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