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DOMAINES BORNÉS HOMOGÈNES ET ORBITES DE GROUPES
DE TRANSFORMATIONS AFFINES ;

JEAN-LOUIS KOSZLJL
(Strasbourg) ( 1 ) .

Sur un espace homogène complexe, un volume invariant définit avec la
structure complexe une forme hermitienne invariante (forme hermitienne
canonique de [5]). Si l'espace homogène est holomorphiquement isomorphe
à un domaine borné d'un espace C", cette forme hermitienne est définie posi-
tive, car elle coïncide avec la métrique de Bergmann du domaine cf. [1]). Le
but du présent travail est de démontrer la réciproque de cette proposition
pour une classe d'espaces homogènes complexes suggérée par les exemples
de domaines bornés homogènes non symétriques de PJATECKIJ-SAPIRO [7]. Cette
classe est constituée par certaines orbites ouvertes de groupes de transforma-
tions affines complexes. Elle contient, à notre connaissance, tous les domaines
bornés homogènes rencontrés jusqu'ici.

La question de savoir si un espace homogène complexe, dont la forme
hermitienne canonique est définie positive, est isomorphe à un domaine
borné est abordée ici par l'intermédiaire d'un problème de nature analogue,
mais sensiblement plus facile, qui concerne la forme bilinéaire invariante
définie sur un espace homogène réel par la donnée d'un volume invariant
(ou relativement invariant) et d'une connexion plate invariante. On démontre
que, si cette forme bilinéaire est définie positive, alors l'espace homogène,
muni de sa connexion plate, est isomorphe à un ouvert convexe ne contenant
pas de droite dans un espace vectoriel réel. Ce résultat permet de résoudre
le problème initial pour les espaces homogènes complexes obtenus en défi-
nissant de la manière naturelle une structure complexe dans la variété des

( 1 ) Ce t ravai l a été fait à PInst i tute for advanced Study, à Princeton, pend.int u i i
séjour de l'auteur financé par la National Science Foundation.



5l6 J.-L. KOSZUL.

vecteurs d'un espace homogène réel muni d'une connexion plate invariante et
plus généralement, pour la classe d'espaces homogènes complexes dont il a
été question plus haut.

1. Volumes relativement invariants et connexions plates. — Soient G
un groupe de Lie connexe et M une variété sur laquelle G opère différentia-
blement et transitivement à gauche. Par « volume )> sur un ouvert U de Af,
on entend une forme différentielle alternée sur U^ de degré égal à la dimen-
sion de M et différente de o en tout point de U. On dira qu'un sous-faisceau
non vide F du faisceau des germes de volumes sur M est un faisceau de
germes de volumes relativement invariants s'il vérifie les conditions suivantes :

a. si o" est une section de F sur un ouvert U^ pour toute fonction numé-
rique f localement constante sans zéro sur U, f<7 est une section de F sur U\

b. si <7 et <J' sont deux sections de F sur 6, la fonction f définie
par a ' =if(j est localement constante sur U\

c. si <7 est une section de F sur U^ alors, pour tout s ç G, SŒ est une
section de F sur s U.

Tout volume v relativement invariant par G sur M définit un faisceau de
germes de volumes relativement invariants dont les sections sur un ouvert U
sont les volumes/^, où/est une fonction localement constante et sans zéro
sur U. Si M est simplement connexe tout faisceau de germes de volumes rela-
tivement invariants sur M s'obtient ainsi. D'une manière générale un faisceau
de germes de volumes relativement invariants sur M correspond à un volume
sur le revêtement universel de M relativement invariant par le revêtement
universel de G.

Supposons donnée sur M une connexion linéaire invariante par G. Si la
trace de son tenseur de courbure est identiquement nulle, il existe au voisi-
nage de tout point de M un volume dont la différentielle covariante est nulle,
et il existe un faisceau de germes de volumes relativement invariants sur M
dont les sections sont les volumes ayant une différentielle nulle.

Dans ce qui suit, on désignera par D une connexion linéaire sur M inva-
riante par G et localement plate, c'est-à-dire ayant une courbure et une tor-
sion nulle. On notera Fj^ le faisceau des germes de volumes ayant une diffé-
rentielle covariante nulle. Soit F faisceau de germes de volumes relativement
invariants sur M; si v et VB '̂ o111 respectivement des sections de F et de F J ) sur
un ouvert UcM, la fonction/telle que v^fv^ sur U est définie modulo un
facteur localement constant par les faisceaux F et FD. Par suit^, il existe
sur M une forme différentielle fermée a de degré i et une seule, telle
que a==:^Log/sur l'ouvert U lorsque/ est une fonction numérique sur U
telle que le produit par/ d'une section de F^ sur U soit une section de F
sur U. Cette forme a est visiblement invariante par G du fait que F et F^
vérifient la condition ( c ) . Réciproquement, si a est une forme différentielle
de degré i sur Af, fermée et invariante par G, il existe un faisceau de germes
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de volumes relativement invariants sur YV, et un seul, qui admet pour section
tout volume de la forme f^Dt où 6/Log/= a et où v^ est un volume dont la
différentielle covariante est nulle.

Soit a une forme différentielle de degré i surJ^, fermée et invariante par G.
La torsion de D étant nulle, la différentielle covariante Dey. de a est une
forme bilinéaire symétrique sur M. Puisque a et D sont invariants par G, il
en est de même de Dor. .Soient ai, «^ . . ., a^ des coordonnées affines sur
un ouvert UcM, c'est-à-dire des coordonnés sur U telles que D(dai)=o
pour î ' = = i , 2 , . . . , / î . Soit Â^Oi /\ da^ /\ . . . A6^ un volume sur ^r, section
du faisceau associé à a, c'est-à-dire tel que dLoo;K= a. On a alors

,. ^ û^LogK . - _,
D a =: 7 ———-— dcii da, sur U.

AJ da,da, 'Â.i un,

Dans la suite, on s'intéressera particulièrement au cas où Dy, est définie
positive.

2. Orbites ouvertes des représentations affines. — Soient G un groupe
de Lie connexe et V un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie.
Par représentation affine de G dans F\ on entendra une loi d'opération à
gauche de G dans V telle que, pour tout sçG^ l'application a—^sa de V
dans V soit une tranformation affine. Étant donnée une réprésentation affine
de G dans î7, on définit une représentation linéaire f de G dans ï7, en posant
î ( s ) (fz==.sa—so quels que soient sç G et aç. V\ on définit une application
q de G dans V en posant q(^) = so pour tout sç G. Quels que soient.?, tç. G,
on a

f ( ^ ) q ( ^ ) + q ( 5 ) = = q ( ^ ) .

Réciproquement, si une application q de G dans V et une représentation
linéaire f de G dans F vérifient celte condition, en posant sa ==: î(s)a -+- q(^) ,
on définit une représentation affine de G dans V qui sera notée (f, q). On
dira qu'une représentation affine (f, q) de G dans V est complexe si V pos-
sède une structure d'espace vectoriel complexe et si f est une représentation
linéaire complexe. Dans ce qui suit, on supposera que V est un espace vec-
toriel réel et l'on désignera par Ç la forme différentielle canonique de ï7, c'est-à-
dire la forme différentielle de degré i sur la variété F, à valeurs dans l'espace
vectoriel ï7, différentielle de l'application identique de V dans V. Soit (f, q)
une représentation affine de G dans V. On notera/la représentation linéaire
de l'algèbre de Lie g de G définie par f et l'on notera q la restriction à g de
la différentielle de q. De la relation

î ( s ) q(f.) -+ q ( ^ ) == q , ( s t ) quels que soient s, tç. G,
il résulte que
(2.1) /(^) q ( y ) -/(j) q{œ) = q([^ y})

quels que soient x^ J€g.
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Poar tout aç. V. soit Pa le champ de vecteurs constant défini par «, c'est-à-
dire tel que Ç(Z^) soit l'application constante de V sur a. Pour tout endo-
morphisme ^ de F, soit 7?3 le champ de vecteurs linéaire sur V défini par
la condition Ç(7?^)==^. Si x—>L^ désigne l'homomOrphisme de g dans
l'algèbre de Lie des champs de vecteurs sur V définie par la loi d'opération
de G dans V^ alors pour tout ^€Q, on a

( 2 • ^ ) ^.z = ^/(.T) — Kf[x].

Pour tout point a ç. l , la dimension de l'orbite de a est égale à la dimension
de l'image de l'application linéaire x—>q(x)—f{x) a de g dans î . Pour
que l'orbite de a soit ouverte, il faut et il suffit que cette application soit sur-
jective. En particulier, l'orbite de o est ouverte lorsque q est surjective.

Dans ce qui suit, on suppose que i2 est une orbite ouverte de G dans \ .
Soit ^i, e-^ . . ., €n une base de F, et soit <7.i, ^2, . . ., a^ la base duale. On
note 9Î le corps des fractions rationnelles à coefficients réels en ^i, a.^ . . ., ( ( „
et 9ÎQ l'algèbre des restrictions à i2 des éléments de 9î réguliers suri2. Puis-
qu'il existe une orbite ouverte, il existe des éléments x^ x^_^ . . . . x^ç.^ tels
que les champs de vecteurs L^ I^x^ • ' - •, î^x^ soient linéairement indépen-
dants sur SR. Puisque les champs Z^ sont des combinaisons linéaires à coef-
ficients dans 9Î des champs Pe^ ceci prouve que chaque champ P^ est combi-
naison linéaire à cofficients dans 9î de Z.y.. Soit a une forme différentielle
fermée de degré i sur i2 invariante par G. Pour tout ^çg, a(Z.y) est une
constante et, par conséquent, a( jP^)€ 9ÎQ quel que soit /. Ceci prouve que a

est de la forme ^ A^• da^ avec AIÇ^RQ pour tout ;'. La connexion plate
i

naturelle de î induit sur i2 une connexion plate D invariante par G.

La forme bilinéaire symétrique D a = = 7 •-,—l ddida/ est à coefficients
i j

dans 9îû. Si cette forme n'est pas dégénérée, elle définit un volume
Kda^ f\ da^ /\ . . . /\ da/i sur 1,2 invariant par G pour lequel A2^ ÎÎQ. Cas
remarques seront utilisées au paragraphe ^.

On aura également besoin d'une formule donnant la valeur de la forme
bilinéaire Dy. au point o, lorsque oçt2. Quels que soient x^ y€g , on a

(7)a) (Z,. Ly) r=Z.,.a(Z,.) - a(7)^Z,),

où DL^ désigne la dérivation covariante par rapport au champ de vecteurs L,..
Comme a ( Z y ) est une constante,

(7)a)(Z,,Z,-)=-a(^Z,).

Les champs de vecteurs constants ayant une différentielle covariante nulle,

D I ^ L y == — Dp^ Rf ( x ) == — Pf[y]r/(.v} au point o.
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Soient ao et D(XQ respectivement les formes linéaires et bilinéaires sur V
définies par

ao(^)==a(«) et (D^)(^u, Ç^) = (Do,) (^ r)

quels que soient les vecteurs u^ vç. To( V). Le résultat précédent montre que,
quels que soient x^ j€9, on a

(2 .3) ( ^o ) (^ ) , ^ ( j ) )=ao( / ( j )<7(^ ) ) ,

ce qui détermine Do^o puisque q est surjectif.

3. Champ de vecteurs H. — Les lemmes qui suivent permettent moyen-
nant certaines conditions, d'associer à tout point d'une orbite ouverte de
représentation affine un point frontière de cette orbite. Ils joueront un rôle
essentiel au paragraphe k.

Soient G un groupe de Lie connexe et M une variété où G opère différen-
tiablement et transitivement. Soit D une connexion linéaire localement plate
sur Af, invariante par G. Dans le fibre vectoriel T(M) des vecteurs de M^
soit N un sous-fibre vectoriel dont les fibres sont de dimension > o. On
suppose N stable par G et stable par transport parallèle. Soit a une forme
fermée de degré i sur M invariante par G telle que la restriction de '(}•==- D y.
à N soit non dégénérée. Il existe alors sur M une section II de YVet une seule
telle que ' n ( / I ^ X) ==: a(-^T) pour toute section X de N. Ce champ de vec-
teurs H est invariant par G et a ( H ) est donc une constante.

(3 . i ) LEMME. — Dnil == — H.
Comme la courbure et la torsion de D sont nulles, quels que soient les

champs de vecteurs X et Y sur A/, on a

(Z^Yî)(.r, ¥)={DHD^){Y)-{Dn^a,)(Y)

= (DxDffO,) ( Y) - (D^^^)( Y)
==(DxDHŒ)(Y)-'n(D^ Y).

Si Y est une section de TV, alors

(^a)(r)=ï î( / / , Y ) = = o ^ ( Y ) .

Comme vV est stable par transport paralèlle, il en résulte

(DxD^)(Y)=(D^)(Y)=-n(A^ Y)

pour tout champ de vecteurs X\ Ainsi, pour tout champ de vecteurs X et
toute section Y de TV, on a

{Drrn){A\ r)=ïî(jr, r)-yî(^//, Y).
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Il en résulte que, si X et Y sont des sections de 7V, alors

r^D^H. Y)=r^X. D y I I ) .

Pour toute section X de 7V, on a donc

YÎ (DjfII, X} = r; ( //, DY//).

Puisque D^H est encore une section de TV, on obtient

r^Dnîf, X) r= a(j9v7/) :=JTa(7/) — ^(JT, //) ==— ^(^T, //).

La forme Y] étant non dégénérée sur N et D^JI étant une section de 7Y, ceci
prouve que D^H== — H.

(3.2) LEMME. — Pour tout point aç.M^ il existe dans M un arc de géodé-
sique Q défini sur F intervalle ouvert [ — oc, i ] tel que cp (o) == a et ̂  (o) = If'a-
Lorsque s tend vers T , le point <^(s) ne tend pas vers un point de M.

Le champ de vecteurs // étant invariant par le groupe transitif G, il existe
une courbe différentiable ^ : R—^M telle que ^ (o) == a et ̂  ( t ) •==. H^^ pour
tout t ç. R. Posons îp (s) •==. L? (Log ( i — s)~~1 ) pour tout s < i. On a

^(S)=(1-S)-^I^

et, par suite,

^(.<) ?^(^) =(I -^^-(.)/4(.)+ ^ (I -^)-1/^(,.,=(I - ̂ )-2 (^//+/7)ç(.).

Compte tenu du lemme (3.1), ceci démontre la première assertion. Si <^(s)
tendait vers un point bç.M lorsque s tend vers i, ce point b serait la limite
de ' ^ ( t ) lorsque t tend vers 4-00 et, par suite, on aurait 7/^==o. Le champ
de vecteurs // étant invariant par 6r, on aurait H== o, donc a(^T)==o et
Y^(^, J ) = (7)a)(^T, Y) -==. o quelles que soient les sections X et Y de N.
Or ceci est impossible puisqu'on a supposé que r\ était non dégénérée sur N
et que la dimension des fibres de N était >> o.

Dans ce qui suit, on conserve les hypothèses et les notations précédentes,
mais on suppose que M est une orbite ouverte pour une représentation
affine (f, q) de G dans un espace vectoriel réel V et que la connexion inva-
riante D est la connexion induite sur M parla connexion plate naturelle de V.
Le lemme (3.2) se traduit alors comme suit :

(3.3) LEMME. — Pour tout point açM, la demi-droite a-^-t^(Ha)^
ou t < i, est contenue dans M et le point a + ̂ {Ha) est un point frontière
de M\

Le point a'z=z a - { - ' € , ( II a) étant un point frontière de M^ la dimension du
sous-groupe de stabilité de a' est plus grande que la dimension du sous-groupe
de stabilité de a. Effectivement, on constate facilement que le sous-groupe
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de stabilité de u' contient le sous-groupe de stabilité de a^ ainsi que tout
sous-groupe à un paramètre engendré dans G par un élément «^€0 tel
que LX— H soit nul au point a.

Supposons que 7V= T{M)^ la forme D a étant donc non dégénérée. Dans
ce cas, s'il existe un point a° ç V invariant par G, autrement dit si la repré-
sentation affine (f, q) est équivalente à une représentation linéaire, alors pour
tout point aç.M^ on a a°= a + ^ ( H a ) - Pour établir ce résultat, il suffira de
traiter le cas où âo-== o, c'est-à-dire le cas où q== o. Si 7?^ désigne le champ
de vecteurs linéaires tel que Ç(^) soit la bijection identique de T7, alors pour
tout xç. g, on a

(Z)a) (7?,, Z,Q ==/?,a(Z.,) - a(Z^Z,)

=a(/?y(,0=-a(Z,)=-(7)a)(7^Z,).

Puisque Dy. est non dégénérée, ceci prouve que H •==-—7?3, et par
suite a + Ç {Ha) = o pour tout a ç. M.

Ce qui précède montre en particulier que si la forme D a est non dégé-
nérée il existe au plus un point de V invariant par G. On indiquera au para-
graphe 6 un exemple dans lequel tous les points frontières de l'orbite ouverte M
sont de la forme a + Ç (Ha) avec açM.

^. Orbites à forme bilinéaire définie positive.. — Dans ce paragraphe on
désigne par G un groupe de Lie connexe et par (f, q) une représentation
affine de G dans un espace vectoriel réel V de dimension finie. On suppose
qu'il existe une orbite ouverte i2 de G dans V et que a est une forme diffé-
rentielle fermée de degré i, invariante par G sur i2. Etant donnés deux
points a, bç.^1 tels que le segment d'extrémités a et b soit dans 12, on

r' . ,notera / a l'intégrale de a sur le segment orienté d'origine a et d'extré-
^a

mité b.

(^. i ) LEMME. — Soient açi2, bç. V tels que a+ ^bç.^1 pour o^ 0 < i
^a+^h

et que a 4- b^.^1. Si -Z)a est définie positive alors f a->—20
«->a

lorsque 6 —> i.

Soit ai, a.^ . . . , a^ une base de formes linéaires sur V. On a vu (§2)

que a ==^.Aida^ où les Ai sont des fractions rationnelles en «i, a.^ . . . On-,
i

régulières sur ^î. Par suite,

^4-66 ^0
^ a== ^ F ( t ) d t ,

vy a ^O
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où F est une fraction rationnelle en t^ régulière pour o^f<^ï. Pour la
métrique riemannienne

D a == —— ci ai da^

la longueur du segment d'extrémités a et a 4- Qb est

w=/(^,• 'J , , V < " / '

la fonction - , étant positive du fait que D a est définie positive. Comme la

métrique riemannienne -Z)a sur 12 est invariante par le groupe transitif G^
cette métrique est complète. Puisque a+ ^^^2, ceci entraîne que / ( 6 ) — ^ x >
lorsque 0 — > i . Il en résulte que, si s est l'ordre de multiplicité de i comme
pôle de F^ on a

^ — — ^ i ^ donc ^^i,

ce qui démontre le lemme.

(^.2) LEiMAiE. — Si la forme D a est définie positive^ alors i2 est un convexe
de F.

On désignera par em'(7^i, b^ . . ., bp) l'enveloppe convexe d'une famille de
points ^i, b.^ . . ., bp ç V. Puisque ^2 est un ouvert connexe, pour prouver
que t2 est convexe, il suffit de prouver que si a, b. cç.^1 et si env^a^ b) C i2
et env{a. c) C^i alors env{a^ b^ c) C^. Pour simplifier l'écriture, on pourra
supposer que a est l'origine 0 de V. Soit / l'ensemble des nombres réels t
tels que env(o. b^ tc)c^\ c'est un intervalle ouvert contenant o. Pour tout
point c ' == te avec tçl^ il existe un voisinage ouvert simplement connexe de
("/^(o, b^ c ' ) contenu dans i2. Soit y la primitive de a sur 6^qui est nulle en o.

v^ d2 •Puisque sur U la forme Z>a est é^ale à ^ -7——,— dcii d a / , où les cii désignenti 0 Â»À dâi daj j
i ]

comme plus haut une base de formes linéaires sur F', et D a est définie posi-
tive, la fonction/est convexe sur U. Pour tout eçen^Ço^ b. c ' ) on a donc

f ^=f(e)^snp^f(b^f(c'))=.sup(o^ f a, f
«-'n \ ^ t » ^ ( i

o, 1 a, 1 a

Si, de plus, o^/^i, alors

r'' ( r' \j a^sup [ o, a l
••^n \ «^n J
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et pour tout point eç.env[o^ b^ c ' ) on aura donc

^ a^sup ( o, ^ a, ^ a )
^0 \ ^ O ^( i /

Supposons alors que l'intervalle 1 admette une plus petite borne supé-
rieure ^^i posons 6'°== vc. Il existe alors un pointa de <?m'(^, c0) qui n'est
pas dans Q. et tout point Qd avec o^ 0 < i appartient à i^. Ce qui précède
montre que, pour o ̂  6 •< i on aurait

.0. . . . ,
/ a^sup o, t y.. a ,

" O \ " O <- {\ /

ce qui en contradiction avec le lemme (^.1). Par suite, i ç.1 et <?m'(o, ^, c) C ̂ ,
ce qui achève la démonstration.

(^ .3) LEMME. — tS? la forme Dy, est définie positive, /e convexe i2 ne
contient pas de droite.

On peut supposer que QL contient l'origine o de V. Puisque ^ est convexe,
la réunion des droites passant par o et contenues dans i2 est un sous-espace
vectoriel îî de V et pour tout point aç. F', les droites passant par a et conte-
nues dans t2 sont les parallèles à n passant par a. Soit TV le sous-fibre de
l'espace fibre vectoriel des vecteurs de i2 constitué par les vecteurs u « paral-
lèles à î t » , c'est-à-dire tels que Ç ( ^ ) € n . Puisque les opérations de G dans T
sont des transformations affines, 7V est stable par G. La forme Dy. étant définie
positive, il existe une section H de N telle que (7)a)(//, X) -==. a (A') pour
toute section X de N. Compte tenu du lemme (3.3), si n était différent
de (o) , le point Ç(^o) appartiendrait à la frontière de i^, ce qui est impos-
sible puisque Ç(7/o)en.

Les deux lemmes qui suivent ne seront utilisés qu'au paragraphe 7. On y
suppose que oe^2, et l'on note comme plus haut par ao la forme linéaire
sur V telle que a o ( Ç ^ ) == a (^ ) pour tout vecteur uç. 7o( V).

(^ .4 ) LEMME. — Si la forme D a est définie positive^ et si H est le champ
de vecteurs sur ^2 tel que (J9a)(//, X) = a(JT) pour tout champ de vec-
teurs Xsur î , alors pour tout point 6€i2, on a

^(b)<(DŒ)(ff,.If,).

Soient ^ : 7?—^t2 la courbe intégrale du champ II telle que ip(o) == o et/
une primitive de a sur le convexe i2. Pour tout Oç^l, soit ^ÏQ l'ensemble
des points b € ̂  tels que /( b ) <; /( ̂  ( 9 ) ). Puisque D a est définie positive, la
fonction/est convexe, et ^ étant convexe il en résulte que ^9 est un ouvert
convexe. On va montrer que sur I^o le valeurs de ao sont au plus égales
à a o ( ' ^ ( 6 ) ) . Supposons, en effet, que bç^. Soit P le champ des vecteurs



^ J.-L. KOSZUL.

constant sur V tel que Ç(^) == b - 4-(9) et soit m la fonction a(^) sur Sî.
Puisque / est convexe et que f(b) </(i^(9)), on a

t (4 J (9 ) )= [ ^ / ^ (e )4 - / (6 - ^ (9 ) ) )1/"m9->)=| ;7, . / (^(9)4-/ (6-^(9))) ^o.
1/==0

D'autre part, puisque D^y. = a, on a

//./n == ( D r ^ ) ( P ) == a (P) == m,

ce qui entraîne que

^f^^.)) = = e x p ( ^ ) m ( o ) pour tout tçfi.

O n a d o n c m ( 0 ) ^ o , et ceci signifie que ^(b) ̂  a o ( ^ ( 0 ) ) . Ainsi, sur .Qo.
la forme linéaire ao est majorée par a o ( ^ ( 0 ) ) et, par conséquent, sur £2, les
valeurs de ao sont strictement plus petites que la valeur de ^ au point fron-
tière Ç(//o) qui est la limite de ^ ( 6 ) lorsque O-^oo. Comme

ao(Ç7/o) = a(77o) = (7}a) (//^ ^),

ceci démontre le Lemme.

(3.5) LEMME. — Si la forme DOL est définie positive et si K est le cône
réunion des demi-droites fermées d'extrémité o contenues dans i2, alors K
est un cône connexe-fermé et pour tout point bç.K — (o), on a Oo(^) < o.

Du fait que i2 est convexe résulte que K est un cône convexe, et ce cône
est fermé parce que o est intérieur à 12. Pour tout point aç^î, les demi-
droites d'extrémité a contenues ^2 se déduisent par translation des demi-
droites d'extrémité o contenues dans i2. Comme les opérations G dans 9. sont
des transformations affines, K est donc stable par la représentation linéaire f
dans V. D'après le lemme (M), on a ^(b)^o pour tout point bç.K.
Si b e K et si ^ ( b ) == o, alors ao (/(^) b) = o pour tout élément x de l'algèbre
de Lie 9 de G, car autrement, l'orbite î(G)b de b pour la représentation
linéaire f sortirait du demi-espace ao^o. D'après la formule (2.3), on a

^(f(^)b)=(D^) (q(œ), b) pour toutcreg.

La forme D^ étant non dégénérée, il en résulte que b == o.

(4.7) THÉORÈME. — Soient G un groupe de Lie connexe et M une variété
différentiable de dimension n ou G opère différentiablement et transitive-
ment. Soit D une connexion linéaire plate invariante par G sur M, et soit
a une forme différentielle fermée de degré i invariante par G sur M. Si
JD(X est définie positive, alors il existe un espace vectoriel réel V de dimen-
sion n, une représentation affine de G dans V et une orbite ouverte 12 de G
dans V vérifiant les conditions suivantes :
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a. 12 est un convexe de V ne contenant aucune droite;
b. Il existe un difféomorpîdsme de M sur ^2 compatible avec les opéra-

tions de G et transformant la connexion D en la restriction à 12 de la
connexion plate naturelle de V.

Le cas où M est une orbite ouverte d'une représentation affine de G a été
démontré plus haut [lemmes ( ^ . 2 ) et (^.3)] . Montrons d'abord que le théo-
rème s'en déduit lorsqu'on suppose Af simplement connexe. Soit a un point
de M^ et soit F= Ta{M) l'espace des vecteurs de A/d'origine a. La connexion
D étant plate, pour tout uç. F, il existe un champ de vecteurs Pa sur M et
un seul tel que DPn=zo et (P^)a=u. Soit ^ la forme différentielle de degré i
sur M à valeurs dans V telle que ^(P,,)=z u pour tout uç. V. On a d\j. == o,
et puisque M est simplement connexe, il existe une application différentiable p
de M dans F telle que ^)(a)=o et <^uL=p. Puisque G laisse invariante la
connexion D, on définit une représentation linéaire f de G dans V par la
condition Pi^^=sPa pour tout sç G et tout uç. V. Si q désigne l'applica-
tion de G dans V telle que q,(s) ==p(,ç^) pour tout sç 6r, alors on voit faci-
lement que î ( s ) p ( ^ ) + q(^ ) = ^ ( s b ) quels que soient sç G et bç.M. Il en
résulte que ( f , q) est une représentation affine de G- dans F. L'orbite
i2 == q(6r) = p(A/) est un ouvert de F et (M, p) est un revêtement de ^2 dont
la projection p commute avec les opérations de G. Pour tout élément x de
l'algèbre de Lie de G, soit L^ le champ de vecteur correspondant à x surAf;
puisque p commute avec les opérations de G, chaque champ L^ se projette
sur i2. Comme a(Z.^.) est une constante pour tout x^ ceci prouve que a est
de la forme p*(3, où j3 est une forme différentielle fermée de degré i, inva-
riante par G sur t2. La projection p étant compatible avec la connexion D et la
connexion plate naturelle D' de F, on a .Z^a == p^Z^p, donc D'p est définie
positive. Compte tenu des lemmes (^.2) et (^.3), i2 est donc un convexe
ne contenant aucune droite. En particulier, i2 est simplement connexe, donc p
est un isomorphisme, ce qui achève la démonstration dans le cas où M est
simplement connexe. On démontrera maintenant le théorème dans le cas
général. Soit M le revêtement universel de M et G le revêtement universel
de G opérant transitivement sur M. Il existe sur Afune connexion plate D et
une seule telle que la projection TT de M sur M soit compatible avec les
connexions D et D. Cette connexion D est invariante par G. La forme
S=7T*a est une forme différentielle fermée de degré i invariante par G surAf.
Comme j5S ==: 7r"2)a, la forme D S est définie positive et, d'après ce qui
précède, on peut identifier M avec une orbite ouverte d'une représentation
affine de G dans un espace vectoriel réel F, la connexion D étant induite par
la connexion plate naturelle de F. Tout automorphisme o- du revêtement
{M^ 7r) de M laisse D invariante; c'est donc la restriction à M d'une transfor-
mation affine <J' de F. Si o" n'est pas l'identité, alors Œ' n'est pas une transla-
tion de V, car cela entraînerait l'existence d'une droite contenue dans Af, ce
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qui est exclu d'après le lemme (^.3). Mais si o" n'est pas une translation, il
existe un point aç.M et un vecteur uç. Ta CM) tels que les vecteurs u et
^(u) ne se déduisent pas l'un de l'autre par transport parallèle le long du
segment de droite d'extrémités a et o"(a). La projection de ce segment dans
M est un lacet d'origine et d'extrémité 7: (a) et le transport parallèle le long
de ce lacet donne un élément du groupe d'holonomie en 7r(a) différent de
l'identité. Comme on suppose que D est une connexion plate, ceci est
exclu et le revêtement (J ,̂ 71) de M est donc trivial. Ainsi M est simple-
ment connexe et ceci achève la démonstration.

Si dans les hypothèses du théorème ou supposait seulement D localement
plate, on ne pourrait plus en déduire les mêmes conclusions. Par exemple,
si G == M ̂ ==- S0( 2) , les opérations de G dans M étant les translations à
gauche de G^ il existe une forme différentielle a y^ o de degré i sur M^ inva-
riante par 6', et pour toute connexion invariante D autre que la connexion
invariante plate, Don est définie positive (et D est localement plate).

5. Espaces homog'ènes complexes définis par une connexion plate. —
On désigne par M une variété différentiable, par T(M) la variété des vecteurs
de M et par p la projection de T(M) sur M. Soit G un groupe de Lie
connexe opérant transitivement et différentiablement sur M. Soit D une
connexion linéaire sur M^ localement plate et invariante par G. Il existe sur
T(M) une structure complexe, et une seule, telle que pour toute fonction
différentiable réelle f définie sur un ouvert UÇ.M et telle que Ddf==o la
fonction fp 4- \j— i df soit une fonction holomorphe sur/?-1 (U). En prolon-
geant de la manière habituelle à T(M) les opérations de G dans M^ on voit
que G opère par transformations holomorphes dans T(M). Supposons
maintenant que la connexion D soit plate globalement. Soit a un point de M
et soit JE==: Ta(M) l'espace vectoriel des vecteurs de M ayant pour origine a.
On identifiera T(M) avec la variété MX E au moyen du difféomorphisme
qui applique un point (^, u) ç.M x E sur le vecteur d'origine b déduit de u
par transport parallèle. Les opérations de G dans T(M) sont alors de la
forme s(b^ u)= (sb^ î(s)u)^ où f est une représentation linéaire de G dans E.
Soit G' = G x E le produit semi-direct de G et du groupe additif^ défini
par f. On fait opérer G' dans T(M) en posant (^, u) (^, v) = (sb^ î(s)v-\-u)
quels que soient sçG^ bç.M^ </, vç.E. Chaque opération de G' dans T(M)
est alors un automorphisme holomorphe de T(M)^ et G' opère transitivement
dans T(M).

(5. i ) THÉORÈME. — Soient G un groupe de Lie connexe et M une variété
où G opère différentiablement et transitivement. Soit D une connexion
plate sur M, invariante par G, et soit T(M) la variété des vecteurs de M
munie de la structure complexe définie par D. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
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a. il existe sur T(M) un volume réel invariant par tout automor-
phisme holomorhe de T(M) et la forme hermitienne définie par ce volume^
et la structure complexe de T(M) est définie positive^

b. il existe sur M une forme différentielle ex, de degré i, fermée^ inva-
riante par <r, telle que Dy. soit dé/mie positive,

c. la variété complexe T(M) est isomorphe à un domaine borné d'un
espace C".

Supposons vérifiée la condition (a). Soient c ; ( /===i , 2, . . . , n) des coor-
données affines, c'est-à-dire telles que D dci=o, sur un ouvert UcM. Posons
a,== Ci? et bi= dci ; la restriction à p-^ (U) d'un volume v sur T(M) est de
la forme

Kda^ A da., A • . • /\dan f\ db^ /\ db^/\ . . . f\ dbn

où K est une fonction différentiable. Si v est invariant par les automor-
phismes holomorphes de T(M), alors K n'est fonction que des a,. Sur?-1 (U),
la forme hermitienne définie par v et par la structure complexe de T(M) a
donc pour partie réelle

•n =z V ——-J— (dâi dâj -h db, dbjYda, da, ^ l j

i j

11 existe sur M un volume Fj/ invariant par G dont la restriction à U est
K dây f\ da^ /\. . . /\ da,^ Si a est la forme différentielle invariante par G sur
M telle que Z^j/==a^i/, alors la restriction à U de la différentielle cova-
riante D a est

^ ^LogA" , ,
71 —y—T— df^i da,.^-J dâi daj j

i ]

l^uisque ^ est définie positive, il en est de même de D a, ce qui démontre
que (a) ==> {b). Montrons maintenant que (b) => (c). D'après le théorème ^.7,
si ( b ) est vérifiée, alors il existe un espace vectoriel V et un ouvert convexe
i2c V ne contenant pas de droite tel que M^ avec sa connexion plate, soit
isomorphe à 12 muni de la connexion induite par la connexion plate
naturelle de V. La variété complexe T(M) est alors isomorphe à l'ouvert
i2+\/— i V C, VÇ^nC qui est holomorphiquement isomorphe à un domaine
borné de l'espace C'1. L'assertion (c) =» (a) est une propriété générale des
domaines bornés homogènes {cf. [l], [10]).

COROLLAIRE. — Soient G un groupe de Lie connexe et ^l une orbite ouverte
d'une représentation affine de G dans un espace vectoriel réel V. Si ^1 est
contenu dans un ouvert convexe ne contenant pas de droite^ alors ^1 est un
ouvert convexe ne contenant pas de droite.

En effet, si 12 est contenu dans un ouvert convexe ne contenant pas de
droite, alors £2 + \J— i Vc VÇ^^O est holomorphiquement isomorphe à un

35.
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domaine borné. Comme la variété complexe ^ + \/— i V s'identifie à T(Q.)
muni de la structure complexe définie par la connexion plate de ^2, le théo-
rème montre qu'il existe sur t2 une forme différentielle a fermée de degré i,
invariante par G, dont la différentielle covariante est définie positive. Il en
résulte que ^2 est un convexe ne contenant pas de droite d'après les lemmes
(^ .2 ) et (^.3).

6. Exemples. — On dira dans la suite qu'un ouvert d'un espace vectoriel
réel est homogène s'il admet un groupe transitif de transformations affines.
Parmi les ouverts convexes qui ne contiennent pas de droite et qui sont
homogènes, les mieux connus sont des cônes admettant un groupe transitif
de transformations linéaires. A cette classe appartiennent entre autres les
domaines de positivité homogènes au sens de KOECIIER (cf. [2], [8], [9]).
Dans ce qui suit, on indiquera un procédé de construction d'orbites ouvertes
de représentations affines conduisant à des convexes homogènes qui ne sont
pas de cônes. Ce procédé est étroitement apparenté aux représentations
affines complexes qui feront l'objet du paragraphe suivant.

Soient V et E deux espaces vectoriels réels de dimension finie et ^ une
forme bilinéaire symétrique sur E à valeurs dans V. Soient G un groupe de
Lie connexe, (f, q) une représentation affine de G dans V et h une repré-
sentation linéaire de G dans E. On suppose que

( 6 . 1 ) î(s)(S>(u, p)==(ï)(h(^,h(^)

quels que soient sç G et u, vç.E. Soit G' = G x E le produit semi-direct de
G et du groupe additif E défini par h. On définit une représentation affine
( f, q _ ' ) de G' dans l'espace vectoriel V x E en posant

f(5, u)(a, ^)=(f(5)a+€>(h(5)^, u), h(^)P),

q'(5, u)=(q(s)-^- ^(u, u), u\
\ 2 /

Si E-^-o^ cette représentation affine n'est pas équivalente à une représen-
tation linéaire. Soi t I2=q(G) l'orbite de o dans F; l'orbite ^ = q ' ( G ' ) de
(o, o) dans V x E est alors l'ensemble des points (a, u) tels que

a— ^€>(^, u)ç^î..

Supposons vérifiées les deux conditions suivantes :

(6 .2) t2 est un ouvert convexe ne contenant pas de droite ;
(6.3) pour tout uç.E^ C>(^, u)ç.^l.

Dans ces conditions, l'orbite ̂  est un ouvert convexe ne contenant pas de
droite dans Vx E. En effet, pour tout uçE, < D ( ^ / , u) appartient au cône
convexe K réunion des demi-droites d'extrémité o contenues dans î2. Soit
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£iî £25 • • • ) Ç/i une base de formes linéaires sur V telles que ii(a) <; o pour
tout aç.K— (o). Les valeurs sur î2 des formes linéaires E; admettent une
borne supérieure m, et^ est contenu dans l'ouvert ^/constitué par les points

(a, ^)e V-xE tels que £;• ( a — -<I>(^, «) ) < m. Chaque forme jetant
' \ 2 /

définie négative, U est un convexe ne contenant pas de droite. Comme ^/ est
visiblement ouvert, le corollaire du théorème (o. i) montre donc que ^1' est
un convexe ne contenant pas de droite.

Voici le détail de cette construction dans le cas le plus simple. On suppose
que V=R (corps des nombres réels) et que G est le groupe multiplificatif
des nombres réels >> o. La représentation affine (f , q) de G dans R est
définie par î(s)a=s2a et q(^) ==^2 — i pour tout sç G et tout aç^R. On
suppose que E=RP et que la représentation linéaire h de G dans E est telle
que 'h(s)u =su pour tout sç, G et {ouiuçE. Si <D est la forme euclidienne
naturelle de R^, alors les conditions (6 .1 ) , (6 .2 ) et (6.3) sont vérifiées.
Soient XQ^ ^i, . . ., Xp les coordonnées naturelles de Vx E^==.R x Rp et soit

i=p

F=x^ ï—^^xî'

L'orbite ̂ / a pour équation F>o. Si r= 14-^9/2, alors F-1' dx^[\dx^f\...[\dxp
est un volume sur ^/ invariant par Gf = G X E. La forme différentielle inva-
riante fermée correspondante est

/ i=p^ \a = d LogT^-7^ — r F~1 ( dx^ — ̂  x^ dxi )
\ 1=1 /

et l'on a
i= n

D a = r-1 a2 + rF-1 V dx^ .
l = i

Si H est le champ de vecteurs sur ^ tel que (D a) (//, X) = a(^T) pour

tout champ de vecteurs X sur ii^, on a ff=—F ,—• Tout point de la
dx^

frontière de H est de la forme 04-^(^)5 avec a ç. Î2'. Le domaine
^4-\ /— ï R'^ C CP^ est isomorphe à un domaine borné homogène
symétrique, forme ouverte de l'espace homogène complexe compact
' U ( p + i)/U(/?) xU(i) . On sait que ce domaine n'est pas isomorphe à un
domaine de la forme F + \/— i R1^. où T est un cône ouvert.

7. Domaines de Pjateckij-Sapiro. — On désigne par G un groupe de
Lie connexe, par V un espace vectoriel réel et par (f , q) une représentation
affine de G dans V. Soient E un espace vectoriel complexe de dimension
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finie et ^F une forme bermilienne sur E à valeurs dans ^ = F0 C, c'est-
à-dire une application de E x E dans Ve qui est C-linéaire par rapport au
premier facteur et qui vérifie la condition -W(i^ r ) =: ^.(c, u) quels que
soient K^ ^ç.E. Soit h une représentation linéaire complexe de G dans E
telle que

f ( . )W(^F)=T(h ) (^h ( . )F )

quels que soient s^G et u, vçE. On suppose que l'orbite I 2 = = q ( < r ) de o
est un ouvert de V. L'ensemble des points (04- \/— i b, u) de V'x E tels

que a — - l^(^, ^ )e t2 est alors un ouvert ^2* de Ve X E. On va montrer

qu'il existe un groupe de transformations affines complexes de V e x E qui
opère transitivement dans ̂ . Soit G* le groupe de Lie dont l'espace topolo-
gique sous-jacent est G x V x E et dont la loi de multiplication est
donnée par

(.S a, u) (t, b, F)= (st, f ( ^ ) ^4 -a -4 -À ( . ç , u, r), h(.<?)(^+^),

avec

^(•^ ̂  ^)== ——=(W(h(s)^ u)-W(u,1l(s)^))
•"y 1

quels que soient.ç, tç. 6r, a^ bç. T^et M, ce E. L'application (.s-, ̂  u')->{s, <^ —u)
est un automorphisme involutif de G*', le sous-groupe des éléments de G*
invariants par cet automorphisme est le produit semi-direct de G et du
groupe additif V défini par f. On déunit une représentation affine complexe
(f*, q*) de G^ dans Ve x Ë en posant

r(.S c, ^)(a+v/'—ï^,^)==(f(^)a+v/^ -^f(^)^+^^(h(.^•)^', u), h(.s')c),

^(s,^u)=(q(s)+^lc-^ï-W(^u), u}
\ 2 /

quels que soient sç G^ a, b^ cç. V et u^ ^çE. L'orbite de l'origine est l 'ouvert
cf(G')=^.

Soient g l'algèbre de Lie de G, (/, q) la représentation affine de g dans \
définie par (f, q) et h la représentation linéaire de g dans E définie par h.
L'algèbre de Lie g* de G* s'identifie à g x V X E et la représentation affine
(/*, 7*) de g* dans Ve xE définie par (f*, q*) est

f\x, c, u) {a-^-\J~ib, ̂ ={f^)a-^^~ïf{x)b-^{^ u^ A(^)c) ,
g\x, c, u)=(q(^), c, u),

où ^eg, a, b, cç. V et u, vç.E.
Soit w un volume réel sur Ve xE invariant par translation. Supposons

qu'il existe sur ^ un volume réel Fw invariant par les opérations de G*.
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L'image réciproque de la forme différentielle dLo^F par q* a pour valeur
sur g*C T^G*) la forme Tr/. Par suite, l'image réciproque de dLo^F par
l'injection naturelle î2 -> î2* est une forme différentielle invariante fermée a
sur ^2 telle que

ao(7(^) ) = Tr/^-, o, o) == 2 Tr/(^) 4- TrA(^).

Soit Y} la partie réelle de la forme hermitienne invariante définie sur î2* par
le volume Fw et la structure complexe. Si Yîo désigne la forme bilinéaire
sur V1 X E définie par la valeur de Y] au point origine, un calcul simple
montre que

•n((a 4- ̂  b, u\ (a'+ ̂ ~i b'\ ̂ ))
== (7)ao) (a, a') + (Dao) (b, b') - ̂ (W(u, u') + W^, u))

quels que soient a, b, a\ b' ç V et u, u' çE. Ainsi, pour que YÎ soit définie
positive, il faut et il suffit que D a soit définie positive et que ^(Re1!^ soit
définie négative. On observera qu'en général la forme ao est l inéairement
indépendante de la forme invariante fermée sur Q. qui correspond à un
volume sur ^2 invariant par G.

(7.i) THÉORÈME. — Pour que l'espace homogène complexe i2* soit
isomorphe à un domaine bornée il faut et il suffit que la forme -n soit
définie positive.

On sait que la condition est nécessaire. Montrons qu'elle est suffisante.
Soit K le cône réunion des demi-droites d'extrémité o contenues dans 12.
Puisque D a est définie positive, on sait que K est fermé et que cco(a) < o
pour tout point aç.K — (o) [lemme (^.6)]. Soit K le cône fermé constitué
par les points W(u, u), où uç.E. Puisque (^(ReW) est définie néga-
tive a o ( ^ ) < o pour tout point aç.K1— (o). Soit FF l'ensemble des
formes linéaires ^ sur V telles que ^ ( a ) < o pour tout aç.K\jK'— ( o ) .
Puisque K\jK est fermé, W est un ouvert du dual F* de V. Soient Ci,
Ça, . . . • , Ç/i-i des éléments de V qui, avec ao, constituent une base de V\
Puisque ao€ W et que W est ouvert, il existe un nombre t^> o tel que les
formes linéaires

E,.==ao+^ (î=i, 2, . . . . / î — i ) , ^==ao—< ^ Ç,

soient dans TF. Les formes ^ étant négatives sur T î T — ( o ) , il existe un
nombre m tel que E; (a ) < m/2 pour tout aç. Î2 et tout ?'. Les formes Ej étant
négatives ou nulles sur K\ chaque forme bilinéaire ^== ^(ReW) est
négative. Pour tout point (a -\- ^— i ô, ^)ei2*, on a

a- 'W^^e^ , donc Ç,(a) - I W(u, u) < m

2 . , . 2 . 2
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et, par suite, E , (a) < m/2 quel que soit /. Il en résulte que si e, e. e
est la base de V duale de la base ̂  ̂  . . . ,£. , on définit un isomorphisme^
holomorphe Q de ̂  sur un ouvert A de Ve x E en posant

6(1^^,, u) = (^,(zi+m) (zi-m)-^ e,, iï̂ ,- m)-^ u)

pour tout point (î ., ̂ ) € ̂ *. Lorsque (2,̂ ,, ̂ )ç^, on a

^•4-^<w, donc | ( ^ • + m ) ( ^ • — m ) - l | < 2 .

De plus, si ^=n , (^—w)- 1 ^ , on a

ao(^, ^))=ao(^, ^)n, ^—m|-==^,^.(^ „) n,| ̂ — m |-,
car

1 v ^^o=^,E/.

Compte tenu des inégalités z^z— ^(^ ^) < m, ceci entraîne

-ao(T(P,.))<^.

Comme la forme - ao(Re^F) est définie positive, il en résulte que A est un
domaine borné de l'espace Ve x E, ce qui achève la démonstration.

Avec la construction précédente, on obtient une classe d'espaces homogènes
complexes C q^ui contient les classes de domaines bornés homogènes intro-
duites par P. SAPIRO [7] et, par conséquent, tous les domaines bornés symé-
triques classiques. Les domaines bornés symétriques exceptionnels appar-
tiennent également à la classe C. Pour celui de dimension complexe 27, on
choisit pour ^ l'intérieur de l'ensemble des points de la forme i - a2 dans
l'algèbre de Jordan exceptionnelle réelle dont la forme bilinéaire fondamen-
tale est définie positive, et l'on suppose que^= o (cf. [9]). Pour le domaine
exceptionnel de dimension complexe 16, la construction se fait avec
dimF==8 et dimE=z8. On observera que, même lorsque E==o, les
domaines bornés homogènes qu'on obtient ne sont généralement pas symé-
triques (cf. ViNBERG [9]).
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