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INTRODUCTION.

Le point de départ de ce travail a été la « conjecture de Feldbau » (cf.
J. FeLoau [1]). Une forme affaiblie de cette conjecture est la suivante :

(F) Le groupe SO(n —+1), et le groupe G, des automorphismes de la
sphére S, qui conservent l'orientation, sont homotopiquement équivalents.

On n’a aujourd’hui aucune raison de penser que (F) soit exacte pour toute
valeur de n. (Quant a la conjecture analogue relative (au lieu de G,) au
groupe 11, de tous les difféomorphismes de S, conservant I'orientation,
J. Mitvor a montré en [1] qu’elle est inexacte pour n=—06. Par contre,
S. SmALE a conjecturé que SO( 4 ) et H; sont homotopiquement équivalents.
Or le principal résultat de notre deuxiéme partie (corollaire 1 du théoreme 8,
chapitre II) affirme que si la conjecture de Smale est exacte, « le groupe
des difféomorphismes, et le groupe G des automorphismes de la structure
topologique d’'une variété différentiable compacte de dimension 3, sont
homotopiquement équivalents ». 1l en résulte notamment que si la conjecture
de Smale est exacte, la conjecture (F) est exacte pour n =3 ().

La démonstration du théoréme 8 nécessite une étude préalable des
propriétés topologiques des espaces de plongements différentiables (en
particulier des espaces de difféomorphismes). Or I'étude des espaces de
plongements différentiables présente par elle-méme un grand intérét. Des
travaux récents, au premier rang desquels il faut mettre MiL~or [1], ont en

(?) Ce résultat a été annoncé dans J. CErr [1]. La conjecture de Feldbau forte pour
n=2[i. e, SO(3) est un rétracte de déformation de G?] a été démontrée, dés 1926,
par H. Kneskr [ 1 |; ce théoréme a été retrouvé depuis par différents auteurs, notamment
M. E. HamstroM et E. Dyir [ 1], qui obtiennent en méme temps d’autres résultats.
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effet ouvert des perspectives nouvelles en ce qui concerne l'étude des
structures différentiables sur les variétés, et cette étude est étroitement liée a
celle des espaces de plongements. Nous avons donc été conduit & donner a
notre étude des espaces de plongements un caractére systématique; c’est
cette étude qui occupe la premiére partie de ce travail (Préliminaires, cha-
pitres I et II).

Nous avons été conduit par les applications, que nous avions en vue, &
généraliser un peu la notion habituelle de variété différentiable & bord : les
« variétés » que nous considérons peuvent avoir des singularités analogues a
celles du cube fermé. Le choix de cette catégorie présente le double avantage
suivant : c¢’est une catégorie avec produits (contrairement a celle des variétés
différentiables & bord); et I'on peut recoller entre eux certains objets de la
catégorie sans qu'il soit nécessaire d’« arrondir les angles ». Le chapitre I est
consacré a la définition et & I'étude générale des « variétés » en ce sens et
des espaces fonctionnels correspondants. La principale difficulté qu’on
rencontre du fait de cette généralisation est la suivante : il faut montrer
Pexistence de « voisinages prismatiques du bord » en un sens convenable:
c'est 'objet du théoréme 1, (2.2.1). Grice a ce théoréme, on peut étendre
au cas des « variétés » un certain nombre de résultats classiques : notamment
les théorémes de H. WmtTnEY relatifs a la possibilité de régulariser une
structure C” en une structure C” [théoréme 2, (3.2.2)], et a la possibilité
de plonger une variété dans un espace euclidien [corollaire (3.2.3)]; on
montre également l'existence de voisinages tubulaires normaux pour une
sous-variété d’'une « variété » riemannienne; toutefois, contrairement au cas
classique, de tels voisinages n’existent ici que pour certaines métriques,
celles qui sont « adaptées au bord et & la sous-variété » [L'existence de telles
métriques est assurée par le corollaire 1 du théoréme 3, (3.3.2)]. Ceci
permet, dans toute la suite, de démontrer d’emblée la plupart des résultats
dans le cas général des « variétés ». Le paragraphe % du chapitre I est
consacré & des généralités sur les espaces fonctionnels. Soient £ et F' deux
« variétés », et soit r un entier > 1; on note Hom” (£, F) I'’ensemble des
applications de classe C” de £ dans F; une application d’une « variété » #
dans Hom” (¥, F') est dite r-différentiable si I'application associée de /< E
dans F est de classe C7; une application de Hom” (£, F') dans Hom” (F', F")
est « r-différentiable » si elle assure la transitivité des applications différen-
tiables. Cette notion est commode car elle satisfait a un certain nombre de
propriétés formelles trés simples (qui peuvent s’énoncer dans le cadre plus
général des « catégories avec produit et objet ponctuel » et que nous avons
rassemblées dans les « Préliminaires »); il est souvent plus facile de montrer
la « différentiabilité » d’une application que sa continuité; or le théo-
réme &, (%.5.3), affirme que (lorsque / et /' sont compacts) toute applica-
tion « r-différentiable » de Hom” (E, F) dans Hom” (&', F') est continue
pour la topologie C". Lorque £ est non compact, la topologie sur Hom” (£, F)
pour laquelle le plus grand nombre de propriétés du cas compact se géné-
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ralisent, n’est pas la topologie C”, mais une topologie plus fine que nous
appelons €” (elle est analogue a la topologie de 'espace @ de L. Scuwartz,
en particulier, elle n’est pas métrisable); la topologie € est définie en (4.3),
et utilisée systématiquement dans la suite.

L’étude proprement dite des espaces de plongements différentiables occupe
le chapitre II. La proposition 1, (1.2), affirme que (pour tout r>1) toute
application de classe (" assez voisine au sens ¢ d’un plongement f est encore
un plongement, pourvu qu’elle ait « mémes relations d’incidence que f »
[notion définie en (1.1)]; la fin du paragraphe 1 donne des généralités sur
les groupes de difféomorphismes et les groupes d’isotopies. Au paragraphe 2,
aprés avoir établi, & 'aide du théoréme de prolongement de H. WHITNEY, un
« lemme de prolongement » (2.1.2), on démontre le théoréme 5, (2.2.1),
ou « premier théoréme d’isotopie et de prolongement » : « Soit £ une sous-
variété d'une variété F' et soit 7 > 1. Tout plongement f’ de £ dans F, assez
voisin de l'injection f, et ayant mémes relations d’'incidence que f, peut se
déduire de f par une isotopie 7y de F'; en plus, v peut étre choisie fonction
continue de /' ». La premiére partie de ce théoréme généralise un théoréme
d’isotopie de R. Tuom [1]; de la seconde partie on déduit aussitot le
« premier théoréme de fibration » [corollaire 1, (2.2.2)] analogue, en plus
fort, au théoréme de fibration établi par S. SmaLE [1] dans le cas des espaces
d’immersions : « Soit ' une sous-variété d’une variété F'; et soit M une sous-
variété fermée de ['; Pespace des plongements de £ dans /' ayant mémes
relations d’incidence que l'injection, est fibré localement trivial sur son
image canonique dans l'espace des plongements de M dans F ». Le para-
graphe 3 commence par quelques rappels sur les jets de C. EHRESMANN; puis
(£ désignant une sous-variété d’une variété F, et M une sous-variété fermée
de £ on démontre que, pour tout tube 7" normal a M dans E, 'espace Ply
des r-plongements de 7" dans F' qui induisent l'identité sur M, et qui ont
mémes relations d'incidence que l'injection, fibré sur I'espace J}; des jets le
long de M de ces plongements, admet des sections locales continues [ propo-
sition f#, (3.3.3)]. De la proposition & et du théoréme 5 on déduit aussitot
le théoréme 6, (3.4.2), ou « deuxiéme théoréme d’isotopie et de prolonge-
ment » : « Soient £, F; M, P13, J comme ci-dessus; soit j€Jj; tout j'€ Sy
assez voisin de J, peut se déduire de j par une isotopie v de F induisant
sur M Yisotopie identique; en plus v peut étre choisie fonction continue
de ;' ». On en déduit immédiatement le « deuxieme théoréme de fibration » :
« Soient E, F, M, Plj;, Ji; comme ci-dessus; Pl est fibré localement trivial
sur Jj; ». Le paragraphe k& est consacré a I’« isotopie locale »; la situation de
E, F, M étant la méme que ci-dessus, ainsi que la notation Plj;, on dit que
deux éléments f' et f” de Plj sont « localement isotopes » s'il existe une
isotopie 7 de F induisant l'identité sur M, telle que f' et f” coincident sur
tout un voisinage de .M dans £. Aprés avoir étudié l'effet sur Plj; des
« dilatations d’Ame M », on démontre & 'aide des théorémes 5 et 6 le théo-
réme 7, (%.2.2.), et son corollaire ou « théoréme d'isotopie locale »
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« Soient E, F, M comme ci-dessus; on suppose M compact; pour que deux
éléments f' et f” de Plj; soient localement isotopes, il faut et il suffit que
leurs jets d’ordre 1 le long de M soient dans la méme composante connexe
de Jj; ». Le paragraphe 5 donne des applications des théorémes 5, 6 et T 2
un certain nombre de cas particuliers; parmi les résultats obtenus citons le
suivant : « Soient f’ et f” deux plongements de la boule fermée B,, dans une
variété sans bord F, de dimension n>m. Si n>m, ou si F est non-
orientable, f’ et f” sont toujours isotopes; si 7n>xm et si F est orientable,
la condition nécessaire et suffisante pour que f' el f” soient isotopes est
qu’ils aient méme orientation » (*). On obtient également des résultats sur
les groupes d’homotopie de cerlains espaces de plongements.

L’une des principales difficultés du chapitre 11l provient du fait suivant :
la topologie, dont il est intéressant de munir le groupe H des difféomor-
phismes d’une variété compacte F, est la topologie C"; cette topologie est
plus fine que la topologie induite sur /{ par la topologie C° du groupe G
des automorphismes de la structure topologique de F. C’est pourquoi le
chapitre débute par une étude des « paires topologiques » : une paire topo-
logique (4, B) est un couple d’espaces topologiques muni d’une injection
continue : B— A; la proposition 1, (1.2.2), est une condition suffisante
d’équivalence homotopique de A et B; elle s’exprime essentiellement en
termes de « n-locale connexion de B dans A » [notion définie en (1.2.1)].
Le paragraphe 2 est relatif a la situation plus particuliére suivante : « paire
homogéne » (4, B), ot A= G/Gy et B—= H/H,sont des espaces homogénes
de groupes (G, H) formant une paire topologique. Le lemme « de suite
exacte », (2.2.5), donne dans ce cas une condition suffisante [ qui est essen-
tiellement le « relévement des petits cubes », défini en (2.2.1)] pour que, si
la condition de n-locale connexion de B dans A est vérifiée quel que soit »
pour deux des paires (G, H), (Gy, H,), (4, B), elle le soit pour la troisiéme.
Dans le cas ou H est fibré localement trivial sur B, et ou H, est dense
dans G, la proposition 2, (2.2.%), donne une condition suffisante pour le
relévement des petits cubes : c’est la « presque locale connexion par arcs »
de I, dans G, [notion définie en (2.2.3)]. Au paragraphe 3, on définit
d’abord la notion de « décomposition réguliére » d’une variété; a cette notion
est lie celle de « hauteur »; toute variété différentiable compacte de dimen-
sion 3 est de hauteur finie [proposition 3, (3.1.1)]. A toute variété F' on
associe la paire de groupes (G, A) suivante : (s est le groupe des automor-
phismes de la structure topologique de ' qui induisent I'identité sur le bord;
H est le groupe des difféomorphismes de classe C~ de /' qui sont tangents
d’ordre oo & l'identité le long du bord; & est muni de la topologie C°, H de
la topologie C”. A toute décomposition réguliére de /" est associée une paire

(®) Ce résultat a été trouvé indépendamment par R. S. Parais [2], faisant usage d’un
résultat de R. S. Parais [1] qui est Panalogue (dans ce cas particulier) de notre théo-
réme 7.
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homogeéne (A4, B) de la paire de groupes (G, H). La suite du paragraphe 3
est essentiellement consacrée a la démonstration du théoréme 8, (3.2.1) :
« Soit I’ une variété compacte de dimension 3; soit (G, H) la paire de
groupes associés a F'; soit (A, B) la paire homogéne associée & une décom-
position réguliére de F'; si la conjecture de Smale est exacte, alors pour tout
entier n, H est n-localement connexe dans G, et B est n-localement connexe
dans A ». La démonstration se fait par récurrence sur la hauteur de £7; elle
utilise d’une part les résultats du paragraphe 2 (lesquels s’appliquent en
vertu des théorémes de fibration du chapitre II); d’autre part elle utilise des
théorémes d’approximation de E. E. Moise [1], R. H. Bie ([1], [2]) el
S. Camns ([1], [2]). Le corollaire 1 du théoréme 8, cit¢ au début de la
présente Introduction, se déduit aussitét du théoréme (a l'aide de la
proposition 1).

Mr H. CARTAN a bien voulu étre a la fois le Rapporteur et le Président du
Jury de cette Thése, dont il a été le directeur et I'inspirateur : c’est assez dire
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PRELIMINAIRES.

0.1. Rappels sur les catégories avec produits (*).

0.1.1. DeriNiTION. — Soit € une catégorie. On dit que € est une catégorie
avec produits si, pour tout couple (E, E') d’objets de ¢, le « probléme
universel » suivant admet au moins une solution :

Trouver un objet /' de € et deux morphismes
p: F—>FE,
p F> I

(*) Pour les définitions élémentaires relatives aux catégories et aux foncteurs, voir
EILENBERG-STEENROD [1], chap. IV. Soit € une catégorie, soit (£, F') un couple d’objets
de ¢; on note Hom (E, F) I'ensemble des ¢-morphismes £ - F. Pour la définition des
catégories avec produits, ¢f. GROTHENDIECK [1], p. 123.
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tels que, pour tout objet /7 de C et tout couple de morphismes

f: H—E,

fle H—E
il existe un morphisme unique

h: H->F

satisfaisant &
poh=1; pPoh=J".

Toute solution de ce probléme universel s’appelle un produit de £ et E,
et se note ' < I’ (notation qui sous entend la donnée des morphismes 7
et p'). Soit H un objet de €, il y a une bijection naturelle

(1) Hom, (H, Ex E') > Nom, (H, ) < Wom, (H, ).

Silon a deux produits &<, " et I/ ><, I, il y a un isomorphisme wunigue
de Tun sur Pautre. On supposera toujours qu’on a choisi, pour tout
couple (£, £') d’objets de €, un produit noté £ L’. Un tel choix définit
sur € un foncteur covariant de deux variables a valeurs dans €. En effet,
la donnée d’un couple de morphismes f : E->F,, f': L' F\ définit un
unique morphisme % : £ < £~ FE, < E'| rendant commutatif le diagramme

E<l F <bE -k
T
A4 1 Y //i

E<"E < E-"SE,

0.1.2. Notion de foncteur compatible avec des produits.

DerinitioN. — Soient € et C* deux catégories avec produits. Soit 77 un
foncteur covariant de € dans €*. On dit que 7" est compatible avec les
produits sur C et C* si, pour tout couple (F, L') d'objets de €, le
morphisme
C(2) T(ExE)—>T(E)<T(E)

[ associé aux morphismes

T(p): T(ExE)—»T(E) et T(p):T(ExE)—>T(E)]
est un isomorphisme. (Cette propriété est bien indépendante du choix des
produits).

ExempLe. — La catégorie & des ensembles est une catégorie avec produits.
Soit € une catégorie avec produits, soit // un objet de €. On définit un
foncteur de C dans & en associant & tout objet /& de € I'ensemble llom (#, ),
et a tout felomg(E, E') l'application lomg(/H, F)—>lom,(H, L)
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définie par f; ce foncteur est compatible avec les produits d’aprés (1)

de (0.1.1).

0.2. Catégories avec produits et objet ponctuel.

0.2.1. DeFniTioN. — Soient € une catégorie, un objet O de € est dit
ponctuel si, pour tout objet £ de ¢, Homg (£, O) est un ensemble a un
élément.

Soit € une catégorie ayant un objet ponctuel; tous ses objets ponctuels
sont canoniquement isomorphes entre eux, on en choisit un une fois pour
toutes, et on le note 0. On définit un foncteur 7" de € dans la catégorie & des
ensembles en associant a tout objet /2" de € I'ensemble Hom,(O, E), et &
tout feHom (L, £') l'application Hom (O, ) —Hom.(O, £') définie
par f. Si € est une catégorie avec produits, le foncteur 7’ est compatible avec
les produits [c¢f. (0.1.2), définition et exemple]. Noter aussi que, pour tout
objet ' de €, il y a un isomorphisme canonique

(3) ExOxF.

Un objet £ de € est dit vide si 7' (L) est vide (condition évidemment
indépendante du choix de I'objet ponctuel O qui sert a définir 7).

Soit (£, E') un couple d’objets de C tel que E’ soit non vide, alors
Homg (&, E') est non vide; il en résulte en particulier qu'il existe un
morphisme i de E dans E < E' tel que p o soit I’isomorphisme identique
de E.

0.2.2. Applications permises. — Soit € une catégorie avec produits et
objet ponctuel; soit 7" le foncteur défini en (0.2.1). Soient £, E', H trois
objets de C; soit une application ¥ : 7'(/) — Hom (L, £'); a 'application ¢
est associée une application

T(H)—Homg(T(FE), T(E")),
donc une application .
T < T(E)y—T(LE");
d’ou, par composition avec I'application canonique
TH<E)y—T(H)<T(L),
une application

T(H =< E) — T(E").

DeriNiTioN. — Une application b @ 7(H) — Hom(F, L") est dite permise
si Iapplication associée 7'(H > I') — T'(L") est la transformée par 7" d'un
¢-morphisme de H < I dans L.
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Lemyue. — Soient £, L', E", Il quatre objets de €. Soit
b o T(H)—Hom(E, E'),
V' T(H)—Hom (L' E")
deux applications permises. Alors 'application
1 T(H)5a > (2)o(x))€Homy(F, E7)
est permise.
DimMONSTRATION. — A Vapplication y est associée I'application
T(H< E)—T(L")

-l

composée de 'application 7'(H < E')— T (E") associée a
cation T'(H < I¥) — T (H =< E") définie par 'application

T(H) < T(E)> (2, y) > (x, £(2).y)e T(H) < T(E).

et de 'appli-

0.3. Catégorie des ensembles de morphismes d’une catégorie avec
produits et objet ponctuel.

Soit € une catégorie avec produits et objet ponctuel [¢f. (0.2.1)].

0.3.1. Définition de la catégorie . — Ses objels sont les parties
quelconques (donc éventuellement vides) des Hom (L, F'), pour tous les
couples (F, F') d’objets de € tels que E soit non vide. Noter que si 4 est un
objet non vide de €\, A détermine le couple (I, F') dont il est issu.

A-morphismes. — Soient (E, F) et (E', ") deux couples d’objets de €.
Soient 4 cHom, (£, F) et A'cHomg(£', F') deux objets de &. Une appli-
cation (ensembliste) ¢ : A — A’ est un A-morphisme si 4 est vide (auquel
cas ¢ est I'application vide) ou, si pour tout objet // de C et toute applica-
tion permise [cf. (0.2.2)] : T(H)—Hom (L, F) dont I'image est dans 4,
I'application composée : 7'(H) > Hom (L', F') (définie a l'aide de o) est
encore une application permise.

Il est immédiat qu'on a bien défini ainsi une catégorie A qui a les
propriétés suivantes :

1 @ est muni naturellement d’un foncteur d'inclusion () dans la
catégorie & des ensembles.

2° Si A’ et B’ sont deux parties de Hom (L7, F") telles que A’ C B, alors
I'injection A’ — B’ est un @-morphisme ; donc pour tout objet 4 de A, et
tout morphisme A — A’, 'application composée A — B’ est un A-morphisme.
Inversement, si un @-morphisme A— B’ a son image dans A', alors il définit
déja un @-morphisme A4 — A’.

3% Si 4 et A’ sont deux objets de @, toute application constante A — A’
est un &-morphisme.
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4° 1l résulte de 3° et du lemme 0.2.2 qu’on définit un foncteur de
deux variables de & dans @ (contravariant par rapport a la premiére variable,
covariant par rapport a la seconde) en associant, & tout couple (£, /')
d’objets de €, l'objet Hom (F, £') de @; et & tout couple de morphismes :
f:F—L; f: E'—F' lapplication Hom (F, £') — Hom (£, F') définie
par fet f'.

0.3.2. & comme catégorie ave: produits. — Soient £, I, I, F' quatre
objets de C, tels que I et /" soient non vides; d’aprés (0.3.1), 4°, il existe
des @-morphismes

Y Homg (£, F) —Hom,(Ex L', F),
Y Homg (£, F') - Homg (< E', F'),
£ Homg(EXE, FxI')—Hom,(£ExL" F).

D’apres (1) de (0.1.1), a J et {/ est associée une application
9 : Homg (&, F)x<gHomg (L', F')—Hom, (/< L', F< F")

telle que, @ désignant la projection de lom,(/, F)x llom, (£, I') sur
lom, (£, F'), on ait
fog="1you.

D’apreés la fin de (0.2.1) et (0.3.1), 4°, il existe un @-morphisme
v Hom, (L <t', F)-—1lom. (L, I')
tel que y o Y soit 'isomorphisme identique de Hom (/, I7), donc tel que
(4) xoley=".

Soient maintenant A cllom.(f, F) et A'clomg(/’, F') deux objets
de @. Soit B l'image par ¢ du produit ensembliste A < A4'; d’aprés (4)
ci-dessus, la restriction de yo% & B est une application, qu’on note p, de B
dans A, telle que, si I'on note encore w la projection de A < A" sur A,
on ait
(5) pPoo=uw.

On définit de méme une application 55— ', ayant une propriété analogue.
D’aprés (0.3.1), 2°, p et p' sont des (l-morphismes. Je dis que (B, p, p') est
un produit de A et A' [cf. (0.1.1)]. Soit en effet, C un objet de &;
soient y: C—>A et ¥/ : C->A" deux A-morphismes; il leur est canoni-
quement associé une application ensembliste : C - A < ;A’, d’ot par compo-
sition avec @ une application ensembliste 8 : C—B, qui d’aprés (5) vérifie

pob=v (et de méme : p'o 3 =7"),

B est l'unique application C— B vérifiant ces conditions, car le foncteur
naturel Q de & dans & est un foncteur d’inclusion. 1l reste & montrer que {3
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est un A-morphisme; et pour cela, il suffit de vérifier que pour tout objet #
de € et pour tout couple d’applications permises T (H)— Homq(F, I),
et T () - Hom, (L, I'"), lapplication : T'(H)—Hom (L' < I, ' < I"),
associée par ¢, est encore permise; or ceci est une conséquence immédiate
du fait que les applications ¢ et ' sont des @-morphismes.

Finalement, on a établi la

ProrosiTioNn 1. — @ est une catégorie avec produits. et le foncteur
d’inclusion Q de @ dans la catégorie & des ensembles est compatible avec

les produits [cf. (0.1.2)].

Compte tenu du lemme (0.2.2), il en résulte immédiatemnent le

CoroLLAIRE. — Soient E, L', E" trois objets de ¢. L'application canonique
définie par la composition

Hom (17, I:") < Hom (&', £") - Hom. (L, £")
est un A-morphisme.

0.3.3. Inclusion de € dans @&. — On suppose désormais que la catégorie &
vérifie en plus la condition :

(1) Pour tout couple (£, /') d’objets de ¢, 'application f— 7°(f) de
llom, (£, F) dans Hom, (7' (E), T (F)) est injective.

La condition (i) est visiblement indépendante du choix de ’objet ponctuel ()
qui a servi a définir le foncteur 7'[¢f. (0.2.1)]; elle a la conséquence
suivante : la restriction du foncteur 7" 4 la sous-catégorie C* des objets non
vides de € est un foncteur d’inclusion.

Il résulte de (0.3.1),4°, qu’au foncteur 7" est canoniquement associé un
foncteur Z de C dans &, tel que 77=—=0Q o I |/ associe a I I’'0bjet Hom (O, IV) de &,
et & feHom (F, E£') le @-morphisme Hom (O, ) —lom. (O, ') défini
par f]; d’aprés (3) de (0.2.1), le foncteur 1 est compatible asec les produils sur
Cet @; la condition (i) entraine que le foncteur Z définit un foncteur d’inclu-
sion de C* dans &. En plus, il résulte de (3) de (0.2.1) que l'image de ¢*
par I est une sous-catégorie pleine de € [ce qui signifie que, pour F et /'
non vide, il y a une correspondance biunivoque entre Hom,(E, ') et
Homg (I(E), I(E'))].

Si E, E', H sont des objets de C, et si £ est non vide, les @-morphismes

I(H)->Hom, (E, E')
ne sont autres que les applications permises [¢f. (0.2.2)], ce qui peut encore
se traduire ainsi : il y a une bijection canonique
(6) Homy (I(H), Homg (F, £')) ~ Hom,(H < F, 7).
Plus généralement, soient 4 un objet de @ et (£, £') un couple d’objets
de ¢, tel que £ soit non vide; il y a une bijection canonique
(7) Homg (A, Homg (£, £')) ~ Homg (A< I(E), I(£")).
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11 en résulte en particulier que I'application canonique
(8) Homg (L, B') < I (L)~ I(L")

est un A-morphisme [ car la bijection (7) lui fait correspondre I'application
identique de Hom, (£, £")].

0.3.4. Le foncteur Homg,. — Soient E, F, H trois objets de € tels
que E et I soient non vides; soit AcHomg(F, H) un objet de A. Au
couple (£, A) on associe 'objet Hom, (£, A) de @ défini comme suit :
c’est la partie de Hom (£ < F, H) qui est canoniquement associée a
Hom o (/(£), A); et a tout couple de morphismes f: E'— E,et¢: A — A’
on associe I'application de Homg, (£, A) dans Homg, (£', A') définie par
I'application de Hom (/(£), A) dans Hom, (I(E"), A"), elle-méme définie
par (f, ¢). On vérifie que ceci définit Hom,, comme foncteur de deux
variables, contravariant par rapport a la premiére, covariant par rapport
a la seconde, d valeur dans &. 11 y a une bijection canonique

(9) Homg (A', Homgq (£, A)) ~ Hom, (A" < I(E), A).
On en déduit comme ci-dessus (0.3.3) que Vapplication canonique
(10) Hom g (£, A) < I(L)—~ A

est un A-morphisme.

0.%. B-catégories, C-fibrations, C-groupes.

0.%.1. Rappel : notion d’objet induit. — Soit € (munie du foncteur 77)
une catégorie avec objet ponctuel satisfaisant & la condition (1) de (0.3.3).
Soit A un objet de €, soit B une partie de 7'(A4). Supposons qu'il existe un
objet B de C tel que

(a) T(B)=25.

(b) Linjection B — T'(A) provient d’un morphisme (unique) ¢ : B—> A.

(¢) Pour tout objet C de €, et tout morphisme f: C— A tel que I'image
de T'(C) par T(f) soit contenue dans 7'(B), il existe un morphisme
unique g : C— B, tel que f—1iog.

On dit alors que 1'objet B est induit par A sur B.

Il est immédiat que l'objet induit par 4 sur B, il existe, est unique, et

qu’on a une propriété de transitivité des objets induits, en un sens clair.

0.%.2, T-catégories. — Soient C une catégorie avec objet ponctuel, 7" son
foncteur & valeurs dans les ensembles [¢f. (0.2.1)]. On dit que € est une
T-catégorie si C est munie d’un foncteur covariant 7” i valeurs dans la caté-
gorie G des espaces topologiques, tel que : :

(a) T’ transforme les objets ponctuels en objets ponctuels.
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(b) L’application canonique Hom,(O, E)—Homy(7"(0), T'(E)) est
bijective pour tout objet ponctuel O de €, et tout objet £ de €.

0.%.3. &-fibrations. — On suppose que € est une B-catégorie satisfaisant
a la condition (i) de (0.3.3), munie de produits, et satisfaisant en plus a la

condition suivante : pour tout objet 4 de €, et toute partie ouverte & de
T'(A), il existe un objet induit par 4 sur f.

DeriNiTioNs. — Soient (F, B) un couple d’objets de € et p un morphisme
de £ dans B. Soit z€ T'(B); on dit que p est trivial au-dessus d'un voisi-
nage de x s'il existe un objet F,, de € et un voisinage ouvert V de . dans
T'(B), tel que, si I'on note o I'image réciproque de V par T'(p), et sil'on
note U et V les objets respectivement induits par % et B sur Tet V. il
existe un V-isomorphisme (%) de V x F, sur U.

81, quel que soit x€ T'(B), p est trivial au-dessus d’un voisinage de x. on
dit que p [ou encore le triple (E, B, p)] est une C- fibration localement
triviale. L'image de T'(E) par T'(p) est alors ouverte et fermée dans T ( B).

0.%.l. C-groupes et opérations des C-groupes. — Soit € une catégorie
avec produits et objet ponctuel satisfaisant & la condition (i) de (0.3.3).
Soit G un objet de €; on dit que G est un C-groupe si T'((G) est muni d'une
structure de groupe telle que I'application

T(GY<xT(G)s(z, &) —>axx'eT(G)

provienne d'un C-morphisme de G < G dans G.

Soit £ un objet de €; on dit que G opére a gauchedans E si T'(G) opére
i gauche dans 7'(F) de facon que l'application 7 (G) < T'(F)— T(FE)
provienne d'un G-morphisme de G < £ dans E.

On suppose maintenant que C est commeen (0.%4.3).

DEFINITION. — Soit G un G-groupe opérant & gauche dans un objet £ de €.
Solent L' et I" des objets de € tels que T(E")cT(E')cT(L). Soit
xeT(E"); on dit que E' est, en z, localement rétractile sur E" par les opé-
rations de G s'll existe un voisinage ouvert V de x dans T'(E") et une appli-
cation s : I7—>T(G) telle que :

(a) s soit admissible, i. e. provienne d’un morphisme de V dans G (I est
I'objet induit par € sur V).

(b) (s(&')).2' € T'(E") pour tout '€ V.

(c) s(&') =e (élément neutre de G) pour tout 2’ € VnT(E".

(*) Un V-isomorphisme est un isomorphisme compatible avec le morphisme cano-
nique ¥V < K >V, et avec p o i, ou ¢ est le morphisme d’injection U - E.
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On utilise U'abréviation : £’ est G-I. r. sur E" en x. Dans le cas ou T(E")
se compose d’un seul point 2, on dit simplement : £’ est G-I. r. sur x; cela
ne signifie pas autre chose (°) que l'existence d’une section admissible
au-dessus d’un voisinage de x dans 77 (L") pour Papplication

T(G)ysg—g.zeT(F).
Lemme 1. — Soit G un C-groupe opérant (a gauche) dans un objet E
de €. Soient ', E", E" des objets de C tels que T(E"Yc T(E")c T(E") c T(E).
Soit xe T(E"). Si E' est G-l. r. sur E" en x, et si E" est G-I. r. sur E"

en x, alors E' est G-l. r. sur E" en zx.

DEMONSTRATION. — L’hypothése fournit un voisinage ¥ de z dans 7" (E')
et une application admissible s' : ¥'—> 7'(G), ainsi qu'un voisinage V" de x
dans 7" (L") et une application admissible s" : Vr—> T(G). L’application

(1) Visa'—>(s(x)).a'eT (£

est admissible, donc continue; donc, si V” est un voisinage assez petit de 2’

dans V', son image par (1) est contenue dans V”, ce qui permet de définir
I'application

~

V7> (s (s (2').2)). (s (z) € T"(G)
qui satisfait aux conditions voulues.

Lemme 2. — Soient (E, B) un couple d’objets de C et f un morphisme :
L — B. Soit G un C-groupe opérant a gauche dans E et dans B de facon
compatible avec f, i. e. de facon qu'il y ait commutativité du diagramme

Gx F—F
identité ><f‘ lf
Y
G<x B—>B

1° Soient B’y B" des objets de € tels que T(B"YC T (B')c T (B). On sup-
pose qu'il existe des objets E', E" de € tels que T(E")Cc T (E')c T(FE), et
que T(E'") [resp. T(E")], soit l'image réciproque de T (B') [resp. T (B")],
par T(f). Soit ye T(B"); on note 15"_r limage réciproque de {y} par
T(f). Alors, si B' est G-l. r. sur B" en y, I est G.-l. r. sur L' en x, pour
tout xeﬁy.

2° Soit ye T'(B), et soit F’y comme ci-dessus. Si E induit un objet noté
Fy sur F,, et si B est G-l. r. sur y [ autrement dit si lapplication

T(G)ysg—+g.yeT (L)

(%) Inutile de supposer s(z) = e : on peut toujours s’y ramener par translation.
PP P J y P
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a une section admissible au-dessus d'un voisinage de y dans T'(B)], alors [
est trivial au-dessus d'un voisinage de y dans T'(B). [Donc, si ces pro-
priétés ont liew pour tout ye€T(B), f est une C-fibration localement
triviale; en particulier Uimage de T(E) par T(f) est ouverte et fermée
dans T(B).]

DEMONSTRATION.

1° L’hypothése fournit un voisinage ouvert ¥ de y dans 7"(B') et une
application admissible s de V dans 7°(G). Soit U un voisinage ouvert de =
dans 7"(L') qui soit contenu dans I'image réciproque de V par T(f),
Papplication so (77 (f)) est définie sur T et satisfait aux conditions voulues.

2° L’hypothése fournit cette fois un voisinage ouvert V de y dans 7"(B)
et une application admissible s de ¥ dans 7'(G) telle que

(s('))-y'=y  pour y'e&l.
Soit U I'image réciproque de 4 par 7°(f). L’application
Os2'— (T(f).a, (so T(f).2').a)eV x F,
est admissible, et a une inverse admissible qui est
V< Foa(y, z)—>(s(y)) " .zel.

0.4%.5. Cas ou le foncteur T est compatible avec les produits. — Soit €
une catégorie vérifiant les conditions de (0.4.3), et telle en plus que le fonc-
teur T' de € dans & soit compatible avec les produits. On peut alors identi-
fier € & une sous-catégorie avec produits de &, de sorte qu'on dit z€ £ au
liende z€e T (L) ouze T (£); £F'cF aulien de 77 (L") c T' (L) ; on parle
d’ « applications continues de £ dans F'», etc. (Sans la condition de compa-
tibilité de 7" avec les produits, ces conditions conduiraient & une ambiguité
sur la notation F x F.) Enfin, les propriétés suivantes sont immédiates :
tout C-groupe est un groupe lopologique, toute C-catégorie localement
triviale est une fibration topologique localement triviale; la locale rétracti-
lité au sens de € entruine la locale rétractilité topologique.

CHAPITRE 1.
VARIETES A BORD GENERALISEES. EESPACES FONCTIONNELS.
1. Généralisation de la notion de variété différentiable.

1.1. Rappels : variétés différentiables, variétés différentiables & bord.

Soit 7 un entier 1, fini ou infini. La catégorie des variétés de classe C"
est définie comme suit : on prend comme « catégorie des modéles » celle
dont les objets sont les ouverts des espaces numériques R* (pour toutes les
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valeurs entiéres positives ou nulles de n) et dont les morphismes sont les
applications de classe C" de ces ouverts les uns dans les autres. A cette caté-
gorie de modeéles est associée une « catégorie locale », et, pour toute valeur
de n, une sous-catégorie de celle-ci; cette sous-catégorie est par définition la
catégorie des variétés de dimension n, de classe Cr; d’ou, en donnant a n
toute valeur entiére positive ou nulle, la catégorie des variétés de classe C'.
Cette catégorie est munie naturellement d’un foncteur 7" & valeurs dans la
catégorie G des espaces topologiques, qui en fait une G-catégorie [ cf. (0.4.2)];
elle est munie de produits, et le foncteur 7" est compatible avec ces produits
et les produits sur & [¢f. (0.1.2)].

La catégorie des variétés a bord de classe C" est définie suivant le méme
schéma, mais en remplacant ’espace R”" par la partie { 2,>> 0 } de R?;la notion
d’application de classe € d’'un modéle dans un autre est celle qui sera pré-
cisée en (1.2.1). La catégorie des variétés a4 bord de classe C" est une
%-catégorie, mais elle n’est pas munie de produits. (Le produit [0, 1]<[0,1],
par exemple, n’est pas muni de facon naturelle d’une structure de variété
a bord de classe (")

1.2. Variétés a bord généralisées.

1.2.1. La catégorie des modéles. — Pour tout couple (n, q) d’entiers
tels que o — ¢ = n, on note R(;, la partie de R" définie par

{e > o0;9<<iZn|.

On a une notion évidente d’intérieur et de bord de R(,,; de méme pour tout
ouvert de R,

Soit (n', ¢ ) un couple d’entiers tel que o =< ¢' = n'; soit Uun ouvert de R, ;
soit U’ un ouvert de Rf};,. Une application f:U—- U’ est dite de classe C" si f
peut étre prolongée en une application de classe € d’un R"-voisinage de U
dans un R"-voisinage de U'; d’aprés Wwtney [1], p. 69, il suffit pour cela
que la restriction de f a 'intérieur (par rapport a R*) de U soit de classe C",
et que toutes ses dérivées partielles d’ordre =~ 7 puissent étre prolongées en
des fonctions continues sur U.

La catégorie dont les objets sont les ouverts des R, et les morphismes les
applications de classe " de ces ouverts les uns dans les autres, a les pro-
priétés suivantes :

(a) C’est une G-catégorie avec produits.

(b) Deux objets I'c B[, et U'C R{,, ne peuvent étre isomorphes que si
n=n'etqg=¢q.

1.2.2. La catégorie . — A la catégorie de modéles (1.2.1) est associée
une catégorie locale et pour toute valeur de 2, une sous-catégorie de celle-ci;
par définition, c’est la calégorie des variétés a bord généralisées de dimen-
sion n, de classe C"; d’ou, en donnant & n toute valeur entiére positive ou
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nulle, la catégorie des variétés a bord généralisées de classe C". En fait, on
se bornera toujours & considérer la sous-catégorie que forment les variétés
de type dénombrable, on la note ®@". On convient d’appeler simplement
r-variétés ses objets (7). Soient £ et E' deux r-variétés; I'ensemble des
@ -morphismes de £ dans £’ se note Hom” (£, £").

La catégorie @" a des objets ponctuels qui sont des variétés de dimension
zéro, on en choisit un une fois pour toutes, on le note O; on définit comme
en (0.2.1) un foncteur de ®" dans la catégorie & des ensembles; on le
note 77; il vérifie la condition (i) de (0.3.3). La catégorie " est munie
naturellement d’un foncteur 7”7 & valeurs dans la catégorie & des espaces
topologiques, le foncteur 777 fait de ®@" une B-catégorie [cf. (0.%4.2)].
Il résulte du (a) de (1.2.1) que @ est munie de produits; le foncteur 77"
est compatible avec ces produits et les produits sur .

On suivra, sauf exception, les conventions habituelles [¢f. (0.4.5)]. On
parlera de « point d’une r-variété £ » au lieu d’ « élément de 7" (L) »; on
dira « application continue de £ dans £’ » au lieu de « application continue
de 77 (L) dans 7" (L") », etc. Les @™-morphismes seront appelés :
applications r-différentiables, et les (@-morphismes inversibles
r-difféomorphismes.

1.2.3. — Soit @ un point d'une r-variété I de dimension n. D’aprés
le (b) de (1.2.1), il existe un entier ¢ (tel que (o = ¢ < n) bien déterminé
par la condition suivante : il existe une « carte locale d’origine = de /7 »
dont la source soit R(,,; ¢ s’appelle I'indice de z. L’adhérence de toute com-
posante connexe de 'ensemble des points d’indice ¢ de £ s’appelle une fuce
de dimension q de E. La réunion de toutes les faces de dimension ¢
s'appelle le g-squelette de E. Pour ¢' < q, le g-squelette est un fermé du
g-squelette. Le (n — 1)-squelette de £ s’appelle le bord de E et se note JF :
E — oF s’appelle intérieur de .

1.2.%. — Soient r et ' deux entiers tels que 1 =7/ r; il existe un fonc-
teur naturel 77" de @” dans @; les foncteurs 77" se composent naturelle-
ment entre eux et avec les foncteurs a valeurs dans & et & définis en (1.2.2).
Soient £ et £’ deux objets de €7; on convient de noter simplement
Hom”(E, E') Yensemble Hom” (77" (E), 77" (E")); les éléments de
Hom" (E, E') sont appelés applications r-différentiables de E dans E'.

1.2.5. Espace tangent. — Soit F une r-variété de dimension » [au sens
de (1.2.2)]. On peut appliquer & F le procédé classique a l'aide duquel on
définit 'espace tangent & une variété sans bord (cf. Steenrop [1], p. 23).
Soit & (F) I'espace ainsi construit; c’est un espace fibré localement trivial,
de base F, de fibre R*, de groupe structural GL(n). En plus, en tout point
d’une face de dimension ¢ de F, les matrices jacobiennes des changements

(") On précise le cas échéant : r-variété sans bord, r-variété a bord.

BULL. SOC. MATH. — T. 89, FAsc. 3. 17
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de coordonnées locales appartiennent au sous-groupe de GL(n) formé des
matrices dont les opérations dans R" laissent stables (4 une permutation prés)

n

toutes les faces de dimension (n —1) de R,

Soit p la projection de %(F) sur I7; soit &z € F; soit Y un difféomorphisme
d’un ouvert U de B[j, sur un voisinage ouvert V' de 2 dans F'; ¢ définit un
difffomorphisme, noté ', de U > R sur p—' (V). On note y; (i=1, ..., n)
les coordonnées d’un point y de R"; soit W la partie de U < R" formée des
(v.y") tels que

y'>>. 0  pour tout 1 > q tel que y;> o;

{ y =)

I'image de W par /' est une partie de p—'( [z }) invariante par changement
de coordonnées locales; on la note .(F). L'espace tangent B(F) a la
variété F' est par définition la réunion des &, (F); c’est une partie de F(F),
qui coincide avec & (F) dans le seul cas ou F est sans bord.

Noter que . (F) est toujours une partie conveze de S, (F).

L’espace %, (F) s'identifie canoniquement a l'espace des 1-jets de R
dans F [c¢f. EBRESMANN, [1]; ¢f. aussi 11, (3.1)].

1.2.6. — C’est une conséquence triviale du méme résultat relatif a R~
que pour toul ouvert U de R}, et tout compact A C U, il existe une fonction
de classe C=:R(,—[o, 1], égale & 1 sur K et a support compact contenu
dans U. Les résultats relatifs a P'existence de partitions différentiables de
Punité subordonnées a un recouvrement ouvert (cf. par exemple pE Ruam,
[1], chap. I. § 2) s’étendent donc immédiatement au cas d'une variété au sens

de (1.2.2).

[.3. Sous-variétés. Plongements.

1.3.1. DEFINITIONS.

Sous-modeéles. — Soit R, le modéele défini en (1.2.1). On définit des

sous-modeles de R en adjoignant aux équations et inéquations qui défi-
nissent R, un certain nombre d’équations et inéquations du méme type.
D’une facon précise, considérons les relations

( €x o bour (]+1)1<'.;;” avec 0=p;=n-—gq,
1 i 5 .

! ' ! P2<t=q » 0L paLy,

(2) ;25 0 pour Pl ps » 0 L Py ps.

Posons p, -+ p.—=m. Pour tout ouvert U de R, I'intersection de U avec
la partie de R, définie par (1) et (2) s’appelle un sous-modéle de dimen-

e
sion m de U.



TOPOLOGIE DE CERTAINS ESPACES DE PLONGEMENTS. 245

Sous-variétés. — Soit F' une variété de classe C”, de dimension n [au sens
de 1.2.2)]. Soit £ une partie de F'. §'il existe un entier r' tel que 1Z7r'Zr,
et un entier m tel que o=—m <, tels que pour tout x€ F, il existe une
« carte locale de classe C™ de /7 au voisinage de z » (i. e. UCKR/, et un
r'’-difféomorphisme ¢ de Usur un voisinage de z dans F) telle que = (£ n V')
s'identifie 4 un sous-modéle de dimension m de U, alors la structure de
r'-variété sous-jacente a la structure de r-variété de F induit (*) une structure
de r'-variété sur £'; £, muni de cette structure, s’appelle une r-sous-variété
de dimension m de F.

FEzemples de sous-variétés. — Tout ouvert d'une r-variété de dimension n
en est une r-sous-variété de dimension n. Le bord d’une r-variété a bord en
est une r-sous-variété de codimension 1. Si F est une variété difféomorphe
au produit d’un certain nombre de variétés a bord, toute face de F est une
sous-variété de F. Par contre, il existe des variétés dont certaines faces ne
sont pas des sous-variétés; par exemple, soit F' I'adhérence de la partie
bornée de R* limitée par une boucle de lemniscate; /' a une seule face de
dimension 1, qui est le bord tout entier de #'; ce n’est pas une sous-variété,
en raison de I'existence d’un point singulier.

Plongements. — Soient F une r-variété de dimension n, £ une r'-variété
de dimension m (avec 1Zr' = r,o=m<n); soit fe Hom” (£, F'). On
dit que f est un r'-plongement de E dans F si 'image £’ de £ par fest
P’ensemble sous-jacent d'une r'-sous-variété de F', et si f induit un r’-difféo-
morphisme de I/ sur L', muni de sa structure de r’-sous-variété de F.

On note PI"”'(Z, I') 'ensemble des r'-plongements de £ dans F.

1.3.2. Quelques proprictés immédiates.

(1) Tout fePl" (L, F) est de rang m en tout point de £, et induit un
homéomorphisme de I sur son image pour les structures topologiques sous-
jacentes. Dans le cas olt /7 est une variété sans bord, ces conditions caracté-
risent les éléments de Pl (/7, F') parmi ceux de Hom’ (£, F'). Un systéme
de conditions caractéristique dans le cas général est le suivant : f induit un
homéomorphisme de £ sur son image, et f est un plongement local (c’est-
a-dire : tout x € posséde un voisinage V dans E tel que la restriction
de fa V soit un plongement).

(2) Tout r'-difftomorphisme de F est un r-plongement de F dans F.
Le composé de deux r-plongements est un r’-plongement; en particulier,

(3) Pour la définition et les propriétés générales des structures induites, ¢f. (0.4.1).
11 faut notamment vérifier que E est de type dénombrable; il en est bien ainsi (d’aprés
Phypothése analogue relative a F') lorsque E est ouvert et lorsque E est fermé; or
dans le cas général, E est un sous-espace localement compact de ’espace séparé F;
donc d’aprés Bourbaki [1], § 8, ;n° 16, il existe un ouvert de ¥ dans lequel E soit
fermé; d’ou le résultat.
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pour toute r'-sous-variété H de E, la restriction & H de tout r’-plongement
de £ dans F est un r'-plongement de /7 dans F.

(3) Soient E, F, I, trois r-variétés. Soit fe Pl (E, F)ethe Hom" (H, F).
Si I'image de H par A est contenue dans I'image de £ par f, alors il existe
un élément unique A’ de Hom' (H, E). tel que h=foh'. Si, en plus,
hePl’(H, IF), et si I'image de H par A est dans l'intérieur relatif [¢f. 1I,
(2.1.1)] de celle de & par f, alors A’ € PI" (H, E).

(4) Siune sous-variété connexe I d’une variété F a un point intérieur
contenu dans une face de F, alors F tout entiére est contenue dans cette
face. Il en résulte que la plus petite face de F' contenant x est la méme pour
tout point « de Vintérieur de E'; cette face est la plus petite face de F conte-
nant ; on dit que c’est la face support de I dans F.

(5) Soit I/ une sous-variété d’une variété F. Il existe [c¢f. note (*)] une
sous-variété ouverte U de F contenant [ et telle que £ s’identifie & une
sous-variété fermée de U.

2. Voisinages prismatiques du bord d'une variéte.

Dans tout ce paragraphe, F' désigne une variété au sens de (1.2.2), de
dimension n; pour tout entier & tel que o <k = n, on note Fyle k-squelette
de F' [cf. 1.2.3)]. On suppose F' de classe C", avec r > 1; toutes les appli-
cations différentiables considérées dans ce paragraphe sont de classe C7,
on sous-entend constamment l'entier 7 : « plongement » signifie « rplon-
gement », etc.

2.1. Définition des voisinages prismatiques du bord de F'; t-affinités.

2.1.1. Définition d'une k-carte. — Soit k un entier tel que o Zk Z n.
Une k-carte de F est, par définition, un couple (V,d), ou V est un modéle
du type (1.2.1), de dimension k (c’est-a-dire un ouvert d'un certain R},
avec o = q < k); et ou Y estun plongement : V < (o, 1(**— F qui envoie
le bord de ¥V < (o, 1(** dans le bord de F.

Pour simplifier, on sous-entendra souvent la donnée de ¥, et 'on par-
lera de « la k-carte ¢ ». L'image d’une k-carte ¢ (c’est-d-dire I'image de
V < (o, 1(**par ¢) est un ouvert de F. On appelle dme d’une k-carte ¢
I'image de V x { o} par U; on se bornera dans toute la suite a considérer des
k-cartes dont U'ame est contenue dans une k-face (condition qui est toujours
remplie lorsque V est connexe).

Isomorphisme de deux k-cartes. — Soient (V, ) et (V', ') deux
k-cartes. On dit que § et {' sont isomorphes s'il existe un difféomorphisme f
de V' sur V et une permutation o de (o, 1(** tels que

Vi(z, y)=4.(f(z), o(y)) pour tout (z, y)€ V' (o, 1 (=*.

Deux cartes isomorphes ont en particulier méme image et méme 4me.
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2.1.2. Définition d'une k'-sous-carte d'une k-carte. — Soit (V, ) une
k-carte; soit k' tel que k= k'<n. Soit H, une (K'— k)-face de (o, 1(" ¥,
et soit V' un ouvert de V x< H,; V' s’identifie canoniquement 4 un ouvert
de R¥. Soit M} le supplémentaire de H, dans (o, 1("*; il existe un isomor-
phisme (canoniquement défini & une permutation de (o, 1("* prés) de H
sur (o, 1(**: on choisit un tel isomorphisme, ce qui définit canoniquement
la suite d’applications

V' (0,1 ¥ e V M, < (0, 1("F = 1 < Hy 5 Hyy— V< (0, 1(+ % .

Soit ¢ : V' < (o0, 1(*¥— F la composée de ces applications; on dit que
(V', {') est une A'-sous-carte de b associée a V'; toutes les autres k'-sous-
cartes de Y associées a V' se déduisent de |’ par toutes les permutations
de (o, 1("*. L’expression « {/ est une sous-carte de  » signifie : il existe
K> k et il existe V' tels que {' soit une k'-sous-carte de { associée & V.

Propriétés des sous-cartes.

1° L’'image d'une A’-sous-carte d’une A-carte U est contenue dans I'image
de ¢.

2° Pour que deux sous-cartes ( V', ¥'), (", {") d’'une méme carte soient
isomorphes, il faut et il suffit que V'=V".

30 Soit ¢ une k-carte. Soient ' une k'-sous-carte de ¥ et " une A"-sous-
carte de §'; alors {” est isomorphe & une A"-sous-carte de {. Inversement,
soient ¢’ une k'-sous-carte de et {" une A"-sous-carte de ¢ si I'image de ¢’
est contenue dans celle de ¢/, et si A" A’, alors {" est isomorphe & une
k"-sous-carte de '

4° Soit (V, ¢) une carte de F'; soit ( V7, ') une k'-sous-carte de (V, ) :
V' est un ouvert d’une (k' — k)-face de (o, 1(**, qu'on note H, ; soient de
méme ( V", "), k', ly. On note My + Hyv— Hyw; soit k" I'entier tel que
k" — k = dim H,». Soit V" I'intersection des images réciproques respectives
de V' et V" par les applications canoniques V <X Hoyn—>V < H,, et
V < Hyn—> V < Hyr; V" est un ouvert de V < H,”; soit U" 'une quel-
conque des k"-sous-cartes de { associées & V”; on dit que " est une inter-
section de ' et . L'image de " est l'intersection des images de ¢/ et {";
il résulte donc de 3° que J” est isomorphe & une A”-sous-carte de ¢’ (et & une
k"-sous-carte de J"). Toute sous-carte de ¢ qui est isomorphe ala fois & une
sous-carte de ' et & une sous-carte de | est isomorphe & une sous-carte
de .

Cas particulier. — Si Hy C H,y, alors toute intersection ¢” de /' et " est
une k’-carte; c’est le cas notamment lorsque &' est une k-sous-carte de la
k-carte .
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2.1.3. Systémes compatibles de cartes.

DeriniTioNs. — Soient § une A-carte, ' une k'-carte et {" une A"-carte.
Soit 2 un point de I'intersection des images de {' et J” ; on dit que {' et " sont
Y-compatibles en x [ou encore que le couple (', V") est b-compatible en x|
s'il existe une k'-sous-carte ¢’ de ¢’ et une A’-sous-carte ¢” de {’, telles que
les images de ¢’ et ¢” contiennent , et que ¢ et ¢” soient toutes deux iso-
morphes i des sous-cartes de .

Soit S une famille de cartes; soient ' et " deux cartes; on dit que '
et U sont S-compatibles si pour tout point 2 de l'intersection des images
de §’ et J”, il existe une carte Y de S telle que {' et " soient y-compatibles
en 2. On dit que $ est un systéme compatible de cartes si tout couple
(¥, ¢") de cartes de S est S-compatible.

PROPRIETES.

1° Soient § une A-carte, ' une A’-carte, U’ une A"-carte. Si ({/, J") est
Y~compatible en un point au moins, alors A =Z k', et k =~ A". Il en résulte que,
si & est un systéme compatible, il en est de méme (pour tout entier k = n)
du sous-systéme S; de S défini comme suit : une k’-carte de S appartient
a $; pourvu que A’ k.

2° Soit § un systéme compatible de cartes. Soient ¢ et ¢’ deux sous-cartes
de cartes de §; alors @ et ¢’ sont S-compatibles [c’est une conséquence du
cas particulier de la propriété 4o de (2.1.2)]. Il en résulte que tout systéme
obtenu en adjoignant a 'S certaines de ses sous-cartes, est encore un
systeme compatible.

3¢ Soient ¢’ et §" deux sous-cartes d’'une méme carte y; soit )" une inter-

section de ' et U" [¢f. (2.1.2), propriété 4°]. Soient ¢, et ©, deux cartes, et
soit « un point de I'intersection des images de o, et ©,. Si @, et @, sont
Y'-compatibles et L"-compatibles en x, elles sont}”-compatibles en x.

T

2.1.4k. Systémes de cartes équivalents. Voisinages prismatiques ouverts.

DeriNiTIONs. — Soit S une famille de cartes; on appelle image (resp. dme)
de S la réunion des images (resp. des ames) de .

Soient § et &' deux familles de cartes; « ' plus fin que S » signifie :
S et S’ ont méme image et pour tout Y €', il existe €S tel que ¢’ soit
isomorphe & une sous-carte de .

La relation « plus fin » est une relation d’ordre. En plus on a le :

Lesmg. — Soient S' et 8" deux systémes compatibles de cartes plus fins
qu'un systéme compatible 'S ; il existe un systéme compatible de cartes plus
Jin que S' et que 'S’.

DEMONSTRATION. — Soit $” le systéme de toutes les sous-cartes de S qui
sont isomorphes a la fois a une sous-carte de $' et & une sous-carte de §";
soient ¢4 et ¢, deux cartes de $”: d’aprés la propriété 2° de (2.1.3), o, et 9,
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sont & la fois S’-compatibles et 5'-compatibles; donc, d’aprés la propriété 3°
de (2.1.3), o, et ©, sont §"-compatibles; donc 8" est compatible.

Il résulte immédiatement de ce lemme que la relation suivante entre
systémes compatibles 'S et S’ est une relation d'équivalence : « il existe un
systéme compatible de cartes plus fin que S et que ' ».

Drrinitions. — — Si deux systémes compatibles de cartes vérifient la rela-
tion ci-dessus, on dit qu'ils sont équivalents.

Soit $ un systéme compatible de cartes; la classe d'équivalence 7" de &
pour la relation ci-dessus s'appelle le voisinage prismatique ouvert défini
par §; I'image de S ne dépend pas du choix de § dans sa classe d’équiva-
lence; elle est appelée image de T'.

D’autre part, on dit que S est saturé si toute sous-carte de toute carte de
est isomorphe a une carte de S.

Quel que soit le systéme compatible S, le systéme S de toutes les sous-
cartes de S est compatible [¢f. (2.1.3), propriété 2°] et saturé [cf. (2.1.2),
propriété 3°]; il est en plus équivalent a S. Donc tout voisinage prismatique
ouvert T peut étre défini par un systéeme compatible saturé 3. L'ame 4
de 5 est la plus grande des ames de tous les systémes équivalents & S : c'est
I'intersection de 'image de 7" avec le bord de F'; A est appelé dme de T, et
I'on dit que 7 est un voisinage prismatique ouvert de son dme.

ExempLE. — A est le bord de I7; T est alors appelé voisinage prismatique
ouvert du bord.

2.1.5. t-affinités d'un voisinage prismatique ouvert.

DeriNiTiONs. — Soit £€ Jo, 1); s0it & = (2;) un point d’un cube; on note
tx le point (tz;). Soit (V, ) une A-carte. On appelle t-affine de (V, V) et
Pon note (V, ty) (ou simplement ¢¢), la A-carte

V< (o, 1" 3 (v, 5)—>V.(y, t:)€F.

PRrOPRIETES.

1° Soit ¢ une sous-carte d’'une carte L: pour tout t€)o, 1), on a
(image de ©) n (image de td) C (image de to).

20 Soit (V, ) une k-carte; soient {' et I' deux sous-cartes de Y ; il existe
une sous-carte ¢ de y telle que (pour tout t€)o, 1)), tV et ty" soient
to-compatibles en tout point & commun a leurs images.

En effet, supposons que ' soit une A'-sous-carte de Qassociéea V' C V< H,;
soient de méme A" et 1" C V" < Hyn; notons V < (HynHy) =W, et soit
une sous-carte de Y associée a I}; « est une /l-carte, avec = < inf(X', 1"):
comme en plus 'image de ¢v contient 'intersection des images de ¢’ et 71"
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il en résulte [cf. (2.1.2), propriété 3°] que ¢4’ et ¢’ sont isomorphes
a des sous-cartes de ¢o; soit y' une intersection de f¢ et ¢¢/, et soit de
méme y"; d’aprés le cas particulier de la propriété 4° de (2.1.2), y est une
K'-sous-carte de £{'; de méme 3" est une A"-sous-carte de ", d’ou le résultat.

3¢ Soit § un systeme compatible saturé de cartes [cf. (2.1.4)]; pour
tout t€) o, 1) le systéme t'S des t-affines de toutes les cartes de 'S, est un
systéme compatible ayant méme dme que 'S.

DEMONSTRATION. — Soient ' une A'-carte de S, et {" une k’-carte de §;
soit & un point commun aux images de ¢’ et ¢{"; a fortiori, z est commun
aux images de ¢ et {’; il existe donc une carte ¢ de S, une A'-sous-carte ¢’
de ' et une k"-sous-carte ¢" de J” telles que x soit commun aux images de ¢’
et 9, et que ¢’ et ¢’ soient isomorphes a des sous-cartes de ; d’aprés 1°
ci-dessus :

x € (image de t¢') N (image de t¢").

D’aprés 20 ci-dessus, il en résulte qu'il existe une sous-carte ¢ de ¢ telle
que ¢’ et t¢" solent {o-compatibles en x; S étant saturé, ¢ est isomorphe
a une carte de §, donc t@ a une carte de ¢S. Donc ¢y et t{" sont
tS-compatibles. Il est immédiat que ¢S a méme dme que 5.

40 Soient §' et S" deux systémes compatibles saturés de cartes; si S
et 8" sont équivalents [ cf. (2.1.1)], il en est de méme (pour toutte) o, 1))
de tS et t8".

Les propriétés 3¢ et 4° justifient la
prop J

DeFixiTION. — Soit § un systéme compatible saturé de cartes, d’ame A4 ;
soit T le voisinage prismatique ouvert de A défini par S [cf. (2.1.h)];
soit t€) o, 1); le voisinage prismatique ouvert de A4, défini par ¢S, se
note ¢ 7', et s’appelle le t-affine de T'.

2.1.6. A-cartes et voisinages prismatiques fermeés.

Norations. — Les « A-cartes » [définies en (2.1.1)] seront dans la suite
appelées « A-cartes ouvertes », par opposilion aux « k-cartes fermées »
définies ci-dessous. La dénomination de « /-carte » sera utilisée dans la suite
pour désigner aussi bien les k-cartes ouvertes que les k-cartes fermées. La
dénomination « systtme de cartes » signifiera : « systéme de cartes ouvertes
ou systéme de cartes fermées ».

bermiTion. — Solent & et ' comme en (2.1.1); soit ¢ une appli-
cation V x [o, 1]"*— F; appelons intérieur de ¢ et notons ¢ la restriction
de @ & V< (o, 1[** On dit que (V/, ¢) est une k-carte fermée (sous-
entendu : normalement fermée) s’il existe une k-carte ouverte (V, ¢*)
ette)o, 1 tels qu'on ait

d==to" [au sens de (2.1.5)].
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Soit = (¢;) un systéme de cartes fermées; appelons intéricur de S et
notons § le systéme (¢:); S est dit compatible s'il existe un systéme compa-
tible 5* de cartes ouvertes et 7€ o, 1( tels que 5 =5* [¢f. (2.1.5)]. S est
dit saturé si S est saturé; ime de S est par définition celle de .

Deux systémes compatibles S et ' de cartes fermées sont dits équivalents
s’il existe deux systémes compatibles $* et S de cartes ouvertes et (€ Jo, 1
tels que $* et ™ sont équivalents, S=—=18" et '—=¢5"; S et S ont alors
en particulier méme image.

Soit S un systéme compatible saturé de cartes fermées, d’ame A4 ; la classe
d’équivalence de § pour la relation ci-dessus est par définition le voisinage
prismatique fermé de A défini par S,

2.1.7. Systémes homogénes de cartes.

DEFNITION. — Soit A un entier tel que 0 =~ A << n. Un systéme uniquement
constitué de k-cartes est dit k-homogeéne.

Tout systéme de cartes S, A-homogéne et compatible, a les propriétés
suivantes :

1° Soient (), ;) et (V;, ¢;) deux cartes de S, A; et A; leurs admes
respectives; 4;N A; est ouvert dans A4; et dans 4;; les A-cartes d’ame A;n 4,
canoniquement définies par restriction de U; et ; respectivement, sont
isomorphes.

2% Soit A’ un ouvert de I'ame A4 de S; § définit canoniquement (par
restriction de chaque carte) un systéme A-homogéne compatible d’dme A';

o

ce systéme est appelé restriction de 'S a A’ et noté S| A'.

3* Soit 2 une fonction 4 — )o, 1], de classe C". Posons pour tout 7 :
Wiz, £) = (2, (Ao (2, 0))0).
Le systéme 25 =— | 7, | est A-homogéne et compatible.

2.1.8. Systémes de cartes adaptées a un systéme de cartes d’une sous-
varété.

Dirmnition 1. — Soient S et &' deux systémes compatibles de cartes
ouvertes (ou deux sysiémes compatibles de cartes fermées); on dit que &' est
adapté oS (ou que S et S sont adaptés U'un a U'autre) s'il existe deux
systémes compatibles Set ¥ respectivement équivalents a § et §' tels que
le systéme SUS soit compatible.

Cette relation est réflexive et symétrique, mais non transitive.

1l résulte immédiatement du lemme 2.1.% que si deuz systémes compa-
tibles S et S' sont adaptés l'un a l'autre, et ont méme image, ils sont

équivalents.
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s

Comme la relation « 8’ est adapté & § » ne dépend que des voisinages
prismatiques définis par $ et $', on a immédiatement une notion de
« systeme adapté a un voisinage prismatique » et de « voisinages prismatiques
adaptés I'un a l'autre ».

DeriNiTION 2. — Soit £ une sous-variélé de F, de dimension n' = n. Soit
(V, &) une A-carte ouverte de F; soit L la A-face de F qui contient 'ame
de ¢; on dit que (V, 4) est adapté a I si, pour tout point £ commun a E
et a 'dme de Y, A’ désignant la dimension locale de N L en x, il existe un
voisinage TI” de « dans L et un isomorphisme de (o, 1{*~* sur une face
de (0, 1["74, tels que la composée des deux applications

Y
(W (WAE)) x (0, 1("* 51 5 (0, 1("* % F

ait pour image l'intersection de £ et de I'image de .

Supposons maintenant que (1, ) soit une A-carte fermée de F; on dit
alors que (1, V) est adapté a E §'il existe une l-carte ouverte (V, ¢*)
adaptée a E'et t€)o, 1( tels que Lp:: AU

Les notions de systéme de cartes de F adapté o I et de voisinage
prismatique (d’une partie du bord de F') adapté ¢ E découlent aussitét des
précédentes. Si une carte (resp. un systéme de cartes, resp. un voisinage
prismatique ) sont adaptés i [, ils induisent une carte (resp. un systeme de
cartes, resp. un voisinage prismatlique) sur /.

DerNiTioN 3. — Soil £ comme ci-dessus; supposons en plus donné un
systéme 'S de cartes de £ (ou un voisinage prismatique 7" d'une partie du
bord de £ dans £). Une carte de /7 (resp. un systéme de cartes de F, resp.
un voisinage prismatique d’une partie du bord de F') sont dits adaptés @ 'S
(ou T') s’ils sont adaptés a £ et si la carte (resp. le svsteme de cartes, resp.

le voisinage prismatique) qu’ils induisent sur /2 sont adaptés a § (ou 7).
2.2. Théoreme d’existence.

2.2.1. Tukorine 1. — Soit r un entier >-1. Soit I une variété de classe C",
de dimension n. Soit IV une r-sous-variété fermée de F et soit T un voisinage
prismatique fermé du bord de E dans I.. 1l existe un voisinage prismatique
Jermé T du bord de F dans F, adapté a T.

Le théoréme 1 sera démontré en (2.2.3) a 'aide du lemme 2 de (2.2.2).
Du théoréme 1 résultent immédiatement :

CoroLrAiRe 1. — Sotent r, F et I comme ci-dessus. Il existe un voisinage
prismatique fermé du bord de F, adapté a I

CoroLLAIRE 2. — Soient r, I' et K comme ci-dessus. Soit M une sous-
variété fermée de E. [l existe un voisinage prismatique fermé T du bord
de F, adapté a E, et tel que le voisinage prismatique induit par T sur K
sott adapté « M. (T est alors adapté a M.)
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2.2.2. Notations. — Les notations 7, n, F, E, T sont celles du théoréme 1.
Soit & un entier tel que o~k <n, et soit L une ki-face de F. On désigne
par OL l'intersection de L (qui n’est pas nécessairement une variété) avec
le (k — 1)-squelette de F. Soient A et A" deux ouverts de L tel que A" c 4;
soit § un systéme A-homogeéne compatible de cartes fermées, d’ame A,
adapté a 7.

Lemne 1. — Soit B" un ouvert de (L — 0L), asses petit (en un sens
indépendant de A et A").

1° Il existe un systeme S’ de cartes fermées, k-homogéne compatible,
d'ame A" U B, tel que les restrictions de 'S et '§' a A" sotent des systémes
équivalents.

2° On peut, en plus, choisir S' adapté « T.

LeMme 2. — Il existe un systéeme 8", k-homogéne compatible, de cartes
fermées, d’adme A" (L — dL), adapté a T, et tel que les restrictions de 'S
et 8" a A" solent des sy stémes équivalents.

Démonstration du lemme 1.

1° Appelons convexe toute k-carte (V, @) telle que ¥ soit convexe. Il
existe un systéme localement fini de A-cartes convexes dont les &mes recouvrent
tout (L —0L); on suppose B’ assez petit pour que B’ soit contenu dans
I'ame B d’une telle carte (V, ¢).

On va d’abord montrer ceci : soit IV la partie de V' qui correspond
(par ¢) & AN B; le voisinage prismatique de ANB défini par restriction
de S peut étre défini par une seule k-carte Y : W < [ o, 1]"~*—F, ayant
en plus mémes relations d’incidence [cf. 11, (1.1.1)] que la restriction
de o a W x[o, 1]"=*. En remplacant éventuellement § par un systéme
plus fin [¢f. (2.1.4)] on peut supposer que S| ANB est défini par une
famille (¢} : W/ [o, 1]**— F) de cartes de 'S, telle que W/ soit connexe
pour tout 7; on note A; 'dime de ;, et W; la partie de V' qui correspond

par o & A <de sorte que |_J Wi:W). Soit Uy : Wi [0, 14— F a

k-carte isomorphe & U bien définie par les deux conditions

(1) bi| (Wi o) =0 [(Wix {o});
(2) ilexiste ze W; tel que Y;|({a! < [o, 1] %) eto]|({x} x[o, 1]"%)
aient mémes relations d’incidence.

On a supposé W/ connexe, donc W;, qui lui est difféomorphe, est aussi
connexe; par conséquent la propriété de (2) est vraie pour tout z€ W. 1l
en résulte, d’aprés la propriété 1° de (2.1.7), que, pour tout couple (7, j)
d’indices, ¥; et ; coincident sur (W;n W;) < [o, 1]*~*; par conséquent
la famille ({;) définit une A-carte ¥ : W x [o, 1]**-> F, d’ame AN B,
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adaptée a S;en plusdeto | (W x [0, 1])** ont mémes relations d'incidence.
Ceci établi, soit B’ un ouvert de L tel que B"C B’ et B'C B; et soit A' un

ouvert de L tel que 4"c A’ et A'c A. Soient A et p deux fonctions de
classe 7 : L. —>[o, 1] telles que, respectivement

(3) 2(x)>o pourtoutzelL; A=1 au voisinage de A”; et I'image

du systtme AS|(4—A')nB' est contenue dans I'image de o
[ef. (2.1.7) pour la notation 135].

(4) p==o0 au voisinage de A’ et p=r auvoisinagedeB’n[}A.
On pose alors, pour tout y €[o, 1]+ *:
(50) \ (1= p(2)) X (@, (@) y) + p(@) < 9. (@.7)
pour ¢.(z, 0)eB N (A—A")

X v-(z, ¥) = )
(35) o.(z,¥) » 9.(xz, 0)eh nGA.

(5c) Yo, 1) y) » o.(z, 0)€A B

la structure linéaire considérée en (3,) étant la structure linéaire transportée
par ¢ de celle de ¥V < [o, 1]**; ]a formule (5,) a un sens en vertu de (3)
d’une part, et de la convexité de V d’autre part. L’application y est définie
et de classe C”sur V' < [o, 1]*~% ou V' est la partie de V' qui correspond
par ¢ a B'.

Soit z € V', on va montrer maintenant que la restriction de y a un voisinage
asses petit de (z, o) dans V' < [0, 1]*% est un plongement. Le seul cas
non trivial est celui ot 0. (%, o) eB’n(A — ;1’), de sorte que, au voisinage
de (x, 0), x soit donné par la formule (5,). Comme ¢ et ¢ | W ont mémes
relations d’incidence, la matrice jacobienne de 9—'o{ en (x, 0) est une
matrice dont les coefficients situés au-dessus de la diagonale sont tous nuls,
et dont les coefficients diagonaux sont (I, ..., I, gy, -+ - %), OU Cpyq, « ooy Ay
sont strictement positifs. L’espace des matrices de ce type est conveze; il en
résulte que l'application y est de rang maximal en (z, o), et donc sur tout
un voisinage de («, o). Mais, en plus, (toujours parce que ¢ et ¢ | W ont
mémes relations d’incidence), y envoie le bord de W < (o, 1 ("% dans le
bord de F. 1l résulte donc du théoréme d’invariance des ouverts pour les
variétés topologiques a bord, que l'image par y d’'un ouvert assez petit
de V' [o, 1]** contenant z est un ouvert de F. La restriction de y &4 un
voisinage assez petit de (x, o) est donc un plongement.

On peut donc appliquer le lemme 1I, (3.3.1); d’aprés ce lemme (°), il
existe une fonction v : B'—)o, 1), de classe (7, telle que vy soit un

(?) En fait, on n’utilise ici ce lemme que dans un cas particulier ou sa démonstration
se simplifie; en effet, d’aprés le théoréme d’invariance des ouverts, le seul point a éta-
blir ici est que, pour v assez petit, Vapplication vz est injective.
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plongement; on peut en plus supposer que v est égal & 1 sur A"N.B’ (si ce
n’est pas réalisé, on s’y raméne immédiatement); A" étant ouvert dans L,
I'intersection de l'image de S| A" et de L se réduit & A”; donc il suffit

que v soit assez petit sur B”n[}A’ pour que v | B’ soit adapté a S| A" (10).

Si 'on effectue la construction ci-dessus en remplacant S par un systéme 5
tel que (pour un certain £€)o, 1() on ait §=—1¢S*, on aboutit & une
carte v'y", telle que zv*y*| B" soit adapté a S | A”; le systéme obtenu en

I

adjoignant £v*y*| B” & 8| A" remplit toutes les conditions voulues pour .

2° Puisque /7 est fermé dans F', E'nL est fermé dans L, et par consé-
quent N (L —0dL) est fermé dans (L —dL); on peut donc trouver un
systtme localement fini de k-cartes convexes de F adaptées a E dont les
aAmes recouvrent (L — dL). Si B est assez petit pour que son adhérence
soit contenue dans I'ame d’une telle carte, le systéme ' construit par le
procédé du 1° est adapté o E (1').

Mais on veut en plus que ' soit adapté a 7. Puisque S est adapté a 7,
il existe [cf. (2.1.6)] 8*, T* et t€)o, 1( tels que S=1t5*, T=1tT", et
que 8" soit adapté a 7*. Or toute carte convexe »* de [ est induite par une
carte convexe de F' (??); ont peut donc supposer B contenu dans 'ame B3
d’une carte (V, 0*) convexe et induisant sur Z une carte convexe adaptée
a T*. On applique & S*eta (V, ¢*) la construction du 1°; on aboutit & une
certaine carte v*y*, d’Ame B', vérifiant les conditions suivantes :

(a) v*y* est compatible avec $*| 4",
(b) £ n(image de v*y*) =image de v*'y* | EnD'.
(¢) Siw* désigne une carte de £, d’ame E'n B’ adaptée & 77, il existe une

fonction £ : EnB'—)o, 1), égale a 1 au voisinage de L’'nB' N A", telle
que v'y*| E'n B’ soit isomorphe & £w*.

Soit alors ¢'€ )¢, 1(; la carte ¢'v*Y*| N B’ estisomorphe a ¢'Zw*; Paffinité
de « rapport » 1/f qui fait passer de #v*y* & ¢'&* peut étre obtenue par une
isotopie 7 de I'image de w*; cette isotopie peut se prolonger en une isotopie v’
de F, induisant I'identité sur I'image de $*|A"; y' transforme v*y* en une
carte 7' (v*y*) telle que ¢[y/(v*y*)] soit adapté & S| A" eta T.

Démonstration du lemme 2. — Soit (B;) (i=1, 2, ...) une suite loca-
lement finie d'ouverts de L telle que chaque B; soit assez petit pour

(1°) Notations de (2.1.6).

(11) Ce résultat serait suffisant si Pon n’avait en vue que la démonstration du corol-
laire 1 du théoréme 1 (2.2.1); on notera que ce corollaire est suffisant pour établir le
corollaire 1 du théoréme 3 (3.3.2), et par conséquent 'existence de tubes normaux a
une sous-variété [cf. (3.4)].

(12) C’est immédiat en considérant un tube normal & 'image de w*; cf. note ().
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qu’on puisse lui appliquer le lemme 1 (B; jouant le role de B"), et que
( U Bl-)uA':(L —9L)u A",
Ni=1,2,... Vi

Soit (B;,,) (i=1, 2, ...; t&l) une famille d’ouverts de L telle que

‘/ 30,0:»‘4', Bo‘le;
S B, =B, pour i=1,2,...;

k ) B[_.\:(L—()L)UA';

I==0,1,...
\ B—i,uth,, pour I==o0,1,2, ... et pour ot <<tLi..

On pose
By, =C;, pour i=o,1,2,....
0Zitzi

Le systéme S donné a pour dme 4 = B, ;— C; ;. Le 1° du lemme 1
permet de définir de proche en proche, pour tout , un systéme compatible 5,
d’ame C;;y» de facon que S; et .y induisent sur Cj;qpiv: des systémes
équivalents. Soit $; le systéme induit par S; sur C;;,; le systéme S’ réunion
de tous les &; est compatible, son ame est (L —dL)uA’, et il induit
sur A'= B, ,= C, , un systéme équivalent & §| A’. Il suffit & chaque fois de
définir &; a I'aide du 2° du lemme 1 pour que &' soit en plus adapté a 7.

2.2.3. Démonstration du théoréme 1. — Soient ¢y, t;, ..., tn_y des
nombres tels que
0 <t 1 <...<Uly=1.

On suppose en plus ¢, ; assez voisin de 1 pour qu'il existe un voisinage
prismatique fermé 7™ du bord de I tel que 7"—1¢,_, T".

Il est immédiat qu’il existe un voisinage prismatique fermé du o-squelette
de F adapté a 7. 1l suffit donc de montrer ceci : soit & un entier tel
que o <<k <<n; la notation F; désignant le k-squelette de F, soit S un
systéeme compatible de cartes fermées d’ame Fy_,, adapté a &, 77*; il existe
un systéme compatible $” de cartes fermées d’ame F%, adapté a 4 7. On
procéde comme suit : on suppose S saturé [ ¢f. (2.1.%4)]; on note Sy (resp. Sr_y)
le sous-systéme de S formé des k'-cartes telles que k'~ k (resp. K ==k —1);
on pose &/tr_y=1t; les systémes t'S; et t Sy_y sont des systémes compatibles
[en effet, on a par exemple : ¢S,=(¢S);; ¢S est un systéme compatible
d’aprés la propriété 3° de (2.1.5); donc (¢8), est un systéme compatible
d’aprés la propriété 1° de (2.1.3)]. On a

(image de ¢8;_;) N Fy_y = Fy_y,

(image de tS;_ )N F; < (image de S¢) N Fy,
(image de t8;) NF; — (image de S;)NF;.
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Soit L une A-face de F'; on pose

. (image de ;) nNnL =4,
(image de ¢S )N L=A",

A et A” sont des ouverts de L; ona dLcA” et A”c A. Le systeme induit
par ¢S sur A — A" est k-homogéne; en plus il est compatible. [Soient en
effet (V, ) et (V7, ') deux cartes de ce systéme, soient (z, y) € V < (o, 1 "*
et (2, y")Ye V' x (o, 1("* tels que b.(x, y)=4{'.(2, ¥'); le systéme ¢5;
étant compatible, il existe une A'-carte ¢ de ¢S; telle que & et ¢/ soient
@-compatibles au point Y. (z, »); ceci entraine que le point J.(z, o) est
dans I'image de ¢; comme d’autre part . (z, 0) € 4 — A", cela entraine 1'= £;
donc ¢ et ' sont par exemple Y-compatibles au point ¥.(z, y).]

Soient alors A’ et A” des ouverts de L tels que A”c A", A"cA'et A'c A;
appliquons le lemme 2 de (2.2.2) avec 4 — A" et A’ — A" dans les roles
respectifs de A et A’; le systéme ¢85, A" — A" est adapté a ¢ 77; il existe
donc d’aprés le lemme cité un systéme 87, d’ame L — A, adapté a ¢ 7™,
et tel que Sy et ¢S induisent sur 4’ — A” des systémes équivalents. Soit U un
voisinage ouvert (dans F') de (L — A'yu[image de #; T* |En(L — Z”)]; il
existe une fonction 2.: L — A"— ) o, 1 ), de classe C7, égalea rsurIX'n (L ——Z’”)
ainsi qu’au voisinage de A" — A", telle que 'image de la restriction a L — A’
du systéme A7 soit contenue dans Up; le systéme d’ame L défini par ¢35
sur un voisinage assez petit de A”, et 187 sur L — A", est un systéme
compatible et adapté a #; 7%, qu’on note S7.

On fait la construction ci-dessus pour toutes les A-faces de F, en choisissant
les U de facon que leur intersection soit vide; on prend pour &” le systéme
réunion de tous les 7.

3. Applications du théoréme 1 : prolongement d'une variété ;
plongement dans un espace euclidien ;
meétriques riemanniennes adaptées ; tubes normaux a une sous-variété.

3.1. Prolongement d’une variété.

3.1.1. DeFviTioN. — Soit F une r-variété. Le couple formé par une
r-variété F* et une application f: F— F*, s'appelle un prolongement de F
si f est un r-plongement de F dans l'intérieur de F* et si 'image de f est
une sous-variété fermée de F*.

ProrositioN 1. — Toute r-variété F admet un prolongement (F*, f) tel
que F* sott difféomorphe a F.

La démonstration est faite en (3.1.3); (3.1.2) donne quelques
préliminaires.
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3.1.2. Soit p un difféomorphisme de (o, 1( sur [%, I[ qui induise

. . 2 . o
P'identité sur [g, 1[- Pour tout entier p > 0, on définit un plongement p,

de (o, 1(” dans lui-méme en posant
pp- (@, oo, )= (0.2, ..., 0.2)).

Soit maintenant F' une r-variété de dimension n, et soit (¥, §) une k-carte
ouverte de F' [cf. (2.1.6)]; on définit un plongement py de I'image de ¢
dans elle-méme, en posant

pq,:zl;o ((identité de V') < On—k) oL!J*'.
On ale

Lemme. — Soit Hy une (K- k)-face de (o, 1("* et soit U un ouvert
de V < Hy; soit (U, @) une k'-sous-carte de (V, b) associée « Ulcf. (2.1.2)].

. . 2 .
St k'=Fk, ousi Uest contenu dans V < <11“— 3 H“>, alors py, et py coincident
sur l'image de ¢.

DEMONSTRATION. — Bornons-nous au seul cas non trivial, celui ou A’ > A.
Soient Hj le supplémentaire canonique de £/, ; ¢ 'injection de Udans V' x< I/,:
« Iisomorphisme de (o, 1(** sur H; qui détermine ¢: ; I'isomorphisme
canonique de H, > I} sur [o, 1[**. Le diagramme

identité </

Us< (0, 10 25V s Hys 12270y s (o, v(n
A

o
A
identité <X 0p—pr identite X pp—k

LI . identité < j _
Ux (0, 1("* 35V <X Hyx H,———>V x (o0, 1("*

est commutatif puisque p induit I'identité sur [%, I [ D’ou le lemme.

3.1.3. — Démonstration de la proposition 1. — Soit T un voisinage
prismatique ouvert du bord de F [c¢f. (2.1.h)]; et soit § un systéme
compatible de cartes définissant 7" et ayant la propriété suivante : pour tout
entier &k tel que o <<k <n, le sous-systéme S de § (formé des k'-cartes
de S telles que o L&' < k) est tel que

(1) (image de b’k)n(image de g 25;(_1> =¢.

(Un tel systéme S se construit facilement en grimpant sur le squelette de #7).

Soient J/ une A’-carte et ' une A’-carte de S; soit @ un point commun
aux images de ' et {’; il existe [¢f. (2.1.3)] une carte } de S, et une
K'-carte ¢' dont I'image contienne « et qui soit isomorphe & la fois a une
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sous-carte de { et & une sous-carte de {'. Soient py, pys, pyr, P, les plonge-
ments définis en (3.1.2); d’apres le lemme 3.1.2, p, et py coincident en z;
d’aprés (1) ci-dessus et le lemme 3.1.2, p, et py coincident en «; donc py
et py coincident en z. De méme py et pys coincident en x; donc finale-
ment py et pys coincident en x. Ainsi py et pys coincident en tout point
commun & l'intersection de leurs images; on définit donc un plongement [
de F dans l'intérieur de lui-méme de la facon suivante : f est I'identité en
dehors de I'image de S, et pour toute carte ¢ de S, la restriction de f
a I'image de ¢ coincide avec py. L'image de f est fermée dans F, de sorte
que, si l'on pose F*=F, (F*, f) est un prolongement de F.

3.2. Régularisation d’une structure C” (pour r <+ o) et plongement
d'une variété dans un espace euclidien.

3.2.1. Rappel : le théoréme de plongement de Whitney. — Le lemme
ci-dessous apporte au théoréme de plongement de Whitney (cf. WhiTnEY [3))
un léger complément qu’on utilisera en (3.2.2) pour étendre le théoréme
de Whitney au cas des variétés au sens de (1.2.2).

LemMge. — Soit r un entier >.1. Soient F une r-variété sans bord de
dimension n, E une r-sous-variété sans bord de F, U un ouvert de F,

U’ un ouvert de F tel que U' c U. On suppose donnée sur U une structure C*
telle que En U soit une sous-variété C* de U.

Alors il existe un r-plongement propre f : F -» R*+ tel que la restriction
de f a U’ soit de classe C”, et que les images de F et de E par f soient des
sous-variétés de classe C* de R*"+'.

CoOROLLAIRE. — Sous les hypothéses du lemme, il existe sur F une structure
différentiable de classe C*, compatible avec la structure C" sur F et avec
la structure C” sur U', et pour laquelle E soit une sous-variété de classe C*.

Le corollaire est une conséquence immédiate du lemme.

Démonstration du lemme.

(a) Le théoréme de plongement de Whitney affirme qu’il existe un
r-plongement propre f' de F dans R***! tel que I'image F’ de F par f’ soit
une sous-variété de classe C* de R*»*+1. A l'aide des procédés classiques de
régularisation, la restriction de f’ a U peut étre approchée arbitrairement
prés au sens de la topologie € (¢f. &.3) par une application A’ de classe C*
de U dans F’, et il résulte du théoréme 5 (**) [cf. II, (2.2.1)] que pour 2’
assez voisin de f'|U, il existe un difféomorphisme f” de F sur F’' qui
coincide avec A sur U.

(b) Munissons £ d’une structure C* compatible avec celle de EnlU
[il résulte immédiatement du (a) qu’une telle structure existe]; £, muni de
cette structure, sera noté E'. Soit U" un ouvert de F tel que U'c U’ et

BULL. SOC. MATH. — T. 89, rAsc. 3. 18
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s

que U'cU. La restriction de [’ 2 E—(EnT") peut étre approchée
arbitrairement prés au sens " par une application A’ de classe C*
de E—-—(En U') dans F', qui coincide avec J" sur EnU". D’apres le
théoréme 5 (%), si A" est assez voisin de f”](E— (En ﬁ’)) il existe un
r-difféomorphisme g de F’, induisant I'identité sur f' (L"), tel que

go(S'[(E—(Enl)) =1

11 suffit alors de poser
gof =1,

3.2.2. TuroreME 2. — Sott r un entier 1. Sotent F une r-variété et k
une r-sous-variété de F. Il existe sur F une structure différentiable de
classe C*, compatible avec la structure C", et pour laquelle F soit une
sous-variété de classe C*.

ReMARQUE. — Le théoréme 2 justifie la convention de notations suivante
qu'on utilisera dans la suite : au lieu de « variété de classe C* », « sous-
variété de classe C* », on dira simplement : « variété », « sous-variété ».

Démonstration du théoréme 2. — D’aprés la propriété (5) de (1.3.2), il
suffit de faire la démonstration dans chacun des deux cas : £ fermé, F ouvert.
Or le cas ou F est ouvert se raméne immédiatement au cas ou F est vide.
On se bornera donc au cas ou £ est fermé.

Soit 7 un voisinage prismatique ouvert de dF dans F, adapté a E; et
soit ‘$ un systéme compatible de cartes définissant 7. On suppose S saturé
[¢f. (2.1.%)]. Pour tout entier A tel que o A <<n, on note S; le sous-
systéme de S, formé des A'-cartes de S telles que 0 =~ &'~ k. On va montrer
par récurrence sur & : il existe une structure @, de classe C”, sur I'image

I .. . .
de — §;, compatible avec la structure C", et telle que
2
. ) B . c4 . o
En <1mage de oy ék) soit une sous-variété de classe C” pour .
/

C’est clair pour A = o; supposons que ce soit démontré pour 'entier k — 1.
Soit L une k-face de F'; on pose

/
(image de 2:_1 ‘-Sk_,> NL=A,

. 1. ,
<1mage de ok Sk_1>nL = A

D’aprés le corollaire du lemme 3.2.1 [appliqué avec (L —dL),
En(L—0L), An(L—0L) et A’'n(L—0dL) dans les roles respectifs

(**) On n’utilise ici le théoréme 5 que dans le cas particulier des variétés sans bord,
cas dont la démonstration directe n’utilise pas le présent lemme ni ses conséquences.
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de F, E, U et U'] il existe une structure @y, de classe C*, sur (L — dL),
compatible avec la structure (7, compatible sur A4'n(L —dL) avec la
structure @;_,, et telle que £'n (L — JdL) soit une sous-variété de classe C*

pour @;. On prolonge la structure @; a I'image de Zik‘cs‘k] (L —0L) de la

facon suivante : soit une famille (g, : U;— A4;) de cartes de L — JL définissant
la structure . ; on suppose les 4; assez petits pour qu'il existe, pour tout i,

. s .. . .
une k-carte W;: V;< (o, 1(*'—F, de ;‘,L-sk, d’ame A; : soit
¥l (o, 1("F—>F

la k-carte, isomorphe a W, définie par

. (x, y)=W;:.(z, »),

ou .z’ est défini par W;. (&', 0) = ¢;.2'. La famille (W;) définit sur I'image ¥~
de ;}k*SkI(L — JL) une structure C* qu’on note My-; Dy est compatible
avec @y sur (L — JdL) et avec D;_, sur l'intersection de W avec l'image
de 2%"5&—1 |OL; et puisque Sy est adapté a £ [cf. (2.1.8)], EnW est de

classe C* pour ;. On fait cette construction pour toutes les A-faces de F';
soient L et L' deux telles faces, on a

\

WA IV Cimage < S8 [0LAOL),

de sorte que @y et Dy coincident sur Wn V' avec la structure induite
par @;_,. D’ou, sur la réunion des IV relatifs a toutes les A-faces L, une

. . . . \ . N
structure C* compatible avec la restriction de ®;_; a I'image de ?é;\._,;

. . . ) .
d’ou finalement, une tructure C” sur I'image —; Sk, structure qui a toutes les
propriétés voulues pour @;.

3.2.3. COROLLAIRE DU THEOREME 2. -— Sott r un entier >.1. Sotent F une
r-variété de dimension n, et E une r-sous-variété de F. Il existe un r-plon-
gement propre [ : F— R+ tel que les images de F et de E par f soient
des sous-variétés de classe C* de R*71.

DeMonsTRATION. — Soit D une structure C* sur F, fournie par le théoréme 2,
telle que £ soit une sous-variéte de classe C* pour @, Soit (F*, f') un prolon-
gement pour la variété F' munie de la structure @, prolongement fourni parla
proposition 1 [¢f. (3.1.1)]. Soit f” un plongement propre de classe C* de
I'intérieur de F’ dans R***!; le plongement f”o f” a les propriétés voulues.
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3.2.4k. — Une autre application du théoréme 2 est la démonstration pour
tout entier r>x1 de la :

ProposiTioN 2. — Soient F une r-variété de dimension n, K un compact
de F, V un voisinage de K dans F. Il existe une r-sous-variété compacte I,
de dimension n, de F, telle que IX'C V, et que K soit contenu dans Uintérieur
(topologique) de E.

DEmMONSTRATION. — Grice au théoréme 2, on peut se borner au cas r — co-
Soit @ une fonction de classe C* : F—>[o, 1] égale & 1 sur K, nulle
sur /' — V. D’aprés un théoréme de Sard (cf. Sarp [1]) qui se généralise
immédiatement au cas des r-variétés au sens de (1.2.2), 'ensemble ® des
points de [o, 1] qui sont des valeurs réguliéres pour ¢ et pour les restrictions
de ¢ a toutes les faces de dimension > 1 de F, est dense dans [o, 1]. Soit ¢
un point de R, tel en plus que ¢ ne prenne la valeur ¢ en aucun sommet
de F'; alors ¢—'([¢, 1]) est une sous-varié¢té de /7 qui satisfait a toutes les
conditions voulues.

3.3. Métriques riemanniennes adaptées.

3.3.1. Norarions. — F désigne une variété de classe C, de dimension n;
OF est le bord de F'; T est un voisinage prismatique fermé de 0F dans F;
E est une sous-variété de F et JIL est une métrique riemannienne de
classe C” sur F.

DermviTioNn 1. — On dit que I est adaptée a 1’ si, pour toute A-carte  :
V < [o, 1]**— F, compatible avec 7', l]a métrique riemannienne induite
par Ol sur l'image de ¢ est I'image par ¢ d’une métrique riemannienne
sur V x [o, 1]**, produit d’'une métrique riemannienne sur } par la
métrique euclidienne sur [o, 1]*—*.

S’il existe un voisinage prismatique fermé de dF dans /' auquel I soit
adapté, on dit que I est adaptée au bord de F.

Derinition 2. — Si, pour toute face L de F telle que K¢ L, £ et L sont
orthogonaux en chacun de leurs points communs, on dit que It est
adaptée a E.

Une propriété immédiate. — Si O est adaptée & 7', et si 7" est adapté a £
[ef. (2.1.8)], alors Ol est adaptée a I, et la métrique induite par N sur &
est adaptée au voisinage prismatique induit par 7" sur £

3.3.2. TutorkMe 3. — Soient F une variété de classe C* et T un voisinage
prismatique fermé du bord de F; il existe sur F' une métrique rieman-
nienne M, de classe C”, adaptée a T.

Le théoréme 3 sera démontré en (3.3.3). En voici deux corollaires :
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CoROLLAIRE 1. -~ Soit F comme ci-dessus, et soit E une sous-variété
Jermée de F. Il existe sur F une métrique riemannienne O de classe C*,
adaptée au bord de F et a E.

Démonstration du corollaire 1. — D’aprés le corollaire 1 du théoréme 1
[¢f. (2.2.1)],1l existe un voisinage prismatique fermé du bord de F dans F,
adapté a £'; d’aprés le théoréme 3, il existe O adaptée & 77; O est alors
adaptée 4 dF et a I,

COROLLAIRE 2. — Sotent E et F comme au corollaire 1; soit M une sous-
variété fermée de I. Il existe sur F une métrique riemannienne N,
adaptée au bord de F et a I/, qui induise sur IY une métrique adaptée au
bord de I et a M.

Démonstration du corollaire 2. — Soit T un voisinage prismatique fermé
du bord de F, fourni par le corollaire 2 du théoréme 1; soit Ot adaptée a T;
JIL est alors adaptée au bord de F' et a £; T induit sur £ un voisinage
prismatique 7" du bord, adapté a M ; la métrique O’ induite par It sur £
est adaptée a 77, donc a M (cf. propriété 3.3.1).

3.3.3. Démonstration du théoréme 3. — Soit n la dimension de F’;
soient &y, ¢y, ..., t,_y des nombres tels que 0 << ¢, 4 <<...<<f=1.

Soit S un systéeme compatible saturé définissant 7°; on suppose ¢,_, assez
petit pour qu’il existe un systéme $* tel que S = t,_,'S*; pour tout entier k
tel que o Z Ak <<n, on note S} le sous-systtme de $* formé des A’-cartes
telles que o A’ k. On va construire, pour tout A (tel que o Zk <<n),
une métrique riemannienne Jl;, définie sur I'image de #;S;, et ayant la
propriété suivante : pour toute carte ¢* : V' < [o, 1]*~*—F de S}, la métrique
riemannienne induite par J1; sur 'image de ¢;¢* est 'image par £ ¢* du pro-
duit d’une métrique riemannienne sur ¥ par la métrique homothétique dans
le rapport #;/¢,_, de la métrique euclidienne sur [0, 1]*~*. Une fois obtenue
la métrique OM,,_,, on définit comme suit sur /7 une métrique It adaptée
a 8 : sur 'image de $, I coincide avec J,_,; sur lintérieur (& — 0F")
de #, O coincide avec un prolongement de la restriction de I, a
(F — 0F )n (image de &), 'existence d'un tel prolongement étant assurée
par le théoréme classique de prolongement d’une méirique riemannienne
(cf. Steenrob, [1], p. 55 et 58). Comme l'existence d’une métrique IN, est
triviale, on est ramené a ceci : la métrique Iz, étant donnée (pour un
certain entier & tel que o << k << n), construire la métrique Jl;.

Soit L une k-face de F'; par le procédé utilisé ci-dessus pour définir J1t,
on définit sur L une métrique I qui coincide avec I, sur L N (image
de &, 8;_,). Pour toute carte ¢* : V' <|o, 1]>~* de S| L, on munit V' x<[o, r]*—*
de la métrique riemannienne produit des deux métriques suivantes : sur V,
la métrique image réciproque de O, par l'application {z— ¢*.(z, 0)};
sur [0, 1]**, la métrique homothétique dans le rapport #;/¢,—, de la métrique
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euclidienne; puis on munit I'image de #:9* de la métrique image (par #7%")
de la précédente. On définit ainsi, sur I'image W de 57 | L une métrique O -
qui coincide avec I, sur W N (image de ¢_,5;_,). Soit (L;) la famille
des A-faces de F'; en opérant comme ci-dessus on obtient pour tout ¢ une
métrique iy, ; on définit DI par la famille (911,,) d'une part, et d’autre
part, par la restriction de O, a l'intersection des images de ¢_,S};_,
et &Sy

3.3.k. Propriétés des petites géodésiques d’une métrique adaptée. —
Soit F une variété (de classe C*); soit JIL une métrique riemannienne (de
classe C*) adaptée au bord de F [¢f. (3.3.1), définition 1]. De la définition,
il résulte immédiatement :

(a) toute face de F est une sous-variété totalement géodésique (**) pour I ;

(b) deux faces distinctes quelconques de F' sont orthogonales en chacun
de leurs points communs.

Grice au (a) et & la convexité locale des modéles 1.2.1, on peut généra-
liser au cas des variétés un résultat classique dans le cas des variétés sans
bord (¢f. par exemple pE Ruawm, [1], p. 135) :

ProrositioNn 3. — Soit F une variété riemannienne, de classe C*, dont la
métrique IN est supposée adaptée a dF. Soit ). une fonction continue stric-
tement positive définie sur F; on note W+ le sous-espace de G(F) formé
des vecteurs tangents x' qui satisfont a la condition suivante : si x, désigne
lorigine de &', alors la longueur de x' ( pour la métrique définie par pro-
longement de V) est inférieure ou égale a 7 (x,).

Alors on peut choisir 1. de facon a satisfaire aux deuz conditions
suivantes :

1 pour tout x' € Wy il existe un arc de géodésique unique o, de méme
origine z, que x', tangent a x' en x,, et de longueur égale a celle de x'.

2° En plus, si 'on note z, l'extrémité de o, l'application o :
Wisa'— (z, ) €EF X F

est un difféomorphisme (de classe C*) de W7 sur le voisinage W5 de la
diagonale de F < F, formé des (x, y) tels que d(z, y) <) (x). [d(z, y)
étant la distance géodésique des points x et y, c’est-a-dire la longueur de la
plus petite géodésique les joignant].

3.%. Tubes normaux a une sous-variété.

Soit F' une r-variété (r>.1) de dimension n; soit £ une r-sous-variété
de ¥, de dimension m <C n. Soit @ une structure C” sur /| pour laquelle £

(%) Conformément a la définition classique, une sous-variété £ d’une variété rieman-
nienne F est dite totalement géodésique s’il existe un voisinage W~ de la section nulle
de Pespace tangent S(£), tel que pour tout '€ IF7, il existe un arc de géodésique de £
(pour la métrique induite), de méme origine 2 que z’ et de méme longueur, tangent
en o a &', et qui soit un arc de géodésique de F.
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soit une sous-variété de classe C” (¢f. théoréme 2). D’aprés la propriété 5°
de (1.3.2), il existe une sous-variété ouverte F' de F telle que F soit fermée
dans F'. Il existe donc une famille ({J;) de cartes locales de F' ayant les
propriétés suivantes : pour chaque 7, la source de {; est un certain R/,
qu’on note V; et qu'on identifie & son image par ¢; (laquelle est un ouvert
de F', donc de £); la famille (V) est localement finie et recouvre un voisi-
nage de £ dans F’ (donc dans F'); pour chaque Z, il existe un systéme (.,
3, Zy, ¥3, ;) de coordonnées dans R" (ot x4, 23, etc., représentent chacun
un nombre fini de coordonnées réelles) tel que les équations de ¥, soient

(1) Zy>> o0,
(2) yE=0
et que celle de V;n L soient (1) et

(3) x33> 0,
(4) ya—o

On note F; la partie de V;n £ dont les équations dans ¥V sont (4) et

(’3) —Iéxlé_!—l:
(6) 0LxgL 41,
(7) ('éx*{é+l

et 'on suppose que les intérieurs des /v; recouvrent £

Pour tout ¢, soit H; un cube de la partie { y = o} de R", assez grand pour
que F; soit contenu dans l'intérieur de //; (par exemple : { —2 Zx 2+ 2}).

On munit /' d’une métrique riemannienne I, de classe C* pour la
structure @, et qui soit adaptée au bord de /" et a £ [¢f. (3.3.1)]; J1L induit
sur V; une métrique riemannienne qui (V; étant identifié & une partie fermée
de R") peut se prolonger en une métrique riemannienne sur £", notée IN,.

Sur tout voisinage U; assez petit de E; dans R*, la projection orthogo-
nale pr; sur H; (pour la métrique JI;) est bien définie et de classe C~ : pour
tout ¢; > o, assez pelit, 'ensemble 7%, des points ¢ de U; tels que (d dési-
gnant la distance géodésique) (a, pr;.a) =¢;, est une sous-variété (de
classe C*) de U, difféomorphe au produit F£;>< N, avec N;= B, _,, nR;",
k; étant la dimension de l'espace des jy;; mais, grice au fait que Il est
adaptée, 7%, est (pour ¢; assez petit) une sous-variété de U;nV,, de sorte
que 7%, ne dépend que de Ej, ¢; et de la métrique L (et non de IN;); ceci
justifie, pour 7%, la notation T ([7;, F'), étant entendu que /' est munie
de O1t. On délinit de méme 7%, (L, F'), pour toute fonction réelle 7;, stricte-
ment positive, de classe C* sur £;; c'est encore une sous-variété de V,
difféomorphe a £;< V.

Soit alors A une fonction réelle strictement positive, de classe C* sur I
(pour la stucture induite par ). assez petite au sens C°; pour tout 7, on
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pose A |£;— A;. La réunion de tous les 75,(E, F) se note Th(E, F) et est
appelée tube normal a E, de « rayon » ), dans F (muni de JOit). Le
tube 7% (£, F') est une sous-variété de F, de classe C* pour @, fermée si &&
est fermé. La projection orthogonale pr de T’ (£, F) sur E définit sur T (E, F)
une structure d’espace fibré-différentiable (localement trivial) de base E.
Supposons E connexe; la « fibre » N; de T, (E;, F) est alors, quel que
soit i, difféomorphe & V= B,_,,N R’;™, ou k est I'entier tel que k + m soit
la dimension de la plus petite face de # contenant %'; on peut (par exemple
l'aide de la proposition 3) choisir une famille (¢;) de difféomorphismes :
E; < N— T4, (E};, F) compatibles avec pr, qui définisse sur 75 (£, F') une
structure d’espace fibré de groupe structural le groupe suivant : produit du
groupe orthogonal & (k— m) variables par le groupe des permutations
de (n — k) variables.

Si £ est sans bord relatif (i.e. JECIF'), alors T4 (E, F) est un voisinage
de K dans F, et s’appelle voisinage tubulaire normal de « rayon » A de E
dans # (munie de la métrique ON); les voisinages tubulaires normaux forment
alors un systéme fondamental de voisinages de £ dans F.

Plus généralement, soit M une partie de E'; pr désignant la projection
ocrthogonale de 75 (E, F) sur E, pr—' (M) se note T (E, F; M) et s’appelle
tube normal a E, d’dme M, de « rayon » X, dans F (muni de IR);
T(E, F; M) est muni d'une structure fibrée induite par celle de 7% (£, I);
c’est une sous-variété de 75 (E, F') si M est une sous-variété de F.

ReMARQUE. — On peut généraliser la définition ci-dessus au cas ou £ est
une sous-variété de codimension o de F'; on doit alors convenir que, pour
toute partie M de E, tout tube normal a E dans F, d’ame M, s'identific
a M. Ce sont les prolongements de I [qu’'on définira en 1I (2.3.1)] qui
jouent dans ce cas un role analogue & celui joué par les tubes normaux dans
les autres cas.

. Espaces fonctionnels.

h.1. La catégorie A" des espaces fonctionnels.

h.1.1. Définition de la catégorie &". — Soit r un entier > 1, fini ou non.
Soient [, I, E', F' des variétés; on suppose I et £’ non vides; soient 4
et A’ des parties de Hom" (£, F') et Hom”(£’, F') respectivement.

Soient I une r-variété. Soit 7 un entier tel que 11’ r; une appli-
cation ¢ : H->Hom" (£, F) est dite r'-permise si I'application associée :
H < E - F est r'-différentiable.

Une application f: 4 — A’ est dite r-différentiable si A est vide, ou si,
pour tout entier 7' tel que 1= 7' r, pour toute r-variété H, et pour toute
application r-permise : H—> A, l'application composée foo : H— A', est
encore r’-permise.
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La catégorie A", dont les objets sont les parties des Hom” (&, F'), (ou F
et ' sont des variétés, & non vide), et dont les morphismes sont les appli-
cations r—différentiables, s’appelle catégorie des espaces r-fonctionnels.

Soient 4 et A’ deux objets de @"; on note Dif"(4, A') I'ensemble
Hom,-(A4, A").

Pour 1 = 7'~ r, il existe un foncteur naturel de & dans @, donnant
lieu a des conventions analogues a celles de (1.2.%). Il est immédiat que
pour qu’une application d’un objet de A" dans un autre soit r-différen-
tiable, il est nécessaire et suffisant qu’elle soit r'-différentiable, pour tout r'
Sfinitel que 1 Zr' Zr.

h.1.2. Propriétés de la catégorie A" résultant de (0.3).

1. Soient A, A', A" trois objets de @". Il y a une bijection naturelle

Difr (A, A') < Difr (A4, A") ~ Difr (4, A’ > A").

2. Soient £, E’, £’ trois r-variétés. L'application canonique définie par
la composition

Hom"(E, E/) P HOm"(E” E") _>H0mr(E’ E//)
est r-différentiable.

3. On définit un foncteur d’inclusion / de @ sur une sous-catégorie pleine
de @” en associant & toute r-variété £ l'objet Hom" (O, E) [cf. (1.2.2)]
de @”. Le foncteur / est compatible avec les produits sur @” et A"; aux
applications r’-permises de £ dans un objet 4 de & correspondent les appli-
cations r'-différentiables de /(E) dans A. On identifie toute r-variété £ a
son image par /; les applications 7/-permises prennent alors le nom d’appli-
cations r'-différentiables. On a une bijection canonique

(1) Difr (A, Hom” (E, F)) ~ Hom" (A < E, F)
pour tout A de @ et tout couple (£, F') de r-variétés. Il en résulte :
(2) lapplication canonique Hom™ (E, F) < IE— F est r-différentiable.

k. Soient £, F', H trois r-variétés; soit A Cc Hom” (F, H') un objet de A”.
On note Difhom” (£, 4) la partie de Hom” (£ < F, H) canoniquement
associée a Dif" (E, A); Difhom” définit [¢f. (0.3.%)] un foncteur de deux

variables contravariant par rapport a la premiére, covariant par rapport a la
seconde, & valeurs dans @,

Soit A’ un second objet de A", il y a une bijection canonique
(3) Difr(A’, Difhom” (E, 4)) ~ Dif"(A' < E, A).

11 en résulte
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(4) Clapplication canonique Difhom” (E, A) < E — A est r-différentiable.

k.1.3. — Soient £ et F deux r-variétés. Pour qu’une application f : £ — F
soit r'-différentiable (avec 1 =7/~ r), il suffit qu'il existe un recouvrement
ouvert (U;) de £ tel que la restriction de fa chacun des U; soit r'~différen-
tiable. Il en résulte immédiatement le

Lemme. — Soit H, E, F trois variétés, r et r' deux entiers tels que 1 =Zr' —r,
et f une application H —Hom" (E, F).

1° 8¢ H est réunion d’ouverts U; tels que toutes les applications
Ui,— Hom" (I, F) induites par f soient r'-différentiables, alors f est r'-diff¢é-
rentiable.

20 Si E est réunion d’ouverts Vi; soit I; lapplication r-différentiuble
canonique

Hom” (E, F)—Hom"(V;, F).

St toutes les applications l;o f sont r'-différentiables, f est r'-différentiuble.

h.2. Routes r'-différentiables dans les espaces r-fonctionnels.

DrrisiTioN. — Soit A4 un objet de @”. Soit f une application du segment
I—={o, 1] dans 4.

On dit que f est un chemin r'-différentiable dans A si f est r'-différen-
tiable.

On dit que f est une route r'-différentiable dans A, si I'application j'
de R dans A, définie en posant

sf.o pour ¢<<o,
Je={f1 » t el
lf I » (1 >1
est 7/-différentiable.
Une route r'-diftérentiable dans A définit canoniquement un élément de
Difhom” (I, A) et un élément de Difhom’ (R, A) auxquels on I'identifiera
éventuellement.

Lemme 1. — Soit A un objet de . Soit f un chemin r'-différentiable
dans A.

Soit y un homéomorphisme de I sur I, indéfiniment dérivable, a dérivée
premiére strictement positive sur )o, 1, et dont toutes les dérivées sotent
nulles aux points o et 1.

Alors Uapplication foy est une route r'-différentiable dans A.

DimoNsTRATION. — Soit ' la fonction (indéfiniment dérivable) égale a ¥
sur Z, & o pour ¢ <o et a 1 pour ¢ > 1. Il faut montrer la r"-différentiabilité
de I'application
(1) R<XE>(t,x)—>h.(t, 2)eF.
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ou l'on a posé
(foy'.t).x="hn.(t, x).

11 suffit d’aprés le lemme 4.1.3 de montrer la 7-différentiabilité de la res-
triction de (1) & toute partie de R < F de la forme J > U, ou J est un inter-
valle et U I'image d'une carte locale de F. Cette 7/-diflérentiabilité est
triviale si.J ne contient ni o ni 1. Supposons par exemple que J—=) —:, + ¢ {,
avec 0 << & << 1. On peut prendre ¢ et U assez petits pour que l'image de
J < U par (1) soit contenue dans I'image V' d’une certaine carte locale de F.
Les valeurs en un point (o, ) des dérivées partielles de /. prises a droite
par rapport a £ sont :

%-(o,x)zo pour rZ|q|Zr,
ar+a !
Jarop (0 %) =0 v Zlpl gl
gljc_,’f-(o-, r) = ()_/’(f.o_)“/r » Zpl<Ly

dxr

qui sont bien les valeurs de ces dérivées prises au point (o, 2) & gauche par
rapport a ¢.

Lemye 2. — Solent fy et f, deux routes r'-différentiables dans un espace
r-fonctionnel A. Leur composée f définie par

ft=fi.2t pour tii;,

&

ft=/fa(2t—1) » T

W | =

est une route r'-différentiable.

R L. . R, . 1
DrmonsTraTION. — I suffit de vérifier la différentiabilité aux points <;~ x>,

ce qui se fait par localisation comme pour le lemme 1.

4.3. Topologie C" sur les espaces r-fonctionnels.

La topologie dont on munira dans la suite les espaces Hom” (£, F) n’est
pas la topologie C”; c’est une topologie qu’on notera C’: elle est plus fine
que la topologie C", avec laquelle elle ne coincide (en excluant le cas ou F
est de dimension o) que lorsque £ est compact.

b.3.1. Définition de lu topologie C". — Soient I et F deux variétés;
soit 7 un entier > o, fini ou infini.
(a) Lorsque £ est compact, la topologie ¢ sur Hom”(E, F') est iden-

tique a la topologie C” (laquelle est dans ce cas la topologie de la conver-
gence uniforme des fonctions et de leurs dérivées d’ordve fini 7' r, sans
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uniformité sur 7' pour 7 infini; la définition précise se fait, soit a l'aide de
recouvrements par des cubes, soit a 'aide de plongements de £ et F dans
des espaces euclidiens).

(b) Lorsque £ est non compact, soit (V;), i—1, 2, ..., une suite loca-
lement finie de sous-variétés compactes (de codimension o) de £ dont les
intérieurs (topologiques) recouvrent £. Soit fe Hom”(FE, F); soit, pour
tout Z, V; un voisinage de f|V; dans Hom” (V;, F') (muni de la topologie ¢7);
soit ¥; 'image réciproque de ¥; par I'application canonique

Hom” (£, F)—Hom"(V;, F).
Soit

(1) n V=,

i=1,2,...

Il est immédiat qu’on définit une topologie v sur Hom”(E, F') en convenant
que pour tout f, le systéme de tous les ¥ [définis comme ci-dessus et relatifs
a toutes les familles (?;) possibles] constitue un syst¢éme fondamental de
voisinages de f.

La topologie © ne dépend pas de la suite (V;) choisie - soit, en effet,

(V) une suite analogue a (V;), soit % la topologie correspondante; il suffit
de montrer que 7 est plus fine que 7. Soit f€ Hom"(Z, F), et soit ¥ défini

par (1). Pour tout 7, il existe une suite (‘T’};Oj:,,«_,,m, ou %};i est un voisi-
nage de f| V; dans Hom’(¥;, F), telle que si I'on note ‘f?]-;i I'image réciproque
de ‘z)};,- par Papplication canonique

Hom” (E, F)— How"(V;, F),
on ait
(2) ;.= Hom" (F, F) pour tout j tel que V;n V=90
et

(3) n‘~/;ic‘vi-

j

‘ s V="
i

D’aprés (1) et (3), Q est contenu dans ?); mais d’aprés (2) et le fait que
chaque ¥V, ne rencontre qu’un nombre fini de 17/, Q est un Z-voisinage de f.

Soit

Par définition, la topologie ainsi construite est la topologie €"; la nota-
tion Hom” (£, F') sera utilisée dans la suite en sous-entendant que cet espace
est muni de la topologie €. Il est immédiat que pour o = r' < r, I'injection
de Hom”(E, F') dans Hom” (E, F') est continue.
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/

b.3.2. Cas particulier : la topologie C°. — La topologie C° peut étre
définie pour tout couple (£, F') d’espaces topologiques, non seulement sur
I'ensemble Hom®(/, F') des applications continues, mais sur l'ensemble
Hom (L, F') de toutes les applications de £ dans F. Soit f€ Hom (E, F);
les C°-voisinages de f sont en correspondance biunivoque avec les voisinages
de la diagonale de F > F'; 4 un tel voisinage W est associé le voisinage <

de f défini par
fev = (fao fl.lx)yeW pour tout z€ E.

Dans le cas ou la topologie de F est définie par une distance d, un systéme
fondamental de €’-voisinages de f est constitué par les ¥y définis par

flev, = d(f.z fl.z)<h.z,

ou A décrit 'ensemble des fonctions continues réelles, strictement positives
définies sur E.

RemarQue. — Lorsque £ et F sont des variétés, on peut, aprés plongement
de I/ et F dans des espaces euclidiens, donner de la topologie €"(r > o) une
définition analogue a cette définition de €°.

k.3.3. Une condition suffisante de continuité. — Le critére donné par
le lemme ci-dessous sera dans la suite d’un emploi fréquent; il résulte immé-
diatement de la définition de la topologie €.

Lemme. — Soient E, F, E, F~', des variétés; on suppose I et E non
compactes. Soit A une partie de Hom”(E, F), ou r est un entier > o0;

soit f€A et soit ¢ une application de A dans How" (£, F). Soit (V,) une
suite localement finie de sous-variétés compactes de codimension o de E

dont les intérieurs recouvrent E; soit (17,) une suite analogue relative a E;
on note A; l'image canonique de A dans Hom"(V;, F). S'il existe une
application propre j—i(j) del'ensemble des entiers positifs dans lui-méme,
et, pour tout j, une application continue

@yt Ai(/')-—> Homr<V,~, P’)
définie auvoisinage de f|V; ), telle qu'il y ait commutativité du diagramme

A % Hom”(F:, ﬁ)

Ai(j)ﬁ% Homr(V;, ﬁ)

(dans lequel les applications verticales sont définies par restriction), alors
Uapplication ¢ est continue au voisinage de f.
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b.3.%. Quelques propriétés de la topologie €.

1. La topologie C" est plus fine que la topologie C7: elle est donc séparée.
Elle est métrisable dans le cas ou elle coincide avec la topologie C”, en
particulier lorsque £ est compact. Lorsque E est non compact et F' de
dimension > o, la topologie ¢ sur Hom” (FE, F) est non métrisable, mais
elle est uniformisable; supposons la topologie ¢ définie au moyen d’un
recouvrement (};), et soit, pour tout i, d; une distance compatible avec la
topologie de Hom" (V;, F); les parties 2, de Hom” (E, F) < Hom" (£, F)
définies par

(f- /) €30y = [di(f|Vs f'|Vi) Lepouri=1,a,...]

conslituent, lorsque (¢;) décrit 'ensemble des suites réelles strictement posi-
tives, un systéme fondamental d’entourages pour une structure uniforme
compatible avec la topologie €”; pour cette structure uniforme Hom"(E, F)
est complet.

2. Soient E et F deux variétés.

(a) Pour toute sous-variété fermée H de E, Uapplication canonique
Hom”(E, F)—Hom"(H, F)
est continue.

(b) Soit (E;) une famille localement finie de sous-variétés fermées de E
dont les intérieurs recouvrent E; la topologie sur Hom" (E, F) définie a
partir de (E;) par le procédé utilisé en (&.3.1) dans le cas ou les E; étaient
compacts, est encore la topologie €.

RemarQuE. — Du (b) on peut évidemment déduire, pour les applica-

tions Hom” (E, F)—>Hom”(E, F') un critére de continuité généralisant le
lemme %.3.3.

Démonstration du (a). — Soit (V;) une famille de compacts de £ qui
soit « bonne » (c’est-a-dire localement finie, et dont la famille des intérieurs
recouvre F); il existe alors une suite partielle extraite de la suite (V;nH)
qui soit « bonne » pour /7; il suffit alors d’appliquer le critére 4.3.3.

Démonstration du (b). — Soit, pour tout i, (V;;);e; une « bonne » famille
relative & £;; la famille de tous les V;; (pour tout 7 et tout j) est « bonne »
pour E; le (b) en résulte aussitot.

3. Soient E, F, H trois variétés.

(a) Si E est compact, alors pour tout feHom"(H < E, F), l'applica-
tion ¢ : H—Hom"(F, F) canoniquement associée a [f est continue; en
plus, Uapplication canonique . .

Hom”(H < E, F)—Hom(H, Hom" (£, F))
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est continue [ pour la topologie €° sur Hom®(H, Hom” (E, F))].

(b) Si E est non compact, I'application ¢ : H-—Hom"(E, F) associée
a f est en général non continue (par exemple, I'application ¢—{x—>¢}
canoniquement associée a l'application /< R—> (¢, z)—>te€l, n’est pas
continue).

Toutefois, 'application canonique . :

Hom"(H < E, F)—Hom (H, Hom" (E, F))

est continue pour la topologie €° sur l'ensemble Hom (H, Hom" (E, F)) de
toutes les applications de H dans Hom” (E, F).

Bornons-nous 4 montrer le (b) a partir du (a). On se raméne d’abord au
cas ou M est compact a 'aide de la remarque ci-dessus (propriété 2°). Soit
alors (V;) une « bonne » famille de compacts relative a E; soit y; 'applica-
tion canonique

Hom’" (H < V;, F)~->Hom (H, Hom”(V;, F));

soit d; une distance compatible avec la topologie de Hom"(V;, F). Soit
feHom"(H < E, F), et soit ¢ =p.(f); H étant compact, la topologie
sur Hom (H, Hom” (E, F)) est celle de la convergence uniforme. Soit 2 un
voisinage arbitraire de o dans Hom (4, Hom” (E, F)); ¥ contient d’aprés la
propriété 1° ci-dessus un voisinage de la forme n V;, ou V; est I’ensemble
des ¢’ qui vérifient

di(o|Vy o' V) =5 (avec ;> 0).

Soit V; I'image canonique de ; dans Hom (H, Hom”(V;, F)); V; est un
voisinage de ¢|V; dans Hom (M, Hom”(V;, F)), donc d’aprés le (a),
prt (V) est un voisinage de f|V; dans Hom”(H < V;, F); d’ou le (b), car
la famille (H < V) est « bonne » pour H < V.

k. Soient E et F des variétés, et U un ouvert de E; soit r un entier 1.
Pour tout f € Hom” (E, F), il existe un voisinage ¥ de f| U dans Hom™ (U, F)
tel que, pour tout '€, la fonction f' déjinie par

‘ flll LY — f/] LT,
| f|E—U=f|E—U

soit un élément de Hom’ (E, F); et l'application de ¥ dans Hom™(FE, F),
ainsi définte, est continue.
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CAS PARTICULIER. — [l existe un voisinage ¥V de U'identité dans le groupe
G (U) des r-difféomorphismes de U, tel que tout g€ puisse se prolonger
par lidentité sur E-U, en un r-difféomorphisme de E; et lapplication de ¥
dans le groupe G"(E), ainsi définie, est continue.

[Pour la démonstration du 5°, on se raméne par un plongement de ¥, au
cas ou = R"; ce cas se raméne immédiatement & celui ou F—= R etou f
est la fonction nulle; il existe alors un voisinage ¥ de o dans Hom” (U, R) tel
que, pour tout f'€?, et tout ordre de dérivation p tel que o Z|p| L1,
| DP f'. x| tende vers o, uniformément sur tout compact, lorsque 2 tend vers
la frontiére de U; la fonction f” obtenue en prolongeant f' par o est alors de
classe C.]

k. k. Structures linéaires locales sur les espaces fonctionnels.
b.l.1. Un lemme sur les espaces de sections des fibrés a fibre vectorielle.

LemMe. — Soit E une variété fibrée-r-différentiable (r>1) sur une
variété B, de fibre F —= R", de groupe structural G (ce qui sous-entend que
les opérations de G dans F sont linéaires). Soit S"(E) lespace des sections
r-différentiables de I.

1° 8"(E) a une structure de module r-différentiable ('*) sur U'anneau
Hom" (B, R) des fonctions réelles r-différentiables définies sur B.

20 La topologie C" est localement convexe pour la structure d'espace
vectoriel réel de S (L) sous-jacente a la structure de module définie au 1°.

(En plus, si I'on suppose n>x1, cette topologie est & base de voisinages
dénombrable ou non suivant que B est ou non compact).

DEMONSTRATION. — 1° La structure vectorielle de /' est déterminée par des
applications r-différentiables

(1) Rx< F—F (multiplication par un scalaire ),
(1) FxF->F (addition).
Du fait que G opére dans F'en respectant la structure vectorielle, on déduit
de (1) et (1') des applications r-différentiables
(2) Rx< E—>E,
(2" H—FE

compatibles avec les projections de £ et # sur B (H est le graphe de la rela-
tion d’équivalence déterminée par la projection p de £ sur B).

(15) Au sens de (4.1).
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L’application (2) et I'application
(3) B>z —(x,z)eBx B
déterminent d’aprés la propriété 4° de (0.3.1) une application r-différentiable
Hom" (B, R) x Hom” (B, E)— Hom" (B, E).
D’ou une application r-différentiable
(4) Hom™ (B, R) x S"(E)->S"(E).
De méme I'application (3) détermine une application r-différentiable
Hom" (B, E) < Hom" (B, E) - Hom™ (B, £ < E)

qui envoie S7(FE)x §"(E) dans Hom" (B, H); d’ou, en composant avec
Papplication
Hom" (B, H) —Hom" (B, E)
déterminée par (2), une application r-différentiable
(4" S (E) x $"(E) —8"(E).
Les applications (4) et (4') déterminent la structure de module r-différen-
tiable de 87 (&) sur Hom” (B, R).

2° Soit (K;) une famille localement finie de sous-variétés de codimension o
de B, difféomorphes a des cubes fermés, et dont les intérieurs topologiques
recouvrent B; et soit, pour tout 7, un difféomorphisme

‘»JJI‘: p_I(Ki)éKiX R

T

compatible avec la structure fibrée de £. Soit S](£) I'image canonique de
87 (F) dans Hom” (K, E); ; définit canoniquement un difféomorphisme

Ui ST (£)—Hom™ (K;, R*).
Soit, pour fe Hom" (K;, R*) etoZ|q|Lr(¥):
{(f)=sup|D"f 2|
La topologie de Hom”(K;, R*) peut étre définie par la famille de semi-

normes (pf), 0| q|<r. Soit (pour o | gq|<r etc>o0), U, . lapartie
de 8" (E) formée des ftels que

Pl (i (F1K)) <25

(%) Dans le cas r = «, il faut remplacer la condition | ¢ | < 7 par | ¢ | < »; ceci vaut
pour toute la suite de ce numéro.

BULL. SOC. MATH. — T. 89, FAsc. 3. 19
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un syst¢éme fondamental de voisinages convexes de la section nulle dans
$7 (L) est formé par tous les

n Ui gie (pour | g;| < reteg>o).

i

Lorsque B est compact, 'indice { ne prend qu'un nombre fini de valeurs, et
la topologie de $”(F) peut étre définie par la famille de semi-normes

sup (p/ (¥ (/1K) (pouro<|g|<r).

b.b.2. Structure locale de Hom’ (E, R, )-module sur Hom"(E, F). —
Soit F une variété de classe C*, de dimension n, munie d’une métrique
riemannienne J1t, de classe C*, adaptée au bord de F'[cf. (3.3.1)]. En (3.3.4)
on a défini (pour toute fonction continue 4: F —>) o,00() les variétés Wy,
et W5, etdéfini, lorsque A est assez petit, un diffSomorphisme 6 : W3 — W),

Soit W I'espace analogue a W5, relatif a 'espace %(F) [ef. (1.2.5)]: ws
est ensemble des 2/ €& (F) de longueur <% (x,), ou z, désigne I'origine
de z'; Wi est un espace fibré-différentiable, de classe C*, de base F, de fibre
la n-boule fermée B,, de groupe structural supposé réduit au groupe ortho-

gonal; W3 est une sous-variété fermée de classe C* de W3 telle que pour
toutz € F la « fibre » de W3 située au-dessus de = soit une partie convexe
de la fibre correspondante de W§

Soit £ une variété de classe C”, de dimension m, et soit f€ Hom” (E, F),
ou r est un enlier>-1. Soient respectivement :}'i, F35 et ) les « fibrés »
images réciproques par f de W)'k, Wi et W), (seul, en général, 3} est un vrai
fibré); 7. (resp. F¢) est I'ensemble des (z, ') € ' < ‘Z?»(F) [resp. £ < B(F)],
tels que &' soit d’origine f.x et de longueur = A(x); ) est 'ensemble des
(z.y)eE < F tels que d(f.2, y) < A(f.x). L'image réciproque du difféo-
morphisme ¢ induit un difféomorphisme ¢ : F3 — 53 ; et d’autre part, F est
une sous-variété de 5.

Soit maintenant 2y, le voisinage de f dans Hom*(F, F) [cf. (4.3.2)] défini
par

fen < d(f.x fl.x)Zk(f.x) pour tout z € F,

ou d désigne la distance géodésique. A tout f' €%, associons la section A
(de classe C7) de 5 définie par

M.x=(z, [.x).
Soit $7(F)) I'espace des sections r-différentiables de %y [notations ana-
logues : $7(F4), ‘S”(?ﬂ)]; I'application

Oy [ K €S (Fy)
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est un isomorphisme a la fois topologique (pour la topologie €”) et r-diffé-
rentiable (c’est-a-dire pour la catégorie A" [cf. (k.1)]); S7(F)) est canoni-
quement isomorphe (au point de vue topologigne et au point de vue r-diffé-
rentiable) & $7(F3), et 87(F7) s’identifie canoniquement (aux deux mémes
points de vue) & un sous-espace de $"(§§\>. L’espace 5& est fibré-différentiable
sur £, la fibre étant la boule B,, 'espace ‘5’(5’&) est donc localement iso-
morphe a l'espace des sections r-différentiables d’un fibré a fibre vecto-
rielle, il est donc muni d’aprés le lemme &.%.1 d’une structure de noyau
de Hom” (£, R)-module r-différentiable, et d’une structure sous-jacente de
noyau d’espace vectoriel localement convexe. Chaque « fibre » de 53 est une
partie convexe et contenant o de la fibre correspondante de 5‘“)'\; 3’(5&) induit
donc sur $"(F3) une structure de noyau de Hom” (£, R, )-module r-diffé-
rentiable, et une structure sous-jacente de noyau de R,-module; par I'iso-
morphisme entre §"(F3) et ¥y, ce dernier espace se trouve muni des struc-
tures transportées des précédentes. On a démontré la

ProrosttioN . — Soient E et F deux variétés; soit fe Hom” (E, F) (r
entier >.1). Soit O une métrique riemannienne (de classe C*) sur F.

1° La métrique I détermine canoniquement sur Hom” (L, F') au voisi-
nage de f une structure de noyau de Hom” (E, R, )-module r-différentiable
d'origine f. D'une fagon plus précise, il existe un C'~voisinage ¥V de f dans
Hom” (£, F) et un Cvoisinage 9 de Hom™(FE, [o, 1]) dans Hom™ (FE, R, )
tels que U'addition ¥V < ¥ — Hom” (E, F), et la multiplication
W X ¥V — Hom” (L, F) soient définies canoniquement par la donnée de Ot
et sotent r-différentiables; f joue le role d’élément séro.

20 En plus, la topologie ¢ sur Hom” (K, F) est localement convexe pour
la structure de noyau de R,-module sous-jacente a la précédente.

Dans la suite, les structures locales de noyau de Hom™(E, R, )-module
définies par une métrique I seront plus briévement appelées « structures
linéaires locales ».

Du 2° de la proposition & résulte aussitot le

CoroLLAIRE. — Les espaces Hom” (E, F) sont localement r-différentiable-
ment contractiles.

’.4.3. — Relativement a la structure de noyau de module, on a une notion
immédiate de noyau de sous-module; en voici deux exemples :

1° Soit M une partie de Z7'; le sous-espace de Hom” (£, F') formé des applica-
tions qui coincident avec f sur M est muni au voisinage de f d'une struc-
ture de noyau de sous-module de Hom’ (%), F'); on le note Homy, y (£, F),

[Dans le cas o F' est une sous-variété de F', et ou f est 'injection de I
dans F, on note simplement : Hom}, (77, F').]
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2° Soit 7" un entier tel que 1 = r' = r; soit f'€ Homj, y (£, F). La partie
de Homf 5 (E, F) formée des f” qui ont avec f' un contact d’ordre 7' le long
de M est munie au voisinage de f d’une structure de novau de sous-module

de'HomflM(E, F).

4.5. Comparaison de la différentiabilité et de la continuité.

%.5.1. — Soient £ une variété compacte, I une variété. Onavu [¢f. (+.3.4),
propriété 1] que I'espace Hom™ (E, F) est alors métrisable. Relativement aux
applications continues d’un espace métrisable dans un autre, on démontre
immédiatement (par 'absurde) le:

Lemye. — Soient A et B deux espaces métrisables; soit fe A. Soit v une
application de A dans B. Pour que o soit continue en f il suffit que. pour
toute suite (fy,) tendant vers fpour n—oo, il existe une suite partielle (hy,,)
de (fin) telle que (hy;,) tende vers o(f) pour n—x.

b.5.2. Lemye. — Soient E une variété compacte, F une variété rieman-
nienne, r un entier fini >1. Soit fe Hom”(E, F'). Soit A une partie de
Hom” (L, F) qui soit localement un noyau de sous-module pour la struc-
ture linéaire locale ('7) d'origine f sur Hom”(E, F'). Soit (f;), (i=1, 2,...)
une suite de points de A tendant vers [ pour i—x. Il existe une suite
partielle (k) de (f;) et un chemin r-différentiable o dans A tel que

(1) p.1fi=1Mn, pour 7 assez grand,
(2)" - ' p.o=f.
DEMONSTRATION. — Soit (/;) une suite quelconque d’éléments de 4 tendant

vers f. Soit 2 un voisinage de f dans 4 qui soit convexe pour la structure
linéaire locale d’origine f de A. Soit /V un entier assez grand pour que > /V
entraine /; € V. Posons, pour i N, ett€[1/(i+1), 1/i]:

(3:) it =(1+10) (1—1it),
(h) o= (ol t) sy + (1—yolit) hy

- étant la fonction définie en (&.2), et les opérations linéaires de (4;) étant
celles de la structure linéaire locale d’origine f de 4. Le syst¢éme formé par
les égalités (4;) pour i=1, 2... définit un chemin o a valeurs dans A ce
chemin est continu pour ¢ —o puisque A est localement convexe; d’autre
part il est r-différentiable en tous les points { £ =1/i} d’aprés les lemmes 1
et2 de (&.2), il est donc r-différentiable sur ) o, 1).

D’aprés (&.%.2), si % est assez petit, 2 est isomorphe au sens de la caté-
gorie @ [cf. (k.1.1)], et au sens de la structure linéaire, a un voisinage ' de
la sectionizéro dans un sous-espace vectoriel de I'espace " (F) des sections

(1) Cf. (4.4.2).
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de classe C” d’un certain espace F, fibré-r-diflérentiable en boules sur £. On
peut donc, dans la suite de la démonstration, supposer que F' est un fibré-
r-différentiable de fibre la boule B, (ou I'espace R"), de base I, que festla
section zéro de F, et que A est un sous-espace vectoriel de I'espace des
sections de classe C” de F. Le choix sur £ et F d'un systéme de cartes
locales compatible avec la fibration ramene au cas ot £ est la boule B,, et
=B, < B,. Comme r est fini et £ compact, la topologie sur A4 peut étre
définie par la norme

If'll=sup [Drf.x—Drf.z|

ipl<r i €E
La formule (4;) s’explicite [en posant o,.x = ¢'. (&, )] par

o (z, t) =(yods.t) (b x) + (1—yol;.t) (h.)
\ pour t(e[1/(i+1),1/i] et xzekl
et 1l faut montrer que pour un choix convenable de la suite (£;) extraite
de (f:) Vapplication £ < [ — F définie par le systeme { (4;) | pour £ > o, et
par (2) pour £ = o, dont on sait déja qu’elle est 7~différentiable sur /< < J o, 1),
est r-différentiable sur £ > /. Comme le chemin p, a valeurs dans A, est
continu pour ¢=o, on sait a priori que, pour tout p tel que |p|=r, la
org o
Jar tend vers Py
chacune des autres dérivées partielles d’ordre -~ r de p' tend uniformément
vers une limite finie lorsque ¢ — o. Dérivons (4/); pour tout (p, ¢) tel que
lg|>1et|p|—+]|q|<r ona (y? désignant la dérivée d’ordre ¢ de y):

dérivée partielle >, lorsque £—o. 1l reste a montrer que

or+1 P/ . o . ) o hiy 07 hy
dxP 0t =(— 071+ )7 (7o ;. 8) (W — W)’
d’out
or+ip! . o
W‘é(l—l—l) ><Cle><(Hhi+1H+Hhi“)-

Par hypothése, || f; || = o lorsque {—o0 ; on peut donc, quel que soit I'entier
$X o, choisir la suite (4;) de facon que

ns|| k|| —o pour i—>%.

Sil'on choisit (%;) de facon que cette condition soit réalisée pour t=2r,
alors ¢’ est r-différentiable sur £ < 1.

%.5.3. Tukorime &. — Soient E, F, EF, quatre variétés (de classe C*);
on suppose I et E compactes. Soit r un entier .1, fini ou infini. Soit A
une partie de Hom”(E, F): et soit f un point de A; on suppose qu'il existe
une métrique riemannienne O sur F telle que A soit un noyau de sous-
module pour la structure linéaire locale d'origine f définie par O sur
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Hom" (&, F). Alors toute application r-différentiable ¢ de A dans Hom’ (E, F)
est continue au point f pour la topologie C".

DEMONSTRATION.

(@) Cas ot r est fini. — Soit (f;) une suite de points de 4 tendant vers f.
Soient (A;) une suite extraite de (f;) et p un chemin dans A qui vérifient (1)
et (2) du lemme 4.5.2. L’application ¢op est r-différentiable, donc elle
est C"-continue d’aprés (.3.4), propriété 3; donc la suite (%;) tend vers ¢ (f)
au sens €. Etceci d’aprés le lemme 4.5.1, prouve que ¢ est ¢’-continue.

(b) Cas r =oc. — Par hypothése, ¢ est oo-différentiable; donc ¢ est /-
différentiable pour tout 7’ fini; donc d’aprés le (a), © est €’-continue pour
tout 7’ fini; donc ¢ est €”-continue.

b.5.h. Applications du théoréme . — L’utilisation conjointe du théoréme
Ik et du critére 4.3.3 permet de démontrer la continuité de certaines appli-
cations différentiables relatives a des espaces fonctionnels de variétés non
compactes : on utilise le critére &.3.3 pour se ramener au cas d’espaces fonc-
tionnels de variétés compactes, puis on applique le théoréme k&; ce procédé
sera utilisé plusieurs fois au chapitreII.

Dans les deux exemples ci-dessous, une situation analogue a cellede (&.3.3.)
permet également de se ramener & appliquer le théoréme k.

Prorosition &'. — Dans les hypothéses de la proposition & [cf. (&.4.2)],
la structure de noyau de Wom”(E, R, )-module définie sur Hom"(E, F')
par la métrique I, est compatible avec la topologie € sur Nom™(E, R.)
et sur Hom™ (F, F).

DimMoONSTRATION. — Démontrons par exemple la continuité de I'addition.

Soit (¥;) une famille localement finie de sous-variétés compactes (de
codimension o) de £ dont les intérieurs recouvrent E. Pour tout z€ k),
(f' + f") .« ne dépend que de f'.x et f”.2; donc larestriction de f' + f"a V;
ne dépend que des restrictions de f’ et f” & V;. Or, d’aprés la proposition
[ef. (. 1s.2.)] et le théoréme &, I'application :

Hom”( V;, F) < Hom” (V;, F)—Hom"(V;, F)

définissant 'addition, est continue. Donc (f' + f”)| V; est voisin de f| V;
dés que f'| Vet f| V; sont voisins de f| V;; d’ou le résultat.

REMARQUE. — Mis & part le cas ou F est de dimension o, la structure de
R -module [sous-jacente & une structure de noyau de Hom” (£, R, )-module
sur Hom” (), F')] est continue dans le seul cas ou £ est compact. On peut
compléter comme suit le corollaire de la proposition & [cf. (&.%.2)] :
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COROLLAIRE DE LA PROPOSITION ¥'. — Lorsque E est compact, Hom" (E, F)
est localement continiiment contractile.

ProrosimioNn 5. — Soient E, F, H trois variétés; soit r un entier >1.
L’application
Hom"(E, F) < Howm" (F, H) — Hom"(E, H)

canoniquement définie par la composition, est continue (pour la topologie
Cr) en tout point f — ( fi, f>) tel que f, soit une application propre (*).

DemonsTRATION. — Soit f=(fi, f.) comme dans ’énoncé. Soit (W ;) une
famille localement finie de sous-variétés compactes (de codimension o) de ¥
dont les intérieurs recouvrent F'; soit ( ¥;) une famille analogue relative a ),
telle que, pour tout Z, il existe j(7) tel que fi(¥;) soit contenu dans l'inté-
rieur de W;;,; puisque f, est propre, l'application : {—j(i) est propre
(i.e., l'image réciproque de tout ensemble fini est finie). Pour tout 7,
tout /' = (f,, f,) suffisamment voisin de fest tel que (f, of;)| V; ne dépend
que de f; | Vet fy | Wjy; or 'application canonique

I’IOIII"( Vi, W]'(i)) > Hom"( W,'([), H) — Ilom"( Vi, [1)7

est continue d’aprés la propriété 2 de (%.1.2.) etle théoréme s ; donc fiof | | Vi
est voisin de fyo fyi| V; dés que f; | V; est voisin de fy |V, et £y | Wy voisin
de fo| W ;. Pour tout (i, j), on obtientainsi une condition portantsur f; | V5,
et, puisque V'application : { — j (i) est propre, un nombre fini de conditions
portant sur f, | W;; d’ou le résultat.

CHAPITRE II.

ESPACES DE PLONGEMENTS.

1. Généralités sur les espaces de plongements ('*)
et les groupes de difféomorphismes.

1.1 Applications ayant mémes relations d’incidence.

1.1.1. DermviTioNs. — Soient £ et /7 deux variétés, f et f' deux applica-
tions de £ dans F. On dit que f' respecte les relations d’incidence de f, si,
pour tout z € E et toute face F;de F, f.x € F; entraine f'.z € F;. Si chacune
des applications f, f' respecte les relations d’incidence de l'autre, on dit
que f et f' ont mémes relations d’incidence.

(*) Je remercie M. C. MorLET de m’avoir signalé une inexactitude dans un énoncé
antérieur de cette proposition.
(%) Pour la définition et quelques propriétés immédiates des plongements, ¢f. I, (1.3).

(1) Cf. 1, (4.4).



282 J. CERF.

<NoTaTIONS. — Pour toute application f'de £ dans F, on note Hom” (¥, F'; f)
le sous-espace de Hom” (£, F') formé des applications qui ont mémes relations
d’incidence que f. Notation analogue : PI" (%, F'; f). En tant que sous-espaces
de Hom"(FE, F'), ces espaces sont munis de la topologie ¢"[cf. I, (4.3)].

Deux propriétés immédiates :

1. Pour tout fePl"(E, F), f respecte les relations d’incidence de tous
les /'€ PI"(E, F) qui sont assez voisins de f. Il en résulte que si f' € PI" (£, F)
est assez voisin de f et respecte les relations d’incidence de f alors
JePlI" (L, F; f).

2. Hom” (£, F; f) est un noyau de sous-module pour toute structure liné-
aire locale (%) d’origine f sur Hom” (£, F).

1.1.2. Une condition suffisante pour qu'une application soit localement
urn plongement.

DeriNiTiON. — Soient £ et F deux variétés et a un point de £; soit
feHom” (FE, F). Soit H la plus petite face de F' qui contienne I'image par f
d’au moins un voisinage de a; et soit L la face support de f.a [¢f.],
(1.3.2), 4°]. On dit que f est transversal en a au bord de F si I'image par f

de B, (E) [cf. I, (1.2.5)] et B/, (L) engendrent &, ().

ExempLE. — Si f est un plongement, alors, pour toutz € I, / est transversal
en @ au bord de F.

Lemme. — Sotent E, F, a, f comme dans la définition ci-dessus; on
suppose en plus que f est un plongement. Alors, tout f'€lom”(E, F; f)
[ef. (1.1.1)], qui est de rang maximal en a et transversal en a au bord
de F, est un plongement au voisinage de a.

DemonstrATION. — On identifie /4 son image par f; on peut supposer £
connexe; le support /1 de £ est alors aussi la plus petite face de /" contenant
J'(E); d’aprés la définition de la transversalité, f’ est transversal en a au
bord de H, de sorte qu’'on peut se borner au cas ou /4 = F.

Soient n et m les dimensions respectives de F et E. Soient (z, y, 5, u)
un systéme de coordonnées dans R*, et J un plongement de la partie {u>> o |
de R” sur un voisinage U de « dans F, tels que les équations de I'intersec-
tion ¥V de U et E soient

s =o,

y>o.

On pose f.a=da'. Le point &' a méme indice dans F[cf. 1, (1.2.3)] que
le point @; on considére un systéme de coordonnées locales de F, d’origine &'
la famille «', formée des coordonnées astreintes a étre positives sur F, est en
correspondance biunivoque avec la famille «; on peut supposer, par exemple,
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que u=— (u;) et &'=(u;) dependent du méme ensemble d'indices, et que
pour tout /, et pour tout b€ U, on ait

(1) u(b)y=o = w(f'(b))=o,
(2) w(b)o0 = w(f(b))>o.

Soit U* le prolongement local de F défini par & (c’est 'espace R « collé a
E» al'aide de I'application ) ; soit V* la partie de U* définie par {z=o!.
Les coordonnées locales d’origine o' définissent U, analogue a U*. Si U est
assez petit, f’ se prolonge en un plongement f': V*— U".

Les équations locales du support L de @' sont { &/—=o0!. Il résulte donc de
la transversalité de f’ au bord de /' qu’on peut compléter &’ en un systéme
(2, ', u') de coordonnées locales de U™, d’origine a', de facon que les équa-
tions locales de I'image V'* de V'* par f’ soient { 5’—o0}. Le systéme (&', «')
est donc un systéme de coordonnées locales d’origine @’ sur ¥'*; les trans-
portées par f' des coordonnées (2, y, 1) constituent aussi un tel systéme, qu’on
note (", ", u"). Mais, d’aprés (1) et (2) [les dérivées partielles étant prises
dans le systeme (', ", u")], %Z_'j_, est nul ou non suivant que 's£ { ou I'= 1.
11 en résulte que le systéme (2", )", u') est encore un systéme de coordonnées
locales d’origine &' sur V™*; ces nouvelles coordonnées s’expriment en fonction
de (', «') par des formules du type

9
(3) a'=q(z', u),

/ I/ — [
(4) Y'=y(z',u).

Le systéme (z’, y", 5', ¢'), ou 2" et y" sont définies respectivement par (3)
et (4), est un systéme de coordonnées locales d’origine ¢’ dans U’*; dans ce

systéme les équations locales de # sont {u' > 01}; et celles de f/(£) sont
{7=o0; "> 0; u/>>0}; donc /' est un plongement au voisinage de a.

1.2. Applications voisines d’un plongement.

ProrositioN 1. — Soient E et F deux variétés; soit f€ Pl (L, F) (avec r
entier > 1 ou r = ). L'espace PI"(E, F; f) est ouvert dans Hom" (E, F; f)
[notations définies en (1.1.1)].

CoroLLalRE 1. — St F est sans bord, PI"(E, F) est ouvert dans
Hom™(E, F).

CoroLLAIRE 2. — Toute structure linéaire locale (*°) d’origine f sur
Hom” (£, F) induit une structure linéaire locale d’origine f au €'-voisinage

de f dans PI"(E, F; f).

Le corollaire 1 est un cas particulier de la proposition 1. Le corollaire 2
se démontre comme suit : toute structure linéaire locale d’origine f sur

() Cf. 1, (4.4).
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Hom" (£, F') estinduite par une structure analogue sur Hom' (%, F); d’aprés
la propriété 2 de (1.1.1), Hom! (£, F; f) est un noyau de sous-module
pour cette structure; celle-ci induit donc, d’aprés la proposition 1, une struc-
ture linéaire locale au C'-voisinage de fdans PI'(E, F; f); PI'(E, F; f)
est un noyau de sous-module pour cette derniére structure.

La démonstration de la proposition 1 utilise le

LemMe. — Soit F une variété munie d’'une distance d; soit E une sous-
variété de F. Pour toute fonction positive t définie sur I, et pour toute
partie A de E, on pose

), Ly} = B4, ).
(1,))€ 4 < Fyd(ac,y) <& ()

Soient (U;) et (V;) deux recouvrements localement finis de E, dépendant
du méme ensemble d'indices, tels que les U, et les V; sotent des ouverts

relativement compacts, et que, pour tout i, V,c U, Il existe une JSonction ¢
continue strictement positive définie sur I telle que, pour tout i, on ait

(I) d(as(Vl,’:),(B(E—U,,E))>O

g
Démonstration du lemme. — On pose, pour tout I,
d(Vy E— Up) =0,
9d; est un nombre positif. Pour tout x € £, on pose

i 5:— 0 ()
inf d,=d(x).
Jix€F;

La fonction E3>x — d(x) est localement minorée par une constante posi-
tive. On pose d’autre part, pour tout z€ L :

iU
et
d(z, Py) =0 (),

o' () est un nombre positif (car P, est un fermé qui ne contient pas x), et
méme o' (z) est localement minorée par une constante positive [car, pour z’
assez voisin de z, P, estcontenu dans P,, et par conséquent d (') X d(z', Py)].

On va montrer que la condition (1) est remplie dés que { vérifie

(2) E(x)_é%6(x) pour tout ze€ Iv
et

(3) E(x)é%ﬁ’(w) pour tout z€ I’
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En effet, d’aprés (2) :
I
d(B(Viy &), BE— Uy £)) = d(Vi, BE— Uy £)) — 56

et d’apres (3) :
d(V;, B(E—U,t))= inf

nf ’.d( Vi, B( |z}, E))égai,
d’ou

d(® (Vi £), BIE— Uy, £)) =38, >0.

Démonstration de la proposition 1. — D’aprés le lemme 1.1.2, tout élé-
ment f' de Hom” (L, F'; f) assez voisin de f est un plongement local. Il
suffit donc [¢f. I, (1.3.2), propriété 1°] de montrer que tout plongement
local assez voisin de f dans Hom”(Z, F'; f) induit un homéomorphisme de &
sur son image; on va montrer qu’il en est ainsi dans le cas particulier ou £
est un cube, puis dans le cas général.

(a) Cas particulier : E est difféeomorphe a un cube fermé. — Grice a la
convexité du cube, ce cas se raméne au cas ou [ est un intervalle fermé,
pour lequel la démonstration est immédiate.

(b) Cas général. — Soit d une distance sur F'; soient (U;) et (V)
comme dans le lemme ci-dessus; on suppose en plus que tous les U; sont
difféomorphes au cube [0, 1]™ (ou m est la dimension de F£). Il résulte
du (a) qu’il existe pour tout Z un voisinage ¥; de f|U; dans Hom" (U;, F;
S1U:) qui soit formé de plongements; on note ?; I'image réciproque de %;
par l'application canonique

Hom (E, F; ) — Hom" (U, F; | Uy);

() V=

i

on pose

Soit ¢ la fonction fournie par le lemme; on note 2 le C’-voisinage de f
dans Hom” (E, F'; f) défini par la condition

d(f.z, fl.x) ZE(x) pour tout z€
de sorte que, pour tout f' €W et tout Z, on ait
(4) a(f' (Va), ['(E—U)) > o.
On pose ¥ NW =AL. Pour f'€U et pour tout i, /'(V;) est ouvert dans

S'(Up); et d’aprés (4), f'(U;) est un voisinage de f'(V;) dans f'(E); donc
Uimage par f' de tout ouvert de IY est un ouvert de f'(E).



286 J. CERF.

Notons Ay (resp. Az) la diagonale de £ < £ (resp. F < F); notons
encore f' Papplication /< E'— F x F’' canoniquement définie par f’: et

pOSOl’lS
U U< Uy= A U Vix (E—U;) = B.

Ex FEF=AuB.

On a

Dés que /€. f'(A — Ag) ne rencontre pas Ap; et dés que f' €0, f'(B)
ne rencontre pas Ap; donc tout f'€Il est une injection; ceci achéve la
démonstration.

1.3. Etude de l’inverse d’un plongement.

1.3.1. — De la théorie homologique des variétés résulte le

Lemye. — Soit F une variété (topologique) a bord, de bord OF. Soient
Vet W deux compacts de F tels que V' soit intérieur a« W. Toute appli-
cation continue h de W dans F qui envoie W NOF dans OF et qui est asses
voisine au sens €° de l'injection de W dans F, est telle que h(W)> V.

1.3.2. Lemmg. — Soient F et F deux variétés: soit Hune sous-variété
de F: on note h Uinjection de H dans F. Soit A la partie de PI"(E, F)
Jormée des applications f telles que l'image de E par F contienne I.

1° L'application j -

Asf—j(f)elom (H, I),

ou j(f) est déterminé par la condition
Joj(f)y =",
est r-différentiable [au sens de 1, (&.1.1)].

20 Sien plus, If, F et I ont méme dimension, et si H est fermée dans F,
alors, pour tout fePV (L, F) tel que H soit contenu dans Uintérieur de
limage de I par f, la restriction de j a ANPV(E, F: f) est continue au
point f, et prend ses valeurs dans Pl (H, E).

DimonsTrATION. — 1° Soit V' une variété; soit 7' un entier tel que
1-=7r'=r; soit A une application r'-différentiable de }* dans A4; I'applica-
tion A’ (canoniquement associée a &)

V< Es(x,y)— (x, k(x).y)eV <X F
est r'-différentiable; en plus c’est un r-plongement (vérification immédiate

d’aprés la définition méme d'un plongement). L'image de ce plongement
contient celle du r-plongement /

V<> (x,v)—>(x, h.y)eV < F.
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Donc d’aprés I, (1.3.2), propriété 3, il existe une application r-différen-
‘tiable I de ¥V < I dans V x E telle que le diagramme

l,/7V><E

ar
i v
V< H— SV <F

soit commutatif. De la commutativité de ce diagramme résulte que po/ (ou
p est la projection V' < IF— E') est l'application de V < H dans I canoni-
quement associée a jo A.

2° Soit 2 la dimension commune de £, F, H. Soit f comme dans I’énoncé ;
on identifie £ a son image par f. Sotent (V) et (W) (=1, 2, ...) deux
suites localement finies de sous-variétés compactes de dimension n de /7|
telles que les intérieurs (relativement a /') des V; recouvrent £ et que,
pour tout Z, V; soit contenu dans U'intérieur (relativement a ) de W,. Pour
tout {, V;n H est compact et contenu dans I'intérieur (relativement a F') de
W, (2Y); il existe donc, d’aprés la proposition 2 de I [c¢f. [, (3.2.4)] une
sous-variété X; de H qui soit contenue dans lintérieur (relativement a /)
de W; et qui contienne V;nH; la suite des X est localement finie et leurs
intérieurs recouvrent //. D’aprés le lemme 1.3.1, pour tout f’ assez voisin
de fdans PI"(F, F; f), /'(W;) contient X, et ceci pour tout i. L’application
qui, & un élément de Pl (W,, F; f| W;) assez voisin de f| W,, associe la
restriction de son inverse a4 X est 7-différentiable d’apreés le 1°, elle est donc
continue d’aprés le théoréme & [¢f. I, (%.5.3)]. Comme l'image canonique
de PI" (E, F; f) dans Pl"( W;, F) est dans Pl" (W, F'; f| W), la continuité
de la restriction de j & ANPI" (L, F; f) résulte alors de 7, (4.5.4). Le fait
.que j prenne ses valeurs dans Pl"(//, F') résulte immédiatement de I, (1.3.2),
propriété 3.

1.%. Groupes de difféomorphismes.

1.%.1. Norarions. — Soit F une variété; on note G"(F) le groupe des
r-difféomorphismes de F, muni de la topologie €". On note e 'application
identique de F. Pour toute partie M de F, on note G} (F) la partie de
G (F) formée des difféomorphismes qui induisent I'identité sur M.

1.%.2. Prorosition 2. — Soit F une variété; soit M une partie quel-
conque de F.

1° Il existe un C'-voisinage de e dans Hom} (F, F'; e) qui soit formé de
difféomorphismes.

(*') En eftet, V; est dans lintérieur relatit de W;, considéré comme sous-variété
de E; donc si HnV, rencontre une face de W, celle-ci est contenue dans le bord de £ ;
mais, H étant dans Uintérieur relatif de £ considéré comme sous-variété de F, toute
face de £ rencontrée par A est dans le bord de . \
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2° On peut munir Gy(F) de structures C'-locales de Hom” (F, R, )-
modules d’origine e qui sont r-différentiables et continues, et pour lesquelles
u(F) est localement convexe.

3° G (F) est un groupe r-différentiable.
4° G4 (F) est un groupe topologique.
DemonsTraTION. — On peut se borner au cas ou M est vide.

1° Soient ( V;) et (W;) deux suites localement finies de compacts de F,
telles que les intérieurs des V; recouvrent F, et que, pour tout Z, V; soit
intérieur a W;. D’aprés le lemme 1.3.1, il existe, pour tout , un voisinage
%V; de ¢ dans Hom® (F, F'; e) déterminé par des conditions ne portant que

sur la restriction & W;, tel que, pour fe;, f(W;)> V;. Soit ‘17::‘ \Q’i;
13

c’est un voisinage de e dans Hom® (', F'; e¢) dont tous les éléments sont des
surjections. D’aprés la proposition 1 [¢f. (1.2)] tout élément de Hom” (F, F'; e)
assez voisin de e au sens de C! est un plongement ; or un plongement surjec-
tif est un difféomorphisme; d’ou le 1°.

Le 2° résulte du 1° et de I (&.5.%4), proposition ¥'. Le 3° résulte du 1° du
lemme 1.3.2et del (4.1.2) propriété 2. Le 4° résulte du 2° du lemme 1.3.2
et de I (k.5.4), proposition 5.

1.5. Groupes d’isotopies.

1.5.1. Définitions et notations. — Soit F une variété; soit G un gronpe
de r-difféomorphismes de F. On appelle r-isotopie (sous-entendu : de F’)
associée a G toute route r-différentiable [cf. I, (k.2)] d’origine e dans G.
Une r-isotopie peut donc étre considérée comme un élément de Hom” (I < F, F')
ou encore de Dithom”(Z, G) [¢f. I, (4.1.2)]. On notera toujours I' 'ensem-
ble des r-isotopies associées & un groupe G de r-difféomorphismes [par
exemple, au groupe G (F') est associé I'j; (F)].

1.5.2. — Soit I I'ensemble des r-isotopies associées a un groupe G de
r-difféomorphismes d’une variété F; T' est muni naturellement d’une struc-
ture de groupe par l'application

Difhom” (Z, G) x Dithom” (I, G)— Difhom”(/, &)
canoniquement associée aux applications

Ist— (¢, t)el <1
et
GxG>(8,8)>g8€G.

[Autrement dit, pour v et Y’ €T, le produit y.y'~! est défini par

(YYD =vyio(y: ). pour tel et zelF.]
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Il résulte de (0.3.4) que I est un groupe r-différentiable. On peut
retrouver ce résultat [qui étend au cas des isotopies le 3° de la proposition 2,
cf. (1.4.2)] et étendre de méme au cas des isotopies les autres résultats de
la proposition 2, en remarquant que le groupe I (F) de toutes les r-isoto-
pies de F s’identifie canoniquement & un sous-groupe du groupe des r-dif-
féomorphismes de £ < I (celui formé par les éléments qui laissent invariante
la projection sur 7). En particulier, on montre ainsi :

I7(F) (et par conséquent tout groupe I' de r-isotopies de F) muni de la
topologie C" des applications I < F dans F, est un groupe topologique.
Notons encore e 'élément neutre de I' (ou isotopie identique); on peut
munir T' de structures linéaires ¢'-locales d’origine e qui sont r-différen-
tiables et continues.

1.5.3. Application canonique de I sur G. Opérations des groupes d’iso-
topies dans les espaces de plongements.

Lemye. — Solent F une variété, M une partie de F, G le groupe des
r-difféomorphismes de F qui induisent Uidentité sur M, I' le groupe des
r-isotoplies associées a (. Soit & Uapplication canonique

I'sy—>v,e6.

(a) w est r-différentiable et continue.

(b) Il existe un C'-voisinage V de e dans G tel que w admette au-dessus
de V0 une section r-différentiable et continue.

DiMoNsTRATION. — (a) @ est r-différentiable d’aprés I, (4.1.2), formule
(4), et continue d’aprés I(%.3.%), propriété 2.

(b) D’apreés le 20 de la proposition 2 [¢f. (1.%.2)] on peut munir G d’une
structure linéaire €!-locale r-différentiable d’origine e; d’out en particulier,
sur un €'-voisinage ¥ assez petit de e dans G, une application r-différen-
uable ¥ < I3 (g, t)->tge€ G. Soit y la fonction définie en I, (k.2); d’apres
I, (&.1.2), formule (3), Papplication

(1) Vag—>{t—>(y.t)gtel

est r-différentiable. Cette application est continue d’aprés I, (5.5.%), et c’est
une section pour .

Application du (a). — Soient F, G et comme ci-dessus; soit £ une
variété. Le groupe G opére a gauche dans PI"(E, F), l'application cano-
nique

(2) G < PI"(E, F)—>PI"(E, F)

étant définie par composition; elle est r-différentiable d’aprés I, (4.1.2),
propriété 2, et elle est continue d’aprés I, (k.5.%), proposition 5. Le



290 J. CERF.

groupe I' opére lui aussi & gauche, 7-différentiablement et contintiment, dans
PI"(E, F), I'application canonique

(3) I' < PI"(E, F)—>Pl'(E, F)

étant composée de (2) et de Papplication (@ x identité) de I' < Pl (&, F)
dans G < PI"(E, F).

2. Premier théoréme d’isotopie et de prolongement ;
premier théoréme de fibration.

2.1. Le lemme de prolongement.

2.1.1. Rappel : la théorie de Whitney sur le prolongemeat des fonc-
tions différentiables (**). — Soit A un fermé de R"; soit i un entier > 1;
soit f={(fP); p=(p1, --., Pn), | P| <1} un systeme de fonctions réelles
définies sur 4. On pose, pour tout p tel que | p | < r et pour tout

(x, y)e A < R

fri.x

2flyl= X 0o

lp+ql<r

On dit que f est une fonction r fois continiment différentiable sur A
(terminologie de WHITNEY) ou un champ W-taylorien de classe C" sur A
(terminologie de GLAESER) si pour tout compact K C A :

Sy — TRfly]
l\y — |

(z,y) €K < K,

—> o0 uniformément pour
ly —x|—o.

[Dans le cas out A est une variété au sens de I, (1.1.2), cette définition est
équivalente & celle d’une fonction f° de classe C; et, pour tout p tel que
|pl<r, f7 estla dérivée d’ordre p de f°.]

WHiTNeY démontre l'existence d’un « recouvrement standard » (J?) de
Rn— A par des cubes ouverts et d'une « partition de l'unité standard » (uf)
subordonnée & (J') ayant les propriétés suivantes. Soit 2! une projection du
centre de J' sur 4; on pose, quel que soit le champ f :

fry=f.y pour ye€A,
f*.y:E(uf.y) T3iy] pour yeR*— A;

f* est une fonction de classe C" définie sur R", telle que, pour tout p tel que
|p|<r, DPf* coincide avec f7 sur A. On notera que l'application {f— f*}

(2*) Cf. WHITNEY [1] ou GLAESER[1]. Pour les inégalités de Whitney, cf. WHITNEY [2].
Pour un résumé de la théorie, ¢f. ScHwaRTz [2].
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est linéaire, et que si f est la restriction @ 4 du champ défini par un poly-
ndme de degré < r, alors f* est précisément égal a ce polyndme.

Les inégalités de Whitney. — Supposons en plus A compact, et régulier
au sens de Whitney, c’est-a-dire vérifiant la propriété :

P(A). 1l existe un nombre . tel que, quels que soient les points x et y
de A assez voisins, on puisse les joindre dans A par un chemin de longueur
L=ply—z|

WHiTSEY montre alors que, pour tout compact A de R*, il existe une
constante Cy telle que, pour tout champ V-taylorien fde classe C” sur A4,
et pour tout p tel que |p |7 :

w sup | D7 f*.x| = Cx su Y. x|.
(W] sup [ Dt =Cx _ sup | f).@|

2.1.2. LEMME DE PROLONGEMENT. — Solent F une variété, E une sous-variété
Jermée de F; on note f linjection de E dans F, et e Uapplication iden-
tique de F. Soit V un voisinage de E dans F'; soit r un entier > 1.

1l existe un C'-voisinage ¥V de f dans Hom” (E, F; f) tel que lapplica-
tion canonique

(1) Hom}p ,(F, F; e)—>Hom"(E, F; f)

admette au-dessus de ¥V une section continue s telle que s(f) = e.

DrmoNsTRATION. — On commence par énoncer et démontrer un « lemme
local ».
ENONCE DU LEMME LOCAL. — So0it (Zx, &g, Ty, Y5, Y¢) un systeme de coor-

données dans R tel que x=(xy4, xg, x) soit un point de R". Soit I la
partie du cube [— 1, + 1]* définie par

(2) L0,

I .
(%@) Yi=o.

Soit E la partie de F définie par
(4) 25> 0.

I '
()&m y =o.

Soit n€)o, 1 (; on note nF (resp. nE) Uhomothétique de F (resp. L)
dans le rapport n par rapport a Uorigine. Soit f linjection de E dans F;
il existe un C'-voisinage ¥V de f dans Hom” (E, F; f) tel que l'application
canonique

Homp_p(F, F; e) - Homf_.5 (L, F; f)

admette au-dessus de ¥V une section continue s telle que s(f) =e.

BULL. SOC. MATH. — T. 89. FASc. 3. 20
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Démonstration du lemme local. — Soit f'ellomg_..(E, F; f); pour
x€kl, onnote Xy.p. 2, Xy p.2, etc., les coordonnées de f'.x dans R

Puisque f' a mémes relations d’incidence que f, on a Y. ;.2 —o0 pour
tout € I; on peut donc prolonger ¥y, en posant Y?.,.(x, y) = y=.

On pose EU(F —nF)=A; A est régulier au sens de Whitney. Le
chamyp défini par les dérivées jusqu'a 'ordre r de .1y, sur F, et de z, sur
F —nL, est un champ W-taylorien d’ordre r sur A; d’aprés (2.1.1), ce
champ peut se prolonger en celui d’une fonction (de classe C") A7/, définie
sur F, telle que Iy ;= x, (puisque z, est un polynéme de degré 1);
d’apres les inégalités de Whitney, Ay, » dépend contintiment de /" au sens C";
de cette continuité résulte en particulier que, si f’ est assez voisin de f au
sens C° on aura bien

—1 =Xy L1

On fait de méme avec les A'g,, et les ¥, ... Pour les coordonnées du type
2, 1l y a une difficulté supplémentaire due a l'inégalité (2). On procéde
comme suit. Soit xy, une telle coordonnée, on considére la restriction
En{xy =0 da champ défini sur /" par Ay, ,s; on prolonge ce champ &

%

tout ' n{z.,=o! en posant I =0 pour xy =o, et en prolongeant

successivement chacune des dérivées partielles ST ) i)l—/r,‘—/

0y, oxy,
de la formule de Whitney (et toutes les autres dérivées partielles de
X'y,.p par zéro). On obtient ainsi un champ W -taylorien de classe (" sur
Eu(Fnjxr, =o}); on prolonge ce champ, par la formule de Whitney, en
celui d'une fonction .17y. de classe C" sur F'; pour [’ assez voisin de f au

Y13

a l'aide

sens C', (2%‘1—’ est positif sur tout /7; donc I§;s est positif ou nul sur
tout 7. !

Passage du lemme local au lemme global. — Soient m et n les dimen-
sions respectives de /¢ et /. Puisque £ est fermé dans F, il exislte une
famille localement finie ({;) de cartes cubiques fermées de /7 ayant les pro-
priétés suivantes :

(a) Pour tout 7, la source de ; est définie dans [— 1, +1]* par des équa-
tions du type (1) ci-dessus.

(b) Sil'on note F;'image de U;, et si I'on pose F;n I-—= F;, alors ;" (£7)
est défini par les équations (II) ci-dessus.

o
(¢) 1l existe. pour tout i, 7;€) o, 1 [ tel que » F;C ¥V, et que les w5,
recouvrent £
On munit /' d’une métrique riemannienne Ot adaptée a 0F et a £'; d’aprés
(1.1.1), propriété 2, la métrique Ot définit sur Homf ,(F, F; e) et
Hom” (£, F'; f) des structures linéaires locales d’origines respectives ¢ et f,
et I'application canonique (1) est linéaire pour ces structures. Soit (};) une
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partition différentiable de l'unité sur £, subordonnée au recouvrement

o
(ﬁ) Soit ¥ un voisinage de f dans lom”(E, F; f); si ¥ est assez
petit au sens C°, alors 2, f" est défini pour tout f’ €’ et pour tout i; on note
Mf I E;=f;: [ est un élément de Hom}, y, 5, (E;, Fi; f;). Le lemme local
fournit, pour tout #, un C'-voisinage ?; de f|Z; dans Homg, ., » (E;, Fy; f),
et une section s; : V;— Homjy,_, 7 (F;, F;; €;) telle que s;(f;) = ¢;. S1 9 est
assez petit au sens C?, alors f; €?; pour tout ¢ et tout f'€; s5;(f;) est
alors défini, et se prolonge canoniquement (par 'identité) en un élément de
Hom"™ (F, F'; ¢) qu'on note encore s;(f;), qui, d’aprés la propriété (c) ci-
dessus, est dans Homp_,-(F, I'; ¢), et qui dépend contindment (au sens C7)
de f'. Si ? est assez petit au sens C°, alors la somme localement finie

2 s; (fi) est définie, notons-la s(f"); chaque somme partielle finie de s(f’)
2

dépend contintiiment de f’ d’aprés la continuité de la structure linéaire locale
[ef. 1, (&.5.%), proposition &¥']; et, d’autre part, la restriction de s(f’) a
F; ne dépend que de la restriction de f' aux £ tels que F; rencontre F;
donc d’aprés le critére I. (4.3.3), s(f') dépend contintiment de f’. D’aprés
la linéarité de I'application (1), s est bien une section pour cette application;
enfin, s(f) = e puisque, pour tout 7, 5;(f;) = e;.

2.2. Le premier théoréme d’isotopie et de prolongement et ses corol-
laires.

2.2.1. TueoreME 5. (« Premier théoréme d’isotopie et de prolongement »).
— Soient F une variété, E une sous-variété fermée de F, f Uinjection de E
dans F. Soit M un fermé de E. Soit r un entier 1. On note Ply (E, F'; f)
lespace, muni de la topologie C”, des r-plongements de I dans F qui ont
mémes relations d'incidence que fcf. (1.1.1)] et qui coincident avec f
sur M. Soit 'V un voisinage de IX dans I'; on note Yp_pyyu(F) le groupe
des r-isotopies de I' qui induisent Uisotopie identique sur (F — V)UM;
on munit ce groupe de la topologie C” des applications de I < F dans F.

1l existe un C'-voisinage ¥V de [ dans Pl (E, F; f) tel que Uappli-
cation canonique

: o 7
o1 Tleyyu(F)2y—>v.JePl (L, F; f)
admette au-dessus de ¥ une section continue telle que s (f) = e (isotopie
identique).

RemMarQue. — Le théoréme 5 est d’une part un théoréme de prolongement :
pour tout [ € Plj (£, F; f) assez voisin de f, il existe un difféomorphisme g’
de F [induisant l'identité sur (F — V)uUM] qui prolonge f’. D’autre part,
c’est un théoréme d'isotopie, car g' est 'extrémité d’une isotopie y' de F.
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En plus, cette isotopie peut étre choisie en fonction continue de f’ au
Cl-voisinage de f; bien entendu, cela entraine a fortiori que g’ peut étre
choisi en fonction continue de f' au C'-voisinage de f.

DrmoNsTRATION. — D’aprés le lemme de prolongement 2.1.2, I'application
canonique
Hom{p_pyu (F, F; ¢) —Hom}, (E, F; f)

a au C'-voisinage de f une section continue passant par e. D’aprés le 1° de la
proposition 2 [¢f. (1.%5.2)], tout élément de Hom”(F, F; ¢) assez proche
de ¢ au sens €! est un difféomorphisme : donc I'application canonique

Gle—rou (F) Pl ) (E, F; )

a au C;-voisinage de f une section continue s, passant par e. D’aprés le (b)
du lemme 1.5.3, Papplication canonique

I‘("F—V)u.u (F) - G(}«"—-V)u.u ( F)

a au C'-voisinage de e une section continue s, passant par l'isotopie identique.
L’application composée s,os; est définie au C'-voisinage de [ dans
Pl (E, F; f); on pose sy08 =5.

2.2.2. Quelques conséquences du théoréme 3.

CoroLLAIRE 1. — On conserve les notations et les hypothéses du théo-
réme B, sauf que E n’est plus supposée fermée. L'application canonique o
admet alors une section continue s [telle que s (f) = ¢] au-dessus d'un
Cr-voisinage de f dans Py (E, F; f)

DiMoNsTRATION. — (’est une conséquence immédiate du théoréme 5, de
la propriété & de I, (1.3.2), et de la propriété 5 de I, (4.3.h).

COROLLAIRE 2. (« Premier théoréme de fibration »). — Soient F une
variété, H une sous-variété de F, E une sous-variété fermée de H. On note
h (resp. f) Uinjection de H (resp. E) dans F. Soit PI"(H, F; k)] [resp.
PI"(E, F; f)] lespace, muni de la topologie C", des r-plongements de I
(resp. E) dans F qui ont mémes relations d'incidence que h (resp. f).
Lapplication canonique

o: PI"(H, F;h)—>PlI'(E, F;f)

est une fibration topologique localement triviale [en particulier, son image
est ouverte et fermée dans PI"(E, F; f)].

DiMONSTRATION. — Llapplication ¢ est continue d’aprés I, (&.3.%), pro-

priété 2; d’aprés (1.5.3), le groupe I'"(F) des r-isotopies de F opére a
gauche contintiment dans PI"(H, F'; &) et PI"(E, F; f), de facon compa-
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tible avec ¢. Le corollaire 1 du théoréme 5 affirme que P'application cano-
nique
" (F)sy—.fePI(E, F; f)

a une section locale continue au voisinage de f; la méme propriété a lieu
en n'importe quel autre point de P1I"(E, F; f). Le corollaire 2 résulte donc
du 2° du lemme 2 de (0.4.4%).

COROLLAIRE 3. — Soient F une variété, E une r-sous-variété compacte
de F; on note f linjection de I dans F. SoitT le groupe de toutes les
r-isotopies de I. Les classes d'équivalence définies par les opérations deI'
dans PI"(E, F; f) sont les composantes connexes de cet espace; elles sont
en plus connexes par arcs.

DemonstraTION. — Ces classes d’équivalence sont ouvertes d’apreés le théo-
réme 5, elles sont donc fermées; en plus, elles sont connexes par arcs :
soient en effet yeT et f'ePI"(E, F; f); 'application

[5t— v,of €PI'(E, F; f)

est différentiable, elle est donc continue d’aprés I, (&.3.4), propriété 3,

2.2.3. Comme autre application immédiate du théoréme 5, signalons
Pextension au cas des variétés [au sens de I, (1.2.2)] du lemme I, (3.2.1)

et de son corollaire relatifs aux théorémes de plongement et de régularisation
de Whitney.

2.3. — Application au prolongement d’une sous-variété.

2.3.1. DeriniTioNs. — Soit £ une r-sous-variété d’une r-variété F. On
appelle bord relatif de E et 'on note dE7F :

(@) st I est connexe : la réunion des faces (de codimension > 1) de £ qui
ne sont pas contenues dans le bord de F';

(b) en général : la réunion des bords relatifs des composantes connexes
de £

On appelle intérieur relatif de E le complémentaire (dans %) de son bord
relatif. On dit qu'une sous-variété £* de F estun prolongement de If dans F,
si £* améme dimension que £, et si £ est contenu dans l'intérieur relatif
de E* et fermé dans £™.

Propriétés immédiates.

1° Le bord relatif d’une sous-variété £ de F' est un fermé de £'; I'intérieur
relatif de £ est une sous-variété de F sans bord relatif.

2° Une sous-variété sans bord relatif est un prolongement d’elle-méme.
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32 Soit U un ouvert de /7 contenant ¥'; tout prolongement de / dans U est
un prolongement de £ dans F.

4° Si E et un prolongement /<* de /7 sont tous deux connexes, ils ont
méme support dans F.

«

2.3.2. Prorosition 3. — Soit I une sous-variété d'une variété F; il
existe un prolongement I* de I dans F.

On peut en plus choisir E* de facon que I* — E soit l'image d' un voisi-
nage prismatique fermé [cf. 1, (2.1.6) ] de dE}, dans E*.

REMARQUE. — Soit 7" un voisinage prismatique fermé de 0/ dans / dont
I'image est £*— E'; T définit canoniquement une projection pr* de /" — F
sur 0Ep;soit s€ E*— F, soit k le plus petit entier tel qu’il existe une
k-carte Y compatible avec 7" dont I'image contienne z; si s = {.(x, v), on
pose pr'.z=1{.(z, (1, ..., 1)). La projection pr* est continue et méme
différentiable par morceaux; elle définit sur £*— / une structure fibrée
généralisée : la fibre située au-dessus d’un point d’indice ¢ dans £ est difféo-
morphe & [0, 1]*=7. Pour toute métrique riemannienne sur £* adaptée & 7
[ef. 1, (3.3.1)], la projection pr* est une projection orthogonale généralisée.

La proposition 3 est une conséquence immédiate du théoréme 3 et du lemme
suivant [ qui sera démontré en (2.3.%) a 'aide du lemme 2.3.3] :

LemMe. — Soit E une sous-variété d'une variété F; il existe un plonge-
ment p de E dans E, arbitrairement voisin de U'identité (au sens €. r>x1)
et tel que, si I’ désigne Uimage de IV par o, I/ — I' est U'image d'un voisi-
nage prismatique fermé de 0 dans .

2.3.3. Fonctions normalement constantes.

DermiTION. — Soit /7 une variété; soit 7" un voisinage prismatique fermé
d'une partie du bord de F [¢f. I, (2.1.6)]; soit W I'image de 7. Une fonc-
tion A : W—>|o, 1] est dite normalement constante (relativement a T') si,
pour toute k-carte (V, ) de F compatible avec 7', et pour tout x€ V, % est
constante sur I'image par ¢ de { z} %< [0, 1]*7%.

Bien que W ne soit pas en général une variété, on a une notion immeédiate
de fonction de classe C" sur W, et de topologie ¢ sur les espaces de telles
fonctions (on peut définir cette topologie a 'aide d’un recouvrement locale-
ment fini de W par des cartes cubiques fermées compatibles avec 7°). On
démontre alors « en grimpant sur les voisinages du squelette de /" » [ comme
en I, (3.2.2), pour la démonstration du théoréme 2], le

Lemme. — Soient F, T, W comme ci-dessus; soit r un entier >1. I/
existe des fonctions de classe C" sur W, normalement constantes, stricte-
ment positives, et arbitrairement voisines de o aw sens de la topologie C".
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2.3.4. Démonstration du lemme 2.3.2. — Soit T un voisinage prismatique
fermé du bord relatif de £ dans F'; soit IV 'image de 7. On désigne par &
I'espace des fonctions de classe C* : I —[o0, 1], normalement constantes
[cf. (2.3.3)]; on va associer & tout 2€ & un plongement p; de £ dans lui-

méme qui induit I'identité sur /£ — JV. Soit o un difféomorphisme de [o, 1]
L S T . 2 .

sur [g, I} qui induise I'identité sur [3, I:I; pour tout entier p > o, et pour

tout t€[o, 1] on définit un plongement p,., de [0, 1]7 dans lui-méme en

posant, pour tout élément z —= (x;) de [0, 17 :

.Op;t' (xl) = ((I — t)xl—i— [(p.xi)).

Puis, pour toute A-carte (V, {) de £, et pour toute fonction de classe C~,
P :¥V—>[o, 1], on définit un plongement oy,, de I'image A de ¥ dans elle-
méme en posant

pusuo P (2, 0) =4 (@ Pt (2).))

pour tout (z, y)€ V x [0, 1]¢ (m désigne la dimension de £').

On choisit alors un systéme de cartes § définissant 7" et possédant la pro-
priété du systeme § de I, (3.1.3); pour tout #, on définit la fonc-
tion p; : F;—[o, 1], en posant

hol. (x, 0) = . () pour xze€V,.

La famille (py,;y,) définit un difféomorphisme g; de £ sur une sous-variété
fermée £’ de F. Ce difféomorphisme est arbitrairement voisin de I'identité
pourvu que 2 soit assez petit; d’aprés le lemme 2.3.3, 7 peut étre rendu
arbitrairement petit en restant positif; et d’autre part, dés que % est positif,

L7 — L est difféomorphe a TV.

2.4. Compléments divers; démonstration directe du théoréme d’isotopie
dans le cas ou £ est une sous-variété sans bord relatif.

2.4.1. Complément au théoréme 3.

DerFINITIONS. — Soit /£ une sous-variété d’'une variété F'; soit [, une partie
de F'; on pose LNl —= M.

On dit que L est un tube local normal a E dans F, d’ame M, s'il existe
sur un voisinage V de £ dans / une métrique riemannienne (adaptée a JF
et a4 [F) définissant une projection orthogonale pr de but /., telle
que LNV =pr—' (M).

On dit que L est un E-prolongement de M dans F s’il existe un prolonge-
ment £* de £’ dans I, et sl existe un voisinage V' de £ dans /" et une pro-
jection orthogonale généralisée [cf. (2.3.2) | pr: VN (E"— E)—> 0Eptels
que LNV =Mu (pr ' (MnILy)).
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TntoreMe §'. — Soient F une variété, E une sous-variété fermée de F,
S linjection de E dans F, r un entier > 1. Soit E* un prolongement de E
dans F. Soient M et M' deux fermés de I; soit M un E-prolongement
de M'dans E*, et soient L et L' deux tubes locaux normauz respectivement
a B et E* dans F, d'dmes respectives M et M"™, relatifs a une méme
métrique riemannienne sur F. On note Pl_t]‘[;‘]j“l’(E’ F, f) le sous-espace
de PUy(E, F; f) formé des plongements qui sont r-tangents a f en tout point
de M'; notation analogue: I",;;Jz,(F).

Il existe un C'-voisinage ¥ de f dans Ply,,1, (E, F; f) tel que Uapplica-
tion canonique
0 I‘Z;JZ,(F) —Ply.,

(E, F; f)

i
admette au-dessus de 0 une section continue s telle que s(f) —e.
Cas particuliers.
1©° M'=@J; s est alors une section locale pour I'application canonique
I.(F)—Ply(E, F; f).
2° M'= M s est alors une section locale pour I'application canonique
Lir (F) Pl (E, F; f).

Le théoréme 5’ sera démontré en (2.%.3) et (2.4.4) a I'aide de (2.%.2).
Il admet des corollaires analogues aux corollaires 1, 2 et 3 du théoréme 5
[cf. (2.2.2.)] et renforcant ces derniers; par exemple :

CoRrOLLAIRE 1. — On conserve les notations et les hypothéses du théo-
reme 5, sauf que I n’est plus supposée fermée. L’application canonique ¢
admet alors une section continue s [telle que s(f) = e] au-dessus d'un C'-
voisinage de f dans Py, s, (E, F; f).

CoroLLARE 2 (Complément au deuxiéme théoréme de fibration). —
Soient F une variété, H une sous-variété de F, E une sous-variété fermée
de H; on note_h et f les injections respectives de H et E dans F. Soit E* un
prolongement de E dans H. Soient M et M' deux fermés de E; soit M™
un E-prolongement de M' dans E*; soient L et L' deux tubes locaux nor-
maux respectivement a E et E* dans H, ddmes respectives M et
M"™, relatifs a une méme métrique riecmannienne sur H. Les notations
Plz;l,z, (HF; h) et PIZI;J;,‘[’ (E, F; f) sont analogues d celles du théoréme S

L’application canonique
UM Pl};;.,r,;,(H, F; ) —,»Plf{[;,;f,'l,(E', F;f)

est une fibration topologique localement triviale.
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Cas particuliers du corollaire 2.

1° M'=(; L étant un tube local normal & £ dans H, d’ame M, Papplica-
tion canonique PI} (H, F'; h) — Pl (E, F; f) est une fibration topologique
localement triviale.

2 M'=M; L' étant un tube local normal & £*dans H, d’ame M"*, I'appli-
cation canonique Pl;i,(}], F; h) ——>Pl;51,(lz’, F'; f) est une fibration topolo-

gique localement triviale.

Démonstration du corollaire 2. — Soient 7" et 7" deux tubes locaux nor-
maux respectivement a [7 et ££* dans F, d’Ames respectives M et M™*, relatifs
4 une méme métrique riemannienne sur F, telsque T’TnH =LetT'nH=L',
le groupe I'z,y7, (F) opére dans Pl 7 (H, F; h) et Ply, ;5 (E, F; f) de
facon compatible avec . On conclut (comme dans la démonstation du corol-
laire 2 du théoréme 3) a l'aide du corollaire 1 du théoréme et du 2° du

lemme 2 de (0.%.4).

2.0.2. Un complément au lemme de prolongement. — On utilisera
en (2.4.3) (pour la démonstration du théoréme 5') le

Lemyme 1 (Complément au lemme de prolongement). — Soient F, E, f, r,
E*, M', M comme au théoréme 5'. Soit Hom;ﬁm(E, F: f) le sous-espace
de Hom" (F, F) formé des applications qui sont r-tangentes a [ en tout
point de M'; soit de méme IIom&;N(F, F; e). Il existe un C'-voisinage V de f

dans Homf,& (E, F; f) tel que Vapplication canonique

Hom)r, (F, F; e)—>Hom§51,(E, F; 1

14
M*
admette au-dessus de V une section continue s telle ques(f) =e.

DiMONSTRATION. — Soient 7 un voisinage de £ dans F', et pr* une projec-
tion orthogonale généralisée : V' n (E*— E) —> 0Ep, tels que

M AV =My (pr—(M'nIER))

(¢f. définition 2.%.1). On choisit un systéme de cartes locales (;) comme
en (2.1.2); pour toutfon note XN Fy=E7; M"*n E;— M;" ; on a pour tout ¢
une projection orthogonale généralisée pr} de £;— E; sur dEiF,-; on sup-
pose les Y; choisis de facon que, pour tout #, pr; coincide avec la restriction
de pr* & Ef — E;. Soit f; comme en (2.1.2); pour faire le prolongement
de f; & F;, on considére le W-champ de classe C” défini par f; sur E; et par
Videntité sur M;* U (F;— 0, F,), et I'on fait le prolongement de Whitney de
ce champ comme en (2.1.2). Les inégalités de Whitney sont encore valables
(bien qu’on n’ait fait aucune hypothése de régularité sur M') en vertu du
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Lemyve 2. — Soient A, et A, deux compacts de R" tels que A, u 4,= A.
On suppose vérifiés P(A,) [cf.(2.1.2)] et :

P Ay, As) : Ilexiste un nombre v tel que tout x € A, puisse étre joint a A,
par un chemin de A, de longueur L = v d(z, A,).

Soient alors K un compact de R" et h un champ W-taylorien de classe C"
sur A,; il existe une constante Cy telle que U'inégalité [ W] de (2.1.2) sout
encore vérifiée pour tout p tel que |p|r, et pour tout champ W-taylo-
rien f de classe C" sur A qui induise le champ h sur A,.

Indications sur la démonstration du lemme 2. — On se raméne, grace a
la linéarité de I'application { f— f*} de (2.1.1), au cas ot A =o0; on doit
alors majorer les quantités | f7.y — T%f[y]|; pour z et ) dans A, ces quan-
tités sont nulles; dans tous les autres cas, « et y peuvent étre joints dans A
par un chemin de longueur L = pv|y— x|, ou p est le nombre fourni

par P(A,).

2.h.3. Démonstration du théoréme 5' a partir d'un cas particulier. —
L* étant fermé au voisinage de /7, on peut supposer /2* fermé dans F'; on peut

aussi (en remplacant au besoin M'* par M'*) supposer M’ fermé dans /5*.
Soient pr* et V' (cf. définition 2.4.1) tels que

MV =M (pr'= (M nIEL));

on pose V'nL*= W. En remplacant au besoin V par un voisinage plus petit
de £ dans F, on peut en plus supposer que W est contenu dans l'intérieur
relatif de £7*, de sorte que £*— W soit un voisinage de JF} dans ™.
Puisque MU (E*— W) est encore un FE-prolongement de M’ dans £*, le
complément au lemme de prolongement [¢f. (2.%.2)] donne une section €,-
locale (passant par e) :

Pl;!l,Jj';l,(Ey F7f)_>Pl:ll,J )(Fv F; 6)

,
M y(Ex=W7
et, a fortiori, une section C'-locale (passant par e) :

P]f{l;(/f{I,(E7 F;.f)_>Plzll‘1U(1:*———ll7);J (7 F; f).

-
Mr*

De sorte qu'on est ramené a appliquer |avec £*, My (E*— W) et M™
dans les réles respectifs de £, M, M'] le lemme suivant, qui sera démontré
en (2.%.%4) et qui est un aflaiblissement du théoréme 5') :

Lesmyve. — Soient F, E, f, ry M, M' comme au théoréme3'; on suppose
en plus que M est un voisinage de Ly dans E. Soient L et L' dewx tubes
locaux normaux a E dans F, d'dimes respectives M et M', relatifs a une
méme métrique riemannienne sur F.
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1l existe un C'-voisinage ¥V de f dans Plf{[;hr”, (F, F: f) tel que lapplica-

tion canonique

Chap, (F) — Pl (B, Fs f)

admette au-dessus de V) une section continue s telle que s(f) — e.

2.4 k. Démonstration du lemme 2.%.3. — On va montrer un résultat
plus fort que celui annoncé : I'existence d’une section C!-locale s qui soit
continue et r-différentiable; la démonstration n’utilise pas la théorie du pro-
longement de Whitney (2*).

Grice au (b) du lemme 1.5.3, on peut se borner & démontrer le « théo-
réme de prolongement » associé au théoréme 5, c’est-a-dire celui obtenu en
remplacant dans 'énoncé I' par G. On choisit comme en (2.1.2) un systéme
de cartes locales ({;), auxquelles on impose les deux conditions supplémen-
taires suivanles :

(d) pour tout i tel que £; rencontre Ly, I7; est contenu dans M;

(e) pour tout i, on note F*NF;—=LE]; alors LNF; (resp. L'nF;) est
I'image réciproque de M N E; (vesp. M'*n L} ) par la projection de I sur /]
[ définie par (2, ¥)-—>(x, 0)].

Soit alors (%;), comme en (2.1.2); soit ¥ un E€!-voisinage de f
dans Plf{,;Jf,'l,(E, F; f); pour f'€®, onpose, commeen (2.1.2) : 4, f' = f;.
Il résulte de la condition (d) ci-dessus que, pour tout i tel que [; ren-
contre 0Fy, f; induit I'identité sur %;; or pour tous les autres 7, il n’y a pas
dans F; de coordonnées du type xg; de sorte que, compte tenu d’une part
de (e) ci-dessus, et d’autre part de la différentiabilité des structures linéaires
locales, on se raméne en procédant comme en (2.1.2) a démontrer le « lemme
local » suivant :

LeMME LOCAL. — Soit (x4, 2y, y3, )y) un systéme de coordonnées dans R"
tel que x= (x4, xy) soit un point de R™. Soit F la partie du cube
| —1, +1]* définie par

(1) Xy 0,
(2) y:é 0.
Soit I la partie de F définie par

(3) y=o.

(**) Dans le cas particulier ou £ est sans bord relatif, le lemme 2.4.3 se confond
avec le théoréme 5’ (et entraine donc en particulier le théoréme 5); sa démonstration
fournit d’une part une démonstration directe des théorémes 5 et 5' dans le cas particu-
lier ou £ est sans bord relatif; et d’autre part un complément : existence dans ce cas
d’une section locale r-différentiable.
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Soit NV la partie de F définie par
(4) 2 — 0.

Soient M et M' deux fermés de E. Pour tout n€ )o, 1(, il existe un C'-voi-
sinage ¥V de f (injection de [ dans F') dans Plg_npyu(E, F; f) tel que
lapplication canonique

Gl 2y 0 (N3 gy (F) = PUs gy g, (B, F5 f)

admette au-dessus de V un section r-différentiable et continue s telle
que s (f)—=e.

D’aprés le théoréme & [¢f. 1, (%.5.3)]il suffit de montrer I'existence d’une
section s qui soit r-différentiable; on utilise pour cela les lemmes 1 et 3 ci-
dessous; le lemme 2 sert & démontrer le lemme 3.

LemMe 1. — Les notations sont celles du lemme local; soit en
plus 2" le groupe G{E_Y]E)U),;Jj{p (E); et soit G' le sous-groupe
de G:‘F’_T‘F)u(j}lxjv);']f}!x;\.(F) formé des éléments qui laissent y invariant.
1l existe un Cl-voisinage V' de f dans £' tel que lapplication cano-
nique G' — £ admette au-dessus de V' une section r-différentiable s' telle
ques' (f) —=e.

DimonstraTION. — Soit A’ le groupe de r-isotopies de £ associées a L'
soit { f'—¢'} la section C'-locale donnée par le (b) du lemme 1.5.3 pour
Papplication canonique A’'— £'. Soit ;. une fonction de classe C* : V—[o, 1],
nulle pour | ¥ | > (1— 7), égale & 1 au voisinage de o. On pose, pour f’ assez
voisin de f au sens C' :

(1) S’(.//)'(xv)’):(CP,{L.“"Z’L)/)'

D’aprés I, (&.%.3), exemple 2, s'(f') est dans G'; et d’autre part 'applica-
tion (1) est r~différentiable.

Lesyg 2. — Le lemme local est vrai dans le cas particulier ou E est un
point.
DrsMonsTRATION. — Le seul cas non trivial est celui ou M=M= 0.

Posons [ — 1, +1]= K a priori, F est de la forme K"n Rf,; par une for-
mule du type (1) ci-dessus on se raméne au cas ou /' — K7; puis on procede
par récurrence sur ¢ [passage des cas 1 et (¢ —1) au cas ¢]; on se raméne
ainsi au cas ¢ =1. On prend alors pour V' I'intervalle [— ¢, +¢]avec ¢ € )o, 1(;
on se borne évidemment au cas 7 = » ; il faut montrer I’existence d’une sec-
tion locale différentiable o pour I'application

GA ](A) ” " .0eK.
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Soit g un élément de Gi_p(K) soumis a la seule condition g.0 = 0; on
pose .0 = x; puis, pour tout '€ K, on pose

x! !
o(z')=—g (1— 1:>e’

o
x . K

o(2') dépend differentiablement de x', et c’est un élément de Gg_,(K) dés
que || = |,

Lemme 3. — Les notations sont celles du lemme local; soit en plus
£" (resp. g'") le sous-espace de Pl('jg_-,‘E)wl;J}Ijl,(E, F; f) [resp.
Gl o PV (M N I F)] formé des plongements qui laissent x invariant.

( VF)U(MXN) Iy e v P 5 q
1l existe un Ce-voisinage V" de f dans 2" tel que ’application cano-

& q 'pp
nique §'— 2" admette au-dessus de V" une section s’ telle que s"(f) = e.

DimONSTRATION. — Pour f'€ £, soient (z, Y .2) les coordonnées du
point f'.(z, o). Soit 4 le groupe G{x_,~)(/V). D’aprés le lemme 2, il existe
une application r-différentiable définie au voisinage de zéro :

Noy—>a(y)es
telle que
(y).0=y
et que
o (o) —identité.

Posons, pour f’ assez voisin de f au sens C° :
sS"(f") (@, p) = (2, (¢ (¥ .2)).y).

I1 est clair que s”"(f') est un prolongement de f’ et que s"(f) = e; d’autre
part, s"(f') est bien un élément de §’. Soit en effet x, un point de M’; on
a: ¥Yp.(xy, y¥) =y pour tout y€/V; il suffit donc de vérifier que les déri-
or, 0¥y
Oz’ 0w
dérivation des fonctions composées.

En plus, s” est r-différentiable ; car Papplication canonique £" < E -+ /V est
r-différentiable; par composition avec &, on obtient une application r-diffé-
rentiable £” > E—Hom" (N, N), a laquelle est canoniquement associée
d’aprés I, (4.1.2), formule (3), une application r-différentiable

(2) £"—>Difhom” (£, Hom” (V, IV)).

vées sont nulles en (xy, ¥), ce qui résulte de la formule de

Or, toujours d’aprés I, (%.1.2), on a une application r-différentiable
canonique

(3) Difthom” (£, Hom” (N, N)) —Hom" (£ x N, E x N).

L’application s” est la composée de (2) et (3).
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Démonstration du lemme local. — Soit pr la projection de F sur F.
Pour f'e€ Pl(rE_nE)UM;J&,(E, F; f), on pose prof'=—1_; /' est un élément
de Hom(p_nzyunsf, (K, E; €) qui dépend r-différentiablement et donc
continiiment de f’; donc, d’aprés le 1° de la proposition 2 [¢f. (1.4.2)],
lorsque f* est assez voisin de fau sens C*, [ est dans £’ (notation du lemme1).
Posons f'ol'=*=1"; /" est un élément de Hom(’}g_nE)UM;JZII‘I, (&, F; f) qui
laisse 2 invariant et qui dépend r-différentiablement, et donc contintiment
de f'; donc, d’aprés la proposition 1 [¢f. (1.2)], lorsque /' est assez voisin
de fau sens C', I" est dans £". Or on a

I'ol'= /.

Lorsque f* est voisin de fau sens C', /' et /" le sont aussi, donc, d’aprés
les lemmes 1 et 3, s’ (/') et s"({") sont définis; il suffit de poser

S’(f’):s”(l”)osl(l’).

3. Espaces de jets des espaces de plongements.
Deuxiéme théoréme d’isotopie et de prolongement ;
deuxiéme théoréme de fibration.

3.1. Rappels sur les jets (2*).

3.1.1. Définition des jets. — Soient E et F' deux variétés; solent r et 7’
deux entiers tels que 1 =7’ r. Soit M une partie quelconque de £; I’espace
des jets d’ordrer' le long de M des applications r-différentiables de E dans F
est, par définition, I'espace topologique quotient de Hom” (£, F') [muni de
la topologie €7; c¢f. I, (%.3)] par la relation d’équivalence suivante : deux
éléments f et f' de Hom” (£, F) sont équivalents si f et f' ont un contact
d’ordre 7' en tout point de M (ce qui implique, en particulier, que f et f’
coincident sur M). Cet espace se note Jj Hom" (£, F'); pour toute partie A
de Hom” (£, F), I'image de A dans JjHom" (L, F') se note Jj;A; pour
tout fellom”(E, F), 'image de f dans JjHom" (£, F') se note Jy/ f et
s'appelle le r'-jet de f le long de M.

Lemme. — Soient E, F, r, r'y, M comme ci-dessus, soit h un élément de
Hom" (FE, F); soit Hom}, (E, F) la partie de Hom” (E, F') formée des appli-
cations qui coincident avec h sur M. L'espace JiHom}y (E, F) est homéo-
morphe au quotient de HomYy; (E, F') par la relation déquivalence définie
par Uapplication canonique

Hom, (E, F)— JyHomy, (E, F).

(**) Sur les jets, ¢f. EnrEsMaNN [1], [2]. Notre définition différe légérement de celle
d’EHRESMANN, qui introduit les jets comme classes d’équivalence d’applications locales.
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(C’est une conséquence immédiate de la définition ci-dessus et de BoUurBaKI
1], §7, n° 22.)

3.1.2. Cas ou M est une sous-variété fermée de codimension positive
de E. — On suppose maintenant que M est une sous-variété fermée, de
classe C”, de codimension > o, de F, et que E est munie d'une métrique
riemannienne de classe C”, adaptée au bord de £ et & M [¢f. I, (3.1.3)].
Soit 2 une fonction réelle strictement positive, de classe C* sur M; pour 2
assez petit au sens C°, le tube 7% (M, £) (tube normal d’ame M, de « rayon » 2,
dans ) a été défini en I, (3.%); on le notera simplement 7%. C’est une sous-
variété de classe C” de £, de sorte que les espaces Hom” (75, F) et
Ji Hom” (T,, F) sont définis. En plus, tout tube 7% est une sous-variété
fermée de E, de sorte que [ compte tenu de I, (%.3.4), propriété 2], pour tout
couple (%, 2') tel que 2’4, on a le diagramme commutatif suivant, ou
toutes les applications sont canoniques et continues :

Hom” (FE. F)-— Hom" (75, F)-— Hom" (7T, F)

l | Lo

wHom” (E, F) - Ji o ( Ty, F) - JyHom' (T5, F).

L’application a est injective. (Juant a I'application 3, c’est un homéomor-
phisme en vertu du lemme suivant (de démonstration immédiate) :

LenME. — Avec les notations ci-dessus, il existe un difféomorphisme de T,
sur T, qui induise Uidentité sur T, ).

3.2. Jets (le long de ’ame) des applications d’un tube dans une variété
sans bord.

Soient £ et F deux variétés, M une sous-variété fermée de classe C* de F';
on suppose que F est sans bord. On suppose en plus choisi un plongement j
(resp. ) de classe C* de £ (resp. M) dans F (*3). On identifie M & son
image par 7 et 'on note Hom}; (E, F') 'espace Hom}, (£, F). On note 7,
le tube normal & M dans la variété £ (munie d’une certaine métrique rieman-
nienne adaptée ), de « rayon » .

3.2.1. Premier cas particulier. — F = R"; E est la boule fermée B,,
(avec m < n), ou plus généralement /¥ =B, NR[} [avec p—=m; cf. I,
(1.2.1)]; M = O (variété ponctuelle définie par l'origine de R*). Dans ce
cas les valeurs & l'ovigine des dérivées partielles définissent une application
canonique continue

( 1 ) 1 [01116(E, 1’1) —> LIII.,,,IIL

(%) 1l résulte immédiatement du théoréme 2 [¢f. I, (3.2.2)] que dans les hypothéses
plus générales suivantes : « £, F, M, fet h sont de classe C" avec r>>1», on peut
munir £ et /' de structures C* compatibles avec leurs structures C" respectives, de
facon que les hypothéses ci-dessus sur M, f et & soient vérifiées.
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ou L}, désigne I'espace de systémes de m polynémes formels d’ordre 7'
(séries formelles si 7' = c0) & n variables sans terme constant. L’application (1)
définit sur Homg (£, F) la méme relation d’équivalence que I'application
canonique

(2) Homg (E, F)— Jy Hom” (E, F),
Papplication (1) se factorise par conséquent en

Hom}, (E, F) - Ji Hom} (E, F)— LI,

et I'application de droite est injective.

Dans le cas ou 7' est fini, les fonctions polynémes fournissent une section
globale continue pour I'application (1). Dans le cas ou 7' est infini, on sait
(cf. HerMANN [1] ou ScuwarTz [3] que 'application (1 )est surjective, et I'on
montre sans difficulté (cf. Cerr [2]) I'existence de sections locales continues
pour cette application. Il en résulte que, dans l'un et 'autre cas, 'espace
Jo' Homy, (E, F) est canoniquement homéomorphe a L}, ; et lapplica-
tion (2) a des sections locales continues au voisinage de tout point
de Jo' Homg (E, F).

En plus, les espaces Homy (£, F) et L}, sont munis naturellement de
structures vectorielles réelles, pour lesquelles I'application (1) est linéaire.
L’espace J§ Homy (E, F) est donc muni d’'une structure vectorielle réelle,
quotient de celle de Homj (E, F'), et qui s’identifie a celle de Lj ,,.

~Soit L} le groupe des 7'jets inversibles ou « r'~jets d'isotropie & n variables »
[ce sont ceux dont I'image canonique dans L} , s'identifie & un élément de
GL (n), c’est-a-dire a une matrice carrée non dégénérée |. Le groupe L}’ opére
a gauche continiment dans L), ,, par passage au quotient de I'application

Homy (E, F) x Homy” (F, F)> (f, g) +-ge°f€Homj (£, F)

[ou Hom " (F, F) est le sous-espace de Hom{ (¥, F') formé des applications
qui sont de rang maximal en O]. De méme, L}, opére a droite contintiment
dans L}’ . Les opérations de L}, laissent invariante la structure vectorielle
de L} ,,. 1l n’en est pas de méme (pour r'>1) de celles de L}'; par contre,
les opérations de l'image canonique du groupe linéaire GL(n) dans L}’
[image qu’on identifie & GL (n)] laissent invariante la structure vectorielle
de L} .

Soit ¢ (resp. ¢) un difféomorphisme de £ (resp. /") conservant O: soit A
(resp. k) limage canonique de ¢ (resp. ¢) dans L], (resp. L’). Soit
feHomy(FE, F) et soit j I'image canonique de fdans L} ,,. Par rapport aux
systémes de coordonnées définis par ¢ et ¢ (2°), le r'-jet de f en o est repré-
senté par ’élément k.. 2t de L}

nym*

(%) Les nouvelles coordonnées d’un point # de E (resp. y de F') sont les anciennes
coordonnées de ¢(z) [resp. ¢(y)].
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3.2.2. Deuxiéme cas particulier. — F — R"; E estla partie de R" (m = n)
définie dans le systéme (z, y), oul & == (&4, g, Zy) représente p coordonnées
et ot y = (¥, yz) en représente (m — p), par le systéme

— 1L xy L1,
(I — 1L a1,

0L Xy + 15
S d(y, o) =1 (d désigne la distance euclidienne),

(1) Vo .

et M est défini par le systéme [(I'), (1I')], ot (I') se déduit de (I) en rajou-
tant o =~ 2g; et ou (II') est y = o.

On note /V la partie de R~ définie par (II); M x /N s'identifie canoni-
quement & une partie de Z. D’oli une application canonique

Hom’, (E, F) —Hom?%..o(M < N, F)
et, par composition avec I'application

Homlyoco(M < N, F)> f'— | x—[y—>(f'(r,y)— (&, 0))]]
e Dif" (M, Homy (N, F))
une application continue

(1 ' Homy (E, F)-— Dif" (M, Homj (N, F)).

Appelons Dif"(M, L;',,_,) espace des applications

M>z—>s(zyeLy ,_,

qui sont r-différentiables au sens suivant : pour tout A tel que 1—A_=1r,
les coefficients de la composante d’ordre & de s(«) sont fonctions (r — k)
fois contintiment différentiables de . On a alors une application canonique

(2) Dif" (M, Hom} (N, F)) — Difr (M, L%’ ,,_ ).

nym—p

L’application (2) est continue si 'on munit Dif"(M, L)', _,) de la topo-
logie suivante : topologie C"—* des applications de M dans la composante
d’ordre A de L”', _, ceci pour tout entier £ tel que 1 = A < r'. L’application

nym—p) P q PP

composée de (1) et (2) :

(3) Hom, (E, F') —Dif" (M, L} ,, _,)

est donc continue. En plus, cette application est injective, car toutes les

dérivées partielles de f le long de M peuvent se calculer, par dérivation, i
. e a9 f

partir des dérivées normales —0y—,f .

BULL. SOC. MATH. — T. 89, FAsC. 3. 21
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Lorsque 7=c0, et que 7’ est fini, on définit une section globale pour
I'application (3) en associant a tout élément de L}, la fonction polynome
dont il est le développement a 'origine. Lorsque 7 est fini, et que M est de
dimension .1, cette méthode simple de construction d’une section pour
lapplication (3) tombe en défaut. Par contre, on peut obtenir une telle section
a I'aide de la formule de prolongement de Whitney; soit («/) une « partition
de I'unité standard » (*") de Whitney sur £-M, et soit (z') la famille de points
de M associée & (u'); on associe a 'élément { 2 —s () | de Dif" (M, L}, _ )
(qui définit canoniquement un « champ W-taylorien » de classe C"), 1'é1é-
ment W, défini par

4) W@, 3) =3 ((s(@))[]) < i (2, y)

1

de HomJ; (L, F'). 1l résulte des inégalités de Whitney [cf. (2.1.1)] que la
section ainsi construite est continue. Cette section a en outre la propriété de
«ne pas trop augmenter les supports »; d'une facon précise, elle vérifie la
condition suivante :

(Q) Soit M* la partie de If définie par le systéeme [(1), (I1')]; soient M’
et M" deux sous-variétés fermées de M* telles que M" soit contenu dans
lintérieur de M', et M' dans celui de M (il s’agit d'intérieurs topologiques
de parties de M*). Il existe € > o tel que si s(x) est nul pour tout x€ M — M",

alors la restriction de Wya M*— M' < : N est Uapplication (z, y) — (z, 0).

Dans le cas ou 7’ est infini, on montrera (CERr [2]) que I'application (3) a,
au-dessus de tout point de Dif" (M, L}, _,), des sections locales continues
et conservant les supports [ ce qui est une condition plus forte que (Q)].

En résumé : dans tous les cas, Uapplication (3) est continue, surjective,
et a, au voisinage de tout point de Dif” (M, L} ,,_,) des sections locales
continues vérifiant la condition (QQ).

Il en résulte que J4y Hompy (E, F) est canoniquement homéomorphe d
Dif* (M, L}, _,) et que lapplication canonique

Hom}, (£, F) — Jy Hom’ (E, F)
a des sections locales continues au voisinage de tout point de Jij Hom} (E, I).

3.2.3. Cas général.

Choix d'un systéme de cartes locales. — Soit I* un prolongement de /¢
dans F [cf. (2.83.1)]; soit M* un prolongement de M dans E*; on suppose
que M* et E* sont deslvariétés sans bord. Comme M est fermé dans M*, on

(1) Cf. (2.1.1).
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peut trouver une famille localement finie ({J;) de cartes locales de M* (de
source /27), et, pour chaque 7, un cube K; de R” tel que les ;| K; définissent
un systéme de cartes locales cubiques de M. On munit £ d’une métrique
riemannienne adaptée & /M et au bord de F, et 'on prolonge cette métrique
a E*; on considére un tube ouvert 7%, normal & M* dans E£*; on note 7T la
partie de 7" qui est au-dessus de M. Puis on considére un tube ouvert 7',
normal & 77" dans F' (pour une métrique riemannienne arbitraire sur /7). On
prolonge chaque {; en un plongement y; de R” < R"—7 dans 7*, de maniére
que la famille (y;) soit une famille de cartes locales de 7%, compatibles avec
la fibration de 7™ sur M. Puis on prolonge, de maniére analogue, chaque y;
en un plongement ¢; de RP < R™—P > R dans T'*; chaque ¢; définit sur
son image un systéme de coordonnées locales (x, y, z), et il existe (pour
chaque i) des décompositions du type 2 = (q, 28, 2y) et y = (s, y;) telles
que, siYon note 7} la partie de ¢,(R") définie par z =o et par (I) et (II)
de (3.2.2), et M, la partie de F; définie par (I') et (II') de (3.2.2), les T
recouvrent 7 et les M, recouvrent M. Il en résulte que, dans 'intersection
des images de deux cartes ¢; et ¢;, les formules de passages des coordonnées
(z, ¥, 5) aux coordonnées (X, ¥, Z) (définies par ¢;) sont en particulier
telles que

(1) 5= équivaut & Z —=o,
(2) A" n’est fonction que de x.
Définition du fibré &'. — Clest le fibré de base M, de fibre L, _,,

défini comme suit. On considére les produits M; < L}, _,; soit ae M;nM;
on note ¢;* (@) = a;; on note 7, la translation de R* définie par a;. On pose

—1 _
T—aj® 9@, °Qi0Ta;= 02,

0, est un difféomorphisme local d'un ouvert de R", laissant fixe O;
d’aprés (1) et (2) ci-dessus, si 'on considére la décomposition canonique
Rrx Rr < R"—Px R, O, induit un difffomorphisme local v, d’'un ouvert
de R (canoniquement identifi¢ a O x R" 7 < O), laissant fixe O. On
note A, (resp. k,) I'image canonique de 0, (resp. v,) dans L} (resp. L], _,).
On identifie alors 'élément (a, s) de M;< L}, _, a I'élément (a, h,.s. k")
de M;< L ,,_,.

L'espace fibré &, ainsi défini, est muni @ priori du groupe structural
L) x< L}, _,; mais on peut réduire ce groupea L (n) < Lj,_,; a toute telle
réduction est canoniquement associée [ d’aprés (3.2.1)] une structure d’espace
fibré a fibre vectorielle sur &"; mais cette structure dépend de la facon dont
a été faite la réduction du groupe structural.

Soit 8" (&) I'espace des sections r-différentiables de & [c’est-a-dire des
sections qui sont r-différentiables au sens de (3.2.2) dans chaque systéme
de coordonnées locales]. On munit S (&) de la topologie €"; celle-ci se
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définit a I'aide des topologies des Dif" (M;, Homj (/V;, R*)) comme la topo-
logie ¢ a été définie en I, (4.3.1) & I'aide de la topologie C". Il résulte de
(3.2.2) que, pour tout tube 77, assez petit, d’ame M dans F, il existe une
application canonique continue

(3) Hom (7, F)—8"(8").

Cette application définit sur HomJ, ( 7%, ') la méme relation d’équivalence
que T'application canonique Homj, (7%, F)— Jj Hom), (75, F). Soit f, la
projection de T sur M; on sait [cf. I, (k.l) et I, (%.5.%)] que la métrique
riemannienne JNL sur F définit sur un C°-voisinage assez petit de f;, une
structure r-différentiable et continue de noyau de Hom” (7%, R)-module [ donc
de noyau de Hom” (M, R)-module]. Cette structure peut étre définie comme
suit. Pour tout a€ M, la métrique I définit canoniquement un difféomor-
phisme 0, d'un voisinage de a dans F sur un voisinage de zéro dans I'espace
B, (F) (espace tangent en @ & F'); soit g;,, le difféfomorphisme R"— %, (F)
canoniquement défini par ¢;; on pose

1—1 Ny — .
Qi;a°0a° 9i° Ty, = [Lisas

Pi;q est un difféomorphisme local de R*, conservant O. Soit /\; la fibre de 7,
au-dessus des points de M; [c’est-a-dire la partie de /2"—7 définie par le
systéme (II) de (3.2.2)]. Comme en (3.2.2), on a une application canonique
(définie ici au voisinage de f;) :

Homjy (T4, F) - Dif" (M;, Homj (N;, RY)).

Soit { @ — f.,} 'image de f’ par cette application; la structure linéaire sur
Hom}, (T, F) est définie par la famille d’applications

Homj (T, F) > f'— { a—> pi. 00 [i, o} € Dif” (M;, Homy (1V;, R*)).

Notons /;,, I'image canonique de p;,, dans L}’ ; pour tout ¢, introduisons,
dans M;>< L}, ,,_,, les nouvelles coordonnées (a, §) définies par §=1/,.s,
Mi< Ly ,,_, et M;> L}, _, étant munis de ces nouvelles coordonnées, au
point (a, §) de M;x< L} ,,_, correspond le point (@, l;.,. ko l7,.5.k3") de

M;< LY or l;,,.h,.li}, est 'image canonique, dans L), de

nym—p)
-1 — 1 !
500 900 P = 900 Gisa

c’est donc un élément de GL (n); pour la structure linéaire définie sur
$7(&") par ce mode de réduction du groupe structural, l'application (3)
est linéaire.

Soient alors, pour tout ¢, M;, M; et M, définis [ dans le systéme de coor-
données (z, y, z)] comme M*, M' et M" dans I’énoncé de la propriété (Q)
de (3.2.2)]; on choisit les M, de facon que leurs intérieurs recouvrent M.

Soit (p;) une partition différentiable de 1'unité sur M, subordonnée au
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recouvrement (). Soit s’ un élément de S7(&"); posons, pour s” assez
voisin de s', et pour tout { : u;s"=s;;s; s'identifie canoniquement & un
élément de Dif"(M;, L), _,) a support dans M. D’apreés (3.2.2) il existe
un nombre ¢; positif, tel qu'on puisse associer contintiment a s; un élément
fi de Hom%, (7:,(M;, E), F) a « support » dans M;; soit 2’ une fonction
strictement positive de classe C* sur M, majorée sur tout M, par ¢;; alors f
définit canoniquement un élément (encore noté f;') de Homy (7%, F), a
« support » dans M;. 1l existe un voisinage ¥ de s' dans S (&) et une

. -, - Q . P
fonction 7" =27 telle que la somme Zfl"] T, soit définie pour s €?7; cette
i
somme est un élément de Hom, (7)., F'), qu’on note f”; soit p un difféomor-
phisme de 77, sur 7%, fourni par le lemme 3.1.2; f"op est un élément de
Hom’; (7%, F') qui dépend contindiment de s” pour s"€?; f"o p coincide avec
J" au voisinage de M; et il résulte de la linéarité de I'application canonique

Hom%, (T, F)— 8" (&)

que I'image de /" dans $" (&) est s'.
On en déduit, comme en (3.2.1) et (3.2.2) :
L’application canonique

Jh Homy (T4, F) — 8" (&)
est un homéomorphisme, et Uapplication canonique
Homp (7%, F)— Jy Hom), (Th, F)
a des sections locales continues auvoisinage de tout point de Jy Hom) (T, F).

3.3. Jets (le long de I’ame) des plongements d’un tube dans une variété.

Les hypothéses sur I, ', M, I, r et ' sont celles de (3.2), a ceci prés
que F est maintenant une variété arbitraire. Le lemme 3.3.1 est indépendant
de ce qui précéde; il est utilisé pour démontrer le lemme 2 de (3.3.2). En
(3.3.2) on se rameéne (grace & un prolongement de F) a 'étude de certains
sous-espaces des espaces considérés en (3.2.3) dans le cas ou F était sans
bord. Le principal résultat du paragraphe est la proposition %, énoncée en
(3.3.3) et dont la démonstration [& partir des lemmes 1 et 2de (3.3.2)] est
immédiate.

3.3.1. Lemug. — Soit f'eHom} (T, F; f); si, pour tout z€M, la
restriction de f' d un voisinage asses petit de x dans I est un plongement,
alors il existe }' (fonction réelle de classe C*, définie sur M, strictement
positive et plus petite que 2) tel que f'| Ty, soit un plongement.

DimonsTrATION. — Soient (U;) et (V;) deux recouvrements localement
finis de M dépendant du méme ensemble d’indices, tels que les U; et les V;
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soient des ouverts relativement compacts, et que, pour tout i, V;c U,. On
choisit en plus (U;) assez fin pour que, pour toute fonction A’ assez petite au
sens C°, la condition suivante soit remplie :

(1) S Ty (U, E)  est un plongement quel que soit 7.

11 suffit alors d’aprés I, (1.3.2), propriété 1, de montrer ceci : si A’ est
assez petit au sens C°, f’ induit un homéomorphisme de 75, sur son image.

Munissons F d’une distance d, et appliquons le lemme 1.2 (avec M dans
le réle de F£); soit £ la fonction fournie par ce lemme. Pour tout ze€ M,
notons p(z) le diamétre de 'image par f' du tube 7. (M, E; {z}); si la
condition suivante est remplie :

(2) ple)ZE(x) pour tout x € M,

alors on a pour tout ¢ [avec une notation de (1.2)]:
a(f (T (Vi ), f'(To (M — Uy E))) > d(B(Vy, £), B(E— U, £))

etle nombre de droite est strictement positif d’aprés le lemme 1.2. On choisit
A" assez petit au sens C° pour que (1) et (2) soient vérifiés; la démonstration
s’achéve comme celle de la proposition 1 de (1.2).

3.3.2. Choiz d'un systéme de cartes locales. — Soit F* un prolongement
de F [cf. 1, (3.1.1)]; soient £* un prolongement de E dans F* et M* un
prolongement de M dans £*. On considére un systéme (¢;) de cartes locales
de F*, obtenu par le procédé du début de (3.2.3) (appliqué avec F* dans le
role de F, et pour une métrique riemannienne sur F* obtenue par prolon-
gement d’une métrique de ', adaptée au bord de F et & ). Pour chaque o;,
il existe alors des décompositions @ = (za, 28, Xy, z); ¥ = (¥&s Y5 ¥n) €t
5= (&, 3v) telles que les équations locales de /" soient

Lg=x 0,
(1II) Ya=>0,
Zy > 0.

Les équations de 7’;et M;[notations de (3.2.3)] s’expriment de la méme facon

qu’en (3.2.3), & ceci prés qu'il faut rajouter, a chaque fois, le systéme (III).

Résumé de la situation. — D’aprés (3.2), 'espace Ji Homp (75, F'*) est
canoniquement homéomorphe & un certain espace $* de sections d’un fibré a
fibre vectorielle. On a le diagramme commutatif suivant :

Pl (T, F5 f) 2 Jii Pl (T4, F; f)
iy J1
Hom} (T, F; f) —A2—> w Homly (1, I7; f)
iy J2

Homy (T, F*) — Ty Hom'y (T4, F*) ~ 8"
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Toutes les applications de ce diagramme sont continues; @, i, et j; sont
des applications d’inclusion topologique; ;. est injective; A, et /A, sont
surjectives; k; est I'application canonique d’un espace sur un espace quotient.
On rappelle en plus que I'image de 7, est un ouvert [¢f. (1.2), proposition 1].

On note J, (resp. J.) 'image de j, (resp. j.) dans $*. On rappelle qu’a
tout élément s de $* et a toute carte locale o; est associée canoniquement une
application M;> x — s (), ou s () est un systéme de n polynémes d’ordre 7
en y; ces polyndmes ou « composantes de s () » sontnotés s, (x), ..., s,(x).

Lemme 1. — Tout élément s de J. vérifie dans toute carte locale les
conditions suivanles :

(1) pour toute composante x, de xx, s,(x) est identiquement nul pour
tout x tel que x,— o,
2) pour toute composante y, de y,, s,(x) est, quel que soit x, divisible
P P X Yo y quer g )
par ye;
(3) pour toute composante s, de z,, s, (x) est, quel que soit x, identi-
quement nul.

Si, en plus, s est dans ¥4, alors les conditions suivantes sont vérifiées dans
toute carte locale -

(4) s(x) est de rang maximal | ¢’ est-a-dire (m — p)) pour tout x€ M;

(5) ds(;—)(/r) [0] > o pour tout x€ M; et pour tout ¢ tel qu’en (2).

DimonsTRATION. — Soit f' € Hom’, (7%, F*); on se place dans un systéme de
coordonnées locales, et on note .1y, . (x, ¥), etc., ou encore (Ko (2)).y
les coordonnées du point f'. (2, ¥); on note s 'image canonique de f’ dans ™.

Cas ou f'eHom} (T, F; f). — Supposons que, pour un certain z tel
que z,— o0, le polynome s,(x) ne soit pas nul; alors 1, » (x) prendrait une
valeur non nulle en un point au moins de la fibre de T située au-dessus de x;
la relation d’incidence { ,,= o }, vérifiée sur cette fibre, ne serait pas conservée
par f'; ceci est impossible, d’ou (1). De maniére analogue, la conservation de
la relation d’incidence {y,=—o} [resp. { s,=o0}] entraine (2) [resp. (3)]‘.
On notera que (2) entraine en particulier :

(6) %)_(_r_) [o]=0 pour tout ¢' £ ¢.

Cas ou f'€Ply (Ty, F; f). — Alors f’ est de rang maximal en tout point;
d’autre part, le fait que f’ induise I'identité sur M entraine que la matrice
X,
0z

Soit y, une composante de )y ; supposons que pour un cerlain a, on ait
dsy ()

dy,

.(z, 0) est la matrice unité pour tout z€ M; d’'ou (4).

[o] = 0; la transversalité de f’' au bord de /" en (2, 0) [¢f. (1.1.2)]
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ne peut alors étre réalisée que si ¥, est nul au voisinage de (z, o), et ceci
est en contradiction avec le fait que f’ ait mémes relations d’incidence que f;
ds, (& e .
donc la valeur en o de ——(;}(—)— est différente de o pour tout x; si cette valeur
v
était négative, ¥, , prendrait une valeur négative en un pointau moins de 75,
de sorte que I'image de f” ne serait pas contenue dans F'; ceci est impossible,
d’ou (5).
Lemve 2. — Sur la partie S de s définie par les conditions (1), (2),
(3), (4) et (5) du lemme 1, il existe, au voisinage de tout point, une section
locale continue a valeurs dans Ply (T, F; f).

DiMONSTRATION. — Soit 8’ € 5*; soit 2 un voisinage de s’ dans 5*; on note
“:’; I'espacedes restrictionsa M;des élémentss” de %. La famille de fonctions (1)
étant définie comme en (3.2.3), on pose p;s"=—s;. Soit f; 'élément de
Hom’, (M; < & V;, F*) associé a s; par la méthode de (3.2.3) (utili-
sation d’une section de Whitney); on définit comme suit I'élément f" de
HomY; (M; =< =;IV;, F'*) : toutes les composantes ( notées /f"a;xg, etc.) def';-” sont
égales aux composantes correspondantes de f; (notées /I"a;.yir, etc.), sauf pour
les coordonnées du type x, (composantes de x); pour celles-ci on pose

(7) *fu;S’,-"('rw y)=Xu o (2, y) — Xyt (0u-2, y),

ol u,.x est la projection de x sur { x,=— o }. On définit bien ainsi, au-dessus

deV; (supposé assez petit), une section continue pour I'application canonique

llomﬁ"li(M[X E[Ni, F*) -—)le’(M“ L

n,m—p)
[car, d’une part, /f’,l;sg.(;z?, 0) = &,; et d'autre part, d’aprés la condition (1)
du lemme 1, toutes les dérivées d’ordre = 7' de A .. (w,.2, y) par rapport

a y sont nulles sur M;; de sorte que f/ a méme jet le long de M, que f].
D’autre part, cette section vérifie la condition (Q) de (3.2.3). Il en résulte

~

[ef. (3.2.3)] qu’il existe (si ) est assez petit) un tube 7%, tel que pour s’ e,
" Yy
la somme f _Zf‘

i

7). soit définie; /~'" est un élément de Hom}, (7., F'*);

Papplication s"—> /" est une section continue au-dessus de 2’ pour 'application
canonique A : _
Hom, (714,, F*) — .

On note en particulier f’ I'image de s’ par cette section; pour chaque
systéme de coordonnées locales, on note Ay, etc., les composantes de f”.

Ceci posé, la démonstration se fait en deux étapes :

(a) Il existe 1" =1 tel que, si ¥V est asses petit, f'| Ty, soit, pour tout
s' €, un élément de Hom}, (1%, I; f).
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Il faut vérifier dans tout systéme de coordonnées locales que, pour tout
(2, )€ T, et pour toute composante z, de =z, ./Igu;s.,.(x, ¥) est nul
(resp. >o0), si et seulement si x, est nul (resp. > o). La méme propriété
est & vérifier pour les ¥,., (pour toute composante y, de y,) et pour les
Z,.s (pour toute composante s, de z,). Pour les Z,,, il n’y a pas de
difficulté : d’aprés la condition (3) dulemme 1, on peut les prendre tous nuls
(il est inutile pour eux d’utiliser une section de Whitney).

De (7) résulte que, pour tout ¢, /fvu;.v'i' est nul pour z,=—o0; il en est donc
de méme de /f,,;s,,. Soit, pour tout 7, M, un cube fermé contenu dans l'inté-
vieur de M;; on suppose les M, choisis de facon que (M) soit un recou-
vrement de M. Soit x€ M/ ; si z, est > o0 en x, il en est de méme de fu;s,,
(puisque en ce point I, = 2,); il existe donc un voisinage W, de x dans £
tel que si Q; est assez petit, alors fu; s est > o sur IV,. Supposons maintenant

que z, soitnul en 2; on a vu qu’alors X, ;» est nul en ; mais puisque f” laisse

~

fixe tout point de M, = “* est égal & 1 en tout point de M;; il existe donc
xll

.. , .o~ . 0X, .«
un voisinage W, de z dans E tel que, si ?; est assez petit, alors ——*

. oxy
> o sur W,; si'on a pris pour W, un cube d’arétes paralléles aux axes de
; pris p

est

coordonnées, alors /f’u;s" est > o sur W,nx,> o0}.De sorte que, si Q; est
assez petit, il existe ¢; > o tel que /I‘;,,;s" soit > o en tout point de M; X &; /V;
tel que z, soit > o. Donc, si 2" est tel que, pour tout 7 : 1| M; <¢], alors
il existe 2 tel que, pour touts” € ‘f’, /f’”; o $0it > o sur 7%, dés que z, est > o.

La nullité de ¥,..,, pour y,=— o résulte immédiatement de la condition (2)
du lemme 1, et de la formule de Whitney [¢f. (3.2.2), formule (4)]. D’aprés
la condition (5) du lemme 1 et d’aprés (6) ci-dessus, pour tout z€ M/,
()(1))‘/05 est > o0 en 2, et toutes les autres dérivées partielles d’ordre 1 de 17‘,;3,,

sont nulles en «x; il en résulte que, si 7 est assez petit, il existe un voisinage

~ ~
a

W, de x dans E tel que, pour s" €<, ¥, soit > o sur W, dés que y, est
> 0; on continue comme ci-dessus.

(b) Fin de la démonstration. — D’aprés la condition (4) du lemme 1,
tout /7 est de rang maximal en tout point de M ; et d’aprés la condition (5)f7’ est,
en tout point de M, transversal au bord de F. Ceci est vrai, en particulier
pour f’, donc, d’aprés le lemme 3.3.1, il existe 1" < 2" tel que f’l T~ soit
un plongement; mais alors, puisque f” dépend contintiment de s”, il résulte
de la proposition 1 [¢f. (1.2)], que si ¥ est assez petit, /7| T~ est un plon-
gement pour tout s'€®. Comme en (3.2.3), on se raméne a laide du
lemme 3.1.2 au cas o 2" =1.
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3.3.3. Prorosimion k. — Soient F une variété, I une sous-variété de F,
M une sous-variété fermée de codimension > o de E soit f Uinjection de I
dans I'; on note T4 le tube de « rayon » ). normal a M dans E (munie
d'une métrique riemannienne adaptée). Soit F* un prolongement de F.

1° J5 Hom; (1), F*) est canoniquement homéomorphe a un espace 'S*
de sections d’un fibré a fibre vectorielle.
2° L’image canonique ¥, de Jy Py (Th, F; f) dans $* est caractérisée
par les conditions (1) a (5) du lemme 1 de (3.3.2).
30 Soit Q l'espace topologique quotient de Ply (T, F'; f) par la relation
d équivalence définie par Uapplication canonique
ko Ply(Th, F; f)—Jy Py (T, F; f).

Les espaces ¥, Q et Ji; Ply (T, F; f) sont canoniquement homéomorphes.
4° L’application k, a des sections locales continues au voisinage de tout
point de J; Py (T4, F; f).
50 Jy Pl (T4, F; f) est ouvert dans Jy Homy (T4, F; f).
DemonstraTiON. — Le 1° estle rappel d’un résultat de (3.2.3). Le 2 résulte
immédiatement des lemmes 1 et 2 de (3.3.2).

DemonsTraTION DU 3°. — L’application k; se factorise par I'intermédiaire
de Q; on a donc le diagramme commutatif d’applications canoniques continues
Plﬁ‘l( T‘M F7 f)
RN
v N\
les deux applications de la deuxiéme ligne sont bijectives; d’apreés le lemme 2

de (3.3.2) elles sont en plus ouvertes, ce sont donc des homéomorphismes.
Le 4° résulte immédiatement du 3° et du lemme 2 de (3.3.2).

N
>Iu Py (T, Fy f)—> o

DeMonsTrATION DU 5°. — Il suffit de montrer que J, est ouvert dans I'image
canonique ¥, de Jj Hom}; (T4, F'; f) dans $*; d’aprés le 2°, cela revient a
montrer que si s est un élément de S* qui vérifie les conditions (1) a (5) du
lemme 1 de (3.3.2), tout s'€ J, qui est assez voisin de s les vérifie encore;
or, d’une part, d’aprés le lemme 1 de (3.3.2), s’ vérifie les conditions (1),
(2) et (3); et d’autre part, les parties de S* sur lesquelles sont respectivement
vérifiées les conditions (4) et (5) sont des ouverts de S*.

3.4. Deuxiéme théoréme d’isotopie et de prolongement; deuxiéme
théoréme de fibration.

3.4.1. Opérations des groupes d'isotopies dans les espaces de jets. —
Soient 7 et 7' deux entiers tels que 17" r. Soient F une variété, F une
r-sous-variété de F, M une r-sous-variété de E. Soit I' un groupe de r-iso-
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topies de F [c¢f. (1.5)]; on sait que s1l’on munit I' de la topologie ¢ des
applications de 7 < F dans F, alors I' opére & gauche continiment dans
Homj (£, F) (muni de la topologie ¢"). Ces opérations sont compatibles
avec l'application canonique

(1) Hom} (E, F)— Jy Hom (E, F),

or d'apres le lemme 3.1.1, J4 Hom); (£, F) s’identifie au quotient de

Hom7 (E, F) par la relation d’équivalence définie par (1); donc, par passage

au quotient, I opére & gauche contintiment dans Jj; Hom}, (£, F'). D'autre part,

Ply (E, F'; f) est stable pour les opérations de I dans Hom},; (£, F') [notation

définie en (1.1.1)]; donc Ji Pl (E, F; f) est stable pour les opérations

de T dans Jy Hom} (Z, F). Donc I opére a gauche continiment dans
W Pl (E, F; f).

3.4.2. TukorEME 6 (« Deuxiéme théoréme d'isotopie et de prolonge-
ment »). — Solent r et r' deux entiers tels que 1 = r' Zr. Soient E et F
deux variétés et f un r-plongement de E dans F; soit M une r-sous-variété
fermée de codimension positive de E; soit V un voisinage de f(M) dans F.
On note j le r'~jet de f le long de M; on note I' le groupe des r-isotopies
de F qui induisent Uidentité sur (F— V)Uf(M); on note Ply(E, F; f)
Uespace des r-plongements de E dans F qui coincident avec f sur M et qui
ont mémes relations d'incidence que f.

1l existe un voisinage ¥ de j dans Jy Pl (E, F; f) tel que lapplication

canonique

Y: Ioy—>y.jetyPly(E, F; f)
admette au-dessus de V une section continue s telle que s(j) =e.

DEMONSTRATION. — On peut se borner au cas ou f est de classe C*; on
identifie alors £ & son image par f. On munit £ d’une métrique riemannienne
adaptée; soit 7" un tube normal & M dans E, contenu dans V. On a le dia-
gramme commutatif suivant (ou toutes les applications sont canoniques) :

\ I PY(E, Ff)
] 3

Pls(T, F; f| T)—=> J5 Pl (T, F; f| T

D’apres le 4° de la proposition & [¢f. (3.3.3)], Vapplication J admet au
voisinage de o.j une section continue s, telle que s, (a.j) = f| 7. D’aprés le
corollaire 1 du théoréme 5 [cf. (2.2.2)], Vapplication ¢ admet au voisinage
de f| T une section continue s, telle que s, (f| T) = e. L’application s;0 s, 0 «
est définie au voisinage de f dans JY; Ply; (E, F; f). Posons sy0 5,0 ¢ =s. On
a biens(j) =e; et s est une section pour Y puisque I'application « est injec-

tive [¢f. (3.1.2)].
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CoRrOLLARE 1. — Soient r, r', F, E, M, f comme au théoréme 6. Soit I une
-r-sous-variété fermée de E telle que Hn M soit une sous-variété de H.

1° L'application canonique
(3) P (E, F; f) —~ Juaw Plagu (H, F; f| )

est une fibration localement triviale.

2° Sien plus H contient un tube normal a M dans E, alors J Py, (K, F; f)
s'identifie canoniquement a un sous-espace; ouvert et fermé de

JuPly(H, F; f| H).

30 JuPly(E, F; f) est ouvert dans J5yyHomYy (E, F; f).

Cas particulier du 1° (« Deuxiéme théoréme de [fibration »). —
L’application canonique

Pl (E, Fs f)— J5 Pl (E, F: f)

est une fibration topologique localement triviale.

Démonstration du corollaire.

1° Soit I' le groupe de toutes les r-isotopies de F induisant l'identité
sur M. Soit j' € Jiznu Pliau (H, F; f| H), et soit f'€Plynu(H, F; f| H)
tel que ;' soit le 7'~jet de f' le long de Hn M. D’aprés le théoréme 6 (appliqué
avec /1, INM et f' dans les roles respectifs de £, M et f), application
canonique I's~y—~.j'€Jiyau Pliyan(H, F; f| ) a une section continue
au voisinage de ;. Comme ceci a lieu pour tout j' € Jynu Plinu(H, F; f| ) ;
comme d’autre partI opére dans Py, (£, F'; f) etdans Jijny Plignu (M, F; f| H)
de maniére compatible avec I'application continue (3), le 1° résulte du 2° du
lemme 2 de (0.%.4).

2° L’hypothése supplémentaire faite sur // entraine que l'application
canonique

S PU(E, Fy fy—JyPly(H, F; f| H)

est injective; le 20 résulte alors du 1°.

30 Le 2° est vrai, en particulier lorsque // est un tube normal 4 M/ dans £';
or dans ce cas Jy P15y (H, F; f| H) est ouvert dans Jy Hom}, (H, F; f| H)
d’aprés le 3° de la proposition & [¢f. 3.3.3)]. D’ou le 3°.

CoroLLAIRE 2. — Soient r, r', F, E, M, f, V, T comme au théoréme 6.
On suppose en plus M compact. Les classes d'équivalence définies par les
opérations de I dans J3 Ply (E, F; f) sont alors les composantes connexes
de cet espace (en particulier elles sont indépendantes de V). En plus elles
sont connexes par arcs.
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DimoNsTRATION. — Ces classes d’équivalence sont ouvertes d’aprés le théo-
réme 6; elles sont donc fermées. On va montrer qu’elles sont connexes (et
méme connexes par arcs). Soit YE€T, et soient j et j/ deux éléments de
Jiu Ply(E, F; f) tels que y.j=,'. Soit T un tube normal & M dans E;
d’aprés le 2° du corollaire 1, pour montrer que le chemin

IDt—>~v,.jeyPly(E, F; f)

est continu, il suffit de montrer que son image dans Ji; Pl (7, I7; f| T') est
un chemin continu; or 7 est compact, donc d’aprés la propriété 3 de I,
(&.3.k), v détermine un chemin continu dans Plj (7, F': f| T); I'image
de ce chemin dans J%; Pl} (T, F; f| T) est un chemin continu.

3.4.3. Généralisation du théoréme 6 « des espaces de plongements
n'ayant pas méme restriction @ M. — Soient ', r, F, E, M, f, j, Vet T
comme dans I’énoncé du théoréme 6; soit I' le groupe des r-isotopies de F
qui induisent I'identité sur (/" — V'); le groupe I opére contintiment dans
Jyu P (L, F; f) et dans PI"(M, F'; f| M) de facon compatible avec I'appli-
cation canonique (continue) du premier espace dans le second; or, d’aprés
le théoréme 5, PI"(M, I'; f| M) est localement rétractile sur I7| .} par les
opérations de I"; il résulte donc du 1° du lemme 2 de (0.5.%) que
Jy PV (E, F; f) est, en j, localement rétractile sur J4; P15, (£, F'; f) par les
opérations de I'; il résulte donc du théoréme 6 et du lemme 1 de (0.%.%) :

TukoriME 6'. — Soient r', r, F, E, f, j, V, I', " ci-dessus dé finis. 1l existe
un voisinage V de j dans Jy Pl (E, F, f) et une application continue

D\')B'/'/_} .“/(j/)el‘l

telle que

(1) TS =0

(2) JeVNSy Py (L, F; f) entraine v(j)el,
(3) v(j)y=¢e (isotopie identique de I).

On en déduit [comme en (3.4.2)] le
COROLLAIRE.
1° L'application canonique
PI'(E, F; [)—>JyPl'(E, F; f)
est une fibration topologique localement triviale.
20 Jy Pl (E, F; f) est ouvert dans Jy Hom" (E, F; f).
3.h.h. Compléments.

TukorkMe 6'. — Solent r, v/, E, F, f, M, j comme au théoréme 6'. Soit
en plus, M' un fermé de M. Soit L un tube local normal a M dans E,
d'adme M'. On note Pl;l,JZ(E, F, f) le sous-espace de Py (E, F: [) formé

des plongements qui sont r-tangents c f en tout point de L.
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1° Les espaces Jiy; Pl;l;J',;(E’ F; f)et Jyu Py (L, F; f) sont canonique-
ment isomorphes au sous-espace J(E) de Jy Ply (E, F; f) formé des jets
qui ont méme image que j dans J, P15 (E, F; f).

2° 1l existe un voisinage ¥ de j dans J (E) tel que lapplication cano-
nique

b Ty I(E)

admette au-dessus de V une section continue s telle que s(j) = e.

DinonsTraTION, — On a la suite d’applications canoniques
Ty (F) = J5i Plyy (B, F3 f)— 5 Pligo (B, F5 )= 3 ().

M;J ’L

Les deux applications de droite sont des injections topologiques; donc le
2° entraine le 1°. [Car on aura une propriété analogue au 2° au voisinage de
tout point ;' de J (£) pour I'application

I“/“l;./’l;(F) v —= './., e j(E)]

Démontrons le 2°. Il existe, par définition de L, un voisinage V de ¥
dans £ et une métrique riemannienne sur V' définissant une projection ortho-
gonale pr de but  telle que

(1) VAL =pr="(M).

Soient M* un prolongement de M dans V et M™ un M-prolongement
de M' dans M*. Soient 7"* un tube normal & M* dans V, et 7", 7", T" les
parties de 7" qui sont respectivement au-dessus de M, M', M'". Soit T le
tube d’ame M et de rayon moitié de celui de 7’; soit de méme 7.

T* est un prolongement de T dans £, et 7' est un f—prolongement
de 7" dans 7™; or, d’aprés (1) : T"*nLcT'cT"™. Donc

(2) L est contenu dans un 7’-p1‘olongement de 7" dans £.

Soit 3(7') le sous-espace de J'; Pl_’,’,(’j’, I f‘ 7’) formé des jets qui
ont méme image dans J5. Pl (7, F; f| ') que le jet de | 7. On a le dia-
gramme commutatif d’applications canoniques

L () =3 ()
Is
r nl 7 . %
pl"[;JZ(L’ [ b) .f)

| ¥

v
PII;I;J%’ < T, r; fi 71) > 2‘( T)
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L’application J admet an voisinage de a.; une section continue s, telle que
si(a.)) :fl T (**). D’aprés (2) et le corollaire 2 du théoréme 5’ [cf. 2.h.1)],
Papplication ¢’ admetau voisinage de f| 7" une section continue s, telle que
si<f| T) = f. D’aprés le théoréme ', I'application ¢ admet au voisinage de f
une section continue s; telle que s,(f)=e. On pose (au voisinage de j) :
530 8,08 0a=s. On termine comme pour la démonstration du théoréme 6

[cf. (3.h.2)].

CoroLLAIRE (Complément au deuxiéme théoréme de fibration). — Soient
I’ une variété, E une sous-variété de I, M une sous-variété fermée de codi-
mension posttive de I. Soient r et r' deux entiers tels que 1 =Zr'=r. On
note f linjection de E dans F.

Soit L un tube local normal « M dans E, dont I'ime est un fermé de M.
Les applications canoniques

v Plior(E, F; f)— J5 PlygL(E, F: f),
i Pl (B, F; f)—~JiPly (B, F: f)

sont des fibrations topologiques localement triviales.

DimonsTrATION. — Montrons-le par exemple pour y. Le groupe I'f;y. ()
opére dans Pl (&, F; f) et dans Ji Pl (£, F'; f) de facon compatible
avec y. Or le groupe I‘;"I,J,I;(F) est un sous-groupe de I'};y.(F); le corollaire

résulte donc immédiatement du théoréme 6” et du 2° du lemme 2 de (0.5.%).

k. Théoréme d’isotopie locale. Applications.

lt.1. Préliminaires.

h.1.1. Dilatations. — Soit F une variété, soit M une sous-variété de
codimension > o de £'; soit J1L une métrique riemannienne définie sur £ au
voisinage de M, adaptée au bord de E et a M; soit pr la projection orthogo-
nale de £ sur M, définie au voisinage de M. Soit = un point de F assez
voisin de M et n’appartenant pas & M; pour € R, (et assez petit) on note
p.z le point de la géodésique normale a M issue de «, défini par

d(oj.z, M)y=1t.d(xz, M)

(d désignant la distance géodésique). Soit p. une fonction de classe €=,
définie sur M et & valeurs dans )o, oo (; lorsqu’il est défini, le point py(.. 2
se note py.x. L'application oy, définie au voisinage de £, est appelée dilata-
tion de rapport p., d’axe M, dans /' (muni de OI).

(%) Cela résulte d'un complément au 3° de la proposition 4 [¢f. (3.3.3)]; ce complé-
ment est analogue & celui du lemme de prolongement [cf. lemme 1 de (2.4.2)]; sa
démonstration se fait & 'aide du lemme 2 de (2.4.2).
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Soit 7% un tube normal & M dans E; si 7 est assez petit (i. e., si A est
assez petit au sens €°), py. induit un difféomorphisme de 7% sur 7%y. En par-
ticulier, si 2 <1, py est défini sur tout tube 7%.

. 1.2. Tubes F-intérieurs. — On suppose maintenant donnée une variété I,
une sous-variété fermée I de F' et une sous-variété fermée M de E. de codi-

mension >>o0; Ol est une métrique riemannienne sur /, adaptée au bord
de Feta M.

Lemme. — Soit T3 un tube normal a M dans E. Il y « équivalence entre
les trois propriétés suivantes :

(a) Pour tout prolongement I* de E dans F [cf. (2.3.1)], et pour toute
métrique M, adaptée au bord de E*, prolongeant O a E*, il existe un
tube TA normal a M dans E*, tel que A (x) >} (x) pour tout x€ L.

(b) Pour toute fonction p. définie sur M, a valeurs dans )o, 1), de
classe C=, la dilatation p, | Ty a mémes relations d’incidence (en tant
qu’application de T dans F) que U'injection de T) dans F.

(¢) Pour tout p. comme en (b), il existe une isotopie de F' qui induise
sur T, la dilatation py.

DeriviTion. — Un tube T, normal & M dans £, qui vérifie 'une des trois
conditions équivalentes ci-dessus, est dit F-intérieur.

D’aprés (a) et (¢), on a immédiatement le

CoROLLAIRE. — Tout tube normal a M dans E, suffisamment petit, est
Fintérieur. Soient Th, et Ty, deux tubes F-intérieurs; la dilatation py.p. | T,
(qui envoie Th sur Th/) peut se prolonger en une isotopie de F.

DEMoNSTRATION DU LEMME. — Il est clair que (c) entraine (b).

(b) entraine (a). — Soit D la « surface latérale » de 7%, c’est-a-dire
Pensemble des points & de 7% qui vérifient d(a, M) =1 (pr.a); sim est la
dimension de E, D est de dimension (m — 1). Il existe donc, pour toutw€ D,
un systéme de coordonnées locales (zi, ..., x,_1, y) d'origine a dans £*,
telles que y — o sur D et y =~ o sur 75. D’aprés I'’hypoth¢se, y ne peut étre
astreint a4 aucune inégalité au voisinage de @ dans J7; E étant dans l'intérieur
relatif de £*, il en résulte qu’au voisinage de a dans I*, y n’est astreint a
aucune inégalité. Par hypothése, J1* est adapté au bord de L£*; et d'autre
part, 1" est adaptéa D (car il en est ainsi de IR, que INU* prolonge); tout
voisinage ouvert assez petit V' de @ dans D admet donc (pour la métrique I1U%)
un tube normal difffomorphe & V' < [— 1, + 1]; or les géodésiques normales
a M issues des points de D sont normales a D; il existe donc : > o tel que
les géodésiques normales a M issues des points de J puissent étre prolongées
d’une longueur ¢ hors de 7 ; d’ou ()

(a) entraine (c). — Soit £* un prolongement de E dans F', et soit on*
une métrique riemannienne adaptée au bord de Z* et prolongeant I [il
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existe une telle métrique d’aprés le théoréme 3, cf. I, (3.3.2)]; soit IL* un
prolongement de A dans ££*. Soit A comme en (a) et p. comme en (b); on
peut se borner au cas ou p est a valeurs dans )o, 1( (le cas général s’y
rameéne : on compose, si nécessaire, deux isotopies). Soit A* (resp. A*,
resp. (+*) un prolongement de A (resp. A, resp. 1£); en remplacant éventuel-
lement M* par un prolongement plus petit, on peut supposer que les tubes 75«
et T'A~ (normaux & M* dans E*) existent, que A*(x) > A*(x) pour tout
x €™, et que ;1" est a valeurs dans Jo, 1). Soient (U)) et (U; ) (i=1,2,...)
deux suites localement finies dans F d’ouverts relativement compacts
de M; on suppose que M est contenu dans la réunion des U;, et que, pour
tout 7, U, est contenu dans l'intérieur relatif (par rapport a F) de Uj;
soit (v;) une famille de fonctions de classe C* sur M*, a valeurs dans [o, 1],

telle que v; soit a support dans U; et que Z v;(x) =1 pour tout z€ M ; on
i
pose pour tout ¢ :
([J‘*)Vi: Pis
on a alors

Ilyi(x):p(x) pour tout z € M

b4

il en résulte que le « composé localement fini » (et d’ailleurs commutatif)
OPui défini sur 7%, coincide sur 77 avec py. Soit V; I'image réciproque
i

de U; par la projection de Z'Ax sur M*; on suppose U; assez petit pour que V;
soit un fibré trivial; soient (x, y) des coordonnées dans V;, compatibles
avec la fibration. On prolonge py, en une isotopie y; de £*, qui induit I'iden-
tité sur (E£*— V), en posant pour (z, y)€ Vet t€fo, 1] :

Yie (2, ) = (@, (1+ £ (pe(2) — )0 (| [))y)

[|y]| désigne la distance géodésique de (z, y) a M; w, est la fonction
), Ax), OU la notation &, désigne, pour tout couple de nombres tel que
0 << a<C b, une fonction réelle de classe C=, égale a 1 sur [0, 2], a4 o sur
(b, o (, et décroissante sur [«, b]; on suppose en plus que &, 5 dépend diffé-
rentiablement du couple (@, b); une telle famille s’obtient en transformant
linéairement la fonction y de 7, (4.2)].

Soit ON' une métrique riemannienne sur F, adaptée a £*; soit 7" un tube
normal & £* dans F'; soit pr’ la projection orthogonale de 7" sur £ soit W,
I'image réciproque de V; par pr'. Siles U; ont été choisis assez petits, W, est
un fibré trivial (de base V;), et v; peut se prolonger en une isotopie de
(encore notée 7;), a support dans W, par le procédé de (2.4.%), formule ().
L’isotopie 7; ainsi construite laisse propr’ invariant; comme en plus la
suite (U;) est localement finie dans F, le « composé localement fini »
b :O*ﬁ est défini, et est une isotopie de F'; cette isotopie induit py sur 7%.

7

BULL. SOC. MATH. — T. 89, FAsc. 3. 22



324 J. CERF.

h.1.3. Tubes F-géodésiques. — Soient I, [ ct M comme en (&.1.2);
on note f l'injection de £ dans F. Soit It une métrique riemannienne sur F,
adaptée au bord de F' et 4 £, et qui induise sur /" une métrique adaptée au
bord de £ et a M; il résulte du corollaire 2 du théoréme 3 [¢f. 1, (3.3.2)]
qu’une telle métrique existe, et qu’elle est adaptée i #. On munit £ de la
métrique induite par J; soit 77 un tube normal & M dans F. 1l existe un
difféomorphisme canonique de 7" sur un voisinage " de la section nulle dans
I'espace normal & M dans /. Or W s’identifie & une sous-variété de I'espace
normal & M dans F'; il existe donc (si 7’ est assez petit) un difféomorphisme
canonique de I sur une sous-variété de /7, notée L. Il existe done un difféo-
morphisme canonique de 7" sur L, on le note /; L s'appelle le tube géodé-
sique (sous-entendu : F-géodésique) associé a 7. En tant qu'application de 7’
dans /', [ a méme jet d'ordre 1 le long de M et (si 7 est assez pelil) mémes
relations d’incidence que I'injection [ 7.

%.2. Le théoréme d’isotopie locale.

(%.2.1). — Solent F une variété, /& une sous-variélé fermée de [,
fVinjection de £ dans F, M une sous-variété fermée de /£, OIL une métrique
riemannienne sur I, adaptée a JF et & I, et induisant sur /7 une métrique
adaptée a 9 et & M; on munit /7 de la métrique induite par L.

Soit 7 un entier < 1; on nole l’l’J’}u(E, F'; f)le sous-espace de Ply (&, F'; f).
formé des plongements qui ont méme jet d’ordre 1 le long de M que 7.

Soit p.€ Hom= (M, Jo, 1) ); on note py. et oy les dilatations de rapport .,
d'axe M, de I et F respectivement [elles sont définies au voisinage de M ;
cf b.1.1)].

Soit /' €Ply (£, F; [); soit T un tube normal & M dans L5 lorsqu’elle est
définie, I'application o' o f’0 (py | T') se note fy | 7'

ProrosiTiox 5. -— Avec les hypothéses et notations ci-dessus, soit K une
purtie compacte de Pl;;l([i‘, F; 1.

10 Si T est asses petit, fu | T est défini pour tout f'€I et pour tout
wvellom= (M, Jo, 1)) et est un élément de I’l’J"lu( T, F; fIT); lapplication

K < Hom™ (M, Jo, 1))>(f', p) > fiu | T€PLy (T, F; [| T)

est r-différentiuble et ¢ -continue.

20 On suppose T asses petit pour que le tube F-géodésique L associé a T
existe, et Uon note ! le diffécomorphisme canonique de T sur L.

On suppose verifiée Uune des deux hiypothéses suivantes .

(a) M est réduit a un point:
(b) rso
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Alors, pour tout C'-voisinage 0 de | dans Pl"l'}l( T, F; f| T), il existe un

C'-voisinage W de o dans Hom” (M, [o, 1]) tel que, pour tout f'€ XK et
pour tout p.eWntom’ (M, |o, 1]), on ait f; | T €.

DEMONSTRATION. — Soit 7° un tube normal i M dans £, suffisamment
petit; soit L le tube F-géodésique associé a T soit fl’injection de L dans F.
Soit 7" un tube normal & M dans /7, tel que 7'C T soit I le difféomorphisme
canonique de 77 sur son tube F-géodésique associé L ; soit K’ I'image cano-
nique de K dans P]J",”( T, I'; f| T). L’application

Pl

L)

est un isomorphisme (7-différentiable et topologique). 11 en résulte qu'd/
p pologiq q

(1 PU (T F3 [|T)3) [ ol &P}, (L, F5 ]

suffit de démontrer le lemme dans le cas particulier ou I — L.
Soit en effet K" V'image de XK' par Papplication (1); pour "€ X", notons f”
Iimage réciproque de f” par (1). Supposons que f}, | L existe, alors
/,l ol— O'[I] of”o oy, {—o;! of/c o gy.0 l

oo flopu| T
existe également, de sorte que fy | 7" existe et qu’'on a
(2) Ju | T=(fulL)el

Le 1° et le 2° du lemme, dans le cas de [/, se déduisent donc respectivement
du 12 et du 2° dans le cas de L.

On est donc ramené au cas on £~ L. On construit dans ce cas [par le
procédé de (3.2.3)] unc famille localement finie (o;) de cartes locales de /7
ayant les propriétés suivantes : si F; désigne I'image de ¢;, la réunion des F;
est un voisinage de M dans F'; dans Fy, ¢; définit des coordonnées (x, y, =)
soumises & des inégalités ue nous ne rappelons pas (et qui sont invariantes
par les transformations que nous considérons ici) et vérifiant en plus

(3) oy <=
et
(4) =] <

(z; étant un certain nombre positif, et |y | désignant la distance euclidienne
de y a 0).

L’intersection £; de F; et de /2 est définie (outre certaines inégalités) par
(5) s=0
et Uintersection M; de F; et de M est définie dans FE; par

(6) y==o.
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Sur Fj, la métrique induite par Ot est le produit de la métrique induite
par I sur M; et de la métrique euclidienne sur U'espace des (y, z); de sorte
que, pour (x, y, 5) €F; et pour ¢ assez pelil, on a

pr. (2, y, 5) = (x, ty, tz).

Soit (M) un recouvrement ouvert de M tel que, pour tout i, M, c M;;
soit £} la partie de £; qui est au-dessus de M;; il suffit de démontrer le

lemme dans le cas ou M;, E;, F; jouent les roles respectifs de M, I, F'; on
se place désormais dans ce cas.

Soit f'eXK, on note X (z,y), Y(z,y), Z(z,y) (quand elles sont
définies) les coordonnées du point f'.(x, y, o). Posons

(7 {X(x,y>:x+£(x,y),
Y(z,y) =y +mn(z, y).

Les coordonnées du point f, . (2, y, 0), lorsqu’elles sont définies, sont

Xp (2, ) =2 +E(2, 1 (2)y),

(8) Yu(z, y) = y+H(x)n(@ P (2)y);

Zu(x )= ( )Z<x p(z)y).

Les fonctions ()_t, gﬁ d_n 0_77 d—Z 97 sont de classe G (donc au moins

dz’ dy’ oz’ dy’ 9z’ dy

continues et nulles pour ¥ =o. L'image canonique de X par chacune des

7l 15

logie C0. 1l ex1ste donc une fonctlon a, réelle positive, continue, définie
pour ¢>x o et nulle pour £ = o, telle que

applications 5 f’

}) etc., est compacte pour la topo-

”
s % @) |=adyD)
«9) { eeettecsasstseasanns ) pour lOlltf/EJC et pour tout (x,)’)GE,/
J07
H;;(aw)l_z:auyl)

Par intégration, on en déduit qu'il existe une fonction 3, réelle positive,

I

eontinue, croissante, définie pour ¢ > 0 et o (¢) pour ¢ = o, telle que

{ l&(2, ) [ £B (],
(10)

|Z(, y)Iéﬁ(lyl)
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Il résulte donc de (8) que

| Xz, y) —x|= fgpﬁ(ltyl),

N edu)

(11) lYu(x,w—)léiylf;p l[fyl
' Bl
O e T

Des formules (11) il résulte que, dés que |y | est assez petit, A, (z, y) est
un point de M;; et d’autre part, que ¥y (z, y) et Zy(z, y) vérifient, dés
que |y | est assez petit, les inégalités (3) et (4); fi. estdonc défini, sur tout
tube 7" assez petit, pour tout f'€ XK et pour tout p.€ Hom= (M, Jo, 1)); on
montre sans difficulté, par les procédés habituels, que f; | 7" dépend r-diffé-
rentiablement de /' et de . Enfin, comme sur tout voisinage assez petit de M
dans F, oy, respecte les relations d’incidence, f). | 7' est bien un élément de
Pl";;I( T, F; f| T); ceci achéve la démonstration du 1°.

Des formules (8) et (10), et du fait que 3 est o(¢) pour ¢=—o, résulte
immédiatement que f, | 7" tend vers f| 7" au sens C° (uniformément pour
feXK) lorsque p.—> o0 au sens C°. Pour démontrer le résultat analogue relatif
a la topologie C', dérivons (8) :

X c du
L@ =1+ e @) + G 5 pE@),

(12) ox
l S ) = () P (e (@) p)s

'Y oy
o (@)= s gﬁu«x,xm
" +) M‘x>i§§< FIENERS
1
. — 5a G (@), p(2)y),
Y,
O () =1 5 (e ());
A d7,
(0—;' (‘xv.y):ﬁ—) (Tx(‘vv !-L(x))’)
7/
Y 4 (@ >dy<”“» p(2)y)
(14) 1 d

— 5w e (O 2@ (@),

(z,y) = g—)—/ (z, p(2)y).
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oX. o4

1l vésulte donc de (g) que, lorsque p.— o ausens (] 9z b =% .
x
ol 0z,

ay
1 et

Ivain y —> 0, uniformément pour € XK. Ceci achéve la démonstra-

tion du 2° dans I'hypothése (a) (M rvéduit i un point).

Supposons maintenant 7> 23 alors —(2—\— et A Z

= dxdy  dxdy

sur M; ; il en résulte (comme ci-dessus) qu’il existe une fonction v, réelle
positive, continue, définie pour />~ o et o(7) pour ¢ = o, telle que

existent el sont nuls

1| 251
07 pour tout [ €K el pour tout (x, v)e L] .
oy (® J)‘é“{( 1) s

Par intégration, on en déduit qu'il existe une fonction 4, réelle positive.
continue, définie pour /> oet o(#*) pour { = o, telle que

([l y)[Za(ly]) |

. s . v JC - . ) ;’
|1 Za,yi[=a(]y]y ) Pourton/ € etpourtout e el

et ceci, compte tenu de (13) et (14), achéve la démonstration du 2° dans
I'hypothése (b).

CoRrOLLAIRE. — Les hypothéses et notations sont celles de la proposition :
on suppose en plus M compact. Soit K un compact de Pl,’,’;l(E, F;f).

Soit T un tube normal a M dans F, suffisamment petit, soit [ le diffécomor-
phisme canonique de T sur le tube I-géodésique associé; soit XK' I'image
canonique de I dans Pl‘l'.fu (T, I; f| T); pour tout C'-voisinage <V del

dans Pl",'," (T, F; f| T), il existe une application continue

(1) K> [o, 1]— Pl",',/”( T.F; [1T)
telle que
(2) la restriction de (1) a XK' >< { ol est Uidentité
et
3) limage par (1) de J'>< { 1] est dans V.
) sep 1y
DEMONSTRATION. — D’aprés la proposition 3, si 77 est assez petit, fi |7
p prop P ¢

existe pour tout /'€ et pour tout p€llom= (M, Jo, 1}); et il existe un
('-voisinage 20 de o dans Hom= (M, [o, 1] ) tel que, pour tout

vewntlom= (M, Jo, 1)),

on ait fy, | 7’€?. Puisque M est compact, 3’ contient une fonction constante
strictement positive, soit p.. L’application

K< [o, 1] (' O) > flewne| T
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vérifie (2) et (3), et est continue d’aprés le 1° de la proposition 3 et la
compacité de M.

5.2.2 Tukorive 7. — Soient F une variélé, K une sous-variété fermée
de F, f Uinjection de I dans F, M une sous-variété compacte de codimen-
sion > o0 de I\. Soit r un entier >.2 (dans le cus ou M est réduit a un
point, i suffit de supposer r>>u); soit r' un entier tel que 1 = r'.<r; on

r ~ . ~ ~ - .
note PIJ,]»I(IL, F; f) le sous-espace de Ply (I, F; f) formé des plongements
qui ont méme r'-jet le long de M que f. Soit V un voisinage de M duns F';
soit L', le groupe des r-isotopies de F qui induisent 'identité sur (F—1)YuM
et qui ont méme r'-jet le long de M que Uidentité.
N r - . \ -
Soit K un compact de Pl/,« (E,F; f):soit T un tube normal a M duns I,
s :
(pour une métrique riemannienne ' sur [, adaptée a 0 et « M); on
suppose T suffisumment petit. Il existe une application continue

I > j‘l*,‘ “’ (‘/.y) e -l',-r
telle que

(1) pour tout ['€ XK, Uextrémité v, (f') de v (f') coincide avec [" sur T';

(2) (/') = ¢ (isotopie identique) pour tout f'€ I qui coincide avec f
sur T.

La démonstration du théoréme T utilise le

Lesye. - Soit 1, I, f. M. r, W', T comme ci-dessus. On peut munir I
d’une métrique riemannienne I (adapiée a OF et « F, et induisant sur IY
une métrique aduptée a 01 et a M), telle que T s'identifie canoniquement
(aw moyen de Uapplication identique f| 1) «u tube I-géodésique associé
[aw sens de (h.1.3)).

Démonstration du lemme. — Soit OIU” une métrique ricmannienne sur [
adaptée a dI" et a I/, et induisant sur £ la métrique DU [une telle métrique
existe d'apres le théoreme 3, ¢f. 1, (3.3.2)]. On suppose 7T assez petit pour que
le tube F-géodésique associé L existe, et 'on note /le difléomorphisme cano-
nique de 7'sur L. Soit ¥ un ('-voisinage arbitraire de / dans PI",',"(T, i /1 T);

d’apres le corollaire &.2.1, il existe une application continue

[0, 1]t fi€PL,y (T, F: [| 1),

telle que f- T et fy €. D'apres le théoréme 5 [¢f. (2.2 1)], l'application

canonique

(3) Dpyen(F)ay >y f

-/

Tebl, (I, F: [|T)
Lyl

est une fibration localement triviale; en particulier, tout chemin continu dans
la base dont une extrémité se reléve dans U p_,pu(F'). se reléve en entier;
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il existe donc vy €I (r_ g (F) tel que Y1.f| T = fi. Toujours d’aprés le
théoréme 5, si V a été choisi assez petit, il existe v, €I p_ppu(F) tel
que Y. fi1=1; on a donc y.0v,.f| T=—1I. La métrique riemannienne N,
transportée de ON” par le difféomorphisme extrémité de (y20v1)™", a la
propriété voulue.

Démonstration du théoréme 7. — On note X' I'image canonique de ¥
dans Pl;,» (T, F; f| T). On munit F d’une métrique riemannienne J1t fournie
M

par le lemme ci-dessus; soit ¢ une dilatation de F, d’ame M, de rapport <1,
relative a la métrique J1L; soit p la restriction de ¢ &4 7'; un calcul immédiat

montre que Pl; '( T, F; f| T) est stable pour l'application f'->c "o f"0 0.

-
M
11 existe donc d’aprés le corollaire %.2.1 une application continue

K< [0, 1]3 (', 0) > hy. ' €PL (T, i f| T)

telle que 4, soit 'identité et que I'image de XK' par A, soit contenue dans un
C'-voisinage arbitraire ¥ de f| 7.

D’autre part il résulte (?°) du cas particulier 1° du théoréme 5’ [ ¢f. (2.4.1)]
que, si ¥ est assez petit, 'application canonique

4) Tvay—7.f] TePl;ﬁfl(T, Fif1T)

admet au-dessus de ¥ une section continue s telle que s(f| 7)) =e.

Il en résulte d’'une part que (4) est une fibration topologique localement
triviale (car des sections telles que s existent au voisinage de tout point de
la base). D'autre part la section s permet de relever 'application A, en une
application HK'—T,.; d’aprés le théoréme de relévement des homotopies
pour les compacts (cf. par exemple STEENROD [1], p. 54), il en résulte que
Papplication %, peut aussi se relever dans I',v; autrement dit, il existe pour
Papplication (4) une section continue s’ au-dessus de J'; dans le cas ou K’
contient f| 7, on peut (en translatant au besoin s') supposer en plus
que s'(f| T') = e. En composant s" avec I'application canonique &K — ', on
obtient une application K —1Is qui a toutes les propriétés voulues.

h.2.3. Conséquences du théoréme 1.

DerinvirioN. Soient F une variété, £ une sous-variété de /', M une sous-
variété de £, r un entier > 1; soit I' un groupe de r-isotopies de F. Soient f'

(29) En effet, soit 7" un tube normal a £ dans F, d’ame M; le théoréme cité fournit
une section locale P} (7, F; f| T') - G(’}LV)uT' (F) dont la restriction ﬁP]""ﬁll( T.F; f|T)
va nécessairement dans G&-"—V)-JI’,';(F); d’autre part la section locale construite au (b)
du lemme 1.5.3 pour lapplication canonique I"(F)-> G" (F), envoie G(I}?ﬂl’)‘Jﬁ;(F)

dans F\'}a_,,,",zl-;(F); la section s de (4) s’obtient par composition.
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et /' deux éléments de Homj, (£, F); s'il existe yeT tel que y. /" et f’
coincident sur tout un voisinage de M dans /7, on dit que f’ et f” sont
localement T-isotopes.

Larelation « f' et f"sontlocalementI-isotopes» est une relation d’équivalence
dans HomJ; (£, F'); elle induit une relation d’équivalence dans P13, (E, F'; f).

Ceci posé, une conséquence immédiate du théoréme 7 est le

CoroLLaRe 1. — Soient £, F, M, f, r, r', V, T, comme dans I'énoncé
du théoreme T; on suppose en plus que M est sans bord relatif dans E.
Sotent f' et f" deux éléments de Ply(E, F; f). Si f' et f" sont tangents
d’ordre r' le long de M, [ et [ sont localement T,~isotopes.

COROLLAIRE 2 ( Théoréme d’isotopie locale). — Soit F une variété, I une
sous-variété fermée de I, M une sous- variété compacte, de codimension > o,
sans bord relatif, de I'; on note f lUinjection de E dans F. Soit r un
entier > 2 ( si M est réduit a un point. r>u suffit). Soit V un voisinage
de M dans F; soit T le groupe des r-isotopies de F qui induisent [’identité
sur (F— VYUM.

Soient f' et f" deux éléments de Ply (L, F'; f) pour que f' et [” soient
localement T-isotopes, il faut et il sufjit que leurs jets d’ordre 1 le long
de M soient dans la méme composante connexe de J3 Py (E, F; f).

RemarQue. — Ce résultat peut encore s’exprimer ainsi : les classes d’équi-
valence définies dans Py (E, F; [) par la relation de I-isotopie locale sont
en correspondance biunivoque (canonique) avec les composantes connexes
de Ji Py (E, F; f) (en particulier, elles sont indépendantes de V7).

Démonstration du corollaire 2. — 11 est immédial que la condition est
nécessaire. En effet, s'il existe v €I tel que v. f” et f/ coincident au voisinage
de M, alors y. f" et ' ont a fortiori méme 1-jet le long de M, autrement
dit v.Jy f'=Ji f'; donc Jy f' et Jy f sont dans la méme composante
connexe de Ji Pl (E, F; f) [cf. (3.4.2), corollaire 2; on utilise la partie
de ce corollaire qui s’établit sans ’aide du théoréme 6].

Inversement, supposons que Jjj; f' et Jj f" soient dans la méme composante
connexe de JiPly (E, F; f); daprés le corollaire 2 de (3.4.2), il existe
alors yeT tel que y. f” et /' soient tangents d’ordre 1 le long de M. D’aprés
le corollaire 1, y. f” et /' sont donc localement I';-isotopes, donc a fortiori
localement I'-isotopes; donc f” et f” sont localement I'-isotopes.

CoRroLLAIRE 3. — Solent E, FF, M, f, r, ', W comme dans ’énoncé du
théoréme 7. Soit T un tube normal a M dans E; on suppose que T est
F-intérieur [cf. (b.1.2)]. Alors, pour tout f'€Pl; (E, F; f), et pour
tout {> o, Uapplication canonique

(1) (Pl (B, F; f); f") _>7Ti(Pl;§,'}(Ea F: 1))

est un isomorphisme.



332 J. CERF.

DiyonsTrATION. — Pour tout 7%, normal a M dans £, espace Pl 1,(E, F; f)
sera noté A;; l'espace Pl;ﬁ;[(E’ F; f) sera noté B; pour tout (2, 2') tel
que A’ <}, on a A; C Ay C B. Voici deux résultats préliminaires :

(a) Pour tout couple (7%, 7/) de tubes normaux 4 M dans £, F-intérieurs,
tels que 2}, il existe une application continue ¢ :

Aux<Ia(f 1) »9(f") €y
telle que
@o=— identité,
o1 (Ay)c Ay,
9,(Ay)C Ay l
o(N=f |

(b) Soit K un compact de B; pour tout tube 7% normal & M dans F,
suffisamment petit, il existe une application continue y :

A < IB(f,7 [) e "!’K;l(f/) € ‘4)-’7

pour tout /€ /.

telle que
g, o= identité,
ka;l(K)CA)J’
Uk, induit I'identité sur A; N K, pour tout 1€ /.

Démonstration de (a). — Soit ¥ une isotopie de /7 prolongeant la
dilatation 0y, de 7% (une telle isotopie existe d’aprés le lemme &.2.2);
M étant compact, on peut supposer que Yy est @ support compact. On pose
alors

o (f")Y=(v) "o floy, pour (f,t)yed,x< 1.
Démonstration de (b). — Soit V' un voisinage compact de M dans F, et
soit I'; comme dans I'énoncé du théoréme T; d’aprés ce théoréme (et compte
tenu de son corollaire 1), il existe une application continue

K> —~v(fHel,
telle que
TSN T =TT,

Y(f')=e pour tout f” tel que f’ 7.

Tyv=f

On pose alors

b (f) = ))e S

Application a lu démonstration du corollaire 3. — De (a) et (b) résulte,
en premier lieu, que pour tout 4, tout point de B est origine d’un chemin
continu d’extrémité dans 4. L’application canonique

To(Ay) 7o (B)
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est donc un isomorphisme. Il suffit donc de démontrer que, pour tout 2,
et pour tout i > 1, I'application canonique

(2) (A f) > (B f)

est un isomorphisme. Supposons donc 7 donné; pour tout compact A" de B,
le (b) fournit un 2’; on peut supposer 7’ << 7; le (b) donne une déformation
de K dans B, qui laisse fixe A'n A/, donc a fortiori K n A, et qui envoie A’
dans Ays; puis le (a) donne une déformation de 4,  dans lui-méme, qui
induit une déformation de 4; dans lui-méme, qui laisse fixe f, et qui
envoie A; dans A4;. La composée de ces deux déformations a donc les
propriétés suivantes : elle induit une déformation de K nA; dans A5, elle
laisse fixe f, elle envoie K dans A;; d'ou le résultat recherché.

COROLLAIRE . — Soifent I, I, M [, r comme dans I'énoncé du théorémeT;
on suppose en plus que M est une sous-variété de IS sans bord relatif,
et que, pour une métriqgue N convenable, I s'identifie a un tube normal
a M dans IS et F-intérieur.

10 Soit ' le groupe des r-isotopies de I' qui induisent Uidentité sur M.
Pour que deux éléments f' et [7 de PYy(F, F; [) soient U-isotopes, il faut
et il suffit que leurs jets d’ordre 1 le long de M soient duns la méme
composante connexe de JyPly (E, I7; [).

20 Pour tout entier r' tel que 1= r'=_r, pour 10/11'/”61’1",‘,., (r, F; )
et pour toul (.0, on « !

T‘l(P]I!,‘; (L s ) f ) 0.

DEMONSTRATION.

1© La condition est évidemment nécessaire (¢f. corollaire 2). Elle est
suffisante : en effet, d'aprés le corollaire 2, si Jj, /" et} /7 sont dans la méme
composante connexe de JY Py, (F, F; f), alors /' et f” sont localement T-
isotopes. On peut donc supposer qu’il existe un tube 7°, normal & M dans £,
tel que f'| 7"— f"| T'; soit p, la dilatation qui envoie /< sur 7. On note I,
7', M, py. les transportés respectifs par /* de £, T, DIt (en tant que métrique
sur I9), et py; on a py = fTopoy 0 f . D'aprés (b) dulemmek.1.2, /s’ iden-
tifie & un tube F-intérieur pour M’. Comme on a f" o0, = "o py, il suffit de
montrer que /et f’opy sont I-isotopes; cela résulte du corollaire .1.2,
puisque f'opy==oyo [’

2* Il suffit d’appliquer le corollaire 3, avee 7= I

5. Application des théorémes généraux a quelques cas particuliers.

5.1. Plongements avec point fixe, plongements des boules.

Notations. -- I ddsigne une variété de dimension n, /7 une sous-variété
fermée de dimension m de /7, et O un point de £; r et /' sont deux entiers
tels que 11" r; linjection de I dans I7 est notée /. On note B, Ia
boule fermée de dimension n.
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5.1.1. Etude de Uespace J; Pl (E, F; f).

Premier cas particulier. — F=B,nR}}, [avec o =p—m; cf. 1,
(1.2.1)]; F = R; O est lorigine. D’aprés (3.2.1), I'espace J5' Plj (E, F;
f) est alors indépendant de p; il est homéomorphe au produit d’un espace
contractile et de la variété de Stiefel V,, ,_, (espace des systémes de m
vecteurs orthonormaux d’origine O de R"); lorsque m <<n, ou lors-
que m=—n=o, cet espace est connexe; lorsque m —n>>1, cet espace
a deux composantes connexes (caractérisées par I'orientation).

Deuzxieme cas particulier. — E= B, nR},; F =R}, (avecp = q<n);
O est V'origine. On se borne au cas ou /' n’est contenu dans aucune face de
codimension >o0 de F, ce qui entraine (m — p)> (n— q). L'espace
Jo' Pl (E, F; f) est alors homéomorphe au produit d’un espace contractile
et de Jy'Ply (By_nim, R7), donc, d’aprés le premier cas particulier, au
produit d’un espace contractile et de la variété de Stiefel V,_, m nm; €n
particulier, J§'PIG (E, F'; f) est connexe lorsque m << n, ou lorsque m —n
et ¢=—o; i1l a deux composantes connexes |chacune homéomorphe au
produit d’un espace contractile et de SO (g —+1)] lorsque m —=n et g>>1.

Cas général. — 1l se raméne immédiatement au cas ot F n’est contenu
dans aucune face de codimension > o de /. Du deuxiéme cas particulier et
du 2° du corollaire 1 de (3.%.2), résulte alors le :

LeMME. — Avec les notations ci-dessus, soit q l'indice de O dans F [cf. 1,
(1.2.3)].

(a) S¢ m<<n, JYPIG(E, F; f) est homéomorphe au produit d’un
espace contractile et de la variété de Stiefel V,_, . m, n—m-

(b) St m=n, soit Ply (L, F; f) le sous-espace de Ply, (E, I'; f) formé
des plongements qui laissent fize 'orientation en O; J§'Plg, (L, F; f) est
homéomorphe au produit d’un espace contractile et du groupe SO(q + 1).
Si O est un sommet de F(i. e., q=0), tout élément de Pl (L, I'; f)
laisse nécessairement fixe U'orientation en O.

5.1.2. Difféomorphisme laissant fixe un point. — Soit F' une variété de
dimension n; soit O un point de F, d’indice ¢. Soit G} le groupe des
r-difféomorphismes de /' qui ont mémes relations d’incidence que I'identité
et qui laissent fixes O et Vorientation en O; Gf est une partie ouverte,
fermée et non vide de I'espace Plj (£, F'; [) (ces deux espaces coincident
lorsque F est compact); donc J§' Gy est homéomorphe au produit d’un
espace contractile et de SO(q—+1). Soit maintenant 7’ un voisinage
tubulaire de O, fermé et F-intérieur [cf. (4.1.2)], difféomorphe a B, N R,
On note G7,(resp. G%) le sous-groupe de G, formé des difféomorphismes
qui sont tangents d’ordre 7' & I'identité en O (resp. qui induisent I'identité
sur 77). 1l résulte du corollaire 3 de (4.2.3) :
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L’application canonique m;(Gy)—>m;(Gl.) est un isomorphisme pour
tout i> o (et pour tout r' tel que 1 Zr' = r).

Cas particulier. — F est la sphére S,, O est le pole nord, et 7 'hémi-
sphére nord fermé; Gy est alors difféomorphe au groupe des r-difféomor-
phismes de la boule fermée B, qui sont r~tangents & I'identité le long du bord.

5.1.3. Isotopie locale avec point fize. — De (5.1.1) et du théoréme
d’isotopie locale [corollaire 2 de (%.2.3)] résulte la

Prorosition 6. — Soit F' une variété, I/ une sous-variété fermée de I,
O un point de IV, V un voisinage de O dans I'; on note f l'injection de I7
dans F, et I le groupe des r-isotopies de F(r>1) qui induisent l'identité
sur (17— V)u{O}. Soient f' et f" deux éléments de PIj, (E, F; f).

(a) si dim 5 << dimF, f' et f' sont toujours localement T-isotopes.

(b) st dim /' =dim F, pour que [’ et f' soient localement I-isotopes, il
Saut et il suffit qu’il aient méme orientation en O; (cette condition est
nécessairement remplie lorsque O est un sommet de F).

5.1.h. Plongements des boules : théoréme d’isotopie (*°). — On suppose
maintenant que F est une variété connexe; du lemme 2 de (2.4.14) résulte
immédiatement le

LesmyMe. — Soient O et O deux points de Uintérieur de F'; il existe une
isotopie y de F telle que v.0"= O'. Si en plus on se donne une composante
connexe de Uespace des chemins joignant O" a O dans F, on peut choisir ~
de maniére que le chemin décrit par O" au cours de ['isotopie soit dans
cette composante.

Soit alors B,, la boule fermée de dimension m (m = n); soient f' et f”
deux plongements de B, dans l'intérieur de /'; on note f'.O=0"et f'.O=0".
Si O'=0', il résulte du corollaire i de (4.2.3) que, si f' et f” sont locale-
ment isotopes en (', ils sont aussi isotopes. Dans le cas général, le lemme
ci-dessus montre qu’il existe une isotopie y de F'telle que y. f" et f’ coincident
en O; en plus, si F est non orientable, on peut choisir v de maniére que
v./" et f aient méme orientation en O; par contre, lorsque I est orientable,
/" et f” ne peuvent étre isotopes que s'ils ont méme orientation. On a
démontré :

-

ProrosiTioN 7. — Soit F une variété connexe de dimension n; soit r un
entier >1; soient f' et [" deux r-plongements de B,, (m entier = n) dans
Uintérieur de F. St m <n, ou si F est non orientable, [’ et f" sont toujours
r-tsotopes sur F. Si m —=n, et si F est orientable, la. condition nécessaire
et suffisante pour que f' et f" sotent r-isotopes sur I’ est qu'ils aient méme
orientation.

(%) Pour une démonstration directe, ¢f. R. S. Pavars, [2].
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CoOROLLAIRE 1. — Soient F, n, m, r comme ci-dessus. Soit E une r-sous-
variété de Uintérieur de F, difféomorphe a la boule B,. Soit f' un
r-plongement de E dans Uintérieur de F. Si m <<n; ousi m=n et I est
non orientable; ow si m = n, F est orientable et f' respecte l'orientation,
alors [ peut se prolonger en un r-difféomorphisme de F.

CoroLLAIRE 2. — Soient F, n, m, r comme ci-dessus. Sotent I'' et F"
deux r-plongements de la boule B, dans l'intérieur de F ; soient E' et E" les

images respectives de By, par f' et f'; F — E" et F — E" sont difféomorphes.

Cas particulier. — Soit J” un plongement de la boule B, dans I'intérieur
d’elle-méme, soit /' 'image de B, par f'; B, — [’ est difféomorphe i la
Y12y 2tz 2 de R™.
couronne | 1< b &} < 2 ¢ de

CoRrOLLAIRE 3. — Soit F' une variété connexe de dimension n; on suppose
ou bien F non orientable ou bien F orientée. Soit r un entier >1; soit

J,. (F) le groupe des r-difféomorphismes de F qui sont r-tangents

a Uidentité le long du bord; il existe un homomorphisme canonique

r r
(G B)—)ﬂ:-(G- F)
(6l 13) (G
(les points de base pour les groupes d’homotopie étunt pris a Uélément
neutre).

COROLLAIRE & (MILNOR). - Soit G” le groupe des r-difféomorphismes (r 1)
de la sphére S, qui conservent Uorientation. Le groupe m,(G") (groupe
d’homotopie de dimension o de G”) est abélien.

Démonstration du corollaire . — Soient /I et O I'hémisphére nord
fermé et le pole nord de S,; soient /1’ et O' 'hémisphére sud fermé et le
pole sud. Soient g et g’ deux éléments de (. D’aprés la proposition 7, il
existe g* (resp. &) qui soit dans la méme composante connexe de (" que &
(resp. g') et qui induise I'identité sur /I (vesp. H'). On a donc

* Tx Ix *
o or —_ O o
s o8 =5 °8 -

Donc les éléments de 7, (G") définis respectivement par g et g’ commulent
pour la loi de groupe de 7, (G").

5.1.5. Espaces de plongements des boules : groupes d homotopic. --
Du 2¢ du corollaire & de (4.2.3) résulte la

ProrosiTioN 8. — Soit F unc variété sans bord de dimension n; sotent r
et 1 deux entiers tels que 11" <Zr; soit m un entier Zn; soit f un
r-plongement de B, dans I'. L'espace des r-plongements de B, dans F qui
sont r'-tangzents a fen O, est acyclique en toute dimension.
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De (5.1.1) et du théoréme 6’ [cf. (3.%4.3)] résulte alors immédiatement le

COROLLAIRE. — Soient F, n, m, rr comme ci-dessus. L'espace des r-plonge-
ments de B, dans F, et l'espace des systémes de m vecteurs linéairement
indépendants (de méme origine) tangents a F, ont leurs groupes
d’homotopie canoniquement isomorphes en toute dimension.

5.2. Cas ou la variété M des points fixes est une face compacte de
codimension 1 de [ située dans le bord de F.

5.2.1. Contractilité de Uespace J7, Pl (E, F'; f). Conséquences diverses.
— Soient I une variété, I une sous-variété fermée de /7, fl'injection de F
dans F. Soit M une face compacte de codimension 1 de E, qui soit une
sous-variété de I, et qui soit dans le bord de F. Soit 7" un voisinage
tubulaire fermé de M dans /7. Soient r et /' deux entiers tels que 1 Zr' < r.
D'aprés le 2° de la proposition & [¢f. (3.3.3)], Uespace J, P1, (T, F; /| T)
est un sous-espace de 'espace des sections différentiables d’un certain fibré &*
a fibre vectorielle, de base M; ce sous-espace est défini par des conditions
du type suivant : rencontrer chaque fibre de " en un point situé dans un
certain convexe de cette fibre. 1l en résulte que 'espace J4, P14 (T, F; | T)
est contractile et a fortiori connexe. 11 résulte donc du 2° du corollaire 1
de (3.4.2) : Vespace J, P, (E, F; f) est contractile.

Il résulte alors immédiatement du deuxiéme théoréme de fibration
| corollaire 1 du théoréme 6, ¢f. (3.%.2)] et du corollaire 2 de (4.2.3) la

ProrosiTiox 9. — Soient I, I, M, [ comme ci-dessus.
1° On suppose r>=.1; soit Pll’i'iz‘ I, F; f) le sous-espace de PV, (K, I; [)

Jormé des plongements qui sont r-tangents a f le long de M. L’application
canonique

:,-(Pl",',{[(li, Fi ) —»mi(Ply, (E, F5 f))

est un isomorphisme pour tout i >~ o.

20 On suppose r>>2; solent [’ et [" deux éléments de PV, (E, F; [);
il existe une r-isotopie v de F, induisant Uidentité sur M, telle que . [’
et |’ coincident au voisinage de M.

Conrovtaire 1. — Soient F, E, M, [ comme ci-dessus; soit 1" un voisinage
tubulaire fermé F-intérieur (cf. (v.1.2)] de M dans E; soit r un entier > 2.

10 1’1.’,",‘)(7‘, Iy f1TY et PLT, F; f

T) sont acycliques en toute

dimension.

20 Soient [ et [ deux éléments de PV, (T, F; f
r-isotopic v de F. induisant Uidentité sur M, telle que v.[" = f'. En
particulier, tout [ €Ply (T, F; f|T) est isotope a f, et peut par
conséquent se prolonger en un difféomorphisme de F.

T); il existe une
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[Le corollaire 1 est une conséquence immédiate de la proposition et
de (4.2.2), corollaire 3.]

COROLLAIRE 2. — Sott r un entier > 1. Soit F' une variété dont le bord oF
est compact. On suppose que M est réunion de faces de codimension 1 de F

(par exemple, M est une telle face, ou encore M—0F'); on note G, (resp. G;ru)

le groupe des r-difféomorphismes de F qui induisent l'identité sur M
(resp. qui sont r-tangents a U'identité le long de M) ; I application canonique

mi((G)y,) el G3)

est un isomorphisme pour tout 1> o.

Démonstration du corollaire 2. — Soit M' (resp. M") une réunion de
faces (resp. une face) de codimension 1 de /7. Soit G’ (resp. G") le groupe
des r-difféomorphismes de F qui induisent l'identité sur M et qui sont
r-tangents a I'identité le long de M’ (resp. M'UM"). 1l suffit de montrer
que l'application canonique m;(G")—>m;(G') est un isomorphisme pour
tout i > o0, ce qui résulte du complément au deuxiéme théoréme de fibration
[ef. (3.3.%), corollaire du théoréme 6].

5.2.2. Application : décomposition régulicre d’une variété; recollement
régulier de deux variétés.

DerinitioNn 1. — Soit F une variété [au sens de I, (1.2.2)]. Soient F;
et F; deux sous-variétés fermées de codimension o de F. On dit que le
couple (F;, F;) est une décomposition réguliére de I si :

(@) F=F,UF;.
() F;n F; est une sous-variété de codimension 1 de /7.
Prorosition 10. — Soient F; et F; deux variétés de méme dimension,

soit Iy (resp. E;) une face de codimension 1 de F; (resp. F;) qui soit une
sous-variété compacte de F; (resp. F;); soit f un difféomorphisme E;— E;.
1l existe une variété F, une décomposition réguliére (ﬁ’ ' F j> de F et un
couple de difféomorphismes
fii Fi-—>Fi; f]‘: F]'——>F/‘

tels que f;|E; (resp. f;j| E}) soit un difféomorphisme de E; (resp. Ej)
sur F’inﬁi, et que

() SR eflE=

En plus, pour tout systéeme (F', F, F'}'-, 1 f}) ayant les propriétés
ci-dessus, il existe un difféomorphisme de F sur F' compatible avec les
décompositions (Fy, F,) et (F}, 17’;>
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Dermvimion 2. — Avec les notations ci-dessus, on dit que /' est la variété
(définie a un difféomorphisme prés) obtenue par recollement régulier de I
et F; suivant E; et IY; a U'aide de f.

Démonstration de la proposition 10.

(a) Existence. — Soit F I’espace topologique obtenu par recollement
de F; et I'; suivant E; et E; a l'aide de f; on a un homéomorphisme
canonique f; de F; sur un fermé Fide Fyonade méme f; eti'j; on a bien (1).
Soit A; un difféomorphisme de E; < [0, 1] sur un voisinage tubulaire 7}
de E; dans Fy; soit de méme 4;; on munit / d'une structure différentiable
comme suit : sur Fz(resp. l~7',->, c’est celle transportée par f;(resp. f;); au
voisinage de i’in?'}-, c’est la structure transportée par ’homéomorphisme 0
de E;x<[—1, +1] dans F, défini comme suit :

0. (o, 1) j hio (2, t) pour xz€kE; et (€]o, 1],
A - .
’ | k. (f(x), —~t) pour x€kE;, et t€[—1, 0]
(b) Unicité. — Soient F, F;, etc. et F', i*’,’, etc. deux recollements régu-

liers de F; et F'; suivant F; et E; a I'aide de f; posons f; o fi' = ¢;; 9;estun
difféomorphisme de F, sur F~',.’; soit de méme @;; ¢; et ¢, coincident sur
Fn 77/. Soit 7" un voisinage tubulaire fermé et F-intérieur de Fini’,- dans
F; TnF, est noté Ty; soient de méme T;, T', T/, T}. La restriction de ¢;
p ﬁ’inf’/ se prolonge canoniquement en un difféomorphisme 6: 77— 7".
D’aprés le 2° du corollaire 1 de la proposition 9, ¢7' o 0| T; peut se prolonger en
un difféomorphisme de F;; soit g; un tel difféomorphisme, soit de méme g;;
®;08; (resp. @;0g;) coincide avec ) sur T;(resp. T7;); 9;08; et g0, défi-
nissent donc un difféomorphisme de F sur F''; compatible avec les décompo-
sitions (F,, 7)) ev (F), i’;)

Cus particuliers.

1° (Tunom) F; et F; sont deux variétés a bord compact; £; est le bord
de Fi, E; celui de F;, et f est un difféfomorphisme de £ sur £;.

2" F; et F; sont orientables; /' est alors orientable. D’une facon plus
précise, supposons F; et F; orientées; F;(resp. F;) induit une orientation
sur E;(resp. £;); si f est un difféomorphisme de E; sur E; inversant les
orientations, il existe sur F une orientation compatible avec f; et f;.

Application : Somme de Seifert de deux variétés orientées connexes de
méme dimension (*'). On suppose F; et I; orientées, connexes, de dimen-
ston n. Soit A;(resp. h;) un plongement de la boule fermée B, dans I'intérieur
de F;(resp. F';); on suppose que A; conserve l'orientation et A; linverse.

(%) Cf. SewvERT et THRELFALL [ 1], p. 218, exercice 3, ou la somme est définie dans le
cadre des variétés combinatoires; cf. aussi MiLNor [2].

BULL. SOC. MATH. — T. 89, FASC. 3.

w2
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3

et £7; la restriction de Z;0 7' & E est un difféomorphisme de £/ sur F7,
inversant les orientations. Soit F la variété obtenue par recollement régulier
de F;" et '} suivant £}" et I} a l'aide de /i;0 /' D’aprés la proposition 7 et
le cas particulier 2° ci-dessus de la proposition 10, ¥ est bien déterminée 4 un
difféomorphisme prés (conservant Porientation) par la donnée de F; et F
(orientées). La variété Fest appelée somme de F;et F;; on la note F; 7+ F;.
Il est immédiat que la somme est associative et commutative.

Soit F" la variété orientée F;— /;(B,), soit £} son bord; soient de méme F';

5.3. Application aux groupes de difféomorphismes des sphéres et des
boules.

5.3.1. Décomposition du groupe des difféomorphismes de S,. — Soit r
un entier >1; on note G le groupe des r-difféomorphismes de .S, respectant
Porientation. Soil O le pdle nord de S,; on note G, (resp. Gy) le sous-groupe
de G formé des difféomorphismes qui laissent fixe O (resp. qui laissent fixe O
et sont 1-tangents a l'identité en O). Les groupes G, G, et G, sont munis
de la topologie C”. On suppose S, plongée dans R**+!, de maniére que le
groupe de ses rotations s’'identifie & SO (n —+1).

Les groupes G, Gy, G, et SO(n +1) sont dans la situation algébrique
suivante :

(1) G, est un sous-groupe distingué de G,
(2) G=3S80(n-+1).G,,
(3) SO(n+1)nG,={e}.

Le groupe SO(n —+-1) x G, opére a gauche continiment dans G de la
maniére suivante :

(7, 5), @) >y 2.5,

Il résulte de (1), (2) et (3) que ces opérations sont simplement transitives
sur chaque classe, et par conséquent déterminent sur G une structure
d’espace fibré principal (au sens du Séminaire Cartan [1], exposé 6).

Le groupe SO(n +1)N G, s'identifie canoniquement & SO(n). On note «
(resp. (3, resp. 0, resp. ) les projections canoniques de SO(n+1) < G,
sur G, [resp. de G, sur G,/Gy, resp. de Gy sur G,/SO(n), resp. de Go/Gy
sur (Go/Gy)/SO(n)] [les notations G,/SO(n) et (Go/Gy)/SO(n) désignent

des espaces homogeénes de classes « droite]; on note ¢ I'application
SO(n—+1) < Gy (z, y)—>x.y€l.

Soient a' et 3’ les applications bien déterminées par la condition de rendre
commutatif le diagramme

SO(n+1) % Go—5 Gy —25(Gy)G)

A

G s Gy)SO(n) L (Gy)G1))SO(n)
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Les applications o' et 3’ sont surjectives, et 'oa’ détermine dans G la
méme relation d’équivalence que les opérations de SO(n +1) < G,;la base
de I'espace fibré principal G s’identifie donc & (Gy/G,)/SO(n). Or Go/G, est
canoniquement isomorphe a4 J4G; et dapres (5.1.1) et (5.1.2), J4 G, est
isomorphe au groupe linéaire GL+(n). Ce dernier isomorphisme peut étre
réalisé en prenant les n premiéres coordonnées de R"**+! comme coordonnées
locales sur S, au voisinage de O; il est alors compatible avec l'injection
de SO(n) dans G,/G, et dans GL+(n), de sorte que (G,/G,)/SO(n) est
isomorphe a Rr(»+172 (¢f. Steesron [1], p. 57).

L’espace fibré principal G a donc une base contractile; or il est localement
trivial [en effet, les applications ¢, «, et 3 sont des fibrations, cette derniére
d’aprés le deuxiéme théoréme de fibration, ¢f. (3.%.2), corollaire 1; donc 3’0 o
a des sections locales au voisinage de tout point de sa base, ce qui entraine
sa trivialité locale |; donc il est trivial (¢f. par exemple Séminaire Cartan [1],
exposé 8).

On a donc démontré la:

Prorosition 11. — Soit r un entier >~1; soit G'(S,) le groupe des r-
difféeomorphismes de la sphére S, conservant lorientation; soit G7(S,) le
sous-groupe de G"(S,) formé des difféeomorphismes qui laissent fixe un
point de S, et qui sont tangents d’ordre 1 a lidentité en ce point; ces
groupes sont munis de lu topologie C". Il existe un homéomorphisme de
G"(S,) sur le produit SO(n +1) x G} (S,) x R*"Y2 compatible avec
Uinjection canonique de SO (n +1) < G} (S,) dans G"(S,,).

ReMarQue. — D’aprés le cas particulier de (5.1.2) et le corollaire 2
de (5.2.1), le groupe G/ (.S,) a mémes groupes d’homotopie que le groupe
G5, (B,) des r-difféomorphismes de la boule B, qui induisent I'identité sur
le bord. Il résulte donc en particulier de la proposition 11 qu’on a, pour
tout i> o, des isomorphismes

T (G (S)) ~ T (SO(n 1)) + 7 (G5, (By)).

MiLxor a montré en [1] que le groupe G” relatif a la sphére S; n’est pas
connexe par arcs différentiables, d’ou il résulte immédiatement que 7, (G*)
n’est pas nul. Donc le groupe G, (B;) n’est pas connexe.

5.3.2. Groupes de difféomorphismes des boules et des variétés étoilées.

DeriNiTION. — Soit ¥ une variété de dimension n. On dit que F est diffé-
rentiablement étoilée s'il existe un plongement f de F' dans R", tel que
'image 7' de /" par f soit étoilée par rapport 2 'un au moins de ses points
intérieurs.

Exemples. — Les cubes, les cylindres, les demi-boules sont des variétés

différentiablement étoilées; le produit de deux variétés diftérentiablement
étoilées est différentiablement étoilé.
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Lexyk. — Soit 17 une variété compacte différentiablement ctoiée de
dimension n; on choisit une orientation sur F'; sott r un entier >~ 1. Soit
Gip(F) [resp.ngr(F)} le groupe des r-difféomorphismes de I qui induisent
Uidentité sur OF [resp. qui sont r-tangents « lUidentit¢ le long de OF|;
pour tout 1.0, les groupes m;( Gir(F)), m(G/,.p(F)), = (Gs_ (B,))) et

Yol : X

] (G;fv (B,,)) sont canoniquement isomorphes.
n—1
DiMONSTRATION. - Notons simplement (,.(F) le groupe G;}SF(F’)' D’apres

le corollaire 2 de (5.2.1), il suffit de montrer que 7; (G, (F)) et 7, (G, (By))
sont canoniquement isomorphes. Or d’aprés le corollaire 3 de (5.1.4%), il
existe, pour tout /, un homomorphisme canonique 7;(G,.(B,)) = 7:( G.(F)).
Identifions /" & une sous-variété compacte de £ ¢étoilée par rapport i 'ori-
gine; soit ' ’homothétique de /7 dans le rapport 72 (o <2 <C1); G,.(F")
s’envoie canoniquement dans G,.( F') [itoutg € (. (/) on associe son prolon-
gement par l'identité sur /7 -~ /7']; celte application est une homotopie-équi-
valence comme le montre la rétraction d’Alexander [c¢/f. 1, (3.2.2)].
Supposons 2 assez petit pour qu’il existe une boule /3 de centre O telle que
I""c B'cF; soit B unc boule de centre O telle que /°C B; pour tout 7, les
composées de deux en deux des applications canoniques

T (Gr(F')) = 7( G (B)) > 7 (G (F)) > 70 (Gr(B))

sont des isomorphismes; d’on le résultat.

Cas de la dimension 5 : conjecture de Smale. —- La conjecture de Smale

peut s’énoncer : pour tout entier r>~1 le groupe Gs,(B;) (groupe des r-
difféomorphismes de la boule fermdée B, qui induisent lidentité sur la
sphére-bord) est acyclique en toute dimension.

11 résulte d'une part du 1° de la proposition LL[¢f. (5.3.1)], et d’autre
part du lemme ci-dessus, que I'exactitude de la conjecture de Smale entrai-
nerait les deux conséquences suivantes :

ConskQUENCE 1. — L’homomorphisme canonique

7 (SO(4)) 7 (G (Ss))

est un isomorphisme pour tout 1> 0 (et pour toul enticr r>-.1).

CONSEQUENCE 2. — Soit r un entier > 1. Soit I une variété compacte

2

différentiablement étoilée de dimension 3; le groupe G',,. (1) des r-difjéo-
Jor E

morphismes de F' qui sont r-tangents « Uidentité en tout point du bord,
est acyclique en toute dimension.
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CHAPITRE I11.

GROUPES D’AUTOMORPHISMES ET GROUPES DE DIFFEOMORPHISMES
DES VARIETES COMPACTES DE DIMENSION 3.

1. Généralités sur les complexes singuliers cubiques
d’une paires d’espaces topologiques.

|.1. Définitions et propriétés immediates.

1. L. 1. Notations. — Soit .1 un espace topologique; pour tout entier 1> o,
on note X, (4) Pespace des n-cubes singuliers a valeurs dans 4, muni de la
topologie de la convergence compacte (ou topologie C?).

Pour tout couple (n, p) d’entiers >= 0, on a un homéomorphisme canonique
(1) 2oip(Ad)y x 2,(2,(A)).

De méme, on note X, (A4) Vespace (muni de la topologie ) des applica-
cations continues du bord 9/" de 17 dans A.

1.1.2. Définition. — On dira qu’un couple (A4, B) d’espaces topologiques
est une paire topologique si :

1 I'ensemble support de /3 est une partie de I'ensemble support de 1 ;

2¢ la topologie de I3 est plus fine que la topologie induite par A.

NOTATIONS. —— Soit (A, B) une paire topologique; pour tout entier 7 > o,
on note X,(A, B) l'espace suivant: en tant qu'ensemble, c’est la partie
de X, (A4) formée des n-cubes singuliers dont I'image canonique dans 2,(A4)

est un élément de 2,(B).
La topologie est la suivante : topologie la moins fine qui rende continue
chacune des deux applications canoniques
S.(A, B)—>3,(A),
2,04, B)—>2,(B).

Pour tout n, le couple (2,(A, B), 2,(B)) est unc paire topologique ct
pour tout (n, p) on a un homéomorphisme canonique

(2) Znip( A, B) x 2p (20 (A, B), 2n(B)).

1.1.3. Equivalence homotopique de A et B. — Soit (A, B) une paire
topologique. On dit que A et B sont fomotopiquement équivalents si ’homo-
morphisme canonique

T B) > m(4)



344 J. CERF.

est bijectif, ainsi que I'homomorphisme canonique
T (B3 b) > (A5 0)

pour tout b € B et pour tout n>>1.

Pour que A et B soient homotopiquement équivalents, il est nécessaire et
suffisant que, pour tout entier n > o, et tout a€X,(A4, B), il existe un
¢lément o de 2, (A) dont « soit une face, et dont toutes les autres faces
soient des éléments de 2, (B).

Une condition suffisante pour que A et B soient homotopiquement équi-
valents est que, pour tout entier > o, la condition suivante soit satisfaite :

(&,) Pour tout a€2,(A, B), il existe a€2,(2,(A, B)) tel que:

1° o ait pour origine a;
2° la restriction de o a )o, 1) soit une application continue de )o, 1)
dans 2,(B).

1.2. Une condition suffisante d’équivalence dans le cas d’une paire
métrisable.

1.2.1. Drrizimion 1. — Une paire topologique (A, B) est dite métrisable
si A et B sont des espaces métrisables.

[Noter que si (A, B) est une paire métrisable, alors 2,(4), 2,(A4, B), etc.,
sont des espaces métrisables.]

Dervition 2. — Soit (A, B) une paire topologique; soit a€A. On dit
que B est dense dans A en a, si a est adhérent & B (au sens de la topologie
de A).

Soit n un entier > o, on dit que B est n-localement connexe duans A en a
si, pour tout voisinage U de @ dans A, il existe un voisinage V de « dans 4
tel que, si Pon munit UnB et VN B de la topologie forte (celle induite
par B), pour tout élément (3 de E,,H(VnB), il existe un élément vy de
2,4 (UN B) tel que le bord § de v (i. e. la restriction de y a d1*+!) soit 3.

Si (pour un entier n>>0) B est n-localement connexe dans 4 pour
tout @€ A, on dit que B est n-localement connexe dans A.

Dans le cas ou B — A, on dit simplement « A est n-localement connexe
en a». Pour n — o, on retrouve la notion de locale connexion par arcs.

On utilisera 'abréviation n-l1.c. pour « n-localement connexe ».

LemyMe. — Soient (A, B) une paire métrisable, d une distance compatible
avec la topologie de A, K un compact de A, n un entier > o. Si, pour
tout a€ K, B est n-l.c. dans A en a, alors cette propriété a lieu unifor-
mément pour a€ K au sens suivant : pour lout ¢ > o, il existe n > o, tel
que

ae kX,
Bel, . (B),
d(a, B.c) < pour tout o € g1+
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o~
ot

entraine lexistence de v €2, (B) tel que

d(a,y.0) =« pour tout g € [*+!
B est le bord v.

DimoNsSTRATION. — Soit a € A ; supposons B n-l.c. dans A en a; a toutz > o
est alors associé un certain v, > o qu’on peut, en plus, choisir plus petit que ,
tel qu’une certaine propriété P(a, ¢, ) ait lieu; mais P(a', 2¢, n/2) a alors
lieu pour tout &' tel que d(a, a') =2 /2. Il en résulte que, si Bestn-l.c. dans A
en @ pour tout a€ K, a tout ¢ > o on peut associer { > o tel que P(a, 2:, J)
ait lieu pour tout € K.

1.2.2. Prorositiox 1. — Soit (A, B) une paire métrisable. Si

1° B est dense en A,

2° pour tout entier n'> o, B est n'-localement connexe dans A,

3¢ pour tout couple (n,n') d'entiers >o, X,(B) est n'-localement

connexe,

alors A et B sont homotopiquement équivalents.
La démonstration utilise les deux lemmes suivants :

Lemve 1. — Soit (Q, ) une paire métrisable. Si G est dense et o-l.c.
dans &, alors, pour tout ae€ @, il existe un chemin continu d’origine a
dans &, dont la restriction a }o, 1) soit continue pour 0.

Lemme 2. — Soit (A, B) une paire métrisable.
1° Si B est dense et o-l.c. dans @, alors X, (®B) est dense dans 2, (A, B).

2° Soit n un entier > o, si G est n-l.c. dans @ et (n —+1)-l.c. dans & et
st B est n-l.c., alors 2,(®3) est n-l.c. dans 2, (&, ®B).

Démonstration de la proposition 1 a partir des lemmes 1 et 2. —
D’aprés (1.1.3) etlelemme 1, il suffit de montrer que pour tout entier 2 > o,
2,(B) est dense et o-l.c. dans 2,(A4, B). Ce qu'on va montrer en fait, c’est
que, pour tout couple (7, n') d’entiers > o0, X,(B) est dense et n'-l.c.
dans 2,(4, B). On le montre par récurrence sur n. D’aprés les hypothéses
1° et 2° de la proposition, c’est vrai pour n=o0. Supposons que ce soit vrai
pour un certain n > o; posons X, (4, B) =@, X,(B) = d@; d'aprés ' hypo-
thése 3° de la proposition et le lemme 2, il en résulte que X, (@) est dense
et n'-l.c. dans X, (&, @) pour tout n'>x 0. Or, d’aprés (1.1.1), formule (1),
et (1.1.2), formule (2), on a des homéomorphismes canoniques

21(65) ~En+1(B)7
(A, B)~ 2o (A, B);

d’ou la proposition.
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1.2.3. Démonstration du lemmel. — Soita€ @ ; soit (Uy) (i =1, 2,...)
une suite fondamentale de voisinages ouverts emboités de « dans . Il existe
une suite ( V;) (=1, 2, ...) de voisinages ouverls emboités de « dans @ tels
que tout couple de points de BN V; puisse étre joint par un chemin @3-continu
restant dans BN U;. Or, @ étant dense dans @, il existe une suite (b;) (i =1,
2, ...) telle que b ;e BN V.

II existe alors, pour tout , une application G-continue v;:

I I
[I—-}—i’?]’—)‘BnUi

telle que

1
. — bi—é—lv
l

= b;

s it 1+

' 1
v =

{ I3

Le chemin v défini par

s Y.o—=a
1 1
Q Yot==v.t pour toutte[ = I
! I+
satisfait aux conditions voulues.
1.2.%. Démonstration du lemme 2. — Soit d une distance sur & compa-
tible avec la topologie.
Démonstration du 1°. — Soil a€ X, (A, B); soit ¢ > o. D’aprés le fait

que @ est o-l.c. dans A et le lemme 1.2.1, il existe v, > o (on choisira en
plus 1 < ¢) tel que, pour tout €/ et tout couple (4, 4') de points de &3 tels
que

d(a.t,b) et d(z.t, b)) Zm,

il existe un chemin (3-continu joignant b a 0’ et restant a une distance de o./
moindre que ¢/2. Soit p un entier positif, assez grand pour que
{1) d(a.t', a.l") =1/2
deés que
[ — "] = 1/p.

D aprés le fait que @3 est dense dans cv, il existe pour tout (==o, 1, ..., p

un point b; € @ tel qu'en posant £;==1i/p({=o, 1, ..., p) on ait
(l(CZ.fi, bl) E:I//Z
1l résulte alors de (1) :

d(a.ty by = .
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Il existe donc (pour tout {==o, ..., p —1) une application continue 3;:
[tiy tisq1] = B3, telle que
(2) Bi ti= 0y, Bitivi=biry;
(3) da.t;, Bi.t) Zzf2 pour tout tE€[t;, £iy4].

De (1) et (3) résulte

(4) d(o.t,5;.1) =¢ pour tout tE€[¢;, ti].

I

Le chemin 3 défini par
(9) B.t=0;.t pour (€[l tiy] (i=o0, ..., p—1)

vérifie d’aprés (4) :
d(a, p)Lc.

Si, en plus, on a choisi by en a.oet b,en a.1, comme 3 vérifie d’aprés (2)

et (5)
5.0=1b, et B.1=0b,,

{5 sera arbitrairement voisin de « au sens de 2, (&, @).

Démonstration du 2°. — Soit encore o € 2, (A, 3); soit ¢ > o. D’apres le
fait que @3 est (n+1)-l.c. dans @ et le lemme 1.2.1, il existe > o0 (on
choisira en plus n = ¢) tel que

tel,  pel . (3);
d(a.t,B.5)=Zn  pour tout g €dl"+?

entraine l'existence de Y€ 2, () tel que (¥ désignant le bord de y)

|

’ ”
) 1
| d(a.t,y.c)=¢c/2  pour tout g€l

=

(1)
D’aprés le fait que @ est n-l.c. dans @ et le lemme 1.2.1, il existe > o
(on choisira £ 7) tel que

tel, beEnH(cB);
d(a.t,b.s) =% pour tout s€ g7+

entraine 'existence de c€ X, (d3) tel que

o =0,
2) ) ;
v  d(a.t,c.s)~n/>  pourtout se€l*

Soit alors ﬁei‘nﬂ(ﬁj (B)) ~ 21(2,,+1((B)> tel que

(3) d(a.t, 8.0t s)) =17/ pour tout (¢, s) €l < d1v+t,
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Soit p un entier positif, assez grand pour que
(4) d(a.l,a.t’") =n/2,
dés que
[0— 0= 1/p.
Posons t;=1i/p (pour i=o, 1, ..., p); pour chaque ¢, soit ; I'application

Irias > 3.4, s) €.

D’aprés (3) et (2), 1l existe ¢;€ 2,1 (®B) tel que

(5) g i=b,,

| d(o.t; ci.8) < n/2 pour tout se "+,

Pourtouti=o, 1, ..., p— ¢, la donnée de ¢;, ¢;4 et de la restriction de 3

a [t;, ti1] détermine canoniquement un élément de 2,.,, (@), qu'on note ;.

D’apres (4) et (5):
d(o.t, cipy.8) Zd(o. by 0ulipy) + d (0. b, Ciya.8) =T
D’aprés (4) et (3), pour tout t€[¢;, £4]:
do.ty, B.(t,8)) ZLd(a. by, a.t) +d(a.t, B.(t, s)) .
Il en résulte que B, vérifie

d(a.ty Bio) = pour tout o € dIn+2,

et par conséquent, d'aprés (1), il existe v, € 2, (B) tel que ¥,= 3, et que
d(a.ty vi.0)Zze/2 pour tout ¢ € I*+2,
II existe donc une application continue

[ty tia] D>V €EZnit (GD)
telle que

Yi,t; == Cis Yitiv1=— Cit+13
(6) Y s=p.(1 ) pour tout (Z, ) €[t;, L] X< 0L,
Aoty Yi.8) =¢/2 pour tout (¢, s) € [t;, tips] < "7,
et par conséquent, d’aprés (4) :
(7) d(o.t, vy.5) =< pour tout (&, §) €[4y, tig] > I"H.
L’élément v de 2,4 (2, (B)) & 2y (Zpsq(03)) défini par

’ . s Se]/H—l7
(3) D=8 PO ey ] (=, e, p—),
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vérifie d'aprés (6) et (7)

v.(t,8)=B.(4 ) pour (i,s)e€l x oI+,
d(a.t,v.(t, s))="¢ pour (¢, s)€l x I+t

Si, en plus, 3 est voisin de « au sens de X"H(Zl(c’(, @)), cela signifie
que B.(o, s) et 3.(1,s) sont, uniformément pour se& [**', respectivement
voisins de .0 et a.1. Comme @ est n-l.c., on peut donc choisir y, et y, tels
que Yo.s et y,.s soient, uniformément pour tout s€ [”+!, respectivement voi-
sins de a.o et a.1.

D’aprés (8), v sera alors voisin de « au sens de X, (2, (&, @3)).

2. Paires d’espaces homogénes.
Condition de relévement des petits cubes.

2.1 Définition et premiéres propriétés.

2.1.1. DeriviTion 1. — Soient (7 un groupe topologique, / un sous-groupe
de ¢ muni d’une topologie (compatible avec sa structure de groupe) plus
fine que celle induite par G; on ditalors que (G, /) est une paire de groupes
topologiques.

DeriviTioN 2. — Soit (G, H) une paire de groupes topologiques; on dit
que ( Gy, Hy) est une sous-paire de (G, H) si G, est un sous-groupe de G,
et si H, est le groupe A N G,, muni de la topologie induite par H.

On a immédiatement le

Lemse. — Soit (G, H) une paire de groupes topologiques, ( Gy, Hy) une
sous-paire; soit A (resp. B) lespace homogéne des classes a gauche
G/ Gy (resp. H/H,); soit p (resp. q) la projection canonique de G (resp. H)
sur A(resp. B). Il existe une application de B dans A canoniquement
définie par la condition de rendre commutatif le diagramme

H—"+B

2 Y
G54

Cette application est injective et continue.
Ce lemme justifie la

DernitioN 3. — Soient (G, H ) une paire de groupes topologiques, (G,, H,)
une sous-paire, A (resp. B) I'espace homogéne des classes & gauche G/G,
(resp. H/H,). On dit que (A, B) (muni de I'injection définie au lemme)
est la paire homogene (de classes & gauche) (G, H)/(G,, H,).
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Dans la suite, on supposera toujours en outre que G, est fermé dans G,
alors H, est fermé dans /, et 4 et B sont séparés; si, en plus, G et /T sont
métrisables, { et B le sont aussi.

2.1.2. — Soit (A, B)=(G, Il)/(G,, H,) une paire homogene. Soit e
I'élément neutre de (/; on note encore ¢ l'image de ¢ dans 4 par p. On
note £, (Gr) le sous-espace de 2, (G) [¢f. (1.1.1)] formé des applications du
cube /" dans (& qui envoient l'origine O de " en e.

Définitions analogues pour Q, (), 2,,(4), 2, (B), 2,(G), etc., Q, (G, ) etc.

Leswye. — Avec les notations ci-dessus, on suppose H, dense dans G.
Soit n un entier > o; pour que B sott n-l. c. en e, [cf. (1.2.1), définition 2],
i suffit que la condition suivante soit remplie : pour tout voisinage U de e
dans A, il existe un voisinage 1 de e dans A, tel que, si Uon munit Un B
et VnIB de la topologie forte, pour tout élément 5 de S'.,IH( VnB) i
existe un élément < de Q,.,, (Un B) tel que ¥ — 5.

DEMONSTRATION. — Soit U == p~'(U); c’est un voisinage de e dans G
soit U’ un voisinage de ¢ dans G, tel que

(1) azcat.
Notons p (W) == U'; soit ¥ un voisinage de ¢ dans A, que la condition du

lemme permet d’associer a U'; on choisit 1" tel que 1'c U'; soit V=p~"(FV);
soit 2 un voisinage ouvert symétrique de ¢ dans G tel que

(2) W2,

Notons p(30) = 15 soit e 2, (W B); notons 5.0 =b.
Puisque b € B, il existe / tel que

(3) helnp({6})

et puisque H, est dense dans Gy, et que b€ W', on peut en plus imposer a £
d’¢tre un élément de 20 ; puisque 2 est symétrique, il en résulte A~ €0,
el par conséquent, d’apres (2) :
ot peX, (1)
et méme, d'apres (3) :
h=t. el (I'nBb).

Il existe donc Y€, (UNB) tel que v'=/71""'.5; posons h.y'=r.
D’apreés (1), Y€ Q2,4 (UNB); et d’autre part ¥ = .

2.1.3. Lemyg. — Soit (A, B) = (G, H)/(G,, H,) une paire homogéne
On suppose H dense dans G. Pour tout entier n> o, si B est n-l. c. dans A
en e, alors B est n-l. c. dans A [cf. (1.2.1)].
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DEMONSTRATION. — Soit a€ A; soit U’ un voisinage de « dans .
Soit g€ p~t(a); notons
o U — U, p(U) —=U.

Soit ¥V un voisinage de ¢ dans (7, tel que
(1) V.

Notons p () = V; c’est un voisinage de ¢ dans 4. Soit W™ un voisinage
de ¢ dans ., associé & }V du fait que B est n-l. c. dans A en ¢. Notons
P W) =0, D’aprés hypothése « /f dense dans (v, il existe e I tel
qlle

(2) ot he,
(3) It g €.
D’aprés (1) et (2) :
g h b el
el par conséquent :
(4) holcg b —=U.

D’apres (3) :
ht.ae W,

done : o Woest un voisinage de a dans A; le lemme en résulte, compte

tenu de (4), puisque tout élément de X, (Bn(h.W)) est bord d'un
élément de 2, (BN (L. V).

2.2. Reléevement des petits cubes dans une paire homogéne.

En (2.2.1), on définit ce qu'on entend par « relévement des pelits cubes »,
eten (2.2.2), on démontre quelques propriétés immédiates relatives a cette
notion. En (2.2.%), on donne une condition suffisante pour le relévement
des petits cubes. En vue d’applications ultérieures, cette condition est donnée
sous une forme plus forte que celle olt nous aurons effectivement a l'utiliser :
elle se réféere i la notion de presque locale connexion par arcs [ définie et
étudiée en (2.2.3) ], alors que dans tous les cas ol nous utiliserons (2.2.4),
la locale connexion par arcs sera en fait vérifiée. En (2.2.5), on donne un
lemme qui est Ianalogue d’'une conséquence immédiate de la suite exacte
d’homotopie classique des espaces fibrés.

2.2.1. — Soit (A, B) = (G, H)/(G,, H,) une paire homogene. On note
11" espace /I muni de la topologie faible. On note X, (H) 'espace X, (H)
muni de la topologie faible, i. e. induite par X, (H'). Définitions analogues
pour H/m Bl» ZIn(HO)v ZIIL(B)

Pour tout couple (n, p) d’entiers >> o0, on a un homéomorphisme
canonique

(1) X (Zu(B)) x X, ,(B).
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[En effet, ¥ (X,(B)) s'identifie en tant qu'ensemble a X, , (B) et sa topo-
logie est celle de X,(2),(B)), c'est-a-dire de 2,(X,(B')), donc, d’apres la
formule (1) de (1.1.1), cellede 2, ,(5').]

A T'application ¢ : [ — B est canoniquement associée, pour lout entier
7> 0, une application continue g, :

3, (H)—>3,(B).

Notons encore e I'élément de X,(B) canoniquement défini par ¢; le
« noyau » de ¢, [c’est-a-dire ¢,;'({e})] n’est autre que 2,(H,), de sorte
qu’a g, est canoniquement associée une application continue g, :

S, (H) /2. () — 2, (B).

En général, I'application ¢, n’est ni surjective, ni ouverte. Si le triple
(#, B, q) est un fibré au sens de Serre, I'application ¢, est surjective. En
plus, on ale

Lemve. — S¢ le triple (I, B, q) est un [fibré localement trivial, alors,
pour tout entier n>>0 :

1° Le triple (2, (H), 2, (B), q.) est un fibré localement trivial.

20 L'application g, est un homéomorphisme.

Démonstration du lemme. — Le 2° est une conséquence immédiate du 1°.
Pour le 1° il suffit de montrer I'existence de sections au voisinage de tout
point de X,(B); par translation, on se rameéne a montrer I’existence de
sections au voisinage de e; or, I'existence dans (H, B, ¢) d’'une section au
voisinage de ¢ permet de relever contintiment les éléments de 2, (B) qui
sont assez voisins de ¢, car ceux-ci ne sont autres que les cubes singuliers
de B dont I'image est dans un voisinage assez petit de e.

A Papplication ¢, est canoniquement associée une application ¢, :
X, (H)—X,(B)

(ui, au point de vue ensembliste, ne differe pas de ¢,, et qui est continue
[car elle est induite par l'application canonique X,(H')—2,(B')]. Il en
résulte que 'application 7, :

canoniquement associée 4 ¢, (el qui, au point de vue ensembliste, ne différe
pas de G,) est continue. L’application ¢, (et Papplication g, ) sont surjec-
tives dés que (/, B, ¢) est un fibré au sens de Serrr. Mais, méme lorsque
(H, B, ¢) est un fibré localement trivial, lapplication ¢, n’est en général pas
ouverte. Ceci conduit & poser la
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Derivitioy. — Soit (A, B) = (G, H)/(G,, H,) une paire homogene.
Soit n un entier > o; si 'application canonique ¢, :

2, (H) -2, (B)

est ouverte, on dit que (A4, B) vérifie en e le relévement des petits n-cubes.

La condition « (A4, B) vérifie en ¢ le relévement des petits n-cubes » peut
donc s’expliciter comme suit : Soit U un voisinage arbitraire de ¢ dans H',
il existe un voisinage U de e dans B’ tel que, si I'on munit U et U dela
topologie forte (i. e., celle induite respectivement par /1 et B), tout élément
de 2,(U) soit I'image par ¢, d’au moins un élément de 2, (L)

2.2.2. Quelques propriétés immédiates relatives au relévement des petits
cubes.

[ Les notations A, B, G, , etc., sont celles de (2.2.1)].

Prorrigte 1. — Si (A, B) vérifie en e le reléevement des petits n-cubes
(pour un certain entier n>o0), et si le fibré (H, B, q) est localement
trivial, alors U'application ¢, :

X, (H)/2, (Hy)—~> X, (B)

est un homéomorphisme. Inversement, si g, est un homéomorphisme, la
paire (A, B) vérifie en e le reléevement des petits n-cubes.

[ Ce sont des conséquences immédiates de (2.2.1).]

Proerigre 2. — St H, est dense dans Gy, alors U'application canoniqueq':
H' /Iy — B' est un homéomorphisme [et par conséquent, d’aprés la pro-
priété 1, (A, B) vérifie en e le relévement des petits o-cubes].

DemosstraTioN. — L’application canonique ¢’ : H'— B' est surjective; il
faut montrer qu’elle est ouverte. Or, /1, étant dense dans G, pour toutb € B,
Hnqg ' ({b})est dense dans g—'({ b }). Donc, pour tout ouvert U de G, ona

pUnd)y=pu)nb
Donc p (U N H') est ouvert, ce qu'il fallait montrer.

PropriiTE 3. — Soient n et n' deux entiers tels que n > n' > 0.S5i (A4, B)
vérifie en e le reltvement des pelits n-cubes, a fortiori (A, B) vérifie en e
celui des petits n'-cubes.

ProrritTe 4. — Si (A, B) vérifie en e le relévement des petits p-cubes,
alors pour tout voisinage Ul de¢ e dans /', il existe un voisinage ¥V de ¢
dans /I' et un voisinage }" de ¢ dans B’ tels que, pour tout couple (n, n')
d’entiers > o tels que (n + n') — p, et tout a€ Z,( 1) tel que la restriction
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deaa "< {o} sereléve en un élément 3 de %,(?), il existe un relévement ~
de a dans 2,(U) qui prolonge 5 (U, V et T sont munis de la topologie.
forte).

DenonsTRATION — On choisit > symétrique et tel que V¥ cU; a V, la
propriété de relevement des petits p-cubes associe un certain J7; il existe
v'€X,(%) qui reléve «; on pose. pour (7, o) el < I :

v.(o,0")=(¥. (7, ). (¥ (g, 0))"" . (5.(7, 0)).
2.2.3. — Soit (A, B) une paire topologique.

Derintrion. — Soit « € A. On dit que B est presque localement connexe
par arcs dans A en «, si, pour tout voisinage I/ de « dans A il existe un
voisinage |~ de « dans 4 tel que tout couple (4, ') de points de V'n /2
puisse élre joint par un chemin 3 de {'n B, continu pour la topologie faible,
et « presque continu » pour la topologie forte au sens suivant : il existe
0 €lo, 1] tel que 3 soit continu sur (o, 0( et [0, ].

On utilise abréviation p. I. ¢. a. pour : presque localement connexe par
ares.

Conséquences de cette définition.

|. — Soient (A, B) une puire topologique et n un entier >>o. Si B st
p-loc.adans A en a, alors X,(B) est p. l. c. «. dans 2,,(A) aw point de
2, (A) canoniquement défini par a.

| Lin effet, notons encore « le point de X, (A) canoniquement défini par «;
soit 1 un voisinage de « dans A, et soit 2 ==X,(F); les 2> forment un
systeme fondamental de voisinages de « dans X,(4). Notons, d’autre part 7.5
pour (A€ /), 'homothétique dans le rapport 4 du point ¢ de /*. Pour tout
heVnZ2,(B), on définit un chemin fortement continu 3 : % ->1b, dans
VN3, (B), en posant

1o.5=b.la pour rel et sel-

L'extrémité de ce chemin est b, el son origine est un cube ponctuel b,.
Soit &' un autre point de N 2,(B); on obtient de méme un chemin 3/,
d’origine b, Si V' est assez pelit, ’hypothése « B est p. l. c. a. dans 4 en @ »
fournit un chemin 3, joignant b, a &, dans le sous-espace de Z,(B) formé
des cubes ponctuels. En composant les chemins 3, 8, et 3/, on obtient un

chemin joignant & & 0’ et ayant les propriétés voulues.]

2. Cus des puaires de groupes. — Soit (G, [) une paire de groupes
topologiques. On peut alors, dans la condition de presque locale
connexion par arcs, remplacer la condition « 0 €[ o, 1] » par 0 =1.
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[En effet, soit 3 un « petit » chemin joignant b & b et correspondant a4 un
certain 6 € o, 1]; posons

B; = Bo-Bo" - Bosia—o) pour t€fo, 1].
Le chemin (3’ ainsi défini est encore « petit », et est continu sauf pour ¢ —=1.]
2.2.%. Une condition suffisante pour le relévement des petits cubes.

ProrosiTion 2. — Soit (A, B) = (G, H)/(G,, H,) une paire homogeéne;
supposons que :

1° (H, B, q) soit un fibré localement trivial.
20 H, soit dense dans G,.

30 H, soit en e presque localement connexe par arcs dans G,.

Alors, pour tout entier n> 0, (A, B) vérifie en e le relévement des petits
n-cubes.

DemonsTraTION. — D’aprés I'’hypothése 2° et la propriété 2 de (2.2.2),
(A4, B) vérifie en e le relevement des petits i~cubes pour i=o; supposons
quil en soit ainsi pour o =ik, ou A est un certain entier > o. Posons

[cf. début de (2.2.1)] :
3 (B)=a3, 2 (H)=2¢, 2 (Hy)) =#,;
B =@, S(H) =0,  S(H) =%,

D’aprés I'hypothése 1° et le 1° du lemme 2.2.1, 3¢ est fibré localement
trivial sur &3; donc, d’aprés I’hypothése de récurrence et la propriété 1 de
(2.2.2), l'application canonique

5 /90 > @

est un homéomorphisme. Comme il en est de méme, d’aprés le 2° du
lemme 2.2.1, de 'application canonique

Je/ae, — 03,

(¥, @3) s'identifie canoniquement a la paire homogene (3¢, 3¢)/(4€,, 3¢,).
Cette paire homogéne vérifie ’hypothése 1° de la proposition 2; elle en
vérifie aussi I'hypothése 2°, puisque 3¢’ et 3¢, et par conséquent €, et 4¢,,
coincident au point de vue ensembliste; et 'hypothése 3°, d’apres (2.2.2),
conséquence 1 [car, H, étant, en e, p. 1. c. a. dans G, U'est a fortiori dans I,
donc 2;(H,) Vest dans 2 (H,), donc a fortiori dans X} (H,)]. Or, on a
déja vu qu’une paire homogeéne qui vérifie les hypothéses de la proposition 2,
vérifie en e le relévement des petits o-cubes. La paire (3’ @3) vérifie donc les
hypothéses du lemme ci-dessous. Donc, d’aprés ce lemme, (3, 3') vérifie
en ¢ le relévement des petits 1-cubes; donc d’aprés la propriété 1 de (2.2.2),
I'application canonique
3 (50) /3 (88) — X, (B)

BULL. SOC. MATH. — T. 89, FAsc. 3.

[~
~
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est un homéomorphisme. Mais d’aprés la formule (1) de (2.2.1), ¥, (4¢)
est canoniquement homéomorphe a Xj , (H), etc. Donc, lapplication
canonique
L () Xy (Hy) > Xy (B)

est un homéomorphisme, ce qui, d’aprés la propriété 1 de (2.2.2), prouve
que la paire (A, B) vérifie en e le relévement des petits (k + 1)-cubes. De
sorte que tout revient & démontrer le

Lemme. — Soit (A, B) = (G, )/ (Go, Hy) une paire homogeéne vérifiant
les conditions 1° et 3° de la proposition 2, ainsi que la condition :

(2") (A4, B) vérifie en e la condition de relévement des petits o-cubes.

Alors (A, B) vérifie en e la condition de relevement des petits 1-cubes
(i. e. des petits chemins).

Démonstration du lemme.

(a) On va d’abord montrer que les fibres de (#/, 33, p) voisines de p—'(e)
sont « uniformément p. l. c. a. » au sens suivant : pour tout voisinage Ul
de e dans H', il existe un voisinage V de e dans B' et un voisinage ¥ de e
dans H' tels que

(1) beV
et
(2) h et Wep™(b)nv

entraine l'existence d’un chemin ¢ dans p—'(b)NnU (continu pour la
topologie faible, continu sur (o, 1( pour la topologie forte) tel que

Co=nh et L=~

En effet, soit 2V un voisinage symétrique arbitraire de e dans /’. D’aprés
la condition (2'), on peut choisir V" pour que (1) entraine I'existence de
(3) kep=(b)nW.

De (2) et (3) résulte
(4) k~t.h et kLA eH,n(W.V).

Si & est un voisinage arbitraire de ¢ dans Hj, on peut choisir 2 et ¥
pour que (4) entraine I'existence d’un chemin ¢ dans &, d’origine k.4,
d’extrémité A—1./4’, continu pour la topologie faible, continu sur (o, 1( pour
la topologie forte. Posons

k.o, =¢, pour t€fo, 1].

On a bien
k.0y=nh, k.o, =1~

k.o, €ep=(b)n(W. L) pour tout €/,

il suffit donc de choisir 20 et & tels que W.LCU.
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(b) Soit U un voisinage de e dans /'; soient } et ¥ donnés par le (a).
La condition (2') permet d’associer a % un voisinage 3¢ de ¢ dans B’ tel que
tout b€ W se reléve dans . Soit U un voisinage ouvert de e dans B' tel que
Uc V nW; munissons U de la topologie forte.

Soit a € X, (U); pour tout t €/, il existe un relévement de «.¢ dans 2; on
peut supposer % ouvert; il résulte alors de la condition 1° qu’il existe un
entier ¢ assez grand pour qu’en posant ;—1i/q pour i—=o, 1, ..., ¢, il
existe pour { =o0, 1, ..., ¢ — I une application

[t tica|DE—> V1 €V

qui soit un relévement de la restriction de « a [¢;, £;., ]. Posons
Yoy = H, Y, —=Hh

et soit  donné par le (a). Soit A€ o, 1); posons

(5) Y00+ Y5 10 St = Yo3¢ pour t€(o, .

L’application [o, ;]2 ¢—>vi,, est encore un relévement de la restriction
de a a[o, ¢,], et vérifie

(6) Y:);o:'}’o;o-
(7) Yot = Do
On pose alors
(8) Yise Y- O0=Yiy pour t€[t, ],

ce qui définit un relévement de la restriction de « a [y, ¢, ] vérifiant
(9) 11504,= 0o

De (7) et(g) résulte qu'on définit un relévement continu v de la restriction
de a a [0, £,] en posant

y { Yoy pour t€fo, t],
=

Yise pour (€[, ).
Pour tout t€[o, ¢,] on a, d’apres (5) :
‘\‘/16‘02.%

et, en choisissant 2 assez voisin de 1, on a, d’aprés (8), pour tout t€(¢, &)
TLEV,
de sorte qu’en répétant ce procédé, on obtient de proche en proche un
relévement de o, continu sur tout [o, 1], et contenu dans ¥V*.U.
2.2.5. Un lemme « de suite exacte ».

Lemyve. — Soit (A, B) = (G, 1) /( Gy, H,) une paire homogéne telle que
pour tout entier n>>0 :
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(an) (A, B) vérifie en e le relévement des petits n-cubes.
(br) H, soit n-l. c. dans G, en e.

(en) Pour tout voisinage U de e dans A, il existe un voisinage U de e
dans G tel que (si 'on munit Un B et UWnH de la topologie forte), pour

tout élément [ de EH,(‘IL{\]I), il existe un élément v de X, ,(UNB)
tel que Yy —=poB.

Alors pour tout entier n>o0 :

1° B est n-l. c. dans A en e.

2° H est n-l. c. dans G en e.

DremonstraTION. — Elle suit pas a pas celle de la suite exacte classique
d’homotopie pour un espace fibré au sens de SERRF.

On choisit une application continue f: ["—> dI"**+!, envoyant d1” en O, et
dont la restriction a /* — ¢/” soit un homéomorphisme.

1° Preuve de : B est n-l. c. dans A en e pour tout entier n> 1 (Pour
n — o, la démonstration est un peu plus simple). — Soit U un voisinage de e
dans A4; (c,) lul associe un voisinage U de ¢ dans G; & UNGy, (byy)
associe un voisinage ), de ¢ dans G,, donc un voisinage 2 de ¢ dans G tel
que VN Gy—=?; on choisit en plus ?V tel que VC L. Enfin, 4V, (a,) associe
un voisinage V de e dans 4. On munit Un B, A n1l, etc., de la topologie
forte.

Soit €, (VNAB) [¢f. (2.1.2)]; soit gof=a'; o' est un élément
de 2,(V n B)dont le bord est en e. 1l existe donc, d’aprés (a,), p' € Z,(n H)

ar

tel que po3’—=a'; 5’ est nécessairement un élément de E,,(‘l’onHO); il

existe donc, d’aprés (b,y), 3" € X, (U N H,) tel que ﬁ”: B’; par conséquent
3’ et f" définissent un élément B de 3, (UNH), et, daprés (c,), il
existe Y €21 (UNPB) tel que Y=pof; or po3 et o ont méme image et
sont homotopes sur cette image; il existe doncy € 2,4 (UN B), tel que Y=0;
et cect est suffisant d’aprés le lemme 2.1.2.

2° Preuvede : Hest n-l. c. dans G en e pour tout entier n > o. — Soit U
wun voisinage de e dans G; & U N Gy, (b,) associe (cf. 1°) des voisinages UV,
et ¥ de e dans Gy et G respectivement; on choisit 2 tel que 22 cl; d’apres
{@n+1) et la propriété b de (2.2.2), & ¥ sont associés un voisinage W de e
dans G et un voisinage U de e dans A; & U est associé d’aprés le 1° un
woisinage V' de ¢ dans 4. On note [V Np— (V) =&; on munit Un B, V n B,
AU nH, etc. de la topologie forte.

Soit 0 €2y s (TNH); il existe, d’aprés le 1°, B €L, (UNB) tel que
Z=poa. Soit aof=2a'; il existe f'€R,1(UNB), tel que 3 ait méme
image que (3, soit homotope 4 3 sur cette image, que

B'.o=poa’.c  pourtoutse(l"x{o})
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et
B.o=e pour tout g€l — ("< {o}).

D’aprés (a,.q) et la propriété kb de (2.2.2), 1l existe donc ¥’ € 3,4 (VN H)
qui reléve 3’ et prolonge o'; v/ définit un chemin y dans Qs (VnH)
d’origine v,= a, d’extrémité vy, dans S.Z,,H(”s’onl{o); il existe, d’apreés (b,),
un élément 6 de R, (U N H,) tel que 6 = Y13y et 0 définissent un élémenty
de .1 (U N H) tel que ¥ =«.

CoroLARe. — Soit (A, B) = (G, H)/(G,, H,) une paire homogéne,
supposons que :

1° (M, B, q) sott un fibré localement trivial.

20 H, soit dense dans G,.

3° I, soit n-l. c. dans G, en e pour tout entier n> o.

Alors, il y a équivalence entre la propriété : H est n-l. c. dans G en e
pour tout entier n> o, et la propriété analogue relative a la paire (A, B).

DivoNsTRATION. — Les hypotheses 1° et 2° du corollaire coincident respec-
tivement avec les hypothéses 1° et 2° de la proposition 2 [c¢f. (2.2.4)], et
Phypothese 3° du corollaire est plus forte que I'hypothése 3° de la propo-
sition 2 (puisque o-l. c. est plus fort que p. L. c. a). Donc, d’apres la
proposition 2, la paire (A, B) vérifie en ¢ le relévement des petits n-cubes
pour tout entier n > o, autrement dit (A, B) vérifie, pour tout n, la condi-
tion (a,) du lemme de suite exacte. D’autre part, I'hypothése 3° du corollaire
n’est autre que « (b,) pour tout n ». Enfin, chacune des hypothéses :
« H est n-l. c. dans G en e pour tout entier n2>x 0 », et « B est n-l. c¢. dans 4
en ¢ pour tout entier n>x0 », est plus forte que I'hypothése « (¢,) pour
tout n ». Le corollaire résulte donc du lemme de suite exacte.

3. Application a la comparaison des groupes d’homotopie
du groupe des automorphismes (continus)
et du groupe des difféomorphismes d’une variété compacte
de dimension 3.

3.1. Préliminaires.

3.1.1. Décomposition réguliere d’une variété compacte. Notion de
hauteur. — Soit F une variété compacte, de dimension n, de classe C~”
[variété est pris au sens de /, (1.2.2)]. La définition 1 ci-dessous est un
rappel de 11, (5.2.2.).

DerixitioN 1. — Solent F; et F; deux sous-variétés fermées (de classe C*)
de dimension n de F. On dit que F; et F; définissent une décompositiorn
réguliere de I si :

(a) F=F,UF;;

(b) FinF; est une sous-variété £ de F', de dimension (n — 1).
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DerxiTion 2. — On dit que F est de hauteur 1, si F est différentiablement
étoilée [cf. 11, (5.3.2)]. On dit que F est de hauteur — p, s’il existe une
décomposition réguliere (F;, F;) de F telle que F; et F; soient de
hauteur =< (p —1).

Lemve. — Soit F une variété compacte; soit (F;) une famille finie de
sous-variétés compactes, de codimension o, de hauteur finie, de F. On
suppose que :

1° pour tout couple (i, 1) d’indices distincts, F; U Fy est une sous-variété
de F dont (Fy, F/) est une décomposition réguliére;
2° pour tout triple, (i, 7, 1") d’indices distincts, FinFyNFyw=0.

Alors I est de hauteur finie.
Ce lemme, dont la démonstration est immédiate, sert & établir la

Prorosition 3. — Toute variété F compacte, de dimension =3 est de
hauteur finie.

DimonsTRATION. — On se borne au cas ou F est de dimension 3. On munit
d’une triangulation différentiable (3?), notée &; la démonstration va consister
a effectuer sur  une construction qui est I’analogue « différentiable » du
classique diagramme de HEeGAARD (cf. SEIFERT et THRELFALL, [1], p. 219).

On munit /' d’une métrique riemannienne adaptée au bord [cf. 7, (3.3.1)],
et 'on désigne par d la distance géodésique. Soit (F;), (F;), (Fr) et (Fy)
la famille des faces de dimension o, 1, 2 et 3 de .

On entoure chaque F; d’'un voisinage tubulaire B; de rayon p; (on notera
que B; n’est difféomorphe a une boule que si F; est intérieur & F'; mais dans
tous les cas B; est de hauteur 1). On choisit les p; assez petits pour que,
pour tout 7, B; ne rencontre, parmi les faces de @, que celles qui sont
adjacentes a4 F}, et pour que le bord dB; de B; rencontre transversalement
celles de ces faces qui sont de codimension > 1; on suppose, en plus, que,
pour i #i, B:nBy = 0.

Soit F'; une 1-face, soient F; et Fy ses extrémités; on « rapetisse » un
peu F;, c’est-d-dire qu'on choisit sur /', un point M tel que o << d (I}, M) < p;
et un point analogue M'. Soit 7’y un tube normal a MM’ dans F, de rayon p;
assez petit; 7'; estdifféomorphe & un « cylindre », produit de / par une 2-variété
de hauteur 1. On munit 7’; d’un systéme de coordonnées (x, y, 5) d’origine
O sur MM' et a V'extérieur de B; et By, d’axe Os suivant MM’ et dirigé
vers M. On note (r, 0, 5) les coordonnées cylindriques associées a (x, y, 5);
sip; a été choisi assez petit, on peut supposer que 7 est la distance géodé-
sique & MM', que les plans == Cte sont les plans géodésiques normaux

(**) Comme dans le cas des variétés au sens habituel, la possibilité de munir ¥ d’une
telle triangulation se démontre a4 l'aide du théoréme de plongement dans un espace
euclidien.
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AMM', et que les intersections avec 77, des 2-faces de & adjacentes a I7; sont
des morceaux de plans (c’est-a-dire vérifient 0 = Cte). On suppose en plus
que T; ne rencontre pas les faces de & non adjacentes & F;. Soit @ la cote du
point ot MM' perce B;; soient b et ¢ deux nombres tels que a << b <c,
assez voisins de @ pour que, pour tout 5,€[b, c¢], le plan == 5, coupe B;
suivant une 2-variété de hauteur 1 intérieure a 77;, et coupe transversa-
lement 0B; (il existe effectivement deux tels nombres b et ¢, pourvu que p;
ait été choisi assez petit). Soit r = ¢ (z, 0) I'équation de dB;, valable pour
z€[b, c]; soit i une fonction de classe C” : R—[o, 1] nulle pour s b,
égale & 1 pour 5> ¢, et telle que

(1) ﬂ.séo pour tout s €R.

On définit de maniére analogue (relativement a By) :a', b, ¢/, ¢
Soit ; un nombre > o tel que

(2) aj<i1(;f<p(b,0)

et que

(2") o; <info' (4, 0).
0

On pose

3) V(5 0)=(—y(s))a;+y(5)0(5 0) pour b~z ¢
et 'on définit ' (5, 0) de maniére analogue. On définit alors

B[;l' par ]}l’/ :Bl-—(T/n§3<0 }),
B, ; par B, ,=By— (T)n{z>c})

et Z; comme étant la partie de 7"; vérifiant

4 r=d (s 0) pour b Zs-c¢
(4) PV 0) o dZsZb
(5) r-ag; » OV =Z:-0;

Z; est de hauteur 1 (c’est un cylindre); B;; ; est de hauteur 1 si p; est assez
petit et ¢ assez voisin de a; Z;U B;,; est une variété dont (Z,, B;, ;) est une
décomposition réguliére; résultats analogues pour By, ; et (Z;, By, ;).

On fait cette construction successivement pour tout j, en choisissant des
T tels que 7,n T,y =0 pour j'7~ j et T;n B;— O pour F;¢ F;. On obtient
ainsi une famille (ffl) est une famille (Z;); les B, et les Z; sont tous de
longueur 1; soit W leur réunion : W est de hauteur finie d’aprés le lemme.

Soit W*=F—W, pour toute 3-face F, soit /7 =F;n W*. On va montrer
(pour un choix convenable de W) que la décomposition (¥7) de WW* satisfait
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aux conditions du lemme; il en résultera que W™* sera de hauteur finie, ce
qui achévera la démonstration. Or la décomposition (F}) satisfait a la condi-
tion 2° du lemme ; elle satisfera aussi a la condition 1° si :

(a) le bord relatif (**) 0 Wr de W coupe transversalement les 2-faces de &
qu’il rencontre.
11 restera en plus a vérifier que pour tout /, F; est de hauteur finie. Or les

F} seront tous de hauteur 1 s'il existe pour tout / un point P; dans I'intérieur
de F}, tel que :

(b) pour tout I, dWrn F,; coupe transversalement les demi-droites de la
structure affine de F) issues de P,.

On procéde en fait comme suit : on choisit @ priori, pour tout Z, un point P,
dans P'intérieur de F;; puis on choisit " de facon que (a) et (b) soient réa-
lisés. Or, soit V" la partie de d Wy formée des points qui appartiennent a la
partie d'un Z; définie par l'inéquation (4); et soit F"—=dW,— V. 1l suffit
que W soit assez petit pour que (a) et (b) soient vérifiés en tout point de
V"; il reste a s’arranger pour qu'il en soit ainsi en tout point de V.

Reprenons le systéeme de coordonnées locales (z, y, z) introduit dans Z;,
et posons
®(2, 3, 5)=r—0(s, 0),
Wz, y, s)=r—U(s0).
Soit E)(x, ¥, 5) un champ de vecteurs dans la partie {b —Z5Zc} de Z;;

>
soient (%, 7, ¢) les composantes de Q. Il résulte immédiatement de (3) que

K - o4 erar . > N
(6) Q.grad‘f“:(l — /):1,—01 —(o—ay) ;{’E’( —+ 7 O.grad ®.

— Silon prend i ==, nn—=y et {==o0, (6) donne

>

> —> >
()> grad W= (1—y)r-+ y0Q.grad®,

- - > >
or ().grad® est > o, puisque (a) a lieu aux points de V”; donc Q.grad W > o;

donc (a) a lieu aux points de V'.

>
— Si Pon prend pour Q (dans la partie {0 =5 c | de Z;n F)un champ
en chaque point porté par la demi-droite (au sens de F;) joignant ce point a
> —7 . . .
P, et dirigé vers Py, alors Q.grad® est > o, puisque (b) a lieu aux points
de V"5 si W a été choisi assez petit, { est <o, donc d’aprés (1) et (2) on a

— (o — c/)?—f-c>o; enfin, on peut choisir (**) le syst¢tme de coor-

() Cf. 1, (2.3.1).

e . .
(%) Parexemple en s’arrangeant pour que le vecteur Q (o, o, &) soit dans le plan bisscc-
teur des deux 2-faces de F; qui passent par F'.
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données (x, y, z) de facon que Ex~+7ny>o0; de sorte que finalement
> —
Q.gradW¥W > o, ce qui entraine (b) aux points de V.

3.1.2. La paire homogéne associée a une décomposition réguliére d’une
variété compacte. — Soit F une variété compacte ; soit (F;, F;) une décom-
position réguliére de F', on note

FinF;=E.

On note G le groupe des automorphismes de la structure topologique de
F qui induisent I'identité sur le bord dF de F. On note G, le sous-groupe de
G formé des automorphismes qui induisent I'identité sur Z.

Les groupes G et G, sont munis de la topologie €, qui en fait des groupes
topologiques (cf. Boursiki, Topologie générale, chap. X, § 2, exercice 17),
en plus ces groupes sont évidemment métrisables.

Soit 7 un entier >.1; on note / le groupe des r-difféomorphismes de F qui
sont r-tangents 4 I'identité en tout point de dF; on note H, le sous-groupe
de f, formé des difféomorphismes qui induisent I'identité sur . Les groupes
H et H, sont munis de la topologie C7; ce sont des groupes topologiques
métrisables [¢f. I, (1.%.2) et I, (5.3.%)].

(G, H) est une paire de groupes métrisables; (G,, H,) en est une sous-
paire fermée; on note (A, B) la paire homogéne (de classes a gauche)
quotient [¢f. (2.1.1)]: c’est une paire métrisable.

Soit @3 'espace, muni de la topologie C7, des r-plongements de £ dans F
qui sont r-tangents & I'identité le long de d£. L’application canonique [{—@
est continue ; elle est constante sur les classes a gauche de /7 mod I/, ; elle se
factorise donc en la suite d’applications continues

HYS B s a®.

Mais d’aprés le corollaire 2 du théoréme 5' [cf. 1I, (2.%.1)], 'application
canonique H —> 3 est une fibration localement triviale.

11 en résulte le :

Lemme 1. — Avec les notations ci-dessus -

1° L’application canonique B —» 03 est un homéomorphisme de B sur un
ouvert de G3.

20 Le triple (H, B, q) est un fibré localement trivial.

Notons d’autre part G; le groupe analogue a G, relatif a F;; on définit de
méme H;, G;, H;. On ale:

LemME 2. — Soit n un entier > 0. Si (avec les notations ci-dessus) I; et H;
sont n-l.c. dans G; et G; respectivement en leur élément neutre, alors H,
est n-l.c. dans G, en e.
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DEMONSTRATION. — Soit L le sous-groupe de H, formé des difféomorphismes
dont le rjet le long de £ est celui de l'identité. D’aprés 'appendice au
chapitre III, quel que soit I'entier n > o, et quel que soit le voisinage faible
de e dans H,, il existe un voisinage faible ¥ de ¢ dans H, tel que [si l'on
munit U et V de la topologie forte], pour tout a€X,., (V) il existe

Bez, (2n+1 (U)> tel que
| Bo=oa, B.€Z,.(UnL).

Or L s’identifie canoniquement au groupe produit H; > H;, et il résulte
immédiatement de I’hypothése que H; < H; est, pour tout n, n-l.c. dans
G; < G}, c’est-a-dire dans G,. Donc, si U est assez petit, 3, est le bord d'un
petit élément v de 2,.,,(L); B et v définissent un petit élément 6 de X,.., (H,)
tel que 0 —=ua.

3.1.3. Rappel de résultats fondamentaux de la théorie des variétés de
dimension 3.

TriEOREME (CalrNS-MOTSE-BING). — Soit F une variété différentiable
compacte de dimension 3. Soit (Fy, F;) une décomposition réguliére de F.
Soient G, G,, H, H,, A, B, les espaces définis en (3.1.2); soit B' lespace
B muni de la topologie induite par A. Alors :

1° H est dense dans G, H, est dense dans G,.

20 B' s'identifie canoniquement a un sous-espace ouvert de l'espace,
muni de la topologie C°, des r-plongements : E'— F' qui sont r-tangents a
Uidentité le long de OF.

3° A sidentifie canoniquement < un sous-espace ouvert de [espace
(muni de la topologie C°) de « bons » homéomorphismes (**) de I dans F
qui induisent I'identité sur OF.

Indications sur la démonstration. — On munit F d’une triangulation
différentiable. La possibilité d’approcher & ¢ prés un homéomorphisme d’une
3-variété compacte triangulée dans une autre telle variété, par un homéomor-
phisme semi-linéaire, est démontrée par Moisk (cf.[1], théoreme 2) dans le
cas des variétés sans bord; dans le cas des variétés a bord, le résultat
analogue est dtt & Bing (¢f. [1], théoréme 3, ou [2]). La possibilité d’appro-
cher & ¢ prés, par un difffomorphisme, un homéomorphisme semi-linéaire
d’une 3-variété différentiable différentiablement triangulée dans une autre
telle variété, est établie par Carns (c¢f. [1], [2]).

Le 1° vésulte de la conjonction de ces résultats.

(%) Un homéomorphisme f de £ dans F qui induit identité sur 0F est dit bon s’il
existe un voisinage tubulaire ¥V de % dans /' (d’ailleurs nécessairement homéomorphe
au produit £ > I) tel que F se prolonge en un homéomorphisme ¥V - F, qui envoie
VnoF dans oF.
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Démonstration du 2°. — Soit &' I'espace, muni de la topologie C°, des
r-plongements de £ dans F qui sont r-tangents a 'identité le long de JF';
le groupe /I’ opére a droite contindiment (par composition) dans @', et, en
particulier, I'application canonique H'— @' (qui & tout g€ associe sa
restriction & /) est continue; comme cette application est constante sur
chacune des classes & gauche de /' mod H, elle se factorise en la suite
d’applications continues

H—> B —ad.

Tout revient donc & démontrer que I'application H'— @' est ouverte, et il
suffit pour cela de montrer qu’elle est ouverte en ¢, c’est-a-dire : pour tout
J' € B assez voisin de Uinjection f de I dans F, il existe g€ Hl', voisin de e,
tel que g.f' = f. La démonstration de ce résultal est assez longue, et comme
elle suit pas & pas celle dulemme & de Moisk [ 1], nous ne la donnerons pas ici.

Démonstration du 3°. — Soit € 'espace (muni de la topologie C°) des
bons homéomorphismes de £ dans F qui induisent l'identité sur JE'; le
groupe G opére a droite contintiment dans @, et, comme ci-dessus, I'appli-
cation canonique de G dans @ se factorise en la suite d’applications continues :

G—>A—->aQ,

et tout revient 2 montrer que P'application G — €l est ouverte en ¢; compte
tenu du 2°, il suffit pour cela de montrer que : pour tout fe@, il existe
&€ G, arbitrairement voisin de e, tel que g. f€ @'. Ce résultat est essentiel-
lement contenu (°°) dans le théoréme 5 de Moise [1].

3.2. Le théoréme principal et ses conséquences.

3.2.1. — TrrorkME 8. Soit F une variété compacte de classe C* de
dimension 3. Soit r un entier >.1. Si la conjecture de SMALE (7) est exacte,
alors :

1° Soit G le groupe (muni de la topologie C') des automorphismes de la
structure topologique de I qui induisent 'identité sur le bord oF. Soit H
le groupe (muni de la topologie C") des r-difféomorphismes de I’ qui sont
r-tangents a U'identité le long du bord. Alors I est n-localement connexe
dans G en e pour tout entier n>-o.

20 Soit (F;, F;) une décomposition réguliere de F; soit F;nF;=1F;
soit (A, B) la paire homogéne associce [cf. (3.1.2)]. Alors B est n-locale-
ment connexe dans A en e, pour tout entier n>-o.

(%) Soit en effet } un voisinage tubulaire de £ dans /7; le théoréme de Moise
affirme (dans le cas ou £ est sans bord) que f peut se prolonger en un homéomor-
phisme de ¥ dans /7 dout la restriction au complémentaire de tout voisinage de £ soit
« semi-linéaire ».

(¥1) Cf. 11, (5.3.2).
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Le théoréme 8 sera démontré en (3.2.2). En voici quelques corollaires,
tous vrais sous réserve de l’exactitude de la conjecture de SMALE.

COROLLAIRE 1.

1° Soient F, G, H comme dans lée théoréme 8. Alors G et H sont homo-
topiquement équivalents.

2% On suppose en plus I orientable; on note G+ et H* les sous-groupes
respectifs de G et 11, formés des automorphismes conservant l’orientation.
Alors G+ et 1I+ sont homotopiquement équivalents.

Démonstration du corollaire 1. — D’aprés le 1° du théoréme 3.1.3, H est
dense dans G. Donc, d’aprés le lemme 2.1.3 et le 1° du théoréme 8, / est
n'-l.c. dans G pour tout entier n'> o, en tout point de G. D’autre part, il
résulte de la contractilité locale de 2/ [cf. 11, (1.4.2)] que 2,(H) est n'-l.c.
en ¢ pour tout couple (7, n') d’entiers > 0 il résulte du lemme 3 de (2.1.3)
que cetle propriété a lieu en tout point de H. Le 1° résulte donc de la pro-
position 1 [cf. (1.2.2)] appliquée a la paire métrisable (G, H).

Démonstration du 2°. — G+ est ouvert dans G, et H*—= Hn G+, donc la
densité de // dans G entraine celle de //+ dans G+; de méme, la propriété
« Il est n'-l.c. dans G en ¢ pour tout entier 7'>> 0 », entraine la propriété
analogue pour la paire (G+, /I+). La démonstration se fait ensuite comme
celle du 1°.

CoroLLAIRE 2 (« Hypothése de FeLbBaU pour n=23»; cf. Introduction).—
Soit G+ le groupe (muni de ta topologie C°) des automorphismes de la
sphére S, qui conservent 'orientation. L'homomorphisme canonique

7(SO(4)) > (G7)
est bijectif pour tout i> o.

Démonstration du corollaire 2. — C’est une conséquence immédiate du 2°
du corollaire 1 (dans le cas ou # est la sphére S;) et de la conjecture de SMALE
[ef. 11, (5.3.1), conséquence 1].

CoroLLARE 3. — Sotent F=F,UF;, E=F,nF;, G, H, A, B comme
dans le théoréme 8.
1° A et B sont homotopiquement équivalents.

20 Les images canoniques de G et H dans Uespace des homéomorphismes
de I dans F, munies respectivement des topologies C, et C", sont des espaces
homotopiquement équivalents.

Démonstration du corollaire 3. — La densité de / dans G entraine celle
de B dans A. Le 1° se démontre ensuite comme le 1° du corollaire 1, sauf
qu'on utilise le 2° du théoréme 8 au lieu du 1°. Le 2° du présent corollaire
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résulte immédiatement du 1°, compte tenu du 3° du théoréme 3.1.3, et du
lemme 1 de (3.1.2).

COROLLAIRE k. — Les notations étant celles du théoréme 8, I'application
canonique de G dans l'espace des homéomorphismes de I\ dans F définit
une quasi-fibration (**) au sens de DoLp et Tuom [1].

Démonstration du corollaire v. — D’aprés le 3° du corollaire 3.1.3, il
suffit de montrer que le triple (G, 1. p) est un quasi-fibré, et, pour cela,
que I'image par p du complexe singulier cubique de &, et le complexe singulier
cubique de A4, sont homotopiquement équivalents. Or cela résulte du 1° du
corollaire 3, puisque, d’aprés le 2° du lemme 1 de (3.1.2), tout élément de
2, (B) est I'image par p d’un élément de 2, (G).

CoROLLAIRE 5. — Soient F, G, Il comme dans le théoréeme 8. Soit G* un
sous-groupe de G tel que HcC G*. Alors H est n-localement connexe dans G*
en e, pour toul entier n> o, et G, G* et Il sont homotopiquement équiva-
lents.

(La démonstration de ce corollaire, qui s’applique en particulier au cas ou
G* est le groupe des automorphismes semi-linéaires d’une triangulation de F,
est immédiate : le fait que H est n-l.c. dans G en e pour tout entier n > o0,
entraine la méme propriété pour la paire (G*, H); de méme, I est dense
dans G*; la suite de la démonstration est la méme que celle du corollaire 1.)

3.2.2. Démonstration du théoréeme 8.

Plan. — En partant de cas particuliers simples, on s’éleve par étapes
jusqu’au cas général & I'aide de décompositions réguliéres. La démonstration
utilise trois lemmes : le lemme 1, par l'intermédiaire duquel intervient la
conjecture de SMALE; ce lemme permet le démarrage de la démonstration; les
lemmes 2 et 3, par l'intermédiaire desquels interviennent la plupart des
résultats du § 2 et de (3.1); ces lemmes sont ceux qui permettent & chaque
fois de passer d’un cas particulier au suivant.

Lenve 1. — Si F est une 3-variété compacte différentiablement étoilée,
alors H est n-l.c. dans G pour tout entier n>>o.

Démonstration du lemme 1. — Soit O un point intérieur de F, et {3¢) | la
famille d’homothéties de centre O de F [c¢f. 1I, (5.3.2)]. Rappelons que
la rétraction d’Alexander de G (cf. ALEXaNDER [1]) est l'application
Gx1I3(f, 1) —> &, (f) e G définie par A, (f) =e, et, pour A€o, 1) :

% 8,0 fodtp.x  pour x€8(F),

(. (f).x= pour xd& 36, (F).

(*®) On peut montrer, a laide de procédés plus fins que ceux utilisés ici, et ne
s’appuyant pas sur la conjecture de SMALE, que cette application définit méme une
fibration au sens de SERRE.
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La rétraction d’Alexander induit une application continue
(1) Hx (o, 1(3(f, ) > (f)eH
et par conséquent pour tout entier n .1 une application continue
(2) Zn(H) > (0, 13 (B, 1) > A (B) € 2n(H).

Au cours de la déformation (1), la distance (au sens de la convergence
uniforme) de @, (f) a l'origine e de H décroit et tend vers zéro uniformément
en f;il en est donc de méme pour la déformation (2). Soit U une s-boule
(au sens de la distance de la convergence uniforme) de centre ¢ dans H; on
munit U de la topologie forte. Soit ozef.,l(U); d’apreés la conjecture de SMALE

[ef. 11, (5.3.2), conséquence 2] il existe 3€ X, (H) tel que ﬁ: a. Pour 3,
assez voisin de 1, @, () € 2, (U); mais en plus le cylindre v :

01" < [0, ]2 (0, 1) > @5 (a.0)

a son image contenue dans U; ¢, (8) et y définissent un élément (3’ de
2.(U) tel que B'=a.

Lemme 2. — Solent F, F;, F;, G, I, A et B comme dans I’énoncé du
théoréme 8 ; soient G;, H; (vesp. G;, H;) les groupes analogues a G, I et
relatifs a F; (vesp. FF;). Si, pour tout entier n>o0, H; et H; sont n-l.c. dans
G; et G; respectivement en leur élément neutre, alors il y a équivalence
entre : H est n-l.c. dans G en e pour tout entier n>> o, et la propriété
analogue relative a la paire (A, B).

Démonstration du lemme 2. — La paire (4, B) vérifie les conditions du
corollaire 2.2.% : la condition 1 d’aprés le 2° du lemme 1 de (3.1.2); la
condition 2 d’aprés le 1° du théoréme 3.1.3; la condition 3 d’aprés le lemme 2
de (3.1.2); d’ou le lemme 2.

LemMe 3. — Les notations étant celles du théoréme 8, soit V un voisinage
tubulaire de I dans F difféomorphe a E < [—1, +1]; on identifie V a
E < [—1, +1] de fagon que E s'identifie a E < {o}. Soit V;= I % [o, 1]
et V,=FEx[—1, o]; (Vi V;) est une décomposition réguliére de V; a cette
décomposition est associée [cf. (3.1.2)] une paire topologique qu’on note
(AN, E) Alors Bet B sont localement isomorphes au sens suivant : il existe
un voisinage V de e dans B et une bijection (d’ailleurs canonique) de V
sur un voisinage D de ¢ dans B qui soit un homéomorphisme pour la topo-
logie forte et pour la topologie faible.

[Le lemme 3 est une conséquence immédiate du 1° du lemme 1 de (3.1.2)
et du 2° du théoreme 3.1.3. On notera que, compte tenu du 3° de ce théo-
réme, on peut méme affirmer que les paires (A, B) et (A, B) sont locale-
ment isomorphes; mais nous n’utiliserons pas ce résultat dans la suite.]
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Premier cas particulier du théoréme 8 : F est un cylindre dont la base
est étoilée.

LemyMe . — Soit IY une variété compacte de dimension 2, différentiable-
ment étoilée, soit F—=E<[1—, +1]; soient F;=EX<[o, 1] et F,—=EX[—1, o];
soient G, H, A, B comme dans le théoréme 8. Alors

1° H est n-l.c. dans G en e pour tout entier n> o.

2° B est n-l.c. dans A en e pour tout entier n> o.

Démonstration du lemme a. — Le 1° est un cas particulier du lemme 1.
D’aprés ce méme lemme, si Gy, H; (resp. G;, H;) désignent les groupes ana-
logues a G, H et relatifs & F; (vesp. F;), H; et H; sont n-l.c. dans G; et G;
respectivement en leur élément neutre, ceci pour tout entier n>x0; le 2°
résulte donc du 1° et du lemme 2.

Deuzxieme cas particulier du théoréme 8 : F est un cylindre dont la base
cst une couronne circulaire.

Lexme 8. — Soit E une variété difféomorphe au produit S, < [0,1] (ou
S, désigne la sphére de dimension 1); soient F, Fy, F;, G, H, A, B comme
au lemme a. Les conclusions 1° et 2° de ce lemme subsistent.

Démonstration du lemme 5. — Soit (E;, E;) la décomposition réguliére
de E canoniquement définie par une décomposition réguliére de S; en deux
hémisphéres. On note

Eyx<[—1, +1]=F7; Ej < [—1, +1]=1F}; FinF;=FE"
(F}, F}) est une décomposition réguliére de F. Soit V* un voisinage tubu-
laire de £* dans F, difféomorphe au produit £*<[—1, +1]; on définit V7,
Vi, A% B, A, B* de facon analogue & celle du lemme 3. En particulier, A
et B sont relatifs a la décomposition (V;, V) de V*. Or E™* est difféomorphe

13

ala somme (disjointe) de deux carrés. Donc, d’apres le 2° du lemme «, B est
n-l.c. dans A* en e pour tout entier 7> 0. D’aprés le lemme 3, il en résulte
que B* est n-l.c. dans 4* en ¢* pout tout entier n>~0. D’autre part, F; et F';
sont tous deux difféomorphes au cube; donc H; est, pour tout n, n-l.c. dans
G} en son élément neutre, et de méme /7 dans Gj. Donc, d’aprés le lemme 2,
H est n-l.c. dans G en e pour tout entier n>xo0: c’est le 1°. Puisque F; et F;
sont tous deux difféomorphes & F', le 2° résulte du 1° et du lemme 2.

Troisiéme cas particulier du théoréme 8 : F est un cylindre quelconque.

LemMe y. — Soit E une variété compacte de dimension 2 ; soient F, F;, F,
G, H, A, B comme aux lemmes « et 3. Les conclusions 1° et 2° du lemme a
subsistent.
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Démonstration du lemme . — On procéde par récurrence sur la hauteur
de E, ce qui est légitime d’aprés la proposition 3 [¢f. (3.1.1)]. Le lemme «
n’est autre que le lemme y dans le cas particulier ou £ est de hauteur 1.
Supposons le lemme y démontré pour tout £ de hauteur Z(p —1) et
démontrons-le pour /& de hauteur = p. Soit (Ej;, E;) une décomposition
réguliére de I telle que E; et I; soient tous deux de hauteur =Z(p — 1). On
définit F;, F3, E*, V*, etc. comme dans la démonstration du lemme 3
Comme ;N E; est difféomorphe 4 la somme d’un nombre fini de segments
et de cercles, £* est difféomorphe & la somme d’un nombre fini de carrés et
de couronnes circulaires. Donc, d’aprés le 2° des lemmes « et 3, 5* est n-l.c.

dans A* en ¢* pour tout entier 7> 0. La suite de la démonstration est ana-
logue a celle du lemme (3, sauf qu’ici c’est 'hypothése de récurrence qui
entraine que H; (resp. H}) est, pour tout entier n> o0, n-l.c. dans G
(resp. G7}) en son élément neutre.

Cas général.

Démonstration du 1°. — On procéde par récurrence sur la hauteur de /1,
ce qui est légitime d’aprés la proposition 3 [cf. (3.1.1)]. Le cas ou cette
hauteur est 1 est résolu par le lemme 1. Supposons le résultat établi pour tout
F de hauteur Z(p —1), et soit 7 de hauteur - p. Soit (F;, F;) une décom-
position réguliére de ¥ telle que F; et F; soient tous deux de hauteur
Z(p—1);s0it E=F;,nF;etsoient V, V;, V;, /I, B comme au lemme 3.
D’aprés le 2° du lemme v, B est nl.c. dans A ene pour tout entier n>> o.
D’aprés le lemme 3, il en est de méme pour la paire (4, B). Or, d’apres
I'hypothése de récurrence, H; (resp. H;) est n-l.c. dans G; (resp. G;) en son
élément neutre. D’ou le résultat, d’aprés le lemme 2.

Démonstration du 2°. — Soit cette fois (F;, F;) une décomposition régu-
liere quelconque de F. D’apres le 1°, H (resp. H;, resp. Hj) est, pour tout
entier n> 0, n-l.c. dans G (resp. G;, resp. G;) en son élément neutre.
11 suffit donc d’appliquer le lemme 2.

_Appendice au chapitre III.

LesMe. — Soit F une variété compacte; sotent Fy et F'y deux sous-variétés
de F définissant une décomposition réguliére [cf. (3.1.1)] de F. On note
FinF,—=FE.

Soit r un entier >.1, soit H le groupe des r-difféomorphismes de I’ qut
sont r-tangents a l'identité en tout point de dF et qui induisent l'identité
sur E. Soit L le sous-groupe de H formé des difféomorphismes qui, en
plus, sont r-tangents a l'identité en tout point de E.

Soit K un espace compact arbitraire, et soit f une application continue
K—H. Il existe une homotopie h : K < I—H telle que hy,—=f, et que
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U'image de K par hy soit dans L ; en plus, h peut étre choisie arbitrairement
petite au sens de la topologie faible sur H [i. e. si d est une distance sur H
compatible avec cette topologie, / peut étre choisi de maniére que

sup d(f.o, h,.0)
oEk; tel

soit arbitrairement petit].

DimMONSTRATION. — Soit T un voisinage tubulaire de £ dans F, difféo-
morphe a £ <[—1, +1], on identifie 7" & £ <[—1, +1], de maniére que I
s’identifie & E < {o}. Soit c€ K et soit (z, y)€ E x<[—1, +1], tels que
(f.o).(x,y)eT; on note Xgs,,.2 et Vs, ,.y les projections sur [ et
[— 1, + 1] respectivement du point (f.c).(2, y). Il existe un voisinage
symétrique J de o dans [— 1, + 1] tel que les applications

K< J>3 (o, y)—>AXs ,€eHom"(E, ),
K< E> (o, 2) > Y;,, eHom"(J, [—1, +1))

soient définies; elles sont alors continues d’aprés I, (%.3.4), propriété 3, et
Boursakl, Topologie générale, chap. X, § 2, proposition 9.

Cecl posé, la démonstration se fait en deux temps :

1° Cas particulier : il existe n>o, tel que X, ,.x=x pour tout
y€[—n, +n], tout x€E et tout s€ K. — Pour tout (g, z) € K < I/, on a

dYO‘;AV
dy

+0>o0.

11 existe donc £ > o et v €[o, 1] tels que, pour tout (o, ) € K < E, on ait

(1)

v pour tout y€[— 2%, 27]

et par conséquent
(2) (¥g,x.y — vy) est du signe de y, pour y€[—7%, {].
Soit ¢ un difféomorphisme symétrique de J, de classe C~, tel que

N 4 pour |y |=vg/2,
L N PN

et que

dare . .
(3) E a un seul zéro dans )vZ/2, {(.

BULL. SOC. MATH. — T. 89, FAsc. 3.

5]
ot
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Soit » la fonction définie par

1 pour |y|<Lvg/2
=) Y=Yy ,
(4) ay=1 B o vt/2£ly | £8,
s} » Cély‘,

w est une fonction continue et paire, telle que

(5) ¢.y=y(w.y)+vy(a—w.y).
Notons%:gp.y;ona
do 1 dy
dy — 1—vdy

Or % s'annule aux extrémités de Pintervalle (vZ/2,¢) et d’aprés (3)
garde un signe constant dans )vZ/2, {(; donc nécessairement :

do
(6) CT;;)/<0 pour ye]vt_/% C[»

ce qui entraine d’aprés (4) :

(7) w.y>o0 pour tout y€J.
Soit y la fonction définie en I, (%¥.2), posons
ceK,
Yoii;0y=(-0) (0.7)y+(1—(.0)(®@.9))(¥o;2.y)  pour rel
U ' x€FE,
y€[—2¢, 2]
Dérivons
aAYs i x

= (x-t><(5'y)+y<z_i'y>>

— 00 (52 7) Worwd) + (= (.00 G0)) (T2 )

Bornons-nous par exemple & l'intervalle [vZ/2, {]; on a alors, d’aprés (2)
et (6) d’une part, (1) et (7) d’autre part

"%.yé(x.n(\(a.y)+y<j—§-y>> — (z-1) (%'O 4

+(1— (.0 (®.9) v=_(x.1) <%y> + (1—(y.8)v >o.
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Il en résulte que pour tout (o, t) € K<7, on définit un élément /;.0 de H
en posant, pour tout z€ £ :

(@, Yo;052-9) pour |y|=2g,

Ilt. . ) -
(he.o). (2, y) {(f.a)-(w,)’) pour |y|Xx¢

(étant entendu qu’en plus A,.c coincide avec f.o en dehors de E x< J).
L’application
KxI>(o,t)—>h,.celd

est visiblement r-différentiable, elle est donc continue (pour la topologie
forte).

D’autre part, pour |y|<Lvg/2, (Iy.0). (2, y) = (&, y); donc a fortiori
h,.cel.

Enfin, on a

sup d(f.o, h,.0) < su | Yo, oy

oEK, el T lyl&t, x€E, oek

qui peut étre rendu arbitrairement petit, puisque ¢ est arbitrairement petit.

2° Le cas général se ramene au 1°. — Pour tout yeJ, X, , est une
application r-différentiable de £ dans £ qui est r-tangente le long de JF a
Papplication identique e de £'; et I'application K 30— 1;; , dépend conti-
niment de y au sens C°. Comme I'application ¢ ->_% ., est I'application
constante définie par e, il résulte du 1° de la proposition 2de Il [¢f. IL, (1.4.2)]
que si n > o est assez petit, alors X, , est un r-diffécomorphisme de £ pour
tout c€ K et tout y €[—n, n].

Soit @ une fonction paire de classe C*, définie sur R, & valeurs dans [o, 1],
nulle sauf sur }—n, +n(, égale a 1 sur [—n/2, n/2].

Soit y la fonction déja utilisée au 1°. Posons

( c€EK,
tel,
(Lo 00.0@.0) %), ¥) =80, (2, )) pour zek,
yeJ.
Posons ensuite, pour tout (o, )€K <1 :
b — (f""")°(go';t)"“1 sur £ x J,
T S sur F — (E %< J).

Pour tout (o, ¢), 2.0 est un élément de I/ qui vérifie la condition du 1°,
(n/2 jouant ici le réle du n du 1°); k,.c dépend continiment de (o, ¢) au
sens C”. Enfin, il suffit de prendre n assez petit pour que /..o soit [unifor-
mément en (¢, ¢)] arbitrairement voisin de f.o au sens C°.

25.
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tube F-géodésique .......oiiiini i e 11, (4 1.3)
tube FrinleriCUr ... .ottt ettt i e e I, (4.1.2)
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tube local normal & une sous-variété.............. ... ..ol II, (2.4.1)
tube normal & une SOUS-VArIEte. .. ...ttt e I, (3.4)

variété, — a bord, —sans bord.......... ... il I, (1.2.3)
variété différentiablement éloilée ..........ooiiiiiirriiiiiiiiineeannnns, II, (5.3.2)
voisinage prismatique fermé . ...... ... .. il I, (2.1.6)
voisinage prismatique OUVErt.........ouiuiininiiiininneieneinenreneinns I,(2.1.4)
voisinage tubulaire normal........ ... . o I, (3.4)

(Manuscrit regu le 31 mai 1960,
remanié le 3 décembre 1g96o.)

Jen CERF,

M. Conf, Fac. Sc. Lille,
23 bis, rue Denfert-Rochereau,

Boulogne (Seine).



