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REPRESENTATIONS INTEGRABLES
DU GROUPE DE DE SITTER;

PAR

Jacoues DIXMIER

(Paris).

Soit G un groupe de Lie semi-simple réel. Harisn-CHANDRA a émis la con-
jecture suivante : pour chaque classe de sous-groupe de Cartan # de G, il
existe une série de représentations unitaires irréductibles de G' paramétrées,
en gros, par les caractéres de H pris modulo le groupe de Weyl; et les repré-
sentations ainsi obtenues permettent de décomposer la représentation régu-
liere gauche de G. En particulier, si & posséde un sous-groupe de Cartan
compact, il doit exister une série discréte de représentations de G de carré
intégrable. Harisu-CuaNDRA a établi ce dernier point [&] lorsque, G étant
simple, les sous-groupes compacts maximaux de G admettent un centre de
dimension 1. Le cas o ce centre est de dimension o reste ouvert. Le premier
groupe simple (dans I'ordre des dimensions croissantes) pour lequel le pro-
bléme se pose est un groupe de dimension 10, & savoir le groupe de De Sitter.
Dans ce cas, G est de rang 2, et 'on peut donc espérer une série de repré-
sentalions de carré intégrable dépendant de deux entiers. En fait, les repré-
sentations unitaires irréductibles de ce groupe ont été déja classées[8], [9],
et il apparait une série de représentations dépendant de deux entiers. Dans
le présent Mémoire, nous montrerons que presque toutes ces représentations
sont de carré intégrable, et méme intégrables.

Le paragraphe 1 fixe les notations concernant le groupe de De Sitter. Dans
les paragraphes 2-6, nous reprenons, par la méme méthode que dans [8] et
[9], la détermination des représentations unitaires irréductibles de G. En
effet, d’'une part les méthodes de [8] et [9] sont heuristiques sur quelques
points; or on dispose maintenant de théorémes généraux suffisamment puis-
sants pour assurer la rigueur du raisonnement. D’autre part, les résultats
de [8] et [9] contiennent quelques erreurs.

Pour étudier si les représentations obtenues sont de carré intégrable, nous
montrerons que leurs coefficients vérifient certaines équations différentielles :
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cette méthode, déja employée par BareMANN [1], a été beaucoup développée
par Harisu-Cnanbra [5]. Nous imitons les calculs d’Harise-CHANDRA; la
situation est ici a certains égards plus compliquée, parce que les fonctions
étudiées ne sont pas biinvariantes par un sous-groupe compact maximal K
de G; toutefois, on peut les choisir biinvariantes par un sous-groupe assez
grand de K, ce qui permet de mener & bien la méthode d’Harisu-CHANDRA.
Les équations différentielles sont obtenues aux paragraphes 7-8. Comme
dans [1] et [5], on est conduit & des équations hypergéométriques. Ceci
permet d’étudier, au paragraphe 9, le comportement asymptotique de cer-
tains coefficients des représentations, et 'on obtient ainsi l'existence d’une
série & deux paramétres entiers de représentations intégrables. Ce résultat a
été annoncé dans une Note (C. R. Acad. Sc., t. 250, 1960, p. 4257-4259.)

1. Description du groupe de De Sitter.

Nous considérons dans l'espace vectoriel réel R® la forme quadratique
x? — 22 — 2} — 2z} — xi. Le groupe des transformations linéaires de R’®
conservant cette forme est un groupe de Lie qui posséde quatre composantes
connexes. Soit & la composante connexe de l’élément neutre e. Clest le
groupe ® que nous appellerons ici le groupe de De Sitter. Son centre est
réduit & {e}. Soit ' le groupe de recouvrement universel de . Le noyau
de l'application canonique &' — ®, c’est-a-dire le centre de ', est d’ordre 2.
Nous allons rechercher les représentations unitaires continues topologique-
ment irréductibles (en abrégé, les représentations unitaires irréductibles)
de ®’, autrement dit les représentations unitaires irréductibles univalentes
ou bivalentes de ®.

Nous identifions les opérateurs linéaires de R? & leurs matrices par rapport
a la base canonique de R®. L’algébre de Lie g de ® (ou de ®') est]’ensemble
des matrices de la forme

0 a b c d
a o e f g
M(a, b, ..., k)= &6 —e o hoj,
c —f —h o k
d —g —j —k o
oua, b, ..., ke R. Posons
A=M (1,0,0,...,0), B=M(,1,0,...,0),..., K=M(,o0,...,0,1).

Alors 4, B, C, ..., Kestunebasede g, et M (a, b, ..., )=aA+bB+...+kK.
Nous noterons U I'algébre enveloppante de g.

Soit fc g I'ensemble des matrices el + fF + gG +hH+ jJ + kK. Cest
une sous-algébre de Lie de g, et le sous-groupe correspondant & (resp. K’)
de ® (resp. ®') est un sous-groupe compact maximal de & (resp. ®’).
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D’ailleurs, & s’identifie & la composante connexe de e dans le groupe des

opérateurs linéaires de R* conservant z} + 2 + x} + z;. Le groupe &’

s'identifie au groupe de recouvrement universel de K, et le noyau de 'appli-

cation canonique K — R est égal & celui de 'application canonique &'— G.
Nous poserons

L—=—FKE—-K M=—F+J, N=—G_—H;
L'=—FE+K, M=—F—J  N=—G+H.

Soient};,=RL +~RM +RNcfetf{,=RL +RM +RN'cf. Alors {,
et f, sont deux idéaux supplémentaires dans ¥ et  s’identifie donc a ¥, < ..
Soient ], K, et &), K} les sous-groupes correspondants de & et K. Alors
K= K| x K. Par contre, & ne s’identifie pas au produit & < K : les sous-
groupes K&, et 8, ont en commun I'élément exp (mL)=-exp (wL'), c’est-
a-dire la rotation

’ ’ ’ ’

’
Xy = Xy, Xy == — L9, Xy == — X3, Xy == — Xy, Xy —=— X

qui constitue, avec e, le centre de K.

Posons ) =RL + RL', qui est une sous-algébre de Cartan a la fois de §
et de g. Il est facile de trouver une base de Weyl correspondante. Consi-
dérons les éléments suivants de la complexification gC de g :

Xy=M~+iN, X_,=M—iN, Xg=M-+iN, X _g=M —iN,
X,=A+iB, X _,=A—iB  X;=C+iD, X 3=C—iD.

Alors L, L', X4, X_,, ..., X_5 constituent un base de g€, et la table de
multiplication correspondante est la suivante :
(1) [L,L']=o0o
(2) [L, o] =—2ik, [L, X_,]=2iX_,
[L, AXg] =o [L, X g]=o0
(3) (L, Xy =—id, [L, X _y]=1iX_,
[L, X3] =—1idX; (L, X_§]=—1iX_3;
0 [L', X, —o [L', X_,]=o
( [L, /I’(g] =20k} [L, X_g]:—leI’_g
(5) { (L, Ay] =—idy (L, Xy]=id
(L', X3 =i4; [L, X 5]=—iX_3
6) { [Xoy A y]=—4iL [Xg, X g]l=4iL
[ Xq, Xg] =[Xq, ./I"_B]:[/Y_x, /If(g]:[/r_x, X_@]:O
(7) [/I’a, /Ir«{ :[/YOH /I’g]:O
[Xoy A y]=2T3 (Ao, Ap]=—24,
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8) {[/Y_a, X )=[A 0, A 5]=0
[X gy Xy) =245 [ A oy A =— 24
@ {I A=l =
[Ag, Ay] =245 [y Xg]l=—2dy
oy {10 A7) = Tl
[A g A y]J=24_; [X g, L5]=—2 X,
[Xy, XA J=i(L+L") (X5 A g]=i(L—L")
(11) [y, X3] =— X, [(Ay, Ap]=— A3
[X oy X g =— X 4 Ay ] =— A

Les huit racines = «, &= {3, Z= v, == 0 sont définies par

a(L)=— a1, a(L')=o;
B(L)=o, B(L') =21;
YL)y=—i,  (L)=—i
o(L)y=—1, o(L")=1.

Les notations X, ..., X _3 sont alors conformes aux notations habituelles.
Les éléments L, Xy, X_, (resp. L', X'g, A_g) constituent une base du
complexifié de ¥, (resp. I,).
Dans U, nous poserons

(12) Q:E2+F2+ Gl+1{2+J2+K2_AZ__B2__ CZ_DZ

S(Lr M Nk L M N'%) — A2 — B — C2— D2

1 0 I 1 5 1 -

\
I X g Hp— A X y—. Ay = X X5 5 )

Cet « élément de Casimir » appartient au centre de 1.
(Les éléments notés, dans [9],

L, M, N, X, ¥, Z, U V, W, T, A, B, Cy, Cu,
01_, Ag, Bg, Ca, C2+7 C»g__, T—i—l‘W, T—iW, U—"l.V, U+ll/’

sont notés ici

—1i{H, F, —iFE, (G, iJ, (K, id, iB, i(C, (D, —iN,
-, Ly X_g, —AXg, —iN, —iM, —iL, X_,, —.1X,,
— A X, X, X
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Signalons que les éléments U, V, W, T de [9], 2.12, doivent étre
multipliés par i pour étre vraiment des éléments de g; on a supposé faite
cette rectification).

2. Relations entre les représentations de ®
et les représentations de g.

Etudions d’abord les représentations unitaires irréductibles univalentes ou
bivalentes de R, c’est-d-dire les représentations unitaires irréductibles de K.
Celles-ci sont bien connues. Elles s’effectuent dans des espaces de dimension
finie. Pour chaque couple (&, &) de demi-entiers > o, il existe une repré-
sentation unitaire irréductible o 1 de K'; elle s’effectue dans un espace de
dimension (2 & -+1) (2 &'+ 1), et 'on peut choisir une base orthonormale

Sfoovlv=—Fk —k+1, ..., ky vV=—K, —K+1, ..., k') dans I'espace
de oy, de maniére que
Uk’k/(L)fv,.,/:— 21y PRV G'A-,kr(L/)f.,,\,r_—_— 2 l')l’f\,,\,/,

i (Xo) for=2(k+v+1)k—)fosrv,
G (A _g) for=—2V(k +v) (k— v 4+ 1) for v,
orp () fow=— 2\ (K + V) (K—Y41)fov,
T (X_g) for=" 2K+ 1) (K—V) fuvis

Maintenant, soit p une représentation unitaire irréductible de ®&’. Alors,
o| & (restriction de p & R') est complétement réductible; autrement dit,
I'espace #¢ de p est somme hilbertienne de sous-espaces de dimension finie
deux & deux orthogonaux stables pour p (R'), et irréductibles pour p|R'.
D’autre part ([2], théoréme 2), chaque représentation oy ; apparait une fois
au plus dans la décomposition de p | &'. Soit I'y 'ensemble des couples (4, &'),
ou k et k' sont des demi-entiers > o. Soit I' I'’ensemble des (%, ') €T, tels
que gy, - intervienne dans la réduction de p| RK'. Alors, & tout (k, k') el est
associé un sous-espace ¢ de #, stable pour p(R’), tel que la sous-repré-
sentation de p |’ définie par 3¢ r soit de classe oy 1/, et & est somme hilber-
tienne des 3¢, 1 :

I =D r,1)el Kip-

Soit g€’ c 3¢ la somme algébrique 2 i1er €, 1 des 8¢ 1, qui est partout
dense dans 4¢. Alors, 3¢’ est contenu dans I'ensemble @ des vecteurs de 3¢ ana-
lytiques pour p, et la représentation de g dans (U associée a p laisse
stable ¢/ ([3], p. 191 et 228). Nous noterons pg ou p, la représentation de g
ou de U dans 3¢ ainsi définie; elle est algébriquement irréductible ([%],

lemme 1). Pour tout X' eg, ip, () est hermitien.
Réciproquement, soient #¢ un espace de Hilbert, I' une partie de T,
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(8, 2') &, #eT une famille de sous-espaces de dimension finie de 3¢ deux &
deux orthogonaux tels que 9€ — @, 1)er 9, 1. Posons 3¢’ = Z; reT 96, 1.
Soit p’ une représentation de g (ou de W) dans 3¢’ sur laquelle nous faisons
les hypothéses suivantes : 1° p’ est algébriquement irréductible; 2°les ip' (_T)
sont hermitiens pour tout X' €g; 3° pour X €¥, p'(X) laisse stables les #¢; 4/,
et la représentation de f dans 8¢ ;- ainsi définie est de classe oy . Alors, il
existe une représentation unitaire irréductible et une seule o de &’ dans 3¢
telle que p'= Pq (ou pu>. L’unicité est immédiate : car, d’aprés le théoréme 2
de [3], la connaissance de p, détermine , pour tous les s d’un voisinage W

de e dans ®’, les restrictions a 3¢’ des opérateurs p(s), donc les opéra-
teurs p(s) eux-mémes; et tout élément de G’ est produit d'un nombre fini
d’éléments de 7. Prouvons maintenant l'existence de p. Les opéra-
teurs o' (L2+ M?+ V*) et p' (L'*+ M+ N'*) laissent stables chaque #¢; ,
et induisent dans 4¢; ;- les opérateurs scalaires — 4 k (k+1), — 4 k' (K’ +1).
Soit € l'ensemble des opérateurs linéaires dans 3¢’ permutables & o ().
Comme p'(¥) est algébriquement irréductible, € est un corps. D’autre
part, la remarque précédente prouve que @ laisse stable chaque 3¢ .
D’ou, pour tout (%, ') €', un homomorphisme de € dans 'anneau des opé-
rateurs linéaires de 3¢ ;. Cet homomorphisme est non nul, donc injectif, de
sorte que © est de degré fini sur le corps des nombres complexes. Donc €
est égal au corps des nombres complexes; par suite , o' (') est scalaire pour
tout ¥ du centre de . Ecrivons alors

P (A*+ B2+ C*+ D*+ L2+ M+ N>+ L+ M+ N?)

=—p'(Q) + zp’(L?+M‘2+/V‘1+ L2 M4 N™),

D’aprés ce qui précéde, p'(L2) est scalaire, et il est clair que
o' (L2+ M?+ N?+ L'+ M'*+ N') est essentiellement auto-adjoint. Donc
p'(A*+ B*+...+/N'?) est essentiellement auto-adjoint. Alors ([6], corol-
laire 9.1), il existe une représentation unitaire p de &’ dans 4¢ telle que les
opérateurs infinitésimaux correspondants prolongent les o' (') (A €g). Ceci
prouve d’abord que les sous-espaces #; x définis par p sont précisément les
sous-espaces ¢, donnés. Donc I'espace de py est3¢'. Etles p, (.I'), pour X € g,
sont les restrictions & 3¢’ des opérateurs infinitésimaux de p, c’est-a-dire que
pg (A) =¢'(X) ponr A'€g. Enfin, si p n’était pas irréductible, il existerait
une partition de I', soit I'=T"Ul", telle que p laisse stables les sous-
espaces fermés @, el 1 et D, r) eld, 1. Alors py =o' laisserait
stables 2 x)el 9, 1 et Zx, 1el' 9, v, contrairement a l'irréductibilité de p'.

Nous avons ainsi entiérement ramené la recherche des représentations
unitaires irréductibles de ®'a un probléme concernant g. Naturellement, des
raisonnements analogues s’appliqueraient dans le cas de tout groupe de Lie
semi-simple.
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3. Opérateurs infinitésimaux
d’'une représentation unitaire irréductible.

Soit p une représentation unitaire irréductible de G’ dans un espace hilber-
tien #¢. Introduisons, conformément au paragraphe 2, la décomposition
a0 :@(k,k/)er 3y pr

de #¢. Pour abréger, nous emploierons désormais la notation p a la place
de p, ou de p, . Il existe une base orthonormale de 4¢; 4

Lk (v=—Fhk, —k+1, ..k V=", — K41, ... k)
telle que
p(L)  fhl =—oiv b,
(13) o(Xo) [l = o\(k-+v+1)(k—v)fht,,
o (X o) fhl =— o V5 9) (K — v+ 1) fi;
(L) SO =—2 iV [0,
(14) o(Kp) fod =—a (K + V) (K— v =+1) fik,
o(X_p) fhl/ = oK+ v 41) (K — V) fikly.

. A . .
Le raisonnement de [9], p. 117-118, prouve qu'il existe des nombres
complexes Az, By i, Ci 11y Dy ey ot (k, k') €T, tels que
k+3;, K+

(15) p (A7) Sa = kv +1)(K+V+1)Aruf |

D
2

1
-
LT N

R
—|—\/(k—u)(k’+v’+1) Brwf 12 :
Vg Vg

1 1
/\—l—i)-, ht—=

+Vhk4+v 1) (=) Conf
Vebgy Vi

k—ty kr—
-+ (/f—— v)(k’—v’) Dk.k’f ; 1

)
Vg Vg

2
1
3
1
2

[y

1
k—»—g, kr+

v

(16)  p(X_ N fid =—Vk—v+1)(F—V+1) Ay f

v

EECIES
-
<
<

+VEFYF=v51)  Bewf ®

I R P CNN

1
—|—\/(k—-v-|—1)(k’—|—v’) Ck’k'fv Z f

— V&9 (F+ V) Diwf,
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1 1
A+§7IJ+2»

v—a—1 -
37 2

(19)  po(Xe) S =—V(k+v+1)(K—V+1) A f

1 1
k—g, k'+2

—\/(/{—V)(k,—v,—i—l) Bk,k'f 1 1

Vo V=
+3 2

kely k]

+V(k+v+1) (K +Y) Ck,k:fv+f 5 :
PR

TS et it
(k=) (K+) Dyuf .
V+§’V’_§

. k+1,/1-'+1
(18)  p(Xa) il =— V= ) W dewf 3
TV

: k_g,x-'+§

+V(k+v) (K +v+1) Bipf :
V—zy V=

S kg k=)

—ylk—v+1) (k=) Covf | X
v—3y Vg

- [ S Y

4+ (k+v) (K =) Diwf ,
\;_E,v'+§

On peut aussi obtenir ces formules en imitant un raisonnement fait par
NeumaARK [ 7] dans Ja recherche des représentations infinitésimales du groupe
de Lorentz homogéne.

Dans les formules (15)-(18), il intervient éventuellement des f%> non définis,

et ceci pour deux raisons : 1°on peut avoir [v|>|A|ouv'|>|7/| (par

ket bt
le f 2 2
exemp : :

est non défini lorsque v :k>; le coefficient numérique
Vezg ViAo
2 2

correspondant (\/(k —v) (K'+v'+1) dans I'exemple envisagé) est alors nul.

1 1
k+§, R+

v, v

2 oo I 1 .
2° f est non défini lorsque <k + o K+ §> &TI'; nous conviendrons
que Aip=—o dans ce cas. De méme, nous poserons B;pr—o si

(k_ Ly ;>\¢r, Cov—=o si <k+ L §>¢r, Dip=o si

<k~ %, K — %>¢I‘. Les formules (15)-(18) sont alors toujours valables,

étant entendu qu’un vecteur non défini, multiplié par le scalaire o, est consi-

déré comme nul. Par ailleurs, il est également commode de convenir que,

pour (k, k)&l les Ay 3, Br oy, Crry, Dr i sont encore définis mais nuls.
Nous définirons une partition I')—=T,UTI, de la maniére suivante
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(k, Ky€T'y si k+ K’ est entier (ou, ce qui revient au méme, si k — A’ est
entier), (k, k') €T’y si k + k' est non entier. Les formules (13)-(18) montrent
que 2y pelnly % v et 2z 1yeTal, 98, » sont stables pour p(g). En raison
de P'irréductibilité de p, on a donc, ou bien I'cT';, ou bien I'cT,. Les for-
mules (13) et (14) entrainent notamment que

o(exp L) fhf = e2imv fhof p(expmL!y fhk — e—2imv f k',

Donc p (exp L) =p(exp mL') si et seulement siles différences v — v’ sont
entiéres, c’est-a-dire si et seulement si les différences £ — &’ sont entiéres, ce
qui signifie que I'cT';. Ainsi, le cas I'cI'y correspond aux représentations
univalentes de ® et le cas I'cI'; aux représentations bivalentes de 6.

Il faut choisir les A 1, Bi,w, Cr k' Di 1, de facon que les opérateurs p (L),
o(M), ..., p(AX_3) vérifient les 45 relations de commutation analogues aux
relations (1)-(11). Le calcul montre que les relations analogues a (1)-(10)
sont automatiquement satisfaites, et que les relations analogues & (11) sont
satisfaites si et seulement si I'on a

(19) (K1) Apw Ck+.’;a I g Ck”"AHé, BT
(20) (k + I)Al;,k'Bk+%, vl T /fBA~,lc’Ak~12, bl ™ 0,
(21) (K'+1) B w Dk_;_, vl T K Dy p BA,_%, bl = o,
(22) (A +1) Cro Dk+%’ k'—%_ k Dy i C"—;W k—%: 0,
g (K1) A“’k’Dk+§,, el K D Ak—?,, k1
(23) | R T A
\ (pour (k, k') €T, k> o).
() A D= kD A
(24) —k By w Ck_;, k,+% +(k +1) Cpp Bk+%) 1”—.1_, =1

(pour (k, k') €T, k'> o).

Exprimant maintenant que ip(.A") est hermitien poutr tout I'eg, on
trouve :
(25) ch ]‘./:’:‘4 1 1 C/\.Jy:———B

1 1
> k=g ke — ketgy ki—3

En substituant dans (19)-(24), les relations (21) et (22) deviennent consé-
quences de (19) et (20); il nous reste les relations de récurrence :

. 24 - . ” ./ —
(26) KD Aip Braw+ KB 40 A 1 1= 0,

1) =

BULL. SOC. MATH. — T, 89, Fasc. 1. 2
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(27) (k+I)Ak,k'Bk+%, AH_%'—kBk,k’Ak_%’ k’+%:0,
(28) <k’+x>1Ak,k'|2——k’\Ak_z,k,_z|‘-'—(k'+x>|Bk,k'12

2

2=1  [(k, K)eT, k>o],

!
+ k ~Bk+§’ ot
(29) k"*‘l)lAk.k’I?‘—k‘Ak__i,k,_1 k| By |?
‘2 2
—(k+-l)’Bk+%,k,_% 2 [((k. K)eT, kK'>o].

Il nous faudra aussi exprimer l'irréductibilité de p.

(Les notations f(ji, j2), &(J1s J2)s R (J1, J2)s k(J1, J2) de [9] correspon-
19 —D

dent A nos notations A 1, C 4 1, —B o1 1.
lz+§’lx+§

. . . . 1 .
Ja— gy iy Je—3y ity Jat 3y i—g

k. Solutions des relations de récurrence.

Ici, nous nous écartons plus sensiblement de la méthode de [9].
Nous excluons désormais la représentation triviale de &' dans un espace
de dimension 1.

LemMe 1. — Soit (k, k') un élément de I tel que By w—=o. Alors :

. rog 01 . _
a. ApriZo;b. <k+ 5! k' + 2>€F, c. Bk+%, kl+%__0.

Si k> o, (29) donne A p7o0.Sik'—oetk>o0,o0na
A

1= 0,

. =B
k—gy ki—3 ket gy k=

donc (28) donne Ay 2% 0. Si k=k'=o, etsi 4, = o, les relations (13)-(18)
montrent que ¥¢ , est annulé par p(g); d’aprés l'irréductibilité, on
aurait 3¢ = 4¢, ,, contrairement & I’hypothése que p est non triviale. On a
donc prouvé a. L’assertion b. en résulte aussitdt puisque A;p=o

si </{ + é, K+ é)qsr. Enfin, c. résulte de a. et de la relation (27).

LeMMe 2. — Soit (k, k') un élément de I tel que By »—o0. Alors :
a. Ak,k'7f o, Ak+1 k'+%7é o, Ak+1,k'+1¢ Oy «..5

39
I J 1 / 3 W 3

b, (k4 =y K+ =)y (k+1, K +1), (k+ = K+ =)5... €T;
2 2 2 2

c. B

— B, 'y =...=0.
k—o—%, k'+% k+1, k" +1

Ceci se déduit du lemme 1 par itération.
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Lemye 3. — Soit (k, k') un élément de T tel que Bk+1

o1 0 Alors :
a. App7o, A 1720, Apia, k170, o0
k+ 3y k'+§

3?

b. <k+ Ly 1>, (k+1, K +1), <k+ 3, K §>, ...el;
2 2 2 2
c. Brw=2~B

3 —=...==o0.
k+§, I

2

Ceci s’établit comme le lemme 2, en échangeant les roles des équations (28)
et (29) d’une part, (26) et (27) d’autre part.

kl

Ceci posé, soit p —infy ryer (A + A'). Et soient (];) et ¢, le minimum et le
maximum des valeurs de &’— & pour (4, K')eTl, k+ k'=p. (On peut
avoir ¢o—=¢). Nous allons montrer qu’alors, si p est entier (resp. demi-
entier impair),I" est’ensemble des (£, &) €', (resp. I';) tels que & + &' p,
o= k' — k < q,. Supposons pour fixer les idées que p soit entier, donc
que I'cTy. Soient (ky, k) et (ky, k) tels que k,—+ ky=hk + ki=p,
Ky — ky=qo, K, — k1= ¢,. Par définition de ¢;, on a (kl — é, K, + é)q;l‘,
donc By, i;=o. D’aprés le lemme 2, on a les résultats suivants :

1° tous les points de T, appartenant & la demi-droite A, (définie par
kK —k=q, K+ k> p) appartiennent a I';

2° Ay 7o pour (k, K)el'nA,;

3° Br,w=opour (k,k)el'nA,.

Soit I (resp. I'”) ’ensemble des (k, ') €T tels que A’ — k = ¢, (resp. > ¢).

L’égalité By p—o= CA 1. 1pour (k, ¥YeT nA,, etles formules (13)-
T2 My

(18), montrent que I ryer Ik et Zi eI sont stables pour p.
L’irréductibilité entraine que I'=T".. Raisonnant de maniére analogue
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pour g,, mais utilisant cette fois le lemme 3, on voit que I' est contenu dans
I'ensemble fermé R délimité par les demi-droites Ay, A, et le segment u,u,
de la figure 1. Si (&, &) est un point de I' appartenant au segment wu,u, et
distinct de w;, on a By w74 0 : sinon, raisonnant encore de la méme facon,
on aboutirait a la conclusion que p est réductible. Alors, appliquant les
équations (26) et (27) dans les « carrés » qui recouvrent R, une double récur-
rence géométriquement évidente montre que A; 7 o pour (k, K'Yel''nR
(donc I' =T, NnR), et By 7o pour (k, K'Yel''nR, F' — k< q,.

Supposons maintenant qu'on remplace chaque vecteur f4%, par le vec-
teur o (k, k') f&%, ou w (k, k') est un nombre complexe de module 1. Alors,

v, v
N

les formules (13)-(r8) sont encore valables a condition de remplacer A4, ;-,
By iy Ci 1y Dy 1o par les nombres

k, &' k, K
A w(l ) — By — o)(l ) =
w(l."—i——,/."—l— —> o)(/{——,/f’—l——)
2 2 2 2
. . . W
Cor w(k, k") : Dew o (k, &)

’ w<k+1,/."—l) O)(/.v_l,k'_ 1)
2 2/ 2 2

Par un choix convenable des w (%, &), on peut faire en sorte que A; >o0
pour tout (%, A’)€T’. Sans changer ce résultat, on peut encore multiplier
tous les w(k, &) par des facteurs de module 1 ne dépendant que de &' — &.
Ceci permet de faire en sorte que By > o lorsque A + A'=p, (k, k') el

et </c — é, K+ ;>el‘. Enfin, les formules (26) et (27) prouvent de proche

en proche qu’on a alors By ;»> o lorsque (&, A') eI et (/{ — é, K+ ;)el‘.

En résumé, on peut supposer que : 1° I' est I'un des ensembles schéma-
tisés par la figure 1; 2° Az > o lorsque (4, A')€l'; 3° By 1> o lorsque

(k, K')eT et <k— -;—, K-+ ;)el‘. Et nous avons a résoudre les équations

(30) (Ke) A B =K Ay 1By

(31) (ke Aii By = A, B

; (K1) AR g — /{/Az_%7 oot (k') B} 1+ /\"BZ*_;’ ot
k=g k=g oo 1=

9 E 2

(k+1)ARp—kA® A kBl — (k+1)B
(33) g

[(k, A')eT, K> o]
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Quand ces équations seront résolues, les formules (13)-(18) fourniront
une représentation de g dans #¢'. L'irréductibilité sera automatique. Car un
sous-espace de #' stable pour cette représentation sera nécessairement somme
de certains des 3¢ ;.. Et les conditions A; ;7 o pour (k, &)l et By p7# 0

pour (k, k') et <k— é, K+ é)el‘, assurent qu'un tel sous-espace est
réduit & {0} ou égal & #¢'. | '

L’équation (31), ou I'on change £ en & + é, kK en k' — é, donne

6 (k3 den =k )AL B

Multiplions membre 4 membre les équations (30) et (34). On obtient :

(35) (W) (ke+ 3 ) AL B B,

1 1
+3 k=3

3
:k’<A~+—>A21 BeaxB . .

2 ) kg ki— gy kg

Si(k, K')eT et <k+ é, kK — é)el‘, on a Bk+1 17 0; d’autre part, on

) Rt — =

a aussi <k+ éa K+ é)el‘ et (k-+1, K')el, donc By, p7 0. Donc on

peut simplifier (35) et I'on a, pour (k, &) €I et <k+ S K — ﬁ;)er,
(36) <k’+;\(k'+x)(k+é)(k+1),4;,é,
/ \

I .3
:A,<k’+ §> (l(‘+1)</\ -+ —2‘> Z+%, /\"—g‘
Or le premier membre de (36) se déduit du deuxiéme membre en chan-
geant (k, k') en (l{—— é, K+ é) Donc

O (k+ k)

(37) Akw= (2k +1) (2k +2) (2K +1) (24 + 2)

pour (k, K')el.

Les équations (30) et (34) donnent aussi

3\ po
(k’—|—1)<k+ ;>B/E+1,k'Ak,k'Ak

1 1
+yr Mg

1 .
=kKk(k+ - )B? A w Ars Ly pt.
2 ) kel po 1ORE SR K=y
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Si (k -1, k), <k+ %, K+ é>, <k+ é, K — ;) (k, ¥y T, alors

Ak,k'A 1 A,_£¢O.
2

k+§, k

Raisonnant comme plus haut, on en déduit que

. W(k— k)
M Sk(2k+1) (2k +1) (2h + 2)

B;
(38)
pour (k, K)el et <k— L k’+é>el‘.
Supposons les équations (37) et (38) satisfaites. Alors I'équation (30)
I

est satisfaite pour (4, A')el, </\‘+£7/f/—— —)eI‘. Si (k, K)&T ou

2
(/{ + é, K — é)q;l‘, I'équation (30) est encore satisfaite parce que les deux

membres sont nuls. De méme, (31) est satisfaite dans tous les cas.
Il reste donc & exprimer que A} ;, Bj i, donnés par (37) et (38), satis-
font & (32) et (33). Il sera suffisant pour la suite d’établir le lemme suivant :

Lemme k. — Soient A et p. deux constantes réelles telles que le poly-
nome P(X) = X*+ A X2+ p admette les racines p + ;, qo— é, q1—+ ;
Supposons
(39) P(X)y>o0  pour X>P+é'

(40) P(X)<o  pour qo——é</1’<q1+§.

Soient (LX) _—_P<X + g> et W(X)=— P<X— é) Alors :

a. les formules (37) et (38) définissent pour Aj . ((k, K')€T) et
BZ,k,<(k, k') et (k—— ;, K+ ;>GI‘> des valeurs > o;

b. les équations (32) et (33) sont satisfaites.

L’assertion a. est immédiate. Vérifions (32) pour (i, A')el', A>o.
Si (/f, k'), (k—-lykl—-£>a </f———l-’/{'+l), <k+1,k’—£>el‘, les
. 2 2 2 2 2 2

valeurs de A7 ;,, A:_,_7 ot B} .., .BZ+1? ot sont fournies par (37) et (38).
2 2 2 2
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Si (k, K') €T mais par exemple (/\”— é, K — §>¢I‘ (donc k + k'=p), on

ad 1= o0, et en méme temps
k—E, k'_i
O(k— - )=®(p—1)=P(p+1)=o
2 2 2 !
de sorte que la valeur de A: 1 1 est encore fournie par (37). Les autres

T My
cas particuliers conduisent & la méme conclusion, et, en définitive on est
ramené a vérifier que

P(k—i—l:’—f— 2) P(/\‘—I—/f’—i—;)
! \ I N \
(K=+1) (2k +1)(2k +2) (2h +1) (2 + 2) 2k(2k+1)2k (2k'+1)
_P(k_k'_i> —P<k—k’+ ;)
— (K'+1) - > + k' - - =
2k(2k+1) (2h +1) (2 k/+ 2) (2k—+1)(2hk+2)2k'(2k'+1)
ou

kP<k—|—lc’—|— g) —(k+1)P<k—|—k’+ é) 4k 1)P<Ic-—k’—— ;)

__/(P‘</f—/x"+ é) =ok(2k+1) (2k +2) (2K +1),

ce qui ne représente pas de difficulté. La vérification dansle cas de (33)
conduit & la méme identité, compte tenu du fait que P (L") est pair.

ReMARQUE. — 11 est facile de voir que les conclusions du lemme sont satis-
faites si les conditions (3g) et (40) sont imposées seulement pour les valeurs
de X qui interviennent effectivement dans les expressions de A} ; et Bj 1., a

. . I .
savoir pour des valeurs de I telles que X' — p + 5 Soit entier.

5. Classification des représentations unitaires irréductibles.

Reprenons les notations de la figure 1. Si le point «; n’est pas sur un des
axes k = o, k'=o, les équations (32) et (33) donnent

(41) (K, + 1) A}, -+ K, B?

1
15 ki—

(42) (1&'1+1)A§““——(k1+1)B:+1

2?

1—1,

3

=I.

1
k-1

Donc (K, +1)Aj 1< (ki+1)AZ 1;; on a méme linégalité stricte si
1770 Ccest-a-dire si g2 ¢q,. Bref, k', =k, et méme K, <<k,

1
k1+§, k -3
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si ¢y~ q1. De méme, si u, n’est pas sur un axe, k> k,, et méme A, > k,
S1.qo7Z q1-

Ceci donne aussitot les possibilités suivantes pour I : <Dans le cas de la
L 1 Lo . . .
figure 5, 5P estun demi-entier, donc p est entier; on pourrait avoir p = o,

mais ce cas est un cas particulier de la figure 2>.

K K

o Prg o
Fig. 2-3-4- 5.

Nous pouvons maintenant entamer la classification des représentations
unitaires irréductibles.

Les représentations 7, ,(p =1, 2, 3, ...). — Nous nous placons dans le
cas de la figure 5. Alors, tous les By sont nuls, et A; = o pour Ak k' et

pour A =/X'< ;p. Il faut seulement choisir les A; ;> o de facon que
(k1) A2, — kA =1 <A~>;;p>.

1
k=5 k—

2

1 1
a3 —313773

. ) . 2 . . 2
Ceci détermine A, (pmsque A, 1= o>, puis tous les A; ; par
5P 5P 3P

récurrence. On trouve :

) An=ULREROREP RN (4 2y,

(2k+1) (2k +2)

D’ou, pour p =1, 2, 3, ..., une représentation unitaire irréductible univa-
lente de ® que nous noterons 7, ,.

. 1 3 1
Les représentations n;7,7<p i 5! I, 3! 2,5 q==p, p—1,..., 100 5)-
— Nous nous plagons dans le cas de la figure 4. Les équations (41) et (42)
déterminent 4} ., et B: 1, 1 de maniére unique. <Si q =p, seule (41)
’ gy Mg
est valable, car (33) n’est pas applicable; mais comme alors By, 1, 1~ !=o,

Ay, 1, est encore déterminé de maniére unique). Les équations (30) et (31)
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déterminent alors les Aj i et les By de proche en proche de maniére
unique. Reste & vérifier qu’il existe effectivement une représentation unitaire
irréductible dans le cas de la figure 4. Orle lemme & (avec go—=— p, g1 =— q)
assure qu’il en est bien ainsi en prenant

P(X):(X—p—— é) <X—|—p—|— é) </I’—|—»q— ;) (/I’—q—i— é)
Nous noterons 7, la représentation unitaire irréductible de G ainsi

obtenue. Elle est univalente pour p entier, bivalente pour p demi-entier
impair. On a, d’aprés le lemme &

| a3 K p o) (ke K pot o) (ko K gt (ke K g ot2)
(44) k= (2k+1) (2k +2) (2K 1) (2K + 2)
[(k, ) eT],
g k=K —p— ) (kK p) (k=K +g—1) (k=K —g)
(43) b 2k(2k +1) (2K +1) (2K + 2)

[(k, k) eT].

. . I 3 1
Lesrepresentatlonsn;q(p = 3’ I, >’ 2y ..y q=p,p—1,..., 10U 5)- —

Nous nous placons dans le cas de la figure 3. Comme dans le cas précédent,
on trouve une représentation unitaire irréductible et une seule, notée L3P
Cette fois, go= g et ¢;= p, d’ott le méme polynome P (X). Les formules (44)
et (45) sont donc encore valables (le cas A = o, A’—p étant exclu pour (45)).
Notons que la formule (43) s'obtient & partir de (44) en y faisant ¢ =0
ouqg=I.

Les représentations v, q(¢ > — 2). — Il nous reste & examiner le cas de
la figure 2. Le cas p = o joue un rdle spécial. C'est celui que nous envisa-
geons d’abord.

* Comme dans le cas de m,,,, nous avons seulement les relations

(k—-}—I)Az,k-—kAQ 1 1 =1,

k=g k—3
mais cette fois pour £ > o seulement. Posons
(46) 2 A} ,— 0+ 2.

On obtient facilement

i s 4k +6k+2+0
(47) Ak’k_(2k—+-1)(2k+2)

Ainsi, pour chaque valeur > — 2 de o, on a une représentation unitaire
irréductible univalente de ® que nous noterons v, 4.
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Les représentations v, o(p =1, 2, 3, ..., ¢ >0). — Nous nous placons
dans le cas de la figure 2, avec p entier > o. Posons

- a.

(48) (p+1)(p+2)Bi

1

3P

. . . 1 .
Les équations (32) et (33), écrites pour A = A'= NZ permettent de cal-

culer 4, , et B, , , ,enfonctiondec fcar 4, , , ,;=o0)\. De
3P 3? P P Ty P73 8P 73

proche en proche, (30) et (31) permettent de calculer tous les 4, ;- et tous

les By 1. Pour vérifier qu'il existe effectivement une représentation unitaire

irréductible correspondant 4 une valeur donnée de p(=1, 2, ...) et

de o > o, appliquons le lemme & avec go—=— p, ¢:=p, et

P(/I’):(/I’—p—;><X+])+—;><X‘l+a’——-£>-

. . 1 1 I
Ce polynome admet bien les racines p + 3 P Gt et I'on

aP(/I’)>opour/I’>p+é;pourqo-—;<zl’<q1—|— é,ona
/I"——p—1 (/I’—%p—&-1 <o;
2 )\ 2 !

. 1 . .. . I
si en outre X — p + 5 est entier, 1" est demi-entier impair, donc X 2> 5

1

et 1240 — A > o. D’aprés la remarque suivant le lemme %, on peut donc
poser
A2 (kK —p4+1)k+K+p+2)(k+L)2+3(k+k)+2+0)
(49) b= (2k+1) (2k + 2) (2K +1) (2k'+ 2)
[(k, &) eT],
g (k=R—p—0) (k=K +p) ((k—Ky— (k—K)+0)
(50) b= a2k(2k—+1) (2k +1) (2k'+ 2)

[(}‘7 k’) €r> (k7 k’) # (0? P)]‘
En particulier, (50) donne bien (p +1)(p + 2)Blp 1, =0 Ainsi, on
3P 3
obtient, pour tout ¢ > o0, une représentation unitaire irréductible univa-
lente v, s de 6.

. . 1 35 1
Les représentations v,,,c<p =155 "> Z) - — Nous nous placons

dans le cas de la figure 2, avec p demi-entier impair. Posons

3N I 1
(51) <p+5> B%p+::, 1p~%_0——5 (0’>a>.
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Comme dans le cas précédent, la donnée de o détermine les Ay i et les By x
de maniére unique. L’existence d’une représentation correspondante se

vérifie par emploi du lemme % en prenant le méme polynome P (.1). (Cette
fois, la remarque suivant le lemme & n’est pas utilisable, mais on se sert de

1\- Les formules (49), (50) sont encore valables. En parti-

b
. . 3N\2 e
culier, (50) donne bien ( p + 5) B,

I'inégalité o >

I

1= 0 — - Ainsi, on obtient,

1 1
Py g 4

1 , . . . . ) . .
pour touto > -, une représentation unitaire irréductible bivalente v,, ; de G.

4
Notons que (47) se déduit de (49) en y faisant p = o.

6. Calcul de l'opérateur de Casimir.

Soit p une représentation unitaire irréductible de &'. L'opérateur p (£2) est
un opérateur scalaire. En utilisant la troisiéme expression (12), il est facile
de voir que

(32) (@) fhY
:<_m_k_w—k+m+nm4ﬂAMpk,

1
+39 k'+§

__k(k,—l— I)Bk’k’ck__%, k’+3

2

(L o ./ . ky ke
k (/i +I)CA’]L BIH—?E, k'—?;+ kk .Dk’]\ AI;—A;, k'—%>fv’w

En particulier, faisant p =v, 5, k =p, k'=o, il vient :

(2p +2)(p*+3p+2+0)
2(2p+1)(2p+2)

1
iv,,,a(Q): —p*—p+(p+1)

_(=2p)(p*—p+o0)
2(2p) (2p +1)
(p+1)(pP+3p+2+o)+p(p’—p-+o0)
2(2p +1)

=—p'—p+
=—p*—p+ i(p?—i—p—i—z)—l— %a,
d’ou
(53) Vpo(R)=—p*—p+a2+o.
On trouve de méme

(54) T, (R)=—p*—p+2—qg*+q,
(55) Tpo (L) =—p*—p + 2.
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On déduit de 1a les résultats suivants :
1° Les représentations cataloguées au paragraphe 5 sont deux a deux iné-
quivalentes.

2° Si, 4 deux représentations unitaires irréductibles de G’, correspondent
le méme ensemble T' et le méme opérateur de Casimir, ces deux représen-
tations sont équivalentes.

3° On définit un automorphisme 0 d’ordre 2 de g en posant

6(L) =L, 0O(LY=L, 0 (X o) = _g, 6(X_g) = A4,
Q(XB) =X . 0(X ) :/I,B: 9(/1’.{) :/I’ya e(flf—-*r) :X—Y,
0(X3) =X 5,  8(X5) =L

D’ou des automorphismes, que nous noterons encore 0, de & et de &'. Ces
automorphismes échangent & et &, &) et K}, donc le role des paramétres &
et k' dans tout ce qui précéde. D’autre part, 0(L2) = Q. Pour toute repré-
sentation unitaire irréductible p de ®' soit p® la représentation s—p(0(s))
de ®'. Le résultat 2 ci-dessus prouve alors que p? est équivalente & p
pour p =1, 4, 0 =V, g, et que 77;?,/ est équivalente a 7, .

REMARQUE. — Puisque G est de rang 2, le centre de U admet deux géné-
rateurs algébriquement indépendants, par exemple & et I'élément
Q=(EK—FJ+ GH)*— (BK — CJ + DH)*— (AK — CG + DF)?
— (AJ — BG + DE)*— (AH — BF + CE)?
=0 —[A4,dP—[B,®P—[C,®P—[D, D]
ou I'on a posé
®—=FEK—FJ+ GH

= %(L?+M2+A’?—L"l—M"—’—/V’z).

Bien que ce ne soit pas nécessaire pour le présent Mémoire, notons qu’un
calcul facile donne :

Vp,o() =—(p*+p)o,
T ()= (P*+p) (7= ),
7’:#’0 (9’) _— 0.
(Comme signalé dans [ 8], la classification de [9 | présente quelques erreurs.

D’autre part, nos résultats différent de ceux de [8] sur les points suivants :
Dans les représentations de classe III de [8], il faudrait remplacer I'inéga-
. 5 7 12 C 1\? .
lité O 5 (s —+ ;) par linégalité Q > ? — s+ ) pours entier, et
4

2

par l'inégalité Q > g — <s + é) pour s demi-entier impair.
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Pour les représentations de classe IV a de [ 8], il faudrait remplacer £(¢ + 1)
par ¢(t —1) dans l'expression de Q, et remplacer I'inégalité o << ¢<s--1

1 . . .
par o <<t s; d’autre part, les valeurs s = S =1 devraient étre admises.

Modifications analogues pour les représentations de classe IV b.>

7. Paramétres sur le groupe &'

Commencons par choisir un systéme de paramétres sur &. Soit (ej, ..., ¢;)
la base canonique de R?. Pour tout t€R, soit r, la rotation hyperbolique
définie par

&) =, cht + @, sh¢, xy, = 2y sht + x, chy,

7 / !
&, = &3, x, = x4, Ty — Xs.

D’autre part, nous munissons le sous-espace Re,+ Re;+ Re, -+ Re; d'une
structure d’algébre de quaternions, admettant e, pour élément neutre, avec
la table de multiplication

2

—— ey, €36, — — €,63— €;,

—_—e
— €56, == €y, €563—— €3€;— €.

Alors, tout quaternion ¢ de norme 1 définit un opérateur de multiplication a
gauche L, et un opérateur de multiplication a droite R, dans Re, +...+Re;.
Nous noterons encore L, et R, les prolongements linéaires & R® de ces
opérateurs définis par L,e;— R;e;—e;. Dans ces conditions, I’ensemble
des L, est K, 'ensemble des R; est K.

Lemme 5. — Tout élément de & n’appartenant pas a K se met de
maniére unique sous la forme kyr/k, ou k; €y, t > o, ke K. L'application
(kiy t, k) —>kirik de R <)o, + o (< & dans ® est un isomorphisme de
la variété analytique K, < )o, -+ o (X< K sur lavariété analytique ® — K.

1° Soit s€ ®, avec sg¢ K. Alors s(e;) est non proportionnel a ¢,, donc
s(e;) =e cht +axye,+ xye5+ 216, + 2565,
ol ¢ >oetouch?t — (23 + &2 + 2} + 2?) = 1. On peut poser
Xyl + Zye3+ 2,6, + xse;== (sht)q,
ou ¢ est un quaternion de norme 1. Alors
L, 's(er) =e cht+e;sht =r,(e).

Donc /r:r[lL;*sER, et s=L,r/k, ce qui prouve lexistence de la
décomposition du lemme.
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2° Supposons maintenant X', rp k' =k, r,k, ot k, K, € Ry, t, ' >0,k K€ K.

Onakiry(e)=~FKrek'(e,) =krik(e;) =kir,(e;). Ceci donne

escht—=e, ch?, K, (eysht') =k, (e,sht),
d'ou t=1¢, et ki e;—=k e, donc k=k,. Ceci prouve l'unicité de la
décomposition du lemme.

3o Il est clair que I'application (ky, ry, k) = kyrik de K<) o, +0 (X K
sur ® — & est analytique. D’autre part, la partie 1° de la démonstration
montre que ¢ et k; dépendent analytiquement de s, d’ou la derniére assertion
du lemme.

LemMe 6. — Identifions ® — K a K, < ) o, +o ( X & grdce au lemme 5.
Soient dk,, dk des mesures de Haar sur R et ]. Alors la mesure sh? t dk, dt dk
est la restriction ¢ ® — ] d’une mesure de Haar de .

La restriction 3 & — & d’une mesure de Haar de & est de la forme
o (kyi, t, k)dk, dt dk, ou ¢ est une fonction analytique > o. Exprimant que
cette mesure est invariante a droite par { et a gauche par &, on voit qu’elle
est en fait de la forme o (¢) dk, dt dk.

Soit ¢, un élément fixé de ) o, + 2 (, et posons
(56) ro(korik)y =K, rp k',
ou K, ¢, k' sont des fonctions de £, ¢, k (définies presque partout). Soient
ki=Ly, K\=Ly, g=x,6; +as05+z1 6, +25 65, § =X+, €, +2, 0,42 e5.
On a

(kirk) (e1) = ki(ercht + e;sht)
—eycht + (xry+ 230, + 210, + 2565) sht,
(Kyrpk') (1) =K, (e cht + e;sht')
—e,cht +(&ye,+ 2, es+ 2, e, + s e;5)sht,
(rokorik)(e)=(eschty + e;shty) cht + 2, (eyshiy + ey chiy)she
“+ (z3e3+ zye,+ x565)she,

donc (56) donne
cht'=chtchty,+ x,shtshi,

xy, sht' = cht shty+ x, sht chi,,
sh¢ , sh¢ , sh¢
173.._..1"; h[/’ xkzxgm, Xy == T3 5—117.

Donc, k), et ¢ sont en réalité des fonctions de 4, ¢ seulement, et 'on a

sht dt' = cht,sht dt + a, sht,cht dt 4+ shitysht da,,
, _ sht cht sht g oy
dxi_h—t,dxi—l— ht,x,dt X h) ,Chl dt (l._-?), O, 5)’
di' \ dz, \ de, )\ doy = dt! LIPS
J/\ (JJ /\ Xy /\ H ht/ Zi h 7 *

=3
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I 29 Xy, Xy
dx;; —_— _dx4 _— d.z',;.
XLy Xy Xo

On a zi+zi+xi+x2=1, dou dr,——
Donc,
sh*t' dt! \ da', \ dz/, \ dx's

— (chtysh¢ dt -z, sht, cht dt+shty sht da,) )\ H(sht dax;~+ chtz; dt)

=sh3¢(ch¢ysht + xyshe,che) de \ daey N\ da, /\l;;,
— i:shto shi(sh2tche) (z; dey \ 23dt \ dxey N\ des+ x, dxe, N\ dx,
Nz dt \ dacs+ x5 dxes N\ day N\ dz, N\ x5 dt)
:(sh“t(chto sht + z,sh¢, chi)

> sht, sh®¢ ch t> dt \ dx; \ dx, \ dz;s

Xy

= <sh’”tch to+ i;sh tosh?¢ ch t> dt \ dzy \ dx, \ da;
= ish“tw; she' de \ day N\ dx, N\ dxs,
ce qui peut s’écrire
(57) xl_'z sh*e' dt' A\ da'y \ dx', \ do’;—= -\i;sh“tdt N dxs N\ dx, \ dxs,

Or, la mesure de Haar dk, s’'identifie & la mesure euclidienne usuelle sur
la sphére d’équation =z} —+ 2} + 2} + 2} =1, c'est-a-dire a la mesure
a7t das \ dey N\ daxs. L'égalité (57) peut donc s’écrire

(58) sh3t' dt' \di, = sh*t dt \ dk,.

Par ailleurs, pour 4, et ¢ fixés, &' se déduit de & par une translation a
gauche, donc dk'= dk. Combiné avec (58), ceci donne

sh*e di' \ dk, \ dk'=sh3tdt \ dk, \ dk.

Or, on doit avoir ¢ (¢') dt' \ dk, \ dk'=q(¢)dt N\ dk, \ dk. Ceci montre
que ¢ (¢)'q(¢') =sh—?¢sh3¢. Cette égalité devant étre vraie quel que soit ¢,
on voit que ¢ (¢) est proportionnel & sh?¢, ce qui achéve la démonstration du
lemme 6.

REMARQUE. — Ce lemme peut aussi se déduire facilement de [ 4], lemme 22,
mais la démonstration du lemme cité est assez longue.

Passons maintenant au groupe @&'. Soit r; (¢€R) I'image de I'élément ¢4
de g par lapplication exponentielle de g dans &'. L'application ¢— 7/ est
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un isomorphisme de R sur un sous-groupe 4 un paramétre de ®', et r, est
I'image de r; par I'application canonique &' — . Rappelons d’autre part
que &' est un recouvrement a deux feuillets de K et que R = &', < K}.

LemMe 7. — Tout élément de &' n’appartenant pas a R' se met de maniere
unique sous la forme kir; hih}, ou hi, ki€, t>o0, h;€R,. L'appli-
cation (kj, t, by, hy)—>kir[hih, de K <)o, +o (<X, <K, dans @'
est un isomorphisme de la variété analytique K < ) 0, + o0 [ X & < K}, sur
la variété analytique &' — K'.

Soient s"€ ®' et s son image canonique dans ®. Si s'¢ K/, il existe &, € ],
kef, t > o tels que s =k, r k. Donc il existe 2] € R, k] e K], /] € R, tels
que s" et A r; h] h; soient congrus modulo le centre (& deux éléments) de &'.
Comme ce centre est contenu dans &, on peut, en modifiant 2] et 4}, faire
en sorte que §'—Ajr;hih;. Si maintenant A", ¢, 2", k), sont tels que
S'= I r Ly, le lemme 5 entraine que A7 et k5, v} et vy, ARG et hyTRY
ont méme image canonique dans (. Ceci entraine d’abord ¢ =1 et k] =AY
(car I'élément £ e du centre de &' n’appartient pas a ), donc A} 2y =h"1) et
par suite 2] = A\", A, —L)". Enfin, Iapplication bijective

(Kiy 6, 13, ) > K ri b3 RS de Ry Yo, o (< &) < &)

sur ®'— K’ est en chaque point un isomorphisme local d’aprés le lemme 5.
D’ou la derniére assertion du lemme 7.

Lenyve 8. — Identifions ' — & a K <)o, + o [ X K, X K, grice au
lemme 7. Alors la mesure sh’t dk; dt dh; dh; est la restriction a ®'— K’
d’une mesure de Haar de ®&'(dk;, dh}, dh; désignant des mesures de
Haar de K, ], &).-

Ceci s’établit exactement comme le lemme 6, compte tenu du fait que le
groupe multiplicatif des quaternions de norme 1 s’identifie a K.

8. Equations différentielles vérifiées
par certains coefficients des représentations.

Nous utilisons les notations antérieures, et notamment celles du para-
graphe 5.

Lemme 9. — Soit p une représentation unitaire irréductible de ®' dans €.
Supposons qu'il existe dans 8¢ un sous-espace 3, , (ce qui est le cas pour

p =T} 4 €t pour p=v,q).
a. Pour s=kir;hihy (R}, ki€, t >0, h;€R,), on a

(o) Loty = a(ri) fod | 108 (o (R3) fol | ford).

b. La fonction t — (o (r;) foill| foil!) est paire.
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La restriction de p & K] est triviale dans ¢, ,. Donc

(p(kir; 1Y) fo | fol) = (p(R)p(AY) forl | o (rZ) o (KT7Y) fol
= (p(3) forl | o(r}) forll).

Désignous par P le projecteur orthogonal de € sur 3¢, ,. Comme
p(hy) foil € 3, ,, le produit scalaire precedent est encore égal a

(59) (p(h) fo | Po(rly) forlr) = 2y (p (R3) forl | foil) (foile | o (r20) fol)-

Nous allons montrer que (foill|p(7%,) for') =o si /5£v'. Comme le
produit scalaire envisagé est une fonction analytique de ¢ (car fo3 €9, , est
un vecteur analytique pour p), il suffit de prouver que les dérivées successives
de cette fonction pour ¢ = o sont nulles. Or ces dérivées sont fournies, & des
facteurs constants prés, par les produits scalaires ( foil |p(A")fo). Par
ailleurs

2o (A") foli=p (Xy+ X)) [l =2y o (Xey) p(Aeiy) - (L) folls

3n

ou ¢y, &, ..., §,===1. Nous pouvons calculer chaque terme
o (Xey) p(Xepy) oo p(Ae,y) forl

en utilisant les formules (15) et (16). Nous trouvons une combinaison
linéaire de vecteurs f‘,f,,., ou

*

I N 143 ! 1
v:;(si—l—-Sg-—i—...—i—S”), v :v+£(s1+e._)—i—...+en.

Or (forll| fursm) =0 si (k, &) (o, P) Si k=o, on a v*=o, donc
& +...~+ g, = o, donc v*=1', donc (fs, i jf‘,t K,x) = o sauf si p'=v'". Donc
la somme (59) se réduit au seul terme

(e S [0 (fodi Lo (i) o

ce qui est le @. du lemme. Enfin, avec les notations précédentes, on a
& ...~ £,5£0 sl n est impair, donc (o(A")fo’ |f0’ — o si n estimpair, de
sorte que toutes les dérivées d’ordre impair de la fonction ¢—(p (r}) fol!| fo.0")
sont nulles; ceci donne le 4. du lemme.

Si XYeg et s€ ®' nous noterons X* I'élément Ads. X' —=s L s~!. Avec
cette notation :

Lenme 10. — Soit t€R, t Z o. Dans U, on a, modulo WE, -+ ¥» 4

:—A”—|—3(cotht)A+< ;th‘1§>(L/?+M"2+/V/‘2).
4

BULL. SOC. MATH. — T. 89, FAsc. I. 3
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On a
(UL +~ mM - niV)oxpid
cht sht o o o
sht cht o o o
= o o 1 0 o
) 0O o0 1 O
0 0 0 0 1
o o o o o cht —sht o o o
o o —I —m —n —sht cht o o o
<f o [ o) —n m o o) 1 0 o
o m n 0 — 1 ) o o 1 o
o n —m ! ) 0 0 0 0 1
o o —Isht —msht — nsht
o o —{Ilcht —mcht —ncht
e —Isht Ilcht o —n m
— msht mcht n 0 —1
—nsht ncht —m l 0
1
=—sht(IB+mC+nD)+ 5 (cht+1) (UL +mM + niV)
1
—|—5(Chl——l)(lL’—l—InM’—FnN/).
D’ou

1B~|—InC+IZD:—S—}Il—2([L_|_]nM_|_nN)cxpl.4
+ oot L (Lt mMan )+ Lh L QL e M VY.
Modulo Uf, + 24, on a donc
Br— 1<come+me'>B
2 2 2
1 4 1 1A ; 1 4 12
— leothi[L, B]+ fthi[L, B]+ —B<coth—L+th— L’>
2 2 2 2 2 2 2
—— 1colhEA - 1th-t-A
2 2 2 2

5 1(~LLCKW+ Leothi L + lmef> <coth5L+th5L'>
2 2 2 2 2 .

2\ sht 2
1 »t 12
=—cotht4 + - th2- L2,
4 2
On trouve de méme
1 t
025— COthtA -+ Zth?' 5 ]‘1,27

D= —cothtA+ ~th* L N2,
4 2
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D’ou
1
Q= (LM N+ L2+ M2+ N?) — A — B — C— D

= D (L M N') — A2+ B cothtd — 5 the - (L' M- NV'2)

4
—=— A2+ 3cotht 4 + <— —7 * th? & ) (L2 -+ M+ N'?).
Lemme 11. — Soit f une fonction indéfiniment différentiable sur &/,

telle que f(ski) = f(kis) = f(s) pour tout s€ ®' et tout k,eRK,. Soit g la
fonction t — f (exptA) (teR). Pour t #Zo,on a

(Qf) (exptA) = cfz’tl (t) — 3 coth t—(t)

(2 b L) (e M fexpid),

Nous interprétons tout élément X de U & la fois comme une distribution
sur &' (de support{e}), et comme un opérateur différentiel invariant & droite
sur ®', par X' f—=_1 % f. L’hypothése que f est invariante a gauche par ]
entraine d’abord que X % f—=o pour .Y €f,, donc pour X' €. .{,. D'autre
part, toute translatée & gauche de f est encore invariante a droite par K;;
donc, pour tout ¥ €[, ¥ % f est encore invariante & droite par f, ce qui
peut s’exprimer sous la forme

(Y f) ((shis™)s) =(¥ % f) (s)  (s€@', kiefy).

Il en résulte que, pour tout Z€ ¥, Z°% (¥ % f) s'annule en s. Donc X % f
s’annule en s pour tout £'€t{.U. Compte tenu du lemme 10, la valeur en
exp t A de Qf est la méme que la valeur en exp ¢4 de

— Af3cothtAf+ (— — pe ) (L 4+ M" 1 N2) .
D’autre part, désignant par ¢, la mesure de Dirac en s€ &/,
(Af) (exptA) =1im§ (texpra ke f— f) (exptA)
= lxm [f(exp(~ tA) exp(tA)) — f(exptA)]
=lim 2 (s(t— <) — (1)) =— 10

et de méme (A2 f) (exp tA) = %(t). D’ou le lemme.
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LemMe 12. — Soient p une représentation unitaire irréductible de ®'
dans 3¢, et .1 =p (). Supposons qu'il existe dans 3¢ un sous-espace ¥, .
Soit (€8, ,. Alors la fonction t— (p(r;)7|2)=g(t)(t>o0) vérifie
léquation

(60) cf”‘ér —!—3cotht-§7 +<<.>—|— ap*+2p —(p*+ p)th? ')g:o.

En effet, la fonction s— f(s) = (p(s) £|¢) est invariante a4 gauche et a
droite par K1, et vérifie (Qf) (s) =(p(L2) p(s) Z|%) = w f(s). D’autre part,
(L M N) f(s) = (p(s) C| p(L* + M2+ N'*) )

=—4p(p+1)f(s).
Alors, le lemme 11 donne

(Qf) (exptA) =— (flﬁ(t)—.‘%cotht——g(t) — (; —th ~>4p(p+1) Z(0).

D’ou le lemme 12.

Lemme 13. — Définissons p, w, p comme aun lemme 12. Alors, pour
tout teR, on a

e\° A
6 UL =(1—w L) P00 p 0= p—ia el
%/ \ /
ot F est la notation classique pour les fonctions hypergéométriques, ou )
est une racine quelconque de
(62) 02— 30 + o+ p*+p=—o,
S . e\?
et ou l'on prend la détermination principale de <1 — th? ;) .
Soit g(¢) = (p(r7) f5:4.| J3:7.)- La fonction g est analytique pour tout ¢ € R,
égale & 1 en o, et paire (lemme 9). Donc, si nous faisons le changement de
. t . . . .
variable th? - — &, il existe une fonction y(z), analytique pour o << 2 < 1
2

et pour x = o, égale & 1 pour xz = o, telle que

(63) sty =y(m})-
Un calcul facile donne

dg I . dy
cothty_— ;(I—x )—7
d*g

de

(1——1‘)(1—3x)d + z(1— x)?j;ce-

L’équation (60) se transforme en

day

(64) x(1~x)° +2(17x)d—+(m+21) +o2p —(p*+p)x)y—o.
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Pour 0 Z 2 < 1, posons y(z) = (1 — x)0n(x), 0 étant un exposant réel ou
complexe (on prend la détermination principale de (1— 2)%). Alors, 7 est
encore une fonction analytique pour o <<z <1 et pour x=—o0, égale a 1
pour = o. L’équation transformée de (64) est

(65) 27(1—.)2)0+°Z 4+ 2(1— 2)0+ (1 — f)x)Z—n

+(a—2) 00 —1)2z—20 -0+ 2p’+a2p—(p'+p)x]n=o.

Prenons 0 racine de (62). Alors, le crochet est divisible par 1 — z et (65)
devient

(66) x(l—x)d) “+ 2 (1~0x) —i—((,)—{—?p +2p—20)n=o,
qui est une équation hypergéométrique. Comme v est holomorphe et égale
a 1 pour « = o, on trouve, avec les notations classiques
(67) n(z) =L (a B, 2, z),
ol a et 3 sont les solutions de

a+ 3 +1=20, a3 =120 —2p>—2p — v,
soita=0+p, =0 —p—1.

9. Comportement asymptotique de certains coefficients
des représentations.

Envisageons d’abord le cas des représentations =), ,. On a dans ce

cas w —=— p*— p + 2 — ¢+ ¢. Les racines de (62) sont ¢+ 1 et — g + 2.
Prenons 0 = ¢ + 1. Alors

q+1 t
Gy N FRAN IS —<1~thfi—> F<p—|—(/—|—l,(/—~p, 2, th25>-

Comme p — ¢ est entier, ¥ (p -+ qg-+1, ¢g— p, 2, ) est un polynome de
Jacobi de degré p — ¢ :

['W(P—}‘(/"'"I’ q— P 2, &)

Pr+eg+vp—9 ,

=T, 4(2q+1, 2, 2)=1— ST

<p+q+1)(p+f1+))(p~q)(p—q- .

31 91
(pH+qg+1)(p+qg+2)...ep)(p—q)(p—qg—1)...1
pP—qg+0D!(p—q)

N 1 dr—1
S (p— g+l (1 — x)2t der—y

- axP—1

[x./l—r/—i—l (I _ x)/H—(]—l].
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. t
Ce polynome n'admet pas 1 pour racine. D’autre part, 1—th‘15 ~ et

quand ¢ ——+ . Donc, quand ¢—-+ o0,
(68) CIXTC NI RAVINA D A

A désignant une constante non nulle (qu'on peut calculer explicitement). De
la, nous déduisons le résultat principal de cet article :

5 . - .
TukoriMe 1. — Pour q> -y les représentations m, , sont intégrables.
2 ’

3 -
Pour qg=1, 3 T

5 g €t de carré intégrable, mais non intégrable.

1 Lo
Pour q—= 3 75, 4 Nest pas de carré intégrable.

D’aprés la remarque 3° du paragraphe 6, il suffit d’envisager le cas de 7}, ,
Pour que la fonction ¢ — (7} ,(r7) f3:7.| fo;%4.) (¢ > o) soit intégrable (resp.
de carré intégrable) pour la mesure sh3zd¢, il faut et il suffit, d’aprés (68),
que ¢+ 1 >3 (resp. 29 +2>3). Compte tenu des lemmes 8 et 9, pour
que la fonction s — (7} ,(s) f3;7.] f0;7,) sur @’ soit intégrable (resp. de carré

Y

intégrable), il faut et il suffit que ¢ > 2 (resp. ¢ > é) Donc 7}, , est de carré

N . . 1
intégrable si et seulement si g > 5} b, compte tenu du lemme & de [4], 7} ,

est intégrable si et seulement si ¢ > 2.

Envisageons maintenant le cas des représentations v, ,. L’équation (62)
s’écrit dans ce cas

(69) 02—30+~240=—=o.

A. Supposons d’abord a<%(donc p entier). L’équation (69) admet

. ) 3 1 1/2 .
deux racines réelles. Prenons 6 — ;7 — o . Ceci donne

4
SR CANHAVIND)

I_(1_q)"
:(I—th2£>2 (“' )
2

3 1 12 I 12 t
2 (- — S p— (s — 22,
><F<2+p <4 o-) e <4 o‘> y 2, th 2)
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\ 1/2
Puisque 2——a—(3:2<% —a) >o0, on a, quand x—1—o0 (cf. [10],

p- 282):

(70) F<% +P—(i“")1/2’2—11—(;1—0)1/2,2, .x'>
~—>I‘(2)I‘< <;—c\)m>
><I‘—1<é —p—l—<2 ) ) +p+<%—a>1/2>

=T((1— 4o)7)
1/2 I 1/2\
e ) ()
<0 (5= (G- r{i=))
) 3 ? .
- ) 7 ’ ’
Or (1 —40)*>o0, - , TP+ 4 cr> >o0; pour p entier >0, on a
1/2
0oL 4’ donc - —p—|—<7 —cr> n’est pas entier; pour p = o,
g

\1/2
])+<4'—0') > o.

Bref, la valeur limite (70) est différente de o. Donc, quand ¢ — + oo,

* (3 (o))
(71) (‘Jp,a(l',)f(?,’e,]f(?,’{,’,)w)\e 2 4 N
A désignant une constante non nulle.

B. Supposons a:%(donc p entier). L’équation (69) admet la racine

double g Donc

: AR thﬂt %F 3 LY thﬂf\
<Vp’%("t)fo |f9 >— r— > 5“‘13»5 Py 2 2)

Or on a, quand # —1— o (cf. [10], p. 299, exercice 18),

F<§ +p,£—p, 2,x>~— ‘ ! log(1 — ).
2 00 r(3p\r(t=

2 P s P
Donc, quand ¢t — —+ «,

3
(72) (Vo (F1) R0 f0) e 2,

) désignant une constante non nulle.

w

1/2
C. Supposons o > 4 L’équation (69) admet les racines — == i<a — —> .

N
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Donec
(Yoo (ri) 30\ Foi)
~3+,-(c_1>"’
t N\ 2 &

=.<‘-* th2 )

b 172
< F (S’——}—p+z'<a—-i> ,g—p—ki(o‘—

Utilisons la formule de [10], p. 291, 1.3-5:

1/2 P
> y 2, lll2—>-
2

—] -

Fic—a)I'(c—0)T' ()T (b) F(a, b, c, 3)
=TI )T(a) YD) (¢c—a—b)F(a, b, a+b—c+1,1—z)
+ L)l (c—a)T(c—b)T(a+b—c)
X (1—gz)~“tF(c—a,c—b,c—a—b~+41,1-—3).

Ieil'(a)T(c—a)=T(a)T (2 — «) = (1 — a) t/sinwa. D’ou

I(c—a)T(c—b)T(a)T(b)
. 2mi(1—a) (1—b)
T cosm(a—b) —cosm(a—+b)

e . \'2\ /1 . 1\

.__27T'<5+p+l<0'”*£> ><;—|—])—l<a——z> >
1/2
cosn(1+9,p)—cos7r<2+2i<a'- %) >
2 (PP p +0)
1\'/?

—1)2p 1 —
(—1) —|—c127‘:<o’ /I>

Il vient alors

e vl (EI S BN GV AV )
(— 1)+ chgn(a—— 7)
+
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donc
(73) malrt) S0 7200y o B[ 2eE 71 070) )]

quand ¢ ——+ 0.
En raisonnant comme pour le théoréme 1, on déduit de ces évaluations
asymptotiques le résultat suivant :

TukorEME 2. — Aucune représentution v, , n'est de carré intégrable.

(Notre méthode ne donne rien concernant les m,,. R. Takahashi a
récemment montré que les m, , ne sont pas de carré intégrable).

On remarquera de nombreuses analogies entre les résultats précédents et
ceux de Bargmann.
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