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ÉTUDE SUR LES SOUS-GROUPES D'UN GROUPE ABÉLIEN

B E R N A R D CHARLES
(Montpellier).

Introduction. — Ce travail est consacré à l'étude des sous-groupes purs
d'un groupe abélien G qui contiennent un sous-groupe donné H. Nous
recherchons s'il existe des sous-groupes purs minimaux contenant H.

Dans la partie A nous montrons que le cas général se ramène à celui des
groupes abéliens primaires.

Dans la partie B nous nous occupons du cas où G est primaire et nous
démontrons le résultat suivant qui donne la solution d'un problème posé
par L. Fucus dans [2] : Si G est primaire et si // est un sous-groupe de G
sans élément de hauteur infinie il existe un sous-groupe pur de G contenant H
et sans élément de hauteur infinie.

Dans la partie G nous nous occupons du cas où G est primaire et sans
élément de hauteur infinie. Nous commençons par étudier de façon systé-
matique les sous-groupes purs minimaux de G contenant un élément donné u
de G. Cette étude est basée sur la notion d'indicatrice d'un élément de G.
La structure des sous-groupes purs minimaux contenant IL est déterminée
par la connaissance de l'indicatrice de u. Nous démontrons l'existence de
sous-groupes purs minimaux contenant 77 dans les deux cas particuliers sui-
vants :

1. //est contenu dans le socle de G.

2. H possède un sous-groupe qui est pur dans G et dense dans H pour la
topologie définie par \es /^G.

Nous adoptons de façon générale la terminologie et les notations de [2j.
En particulier { U^ V ^ . . . \ désigne le sous-groupe de G engendré par
U^ V\ ... C G. Ln sous-groupe H c G est dit pur si /<//=: Hc\ n G pour tout
entier / / . Nous notons toujours les sommes directes de sous-groupes de G
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2l8 B. CHARLES.

avec le symbole Q). Des sous-groupes de G sont dits indépendants si l'on
peut former leur somme directe dans G.

Soit maintenant G primaire associé à l'entier premier^ c'est-à-dire tel que
tout f/ç G ait pour ordre une puissance de p . On appelle hauteur de n ç. G
la borne supérieure (finie ou infinie) de l'ensemble des entiers n tels que
l'équation p71 x =u soit résoluble en x dans G. La hauteur de u sera tou-
jours notée h(u). Quand nous disons que G est sans élément de hauteur
infinie il est sous-entendu qu'il s'agit des éléments ^zf o. Le socle S (G) de G
est l'ensemble G[p] des éléments de G annulés par p . Nous désignons tou-
jours par P le socle S (G) de G et nous considérons indifféremment P comme
groupe abélien ou comme espace vectoriel sur Z / ( p ) (^désigne l'anneau des
entiers). Pi désigne toujours le sous-espace de P formé des ue G tels que
^ ( { / ) 1=il' Nous désignons par Gn= ^^[p71] l'ensemble des éléments de G qui
sont annulés p^r pn.

I n groupe primaire G est dit réduit s'il ne contient pas de sous-groupe
du type/^ c'est-à-dire isomorphe à Ç p / Z où Qj, est l'ensemble des fractions
dont le dénominateur est une puissance de p .

A. — Étude du cas général.

Soient G un groupe abélien et //un sous-groupe de G. La méthode suivante
de T. Szele permet de construire un sous-groupe pur de G contenant H.
Pour chaque équation îix •==. u {iz entier, nç.H) résoluble en x dans G on
choisit une solution et l'on forme le sous-groupe //i engendré par ces solu-
tions. On construit ensuite II.^_ à partir de H\ de façon analogue, etc. La
réunion des Hi est un sous-groupe pur, contenant 7/, et qui a même puis-
sance que H si // est inf ini .

Si G est un groupe sans torsion, le sous-groupe Hy construit précédemment
est pur et a le même rang que H. On voit facilement que 7/i est le plus petit
sous-groupe pur contenant H.

Rappelons le résultat suivant qui est élémentaire : Soient G'', G" deux sous-
groupes de G tels que G" c G ' . Si G" est pur, et si G' / G " est pur dans G/G\
alors G' est pur dans G.

APPLICATION. — Soient T le sous-groupe de torsion de (r, H un sous-
groupe de G, et T ' le sous-groupe de torsion de H. Supposons qu'on ait
trouvé G"', contenant T ' ' , et pur dans T. Comme T est pur dans 6', G" est
pur dans G. Posons H = ; H, G" j , et soit ~G ̂  G / G " . ~H = H ' / G " . On sait,
par la méthode de T. Szele, construire G' de même rang que H ' et pur
dans G. Si G' est l'image réciproque de G' dans 6r, on voit que G' est pur
dans G.

La recherche de sous-groupes purs, contenant un sous-groupe donné, se
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ramène donc essentiellement au cas où G est un groupe de torsion. Il en est
de même de la recherche des sous-groupes purs minimaux. Si l'on a trouvé G"
pur minimal contenant T', le sous-groupe G considéré plus haut est un
sous-groupe pur minimal contenant H, et c'est le plus petit sous-groupe pur
contenant H et G".

Le cas général se ramène donc au cas où G est un groupe de torsion, et ce
cas se ramène de façon immédiate à celui des groupes primaires.

Terminons par le théorème suivant qui généralise le fait que la propriété
d'être pur est inductive :

THÉORÈME 1. — Soient t2 un ensemble ordonné filtrant à droite ,//,(;€ ^2),
Gi(iç^î) deux familles croissantes de sous-groupes de G telles que Hi soit
pur dans G,, et \ ] G,= G. Alors H =. \\ H, est pur dans G.

/eu /eu

Soient hç.H, et nx == h une équation résoluble en x dans G. Soient g ç G
tel que ng-^h, et i\jç^ tels que Aç/^, gç.Gj, enfin À ç ^ tel que Â-^/,
^=ï/ Comme //^ :)//;, G^ Gj, et H/, pur dans G/,, l'égalité ng•= h entraîne
qu'on peut résoudre nx = h dans //^, ce qui démontre le théorème.

B. — Étude du cas où G est primaire.

Soient G primaire associé à l'entier premier^ et // un sous-groupe de G.
Nous nous proposons de rechercher s'il existe des sous-groupes purs mini-
maux contenant H. Si //contient des éléments de hauteur infinie, il n'exis-
tera pas en général de sous-groupes purs minimaux contenant H, comme le
montre l'exemple //== ; u \ avec u de hauteur infinie, dans le cas où G est
réduit.

Nous nous occuperons donc exclusivement du cas où H ne possède pas
d'élément de hauteur infinie. Le théorème suivant, qui résout un problème
posé par L. FUCHS dans [2] (problème h-) montre qu'on peut se ramener au
cas où G n'a pas d'élément de hauteur infinie.

THÉORÈME 2. — Soient G un groupe abélien primaire et H un sous-groupe
de G sans élément de hauteur infinie. Il existe un sous-groupe pur de G
contenant H et sans élément de hauteur infinie.

Plusieurs lemmes sont nécessaires à la démonstration de ce théorème.

LEMME 1. — Si H et K sont deux sous-groupes de G tels que </€//, u^.K
entraine puç.K et pu de hauteur nulle dans A, alors S({ H, K\) =z S ( K ) .

Supposons qu'on ait p(u-}- r) = o avec u ç H , u^K, pç/L Cela signifie
que 7?^ == — pv est de hauteur ̂ i dans AT, en contradiction avec l'hypothèse
du lemme.

16.
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LEMME 2. — Soient G un groupe primaire dont tous les éléments sont
d^ ordre p11 au plus, H un sous-groupe de G somme directe de groupes
cycliques d'ordre p11 et K un sous-groupe de G tel que Hç\K= o. // existe
une décomposition G == II Çf) H' avec H' 3 K.

Soit en effet H1 un sous-groupe maximal parmi ceux qui vérifient H ' ^> A,
H ' r\H^—o. Nous allons montrer que G ~ H Q ) H ' . Supposons qu41 existe
uç.G tel que u^.H@IT et p u ç H Q ) H ' . On a pu == h 4- n avec hç.H,
1i Ç.H' et comme pu est (Tordre/^-1 au plus, il en est de même de h et h'
donc on a h—phi avec h\ G H. Quitte à remplacer u par u—Ai on peut
donc supposer que u^HQ) H ' ^ p u ç H ' . Si l'on pose H" ̂ -. [ H ' ^ u} on a
H ' ' ~^K et Hc\H"'== o, en contradiction avec la maximalité de H ' ' . Le lemme
est démontré.

LEMME 3. — Tout sous-groupe de G qui est terme direct d'une décompo-
sition de G est pur dans G.

Cette propriété est classique.

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME. — Soient P =^ S{ G) le socle de G et Pr.»
l'ensemble des éléments de P qui sont de hauteur infinie. Pour chaque entier
/ ̂  ° on peut trouver un sous-espace Ç'^ de Pi tel que

P^SW^Ç', S[p^r\S(ff)].

On peut trouver des sous-espaces Qi tels que

Pi^QiQPi^ Çi^Q'r
Nous posons

p\ ̂  { S(H)^ Ço , . . . o^ i, P'= ̂ J P, .
i

Nous aurons encore à utiliser une suite de sous-espaces P\ vérifiant les
conditions

P'i Q P ' i ^ P , P ' i C P i .

Il est facile de vérifier que P'r\P^^=o. Pour démontrer le théorème il
suffit donc de construire un sous-groupe pur H' de socle P ' et contenant H.
Posons Gn== ^[p^ et Hn= H^"-}. Nous allons construire une suite de sous-
groupes H'^ vérifiant les conditions

(1) H'^\H\_^H^ SW)=P^
(2) H\ est un sous-groupe pur dans 6r;.

Partons de ff'^=zS(Iî)^ et supposons construits ff^ . . . , îi'n-\ vérifiant
les propriétés (i) et (2) . Nous allons montrer qu^on peut construire H'^ de
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façon à satisfaire (i) et (2) pour i-==.n. Tous les éléments de P\ sont de
hauteur ^TÎ dans G, donc de hauteur n — i dans Gn. On peut donc former
un sous-groupe G'^cGn de socle P\ et qui est somme directe de groupes
cycliques d'ordre p71.

Considérons le sous-groupe G',^[H',,_^ Hn }. On a pNnC^n-i C H\,_,.
Si uçff^ u^H'^^ puçff'^_^ c'est que u est d'ordre 7?^ ce qui entraîne
que pu est d'ordre y?71-1 donc de hauteur nulle dans H\^. D'après le
lemme 1, G'^ a pour socle P\^ donc G",, n G',, =-: o. On peut utiliser le
lemme 2, ce qui donne H\ tel que

Gn^GnQIÏ'n. H'n 3 ; H „_ , , 77, j .

Le sous-groupe H'^ est pur dans Gn en vertu du lemme 3.
Nous avons donc démontré qu'on peut construire une suite de sous-

groupes H'^ vérifiant les conditions (i) et (2) .

Le sous-groupe H ' —. \ ] H'^ est pur en vertu du théorème 2. On a H ' ~^H
n

puisque H'^Hn. Enfin le socle de /// est P':— I J P1^ ce qui achève la
n

démonstration.

G. — Étude du cas où G n'a pas d'élément de hauteur infinie.

Dans tout ce paragraphe on suppose que G n'a pas d'élément de hauteur
infinie. Il est commode de munir G de la topologie ^ définie par le système
fondamental de voisinages de o formé par les p^G. Cette topologie est

séparée puisque f\pnG =-= o. Un sous-groupe 7^ discret de G est un sous-
n

groupe tel qu'il existe un entier N avec Hr\p^ G == o. Il revient au même de
dire que les éléments 7^ o de // ont une hauteur < N. On sait qu'une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que G soit une somme directe de groupes
cycliques est que G soit la réunion d'une suite croissante de sous-groupes
discrets (KULIKOV).

Nous nous proposons de rechercher les sous-groupes purs minimaux de G
qui contiennent un sous-groupe donné H.

Indicatrice d'un élément de G. — Soit u ç G d'ordre prt ; nous notons
sa hauteur h(u) et son exposant n = e{u). L'indicatrice de u est la fonction cp
définie sur l'ensemble des entiers /' >> o par

, , ( e(pn-ru) ^r-hÇp^u) -:r-^h(pn-ru) si r^n,
^ ( r ) — 1( o si r > n.
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La propriété h(ps^} u) ̂ i + hÇp^i) entraîne que c? est une fonction
décroissante. Les points de discontinuité de cp sont par définition les r tels
que ® ( r ) > cp(r- t - i ) .

Il est commode d'introduire dans l'ensemble des indicatrices l'ordre lexi-
cographique : On dit que 9 ̂ - ^ si co = ̂  ou bien s'il existe un entier s tel
que cp(r ) ==^(r ) pour r < s et c?(^) > ^ (s).

Soit cp une indicatrice telle que c p ( r ) = = o pour r^>n. Il n'existe qu'un
nombre fini d'indicatrices ^ distinctes vérifiant les conditions ^ -^ cp et
^ (r) =: o pour r > /i.

Etude du cas où H est cyclique.

THÉORÈME 3. — Soient u ç. G d'indicatrice cp et ri, r.^ . . ., r^ les points de
discontinuité de ^. II existe des sous-groupes purs minimaux de G conte-
nant H= { u } . Tout sous-groupe pur minimal H' contenant H est de la

k

forme H'^Q^[ui\ où Mi, u.^ ..., Uk ont respectivement pour expo-
i=l

sants q?(/'i), ^(r._) — r^ ..., cp(^) — .̂_i.

Soit n l'exposant de u et m = c? ( i ) = i 4- h(pn-l u) ̂  n. Nous ferons la
démonstration en distinguant deux cas.

Cas 1. — cp possède la seule discontinuité ri == n. Pour avoir un sous-groupe
pur minimal contenant u il suffit de choisir un élément Ui ç G tel
que pm-nu^=z u. Le sous-groupe I I ' = { Ui} est pur et évidemment minimal.
Soit maintenant H" minimal pur contenant u. Comme u a même hauteur
dans ZT que dans G on peut trouver u\ ç H " tel que p"1-"- u\ = u. Comme H"
est minimal on aura H " = { u\ } .

Notons que l'exposant de Ui ou u\ a la valeur /nz==o( r i ) indiquée dans le
théorème.

Cas 2. — cp possède au moins deux points de discontinuité ri<<. . .^r/:.
Nous allons d'abord construire un sous-groupe pur H ' 3 H ayant la structure
indiquée dans le théorème.

Pour le sous-groupe [p11-1^ u \ on se trouve dans le cas 1 donc it existe Ui
tel que 7^-^ Ui=p11-^ u. Il est facile de vérifier qu'on a pour { (/, u^ \ la
décomposition

{ u, u^} = { ui} © { p j , avec ^=u—pm-nUl.

LEMME h-. — L'indicatrice de v est donnée par la formule

^(r) =:cp(r+ri) —ri.

Montrons d'abord que l'exposant de v est n — j\. On a 7?"-^ v == o donc il
suffit de montrer que /^-^-^^do. Si l'on avait p71 ~11-1 v •===. o on en dédui-
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rait h(pn-r^-l u) == m — i\— i d'où l'égalité suivante en contradiction avec
la définition de j\ :

cp( r i -+- i ) ==(r i -4- i ) 4- ( m — r i — i ) =zm=^(i) =cp(/ ' i ) .

On a donc e{v) = n — r^ et il reste à vérifier que pour r ̂ n — /\, on a

h (T^-7^ ̂ ) = h (p n-r-r. ̂ .

Comme p11-^-7^ v == p71-'-^ u + p^-r-r, ̂  [\ suffit de montrer qu'on a
l'inégalité

h (p71-7^ u) < h {p111-^ u,)= m — r — r,.

Or cette inégalité résulte de

k^p^-r.-r^ =^(r-^- n) — (r-{- r,) <^(i) — (r+ri) =m—r—j\.

La construction de I I ' peut maintenant s'achever par récurrence. On
a ^ << (p et d'autre part les discontinuités de ^ sont r.^ — r^ . . ., /^— ri, donc

^ ( ^ 2 — ^ 1 ) =?(^2) —ri, ^(r,—ri) — (^—r,)=^(r:,) — r^ ....

k
En poursuivant jusqu'au bout on obtiendra un sous-groupe H' = Q) { u,•}.

1=1
II faut démontrer que ce sous-groupe est pur et minimal. La pureté de //'
résulte de ce que les hauteurs des socles de {u^ }, . . ., { uj, \ forment une
suite strictement décroissante. Soit H" un sous-groupe pur minimal de H '
contenant H =[u\. Comme u a même indicatrice dans H" que dans G on
peut construire dans //// un sous-groupe pur contenant // et de la forme indi-
quée dans le théorème. Il en résulte que H " a un ordre au moins égal à l'ordre
de H ' donc H ' f = . H ' ^ ce qui achève la démonstration.

THÉORÈME h-. — Entre deux sous-groupes purs minimaux H\ H" conte-
nant H= { u } il existe un isomorphisme 6 qui prolonge l'identité dans H.

Supposons H ' et H" construits suivant la méthode de la démonstration du
théorème 3 :

H'= [ u, } ©. . .© j uk} = { u , } © ; v \, v = u -p'— u,,

H"= [ u\ } ©. . .© [u', \ = { u\ } © { ̂  }, ^= u-p^-u\.

Nous allons montrer qu'on a pour u la décomposition

u=p^u,-^.. .-^-p^uk, n,=^(r,) — r/,.

Il suffit de faire le calcul :

n^=zm — n == ̂ (r^) — r/,,

n._=^(r.,—7\) — (^.—ri)=cp(r.2) —r/:.. . .
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Comme ni, 7225 • • • ? s'expriment à partir de <p on aura aussi

u==p^u\ -+-...-4-7^^,

donc en posant 6(^) === ̂  on détermine un isomorphisme de H ' sur H " tel
que 6(^) == u.

REMARQUE. — On a /ii > 7^2 >» . . .>* /^-, donc tous les /^ sont >> o sauf
peut-être /^.

THÉORÈME 5. — Si H' et H'1 sont deux sous-groupes purs minimaux conte-
nant H •==. \ u }, on a pour tout i^^ o la propriété

S{H^c\P^S^H^c\P, (modP^).

Les notations étant celles du théorème précédent, on a

S(H')-^Q)S{[u,}^ S^'^^^S^u, } ) .

Nous désignerons par m^ l'exposant commun de Ui et de u^ et nous pose-
rons w^^p"1]-1 u^ w'j-^p771!^ Uj. Etant donné ï^o, il existe au plus un
entiery tel que w^-çP^ Wy^^+i. Pour démontrer le théorème il suffit donc
de démontrer que, lorsqu'un tel entier / existe, on a Wj— ^y eP;+i. Comme
h ( W y ) == î, cela revient à démontrer que

h{wj— Wy) > h { w j ) .

D'après la démonstration du théorème précédent nous avons

/. À-
// ̂ ^T^1^ u ""^^^^ •

i=t i=i

En multipliant ces deux égalités par /^"r-1 et en faisant la différence, on
obtient

/-i
^'y- <^^P7 î+^-l (^- ̂  )•

i= l

Tous les ni sauf peut-être rik étant > o, il en résulte

h{Wj— w'^ ^ /z /_i4-w/— i > m,— i -—: h{wj).

Étude au cas où H est quelconque. — Lorsque H est fini il est clair qu'il
existe des sous-groupes purs minimaux contenante. Entre deux sous-groupes
purs minimaux contenant H il existe un isomorphisme prolongeant l'identité
dans H (on peut le voir par les méthodes utilisées dans la théorie d'LJlm).
Nous pensons que ce résultat s'étend au moins au cas où 77 est réunion d'une
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suite croissante de sous-groupes discrets de G^ mais nous ne savons pas le
démontrer.

THÉORÈME 6. — 77 existe des sous-groupes purs minimaux de G contenant
un sous-groupe donné H dans les cas suivants :

1. H est contenu dans le socle G.

2. H contient un sous-groupe K qui est pur dans G et dense dans H pour
la topologie %.

DÉMONSTRATION DANS LE CAS 2. — Soit Qi une suite de sous-groupes de S ( K )
tels que

S(K)nP^Ç^{S(K)r\Pi^).

On peut construire dans A' un sous-groupe pur Ki de socle Ç, (7^ s'obtient
comme sous-groupe maximal parmi l'ensemble des sous-groupes purs de K

qui ont leur socle contenu dans Ç;). Le sous-groupe A == ÇR Ki est pur
;==i

comme il est facile de le vérifier.
n oo

Posons An--—- Q) Ki^ 7?^:— (̂  Ki et désignons de façon générale par U\QL
i=l i=n+l

fermeture pour la topologie ^ d'un sous-ensemble U de G. Il est facile de
vérifier que A == An ® £n et que A^ An-, Bn sont purs dans G. Soit
7^/,r- Hr\ Gn et supposons construits H\^ . . ., îï'n-\ vérifiant :

( i ) H\ 3 {77;._,, H, j , S(H\ ) ̂  S(ff), H\ cA n ̂

(2 ) H\ est pur dans Gi.

Nous allons en nous inspirant des méthodes de démonstration du théo-
rème 2 construire, H'^ vérifiant ( i) et (2 ) . Le sous-groupe H"^ == { H^ II'n-i }
a pour socle S(ff) d'après le lemme 1. Si l'on pose 7?^ == 7?^n7^ on
a H"^ = - An (B B'n- On peut trouver un sous-espace Rn de S (Bn) tel que

S(B^=S(B',)^^.

On peut construire CnCBn^Gn de socle 7?,, et pur dans Bn(^Gn donc
somme directe de groupes cycliques d'ordre p'1. D'après le lemme 2, il
existe B ' ^ B ' ^ tel que Bn==B"^Q) Cn. En posant H'^^AnQ) B"^ les condi-

tions (i) et (2) sont vérifiées pour /==- n. Le sous-groupe H1 ̂ =. \^ j H1^ est pur
71

dans <T, contient H et a pour socle S ( H ) . Cette dernière propriété entraîne
que H' est minimal car si H" est pur et vérifie H " Ç i H ' , S { H " ) -==. SÇff1), on
^ n " = H ' .
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DÉMONSTRATION DANS LE CAS 1. — On peut trouver une suite de sous-
espaces ÇiCP'==S(G) tels que

Hr\Pi=Çi^(Hr\P^)

On peut constmire Ki pur dans G et de socle Qi. Le sous-groupe
H * == {//, A"i, K^ . . . } a pour socle H et vérifie les hypothèses du cas 2. On
peut donc construire H ' pur et de socle H. L7n tel sous-groupe H ' est un sous-
groupe pur minimal contenant H.

Le problème de savoir si deux sous-groupes purs de Gavant le même socle
sont isomorphes nous semble important, mais nous ne savons pas le résoudre.
Une réponse positive à cette question aurait des conséquences intéressantes
pour la structure des groupes abéliens sans élément de hauteur infinie. Pour
une discussion plus détaillée sur cet aspect de la question, voir [1].

Nous terminons cette étude par le théorème suivant que nous considérons
plutôt comme une curiosité :

THÉORÈME 7. — Soient K un sous-groupe de G, j u \ un sous-groupe de K
tel que S ( [ v } ) = = S ( { u } entraine cp^^c^, K" un sous-groupe de K tel
cfue K" n { u \ == o, K' un sous-groupe pur minimal de G contenant { u j .
Alors K"r\K'=o.

L'indépendance de K" et K' résulte de la relation K' nA c { u}. Supposons
en effet cette condition réalisée et soit w ç . K ' r \ K " . Comme K"ç.K on a
wç. \ u { donc w = o en vertu de l'indépendance de K" et {u \.

Nous pouvons supposer K' construit suivant la méthode du théorème ^. On
k

a K'=^ ff) | Ui•] et l'indicatrice de u est a^=: 9. Pour simplifier l'écriture il
i= 1

sera commode de poser UQ= o et ^o= o. Rappelons que
k

u =V^7^, ni=(û(n) — î'k, e(iii) = îp(r;) — r,_i.
i=l

On en déduit facilement les propriétés suivantes :

•{ UQ, u^ ..., u j } n j u \ = {p^-n u j,
S({uo,u^ . . ., uj^ ;) =S({uo, u^ . . . , U j , u \ ) (y'^i).

Nous allons démontrer que K r\ { ^o, ^i' • • • i u / • j C { u } entraîne
K r\ 1 UQ^ u^ . . ., Uj^ \ C S u ;, ce qui démontrera le théorème puisque
K n ; //o j = o.

Supposons qu'il existe wç.Kr\ { ^o? • • - i u-j-^\ ! t^l que w ^ [ u j . Quitte à
multiplier w par un entier convenable on peut supposer que pwç. [ u \ et
plus précisément que/nv est de la forme

k

pw == p^u ==^a7 p'11^.
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La composante p^111 Ui de pw suivant iii doit être nulle pour />y-4 - i ,
c'est-à-dire a -h / / ;^e(^) p o u r / > y + i , ce qui donne a ̂  r^—r/^-i. Nous
poserons a = |3 -+- r^— ^y+i ^

/ - '
P^^p0^7^-'7'^1 H =Zp^^ p^(''i}-^j+l {/^

Si ,5 >> o on a /^( sv — 7 ^) == o avec / =p^~~}~rl-•~f'j+^ donc

VV — /. ! { Ç S ( { U^ U^ . . ., ^y+i ;) == ̂ (i ̂  ^i, . . ., /^-, ^|).

On en conclut qu'il existe // tel que

w — À u — ̂  uç. \ / /o, / / i , . . ., a, j .

Comme w — A M — A' uçK il en résulte w € \u \ contrairement à l'hypo-
thèse de départ. On a donc ^ == o et l'exposant de pw est

e(pw) = sup [ îp(r/) — r,_j— (îp(r,) — /•/+])] =^+j.

L'exposant de w est donc i 4- /'/-M. Quitte à retrancher à w un élément du
socle de j Mo, ^17 • • • , ^/+i [ 5 on peut supposer que

vv ̂ y^n)-^-' ̂ ..

On voit alors que A ( w ) == c&(ry^ i ) — A y + i — i , ce qui permet de calculer
l'indicatrice de w :

cp ( , , ( i + ry+i) = = ^ ( w ) + A ( w ) = = ç p ^ ( r y + j ) > c?/,(i4- ^/+i),
cp^(^) == €?«( / • ) si r^_rj^.

Le socle de { vv } coïncide avec le socle de { u \ comme on le voit en for-
mant/^'y^1 w =p^(7'i}-} i / i . On voit que c?,? est strictement ̂  ^u en contradic-
tion avec une hypothèse du théorème, ce qui achève la démonstration.
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