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9 P —— 3
Sur lintégrale f z”e *  dz; par M. LocuErge.
[}
(Séance du 22 novembre 1878.)

1. Je suppose, dans tout ce qui suit, que 7z soit un nombre
entier positif. On a évidemment

] 2 33 z  z?
T R —5 +=
(1) e dz—=—ce e,+U,| e dz +V,,
° )

®, désignant un polyndme entier en x et en z, U, et V, deux po-
lyndmes entiers en x. Si, pour mettre les variables en évidence,
on écrit pour un instant ©,(z, x) au lieu de ©,, on a d’ailleurs

V,=20,(o, x).
En dérivant I'équation précédente, on a

de
= —dz—" +0,(z —z) + U,

et de cette relation, pour n =0, n =1 et n = 2, on déduit facile-
ment les systémes de valeurs suivants :

Up=1, 6=0; U=z, 6=1; Uy=2'+1, O,==z-+ a.
En général, de I'identité

= — p* 4 2% (3 — x) + 2 + n*l,

on déduit

(2) Uppi=xU,+ nU,_,



- 13 —
et
(3) Oy = 2"+ 20,4 nO,_,.
2. La relation (2), jointe aux valeurs données de U, et de U,,

montre immédiatement que les polynémes U, sont. précisément
ceux qui ont été considérés par M. Hermite, au sujet du dévelop-

axt a

—_— = x—ht . . . .
pementdee® *? en série ('), dans le cas particulier ou I'on
aa=—1eth=—=—z.

Ces polynémes peuvent donc étre définis par 1’équation

— +zx U. U
(4) e? :.:Uo-i-U,Iz-i— g+ —P gy,
1.2 1.2.0.0.0

3. De l'égalité
2 2 e —’-—’-fz.r o —"—’+zx
fz"c * dz——e *? 9,,+U,,fe 2 dz + Vp,
[ 0

on déduit, en égalant les dérivées des deux membres par rapport

Y

ax,

= F1l

--"':-;—n Y - R
—e 41+ Uny e dz +Vyy
o
2% 22 z z3
——+3 —= 432 dO dU — —+3x
——ze ? Ie,,—e 2 - n e ? dz
dx dr A

z3 z? . z 33
— 4iax —Z 4sx dO® dU - 43
——ze ? ®,—e * ——"+(.zU,,+——'5)fe ? dz
o

dx dx

d’ou les relations suivantes :

de
(4) 9;.+‘=:z8,.+7; + U,
dU
() Upyy =2U, + da:n’
. dv
(6) Vo1 = 7 "—}- U,.
du
(*) Sur un développ t en série des fonctions (Comptes rendus de I’ Aca-
démie des Sciences, 8 février 1864, t. LVIII).



4. On en déduit facilement ces équations

dU
nU,_, = dr"
ct
U,  dU,
(7) dz? *dz —rU,=o,

qui ont été données par M. Hermite.
Posons, pour abréger,

on aura les relations suivantes :

2
-5+
H,py=—e¢ 2"+ zH,+ rnH,.,

et
a2
iH, — T e
"n+l::"ZHn+, L+Unc T
dr
d’ou
xt
IH — — 4T
nl,_y = 'd',"' +e T (Up—2)
et
d*H,  dH, e du,
(8) I T — —nH,=c¢ (z —2U,—2 - )

Il est remarquable que, le polynéme U, étant une solution de
I'équation linéaire du second ordre

A"+ ar'—ny =o,
la fonction

satisfasse a I'équation

x?
— g 3T U
Y4y —ny —e ? (z""" —zU,— 2 td "> ’
T

qui ne différe de la précédente que par la présence du second
membre.

5. Les fonctions © peuvent s’exprimer facilement au moyen des
fonctions U7,
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On a, en effet,

(9) (C =2Am.num' (m =0,1, 2, ..., ”)1

ou, en posant, pour abréger, n — m = p,

App=3"+ ’21 (p—1)z*24 (Ln_.__k_ll).(;"_"_'_) (p—2)(p—3)z"

+ (m =+ 1)(m+2)(m~+ 3)

1.2.3 (b —3)(— 4)(p—5)z—5..

Le terme constant de cette expression est nul si g est impair, et,
- si pu est pair, égal &
(B
(m+|)(m+z)...(m+ —)
2

1.2.3... 5%
2

Par suite, en faisant, dans la relation (g),

zZ =0,

il vient

(10) Vypu=U,+ (n—1)Upy+(n—2)(n —3)Up_,+....

6. En faisant z = o dans I'équation (1), il vient

© =2 ® 72
-_ T + Zx —_ ; + 2
e dz — U, e dz - V”’
0 0
® —--’-z:—-—r;'— b —'—(.—.—;;1 =X
"e * d:.::Un e ? +Vne '
0 0

Posons z — x =, il viendra

ou encore

x ‘I_’ x _l_’ _xt
{11) f (r—1t)"e ’(It.:U,,/ e *+V,e *,

formule ol figure dans le premier membre l'intégrale multiple

x?

d’ordre 7 de la fonction e *.



— 16 —

Ces intégrales multiples donnent donc naissance aux mémes
polynémes U, qui, dans la théorie développée par M. Hermite,

proviennent des dérivées successives de la fonction e?.



